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Résumé. — Nous définissons et étudions de nouvelles filtrations dites de stratification
d’un faisceau pervers sur un schéma ; contrairement au cas de la filtration par les poids, ou
de monodromie, ces filtrations sont valables quel que soit l’anneau Λ de coefficients. Nous
illustrons ces constructions dans le contexte des variétés de Shimura unitaires simples de [14]
pour les faisceaux pervers d’Harris-Taylor et le complexe des cycles évanescents introduits et
étudiés dans [6]. Pour Λ = Q̄l, nous montrons que ces filtrations de stratification sont plus
efficaces que celle de monodromie-poids. Nous formulons des conjectures sur le cas Λ = Z̄l et
relions la combinatoire du cas Λ = F̄l à celle de la réduction modulo l des représentations du
groupe linéaire donnée dans [8].

Abstract (Filtration of stratification of some simple Shimura varieties)
We define and study new filtrations called of stratification of a perverse sheaf on a scheme ;

beside the cases of the weight or monodromy filtrations, these filtrations are available whatever
are the ring of coefficients. We illustrate these constructions in the geometric situation of the
simple unitary Shimura varieties of [14] for the perverse sheaves of Harris-Taylor and the
complex of vanishing cycles introduced and studied in [6]. For Λ = Q̄l we show that these
filtrations are more efficient than those of weight-monodromy. We formulate conjectures about
the case Λ = Z̄l and study the case Λ = F̄l thanks to the combinatorics of the reduction
modulo l of representations of the general linear group given in [8].

Introduction

Pour l 6= p deux nombres premiers distincts, dans [6], nous avons explicité le faisceau
pervers des cycles évanescents à coefficients dans Q̄l, d’une certaine classe de variétés de
Shimura unitaires X qualifiée de ≪ simple ≫ dans [14], en une place de caractéristique
résiduelle p. Rappelons que cette description ne repose pas sur une étude géométrique
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sûrement illusoire de ces variétés qui consisterait à se ramener à une situation semi-stable ;
pour l’essentiel les arguments se ramènent, via la cohomologie de ces variétés, à de la
combinatoire sur les représentations

– admissibles des groupes linéaires sur un corps local et
– automorphes d’un groupe symplectique sur un corps de nombres.

Au coeur de ces arguments, on trouve la formule des traces de Selberg qui calcule la
somme alternée des groupes de cohomologie de certains systèmes locaux dits d’Harris-
Taylor, introduits dans [14], et définies sur certaines strates de la fibre spéciale de ces
variétés de Shimura. L’apport principal de [6], est l’étude des prolongements de ces systèmes
locaux à toute la fibre spéciale et dont l’outil essentiel est la filtration de monodromie-poids.
La motivation première de ce travail est de prolonger cette étude dans le cas où l’anneau des
coefficients est F̄l ou Z̄l. Notons alors que dans ce contexte, les techniques clefs précédentes,
formule des traces et filtrations de monodromie ou par les poids, n’existent plus. Dans ce
papier nous nous attaquons au problème général de filtrer un faisceau pervers quel que soit
son anneau de coefficients Λ, à l’aide d’une stratification de l’espace sous-jacent et nous
appliquons nos constructions aux faisceaux pervers de [6]. Dans le cas où

– Λ = Q̄l, nous obtenons une démonstration simplifiée de l’étape la plus technique de loc.
cit., celle où on calculait les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-
Taylor en invoquant une propriété d’autodualité sur le modèle local de Lubin-Tate
prouvée par Fargues dans [12]. Ainsi les filtrations de stratification, bien que plus
abstraites, se révèlent plus efficaces que la filtration de monodromie-poids.

– Λ = Z̄l, nous formulons deux hypothèses sur ces filtrations dont nous montrons qu’elles
sont équivalentes à l’absence de torsion dans la cohomologie du modèle local de Lubin-
Tate. La preuve de ces hypothèses, comme dans le cas Λ = Q̄l, fera appel à certaines
propriétés de la cohomologie de la variété étudiée et sera l’objet d’un prochain papier.

– Λ = F̄l, la situation reflète fidèlement la combinatoire de la réduction modulo l des
représentations du groupe linéaire et du groupe des inversibles des algèbres à division
centrale.

Ces résultats ouvrent la voie à l’étude de la torsion dans la cohomologie des variétés de
Shimura laquelle devrait être directement liée à l’étude de la réduction modulo ln des
représentations du groupe linéaire et du groupe des inversibles des algèbres à division
centrale.

Donnons à présent quelques précisions sur ces nouvelles filtrations dites de stratification
appliquées aux variétés de Shimura X de [14]. Notant F le corps reflex de la donnée de
Shimura associée à X, on obtient un schéma de Hecke, au sens de [6], défini au-dessus de
SpecOv, où Ov est l’anneau des entiers du complété de F en une place v bien choisie, cf.
le §4.2. Pour Γ un anneau de coefficients, on obtient d’après [15], un faisceau pervers ΨI,Γ

de Hecke dit des cycles proches sur la fibre spéciale géométrique Xs̄ de X en v. Notant d
la dimension de X, sa fibre spéciale Xs admet une stratification de Newton

Xs = X≥1
s ⊃ X≥2

s · · · ⊃ X≥d
s
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où X=h
s := X≥h

s −X≥h+1
s est de pure dimension d−h. La strate X=h

s admet des revêtements
d’Igusa de seconde espèce, construits dans [14], qui fournissent des systèmes locaux dits
d’Harris-Taylor. Dans [6] nous avons explicité la filtration de monodromie du faisceau per-
vers des cycles proches ΨI,Q̄l

en termes d’extensions intermédiaires de ces systèmes locaux
d’Harris-Taylor. Pour Λ un anneau de coefficients quelconque, l’idée est alors d’utiliser
directement cette stratification pour filtrer ΨI,Λ ; la construction est générale et consiste
étant donné un faisceau pervers P sur un schéma muni d’une stratification quelconque,
de le filtrer au moyen des morphismes d’adjonction j!j

∗P → P et P → j∗j
∗P , cf. le §2.

Pour Λ = Zl et P sans torsion, si la stratification est ≪ adaptée ≫ à P , on obtient alors des
systèmes locaux tels que les gradués sont certaines extensions ≪ coincées ≫ entre les com-
plexes d’intersection relativement aux t-structures p et p+, cf. le §2. La ≪ position ≫ de ces
faisceaux pervers ainsi que la classe d’équivalence de ces réseaux stables, dépendent à priori
de la filtration considérée. On étudie, §2.7, plus particulièrement deux de ces constructions,
la première dite filtration exhaustive de stratification et la deuxième qui lui est duale, la
cofiltration exhaustive de stratification. Dans le cas de ΨI,Q̄l

, on observe que la suite spec-
trale associée à la filtration de stratification dégénère en E1, on dit alors que ΨI,Q̄l

est
dégénéré.

Dans la construction de la filtration de stratification d’un faisceau pervers sans torsion,
afin d’obtenir des gradués sans torsion on est amené à saturer, cf. §2.3 ; chaque fois que ce
processus est nécessaire, il engendre de la torsion notamment dans les fibres des faisceaux
de cohomologie étudiés. Ainsi l’absence de torsion dans les faisceaux de cohomologie de
ΨI,Z̄l

, laquelle est d’après le théorème de comparaison de Berkovich équivalente à l’absence
de torsion dans la cohomologie des espaces de Lubin-Tate, cf. §5.1, repose sur les deux
hypothèses 7.2.1 et 7.2.5 qui expriment respectivement que les extensions par zéro des
systèmes locaux d’Harris-Taylor et ΨI,Z̄l

sont saturés, i.e. il n’est pas nécessaire de saturer
lors de la construction de la filtration exhaustive de stratification.

On conjecture que pour πv une représentation irréductible cuspidale dont la réduction
modulo l est supercuspidale, alors les p et p+ extensions intermédiaires des systèmes locaux
d’Harris-Taylor associés, cöıncident ; dans le cas où cette réduction modulo l est seulement
cuspidale, on vérifie aisément que ces deux extensions intermédiaires sont distinctes et on
calcule la l-torsion de leur quotient laquelle est explicitée au moyen de la combinatoire
de la réduction modulo l des représentations de GLd(Fv). Ainsi on notera que les gradués
de la filtration de stratification sont les p-extensions intermédiaires alors que ceux de la
cofiltration sont les p+ versions des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. La filtration abou-
tissement de la suite spectrale associée à la filtration de stratification exhaustive de ΨI , est
alors sans torsion alors que celle associée à la cofiltration ne l’est pas ; ce phénomène reflète
une combinatoire sur les réseaux d’induction des représentations de Steinberg généralisées
étudiée dans [8].

Décrivons succinctement le contenu des différents paragraphes. Le premier est pour l’es-
sentiel un résumé de la première moitié de [17] ; on y rappelle les théories de torsion sur une
catégorie abélienne §7, leur compatibilité au recollement §1.2 et à la réduction modulaire
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§1.3. La situation qui nous intéresse est celle des faisceaux pervers sur un schéma §1.4 et
plus particulièrement celle des faisceaux pervers de Hecke §1.5.

Les constructions des filtrations de stratification sont données au §2. Après quelques
généralités sur les pushout, pullback §2.1 et sur les stratifications d’un schéma §2.2, on
introduit §2.3 le phénomène de saturation qui permet à partir d’une filtration d’un objet
libre d’en construire une autre dont les gradués sont libres. On définit alors §2.4 dans une
situation de recollement, des filtrations et cofiltrations d’un objet libre et on applique §2.6
et §2.7, cette construction par récurrence pour un faisceau pervers sur un schéma muni
d’une stratification ; en général la stratification considérée est celle adaptée au faisceau
pervers étudié. Lorsque la filtration est la plus fine possible, les gradués obtenus sont
des faisceaux pervers ≪ coincés ≫ entre les versions p et p+ d’extensions intermédiaires de
systèmes locaux. Au §2.9, nous montrons comment modifier un faisceau pervers donné pour
les gradués prennent une position quelconque définie à l’avance entre ces deux extensions
intermédiaires.

Au §3, on introduit quelques classes de faisceaux pervers. Reprenant la problématique
du §2.9, on commence, §3.1, par la notion d’extension minimale et maximale analogue à
celle de point indivisible d’un Zl-module : les extensions par zéros et les images directes
fournissent de tels exemples. On étudie ensuite §3.2, les faisceaux pervers dits saturés, ceux
dont la construction de la filtration de stratification ne nécessite pas de saturation ; c’est
dans cette classe que se trouveront ceux dont les germes des faisceaux de cohomologie sont
sans torsion. À la proposition 3.2.3, on étudie la réciproque i.e. sachant que les germes
des faisceaux de cohomologie d’un faisceau pervers sont sans torsion alors il est saturé ; ce
résultat sera utilisé pour le complexe des cycles proches où par récurrence sur le modèle
local via le théorème de comparaison de Berkovich, on saura que les germes des faisceaux
de cohomologie sont sans torsion.

Le paragraphe finit §3.3 par les notions de système local récurrent et récursif lesquels
ont la propriété remarquable de permettre le calcul de leurs faisceaux de cohomologie par
récurrence : cette propriété était utilisée indirectement dans [6].

Après les généralités des paragraphes précédents, on reprend §4, notre objet d’étude que
sont les variétés de Shimura unitaires simples étudiées dans [14], [6] et [7]. On rappelle
§6 quelques notations sur les représentations du groupe linéaire sur Q̄l, puis §4.3 sur la
stratification de Newton des fibres spéciales des variétés de Shimura étudiées §4.2.

On reprend ensuite §4.4 les résultats de [6] sur les systèmes locaux d’Harris-Taylor à la
lumière des paragraphes précédents ; ainsi au corollaire 4.4.9, on réinterprète les calculs de
loc. cit. en disant que les systèmes locaux d’Harris-Taylor sont récursifs. Au §5.4, on fait
de même avec le faisceau pervers des cycles proches en disant par exemple au corollaire
4.5.7 que ΨI,Q̄l

est dégénéré.
Les techniques développées permettent en fait de simplifier grandement, §5, les argu-

ments combinatoires de [6].

On s’intéresse enfin §7, à la filtration entière des extensions par zéro des systèmes locaux
d’Harris-Taylor et au faisceau pervers des cycles évanescents. Le résultat le plus simple
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concerne la partie supercuspidale §7.1. Dans le cas général §7.2, l’absence de torsion, dans
la cohomologie du modèle local ou dans les fibres des faisceaux de cohomologie des systèmes
locaux d’Harris-Taylor, est équivalente au caractère saturé des faisceaux pervers étudiées,
cf. les hypothèses 7.2.1 et 7.2.5 : nous reviendrons sur ces deux hypothèses dans un prochain
travail. On termine cette étude par une conjecture sur les p et p+ extensions intermédiaires
des systèmes locaux d’Harris-Taylor dont la formulation est étroitement liée à l’étude de
la réduction modulo l des représentations de Steinberg généralisée de [8] rappelée au §6 :
celle-ci correspond à l’étude le la l-torsion du quotient de ces deux extensions intermédiaires
et la torsion d’ordre supérieure se traduit alors naturellement en des termes combinatoires
sur la théorie des représentations de GLd.
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1. Faisceaux pervers entiers et théories de torsion

Dans tout le texte, K désignera une extension finie de Ql ou Q̄l, d’anneau des entiers O
et de corps résiduel F = O/(̟). La lettre Λ désignera alors une des trois lettres K,O ou

F.

1.1. Théories de torsion. — Une théorie de torsion, cf.[17] 1.3.1, sur une catégorie

abélienne A est un couple (T ,F) de sous-catégories pleines tel que :

– pour tout objet T dans T et F dans F , on a

HomA(T, F ) = 0;

– pour tout objet A de A, il existe des objets AT et AF de respectivement T et F , ainsi

qu’une suite exacte courte

0→ AT −→ A −→ AF → 0.

Remarque : T (resp. F) est stable par quotients et extensions (resp. sous-objets et exten-

sions). On dira de (T ,F) est une théorie de torsion héréditaire (resp. co-héréditaire) si T
(resp. F) est stable par sous-objets (resp. par quotients).

Dans une catégorie abélienne A qui est O-linéaire, un objet A de A est dit de torsion

(resp. libre, resp. divisible) si ̟N1A est nul pour un certain entier N (resp. ̟.1A est un

monomorphisme, resp. un épimorphisme).

1.1.1. Proposition. — (cf. [17] 1.3.5) Soit A une catégorie abélienne O-linéaire ; on

note T (resp. F , resp. Q) la sous-catégorie pleine des objets de torsion (resp. libres, resp.

divisibles) de A. Si A est noethérienne (resp. artinienne) alors (T ,F) (resp. (Q, T )) est

une théorie de torsion héréditaire (resp. co-héréditaire) sur A.
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Remarque : ainsi dans une catégorie abélienne O-linéaire noethérienne (resp. artinienne)

tout objet A admet un plus grand sous-objet de torsion Ator (resp. divisible Adiv) de sorte

que A/Ator (resp. A/Adiv) est sans torsion (resp. de torsion) et KA ≃ K(A/Ator) (resp.

KA ≃ KAdiv).

1.1.2. Notations. — Soit D une catégorie triangulée munie d’une t-structure (D≤0,D≥0)

au sens de [2] définition 1.3.1 ; on notera :

– C le cœur ;

– τ≤n et τ≥n, les foncteurs de troncation ;

– hn := τ≤nτ≥n = τ≥nτ≤n.

On rappelle qu’un foncteur triangulé T : D1 −→ D2 est dit t-exact à droite (resp. à

gauche), si T (D≤0
1 ) ⊂ D≤0

2 (resp. T (D≥0
1 ) ⊂ D≥0

2 ) et t-exact s’il est t-exact à droite et à

gauche.

1.1.3. Notation. — Pour T : D1 −→ D2 un foncteur triangulé, on note pT pour h0 ◦T ◦

ǫ1, où ǫ1 : C1 → D1 est l’inclusion du cœur.

Remarque : la situation que nous utiliserons essentiellement sera celle des faisceaux pervers

sur un schéma d’où l’exposant p dans la notation même si pour l’instant il n’y a pas de

t-structure perverse.

On rappelle que si (T ∗, T∗) est une paire de foncteurs triangulés ajoints, alors T ∗ est

t-exact à droite si et seulement si T∗ est t-exact à gauche et alors (pT ∗, pT∗) est une paire

de foncteurs adjoints de C1 et C2.

1.1.4. Corollaire. — (cf. [17] 1.3.6) Si C est munie d’une théorie de torsion (T ,F)

alors
+D≤0 := {A ∈ D≤1 : h1(A) ∈ T }
+D≥0 := {A ∈ D≥0 : h0(A) ∈ F}

définissent une nouvelle t-structure sur D dont on note +C le cœur lequel est en outre

munie d’une théorie de torsion (F , T [−1]).

Remarque : on retrouve la t-structure p à partir de p+ via les formules :

D≤0 := {A ∈ +D≤0 : +h0(A) ∈ F}

D≥0 := {A ∈ +D≥−1 : +h−1(A) ∈ T }

de sorte que ++C = C[−1].

1.1.5. Lemme. — Pour A ∈ C muni d’une théorie de torsion (T ,F), on a

AT = +h−1A et AF = +h0A.
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Pour A ∈ +C munie de la théorie de torsion (F , T [−1]), on a

AF = h0A et AT [−1] = h1A.

1.1.6. Notation. — Pour T : D1 −→ D2 un foncteur triangulé, on notera p+h0T pour
+h0 ◦ T ◦ ǫ1.

Remarque : comme précédemment l’exposant p ne fait pas encore mention à une quelconque

t-structure perverse.

Exemple : reprenons l’exemple d’une catégorie linéaire O-linéaire et supposons C

noethérienne munie de la théorie de torsion (T ,F) où T (resp. F) est la sous-catégorie

pleine des objets de torsion (resp. libres) de C. Pour L ∈ F , ̟1L est un monomorphisme

dans C et on a la suite exacte courte dans C :

0→ L
̟1L−→L −→ CokerC ̟1L → 0.

Comme C est une sous-catégorie abélienne admissible de D, cette suite exacte provient

d’un triangle distingué dans D

L
̟1L−→L −→ CokerC ̟1L  

qui après rotation

CokerC ̟1L[−1]→ L
̟1L−→L 

devient un triangle distingué dont les objets sont dans +C, ce qui donne une suite exacte

courte dans +C

0→ CokerC ̟1L[−1]→ L
̟1L−→L→ 0

de sorte que ̟1L est désormais un épimorphisme dans +C de noyau

KerpC ̟1L = CokerC ̟1L[−1].

1.1.7. Corollaire. — Soit A ∈ D≤0 ∩ +D≥0 alors A ∈ C ∩ +C.

Démonstration. — Cela découle directement des liens entre les deux t-structures

considérées.

1.1.8. Notation. — Pour A, B ∈ C ∩ +C, on notera

A ։֒ B

une flèche A → B injective dans C dont le conoyau est de torsion ; c’est alors une flèche

surjective de +C dont le noyau est de torsion.
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1.2. Recollement. — On suppose données trois catégories triangulées D, DU et DF

ainsi que des foncteurs triangulés

i∗ : DF → D, j∗ : D → DU

vérifiant les conditions de recollement de [2] §1.4.3

1. i∗ possède un adjoint à gauche noté i∗ et un adjoint à droite i! ;

2. j∗ possède un adjoint à gauche j! et un adjoint à droite j∗ ;

3. on a j∗i∗ = 0 et donc par adjonction i∗j! = 0 et i!j∗ = 0 ; en outre pour A ∈ DF et

B ∈ DU

Hom(j!B, i∗A) = 0 et Hom(i∗, j∗B) = 0;

4. pour tout K ∈ D, il existe d : i∗i
∗K → j!j

∗K[1] (resp. d : j∗j∗K → i∗i
!K[1]),

nécessairement unique, tel que le triangle

j!j
∗K → K → i∗i∗K  d (resp. i∗i!K → K → j∗j∗K  d)

soit distingué ;

5. les foncteurs i∗, j! et j∗ sont pleinement fidèles : les morphismes d’adjonction

i∗i∗ → Id→ i!i∗ et j∗j∗ → Id→ j∗j!

sont des isomorphismes.

Remarque : on résume les propriétés précédentes en un diagramme

DF
i∗ // D

i∗
oo

i!
oo

j∗

// DU

j!

oo

j∗oo

que l’on qualifie de situation de recollement.

Remarque : en considérant les catégories opposées triangulées via [−1], en échangeant les

rôles de i∗et i! (resp. j! et j∗), la situation

Dop
F

i∗ // Dop

i!

oo

i∗
oo

j∗

// Dop
U

j∗

oo

j!

oo

est encore de recollement. Elle est dite formellement duale de la précédente.

Étant donnée des t-structures (D≤0
U ,D≥0

U ) sur DU et (D≤0
F ,D≥0

F ) sur DF , on définit une

t-structure sur D par recollement :

D≤0 := {K ∈ D : j∗K ∈ D≤0
U et i∗K ∈ D≤0

F }

D≥0 := {K ∈ D : j∗K ∈ D≥0
U et i!K ∈ D≥0

F }.

Remarque : en recollant la t-structure de DF (resp. DU) avec la t-structure dégénérée

(DU , 0) de DU (resp. (DF , 0) de DF ), on obtient des foncteurs de troncation notés τF
≤n
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(resp. τU
≤n) dont les foncteurs cohomologiques sont i∗hn

F i∗ (resp. j∗hn
Uj∗). Dualement pour

la t-structure dégénérée (0,DU) (resp. (0,DF )), on obtient τF
≥n (resp. τU

≥n) dont les foncteurs

cohomologiques sont i∗hn
F i! (resp. j!h

n
Uj∗). On a alors

τ≤n = τF
≤nτU

≤n et τ≥n = τF
≥nτU

≥n.

1.2.1. Proposition. — ([17] proposition 2.30) Soient CF et CU munis de théorie de tor-

sion (TF ,FF ) et (TU ,FU), on définit une théorie de torsion sur C par :

T := {P ∈ C : pi∗P ∈ TF et j∗P ∈ TU}

F := {P ∈ C : pi!P ∈ FF et j∗P ∈ FU}

1.2.2. Corollaire. — ([17] lemme 2.32) On a les propriétés suivantes :

pi∗(TF ) ⊂ T pj!(TU) ⊂ T pj!∗(TU) ⊂ T
pi∗(FF ) ⊂ F pj∗(FU) ⊂ F pj!∗(FU) ⊂ F

Démonstration. — Cela découle directement

– de la définition de (T ,F) ;

– du fait, cf. [2] proposition 1.4.17 (i), que les composés

pj∗ ◦
pi∗, pi∗ ◦ pj!,

pi! ◦ pj∗

sont nuls ;

– de la nullité de pi∗pj!∗ et pi!pj!∗.

Remarque : pour +C, on a en particulier que p+j!(FU) ⊂ F .

En utilisant la construction du corollaire 1.1.4, on définit alors les foncteurs suivant :

pj! = τF
≤−2j∗ = τF

≥0j!
p+j! = +τF

≤−2j∗ = +τF
≥0j!

pj!∗ = τF
≤−1j∗ = τF

≥1j!
p+j!∗ = +τF

≤−1j∗ = +τF
≥1j!

pj∗ = τF
≤0j∗ = τF

≥2j!
p+j∗ = +τF

≤0j∗ = +τF
≥2j!

dont le premier (resp. le dernier) est à image dans C (resp. +C) et les quatre autres dans

C ∩ +C. On a alors les triangles distingués suivant (cf. [17] 2.42-2.46) :

pj! →
p+j! →

pi∗h−1
torsi

∗j∗[1] 
p+j! →

pj!∗ →
pi∗h−1

librei
∗j∗[1] 

pj!∗ →
p+j!∗ →

pi∗h0
torsi

∗j∗  

p+j!∗ →
pj∗ →

pi∗h0
librei

∗j∗  

pj∗ →
p+j∗ →

pi∗h1
torsi

∗j∗[−1] 
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1.2.3. Corollaire. — On suppose que j∗ (resp. j!) est t-exact pour C (resp. +C) alors

j∗(FU) ⊂ F dans +C (resp. j!(FU) ⊂ F dans C). En outre pj!∗(FU) (resp. p+j!∗(FU)) est

dans C ∩ +C.

Démonstration. — Soit L ∈ FU dans CU ∩
+CU ; comme pj∗ = j∗, j∗L ∈ D≤0 ∩ +D≥0 et

le résultat découle du corollaire 1.1.7. Le cas de j! est dual : comme +j! = j!, j!L ∈ F

dans +C de sorte que j!L appartient à D≤0 ∩ +D≥0 d’où le résultat. En ce qui concerne

les extensions intermédiaires, on utilise qu’un quotient d’un divisible (resp. un sous-objet

d’un libre) est divisible (resp. libre) et la définition de pj!∗ sa version p+.

1.2.4. Proposition. — (cf. [17] 2.27, 2.28, 2.29) Dans une situation de recollement, le

foncteur pj!∗ vérifie les propriétés suivantes :

– il préserve les monomorphismes et les épimorphismes ;

– en ce qui concerne les socles et les top, pour A ∈ CU on a

Soc pj!∗A ≃ Soc pj∗A ≃ pj!∗ Soc A

Top pj!A ≃ Top pj!∗A ≃
pj!∗ Top A

– il est pleinement fidèle.

Remarque : en particulier pour A et B des faisceau pervers à support respectivement dans

X et F , on a

Hom(pj!A, B) = 0, Hom(B, pj∗A) = 0.

1.3. Réduction modulaire. — On note F(−) le foncteur de réduction modulaire F⊗LO
(−) ; ce dernier ne commute pas aux foncteurs de troncations. Précisément pour A ∈
Db

c(X,O), d’après cf. [17] proposition 2.35, on a les triangles distingués :

Fτ≤nA→ τ≤nFA→ h−1

(
Fhn+1

torsA
)

[−n] 

τ≤nFA→ F+τ≤nA→ h0

(
Fhn+1

torsA
)

[−n− 1] 

F+τ≤nA→ Fτ≤n+1A→ Fhn+1
libreA[−n− 1] 

En appliquant ceci aux foncteurs de troncation τF
≤i on obtient alors les triangles distingués

2.54-2.61 de [17] :
Fpj! →

pj!F→ h−1Fpi∗
ph−1

torsi
∗j∗[2] 

pj!F→ Fp+j! → h0Fpi∗
ph−1

torsi
∗j∗[1] 

Fp+j! → Fpj!∗ → Fpi∗h−1
librei

∗j∗[1] 

Fpj!∗ →
pj!∗F→ h−1Fpi∗

ph0
torsi

∗j∗[1] 
pj!∗F→ Fp+j!∗ → h0Fpi∗

ph0
torsi

∗j∗  

Fp+j!∗ → Fpj∗ → Fpi∗h
0
librei

∗j∗  

Fpj∗ →
pj∗F→ h−1Fpi∗h

1
torsi

∗j∗  

pj∗F→ Fp+j∗ → h0Fpi∗h
1
torsi

∗j∗[−1] 

Fp+j∗ → Fpj∗ → Fpi∗h1
librei

∗j∗[−1] 
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1.4. t-structures perverses. — Dans la suite S désigne le spectre soit

– d’un corps ;

– d’un anneau de valuation discrète hensélien A ;

– de Ā le normalisé de A dans une clôture algébrique du corps des fractions de A.

On rappelle en outre que Λ désigne une des trois lettres K,O ou F introduites plus haut.

Soit alors X un schéma de type fini sur S. On note D := Db
c(X, Λ) la sous-catégorie

pleine de D(X, Λ) formée des complexes à cohomologie bornée constructible. Si j : U →֒ X

est un ouvert dense de complémentaire i : F →֒ X, le diagramme

DF
i∗ // D

i∗
oo

i!
oo

j∗

// DU

j!

oo

j∗oo

est une situation de recollement ce qui permet de recoller des t-structures munies de théories

de torsion comme précédemment.

1.4.1. Notation. — Dans la suite du texte, hi désignera le foncteur cohomologique as-

sociée à la t-structure naturelle sur la catégorie dérivée considérée.

(a) Cas où S est le spectre d’un corps : on considérera dans cette situation la

t-structure perverse p définie par :

A ∈ pD≤0(X, Λ)⇔ ∀x ∈ X, hki∗
xA = 0, ∀k > − dim {x}

A ∈ pD≥0(X, Λ)⇔ ∀x ∈ X, hki!
xA = 0, ∀k < − dim {x}

où ix : Spec κ(x) →֒ X. On note alors p FP(X, Λ) le cœur de cette t-structure : c’est une

catégorie abélienne noethérienne et Λ-linéaire.

1.4.2. Notation. — Les foncteurs cohomologiques associés à la t-structure perverse ci-

avant seront notés phi.

Dans le cas où Λ = O, en tant que catégorie abélienne O-linéaire, on obtient comme

précédemment une autre t-structure p+

A ∈ p+D≤0(X, Λ)⇔ ∀x ∈ X,

{
hii∗

xA = 0, ∀i > − dim {x}+ 1

h− dim {x}+1i∗
xA de torsion

A ∈ p+D≥0(X, Λ)⇔ ∀x ∈ X,

{
hii!

xA = 0, ∀i < − dim {x}

h− dim {x}i!
xA libre

dont on notera p+ FP(X,O) le cœur et p+hi les foncteurs cohomologiques. C’est une

catégorie abélienne artinienne et O-linéaire.

Remarque : la t-structure p (resp. p+) sur X, s’obtient par recollement des t-structures p

(resp. p+) sur U et F . Dans le cas où Λ est un corps, p et p+ cöıncident.

1.4.3. Proposition. — (cf. [17] §1.7)
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– Un objet A de Db
c(X,O) est dans pD≤0(X,O) (resp. p+D≥0) si et seulement si A⊗LO F

est un objet de pD≤0(X,F) (resp. de p+D≥0(X,F)).

– Soit A un objet de p FP(X,O) alors A ⊗LO O/(̟) est un objet de p FP(X,F) si et

seulement si A est libre, ce qui revient à demander que A soit un objet de p+ FP(X,O).

On a alors A⊗LO O/(̟) = Coker ̟.1A, noyau pris dans p FP(X,O).

– Soit A un objet de p+ FP(X,O) alors A ⊗LO O/(̟) est un objet de p+ FP(X,F) si

et seulement si A est divisible, ce qui revient à demander que A soit un objet de
p FP(X,O). On a alors A⊗LO O/(̟) = Ker ̟.1A[1], noyau pris dans p+ FP(X,O).

Remarque : la dualité de Grothendieck échange les deux t-structures perverses p et p+.

Soient A, B ∈ pC ∩ p+C tels que A →֒ B (resp. A ։ B) dans pC. Alors DB ։ DA (resp.

DB →֒ DA) dans p+C.

Remarque : si f est un foncteur exact à droite pour la t-structure p et commute à la dualité

de Grothendieck-Verdier alors

A ∈ pD≤0 ∩ p+D≥0 ⇒ f(A) ∈ pD≤0 ∩ p+D≥0.

1.4.4. Proposition. — On suppose que l’inclusion j : U →֒ X est affine alors pour

P ∈ p FP(U,O) ∩ p+ FP(U,O) on a

j∗P = pj∗P = p+j∗P, j!P = pj!P = p+j!P,

et pj!∗P , p+j!∗P sont dans p FP(X,O) ∩ p+ FP(X,O).

Démonstration. — Comme j est affine, j∗ (resp. j!) est t-exact pour p (resp. p+) et le

résultat découle du corollaire 1.2.3.

Remarque : en ce qui concerne les extensions intermédiaires, par définition pj!∗K =

ImpC(pj!K →
pj∗K) et p+j!∗ = Imp+C(p+j!K →

p+j∗K) sont donc aussi dans pC ∩ p+C. Ils

sont en outre reliés par la suite exacte courte dans pC :

0→ pj!∗ →
p+j!∗ →

pi∗
ph0

torsi
∗j∗ → 0. (1.4.5)

1.4.6. Lemme. — Soit P ∈ p FP(U,O) ∩ p+ FP(U,O) avec j : U →֒ X affine tel que
ph0

torsi
∗j∗P est non nul. Alors il existe un point z de X − U tel que

(
z∗h− dim z̄ p+j!∗P

)

tors
est non nul.

Remarque : comme pj!∗P ∈
pD≤−1, on a nécessairement z∗h− dim z̄ pj!∗P qui est nul.

Démonstration. — On choisit pour z un point générique du support de ph0
torsi

∗j∗P de sorte

que d’après la remarque précédente, la suite exacte longue des faisceaux de cohomologie

appliquée à la suite exacte courte (1.4.5) a pour fibre en z :

0→ z∗h− dim z̄ p+j!∗P → z∗h− dim z̄
(

ph0
torsi

∗j∗P
)
→ 0

ce qui donne le résultat.
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Remarque : plus généralement avec les notations précédentes, si Q est un faisceau pervers

tel que dans p FP(X,O)
pj!∗P →֒ Q →֒ p+j!∗P

distinct de pj!∗P alors la conclusion du lemme s’applique à Q. On notera que dans
p+ FP(X,O) les inclusions précédentes deviennent

pj!∗P ։ Q։ p+j!∗P.

1.4.7. Proposition. — Soit K ∈ p FP(U,O)∩ p+ FP(U,O) un faisceau pervers sans tor-

sion sur U . Si l’inclusion j : U →֒ X est affine alors

Fj∗K = j∗FK, Fj!K = j!FK

Démonstration. — Le résultat découle directement de la proposition 1.4.4 et du fait que

FK est un faisceau pervers.

(b) Cas où S = Spec A : on note

– f : X → S le morphisme structural ;

– s = Spec k (resp. η = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S ;

– Xs (resp. Xη) la fibre spéciale (resp. générique) de X ;

– i : Xs →֒ X (resp. j : Xη →֒ X) l’inclusion fermée (resp. ouverte).

Le complexe f !ΛS[2](1) est dualisant sur X d’après [11] Th. finitude §4. On considère

alors la t-structure sur X obtenue par recollement de la perversité autoduale p sur la fibre

spéciale Xs de X et de la t-structure (pD≤−1(Xη, Λ), pD≥−1(Xη, Λ)), notée p[1], où p est la

perversité autoduale sur la fibre générique Xη de X. Autrement dit, en posant, d’après [1]

XIV 2.2, pour x un point de X d’image y dans S

δ(x) = deg Tr κ(x)/κ(y) + dim {y}

on a
A ∈ pD≤0(X, Λ)⇔ ∀x ∈ X, hq(i∗

xA) = 0, ∀q > −δ(x)

A ∈ pD≥0(X, Λ)⇔ ∀x ∈ X, hq(i!
xA) = 0, ∀q < −δ(x)

On définit de même la t-structure p+ sur X de sorte que le foncteur dualisant

DX = R Hom(−, KX) échange pD≤0(X, Λ) (resp. p+D≤0(X, Λ)) et p+D≥0(X, Λ) (resp.
pD≥0(X, Λ)).

1.4.8. Proposition. — Le foncteur j∗ (resp. j!) est t-exact pour Xη muni de la t-

structure p[1] (resp. p + [1]) et X de la t-structure p (resp. p+) définie ci-dessus.

Démonstration. — Pour le cas de j∗, cf. par exemple [15] bas de la page 48 ; le cas de j!

est dual.

D’après le corollaire 1.2.3, on en déduit alors le résultat suivant.
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1.4.9. Corollaire. — Si LO ∈
pD≤−1(Xη,O)∩ p+D≥−1(Xη,O), i.e. est sans torsion pour

la t-structure (pD≤−1(Xη, Λ), pD≥−1(Xη, Λ)), alors j!LO, j∗LO, pj!∗LO et p+j!∗LO appar-

tiennent à pD≤0(X,O) ∩ p+D≥0(X,O), i.e. sont sans torsion.

(c) Cas où S = Spec Ā : on note

– s̄ = Spec k̄ (resp. η̄ = Spec K) le point fermé (resp. générique) de S ;

– Xs̄ (resp. Xη̄) la fibre spéciale (resp. générique) de X ;

– ī : Xs̄ →֒ X (resp. j̄ : Xη̄ →֒ X) l’inclusion fermée (resp. ouverte).

Remarque : dans cette situation, il n’y a plus de complexe dualisant.

On considère alors les t-structures suivantes :

– p(1) en recollant (pD≤−1(Xη̄, Λ), pD≥−1(Xη̄, Λ)) et (pD≤0(Xs̄, Λ), pD≥0(Xs̄, Λ)) ;

– p(0) en recollant (pD≤0(Xη̄, Λ), pD≥0(Xη̄, Λ)) et (pD≤0(Xs̄, Λ), pD≥0(Xs̄, Λ)).

Remarque : on notera p(1)+ et p(0)+ les t-structures obtenues en recollant comme ci-dessus

à partir des versions p+ sur Xη̄ et Xs̄.

1.4.10. Proposition. — (i) Pour Xη̄ et X munis des t-structures p[1] et p(1) (resp.

p[1]+ et p(1)+), les foncteurs j̄∗ et j̄! sont t-exacts. Pour LO sur Xη̄ qui est p[1] pervers

sans torsion, on a

j̄∗LO = p(1)j̄!∗LO = p(1)+j̄!∗LO

qui est sans torsion sur X et on a la suite exacte courte de faisceau p(1)-pervers sans

torsion sur X :

0→ ī∗j̄∗LO −→ j̄!LO −→ j̄∗LO → 0.

(ii) Pour Xη̄ et X munis des t-structures p et p(0) (resp. p+ et p(0)+), les foncteurs j̄∗

et j̄! sont t-exacts. Pour LO sur Xη̄ qui est p-pervers sans torsion, on a

j̄!LO = p(0)j̄!∗LO = p(0)+j̄!∗LO

qui est sans torsion sur X et on a la suite exacte courte de faisceau p(0)-pervers sans

torsion sur X :

0→ j̄!LO −→ j∗LO −→ ī∗j̄∗LO → 0.

Remarque : le complexe ī∗j̄∗LO est le complexe des cycles proches notés Ψη(LO) que l’on

considère muni de son action du groupe de Galois.

Démonstration. — (i) Le foncteur j̄∗ (resp. j̄!) est t-exact à gauche (resp. à droite) pour

p et p+. Par ailleurs comme d’après [15] §4, ī∗j̄∗ est t-exact relativement à p sur Xη̄ et p

sur Xs̄, on en déduit que j̄∗ est t-exact relativement à p[1] sur Xη̄ et p(1) sur X. En ce qui

concerne j̄!, considérons le triangle distingué

j̄!j̄
∗K −→ K −→ ī∗ī∗K  
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pour K = j̄∗LO avec LO qui est p[1] pervers. La suite exacte longue de p(1)-cohomologie

et le fait que phr ī∗j̄∗LO est nul pour tout r 6= −1, donnent la nullité des p(1)hr j̄!j̄
∗K pour

tout r 6= 0 ainsi que la suite exacte courte

0→ ī∗
p(1)h−1ī∗K −→ j̄!j̄

∗K −→ K → 0

avec p(1)h−1ī∗K = Ψη(LO) qui est p-pervers. On en déduit alors que j̄! est t-exact relative-

ment à p[1] et p(1) ainsi que j̄∗LO = p(1)j̄!∗LO.

Soit alors LO qui est p[1]+ pervers et soit

p[1]h0LO → LO →
p[1]τ≥1LO  

le triangle distingué associé où p[1]τ≥1LO[1] est p[1] pervers de torsion et p[1]h0LO est libre.

Après application du foncteur exact j̄∗ on obtient le triangle distingué

j̄∗
p[1]h0LO → j̄∗LO → j̄∗

p[1]τ≥1LO  

où j̄∗
p[1]h0LO et j̄∗

p[1]τ≥1LO[1] sont p(1)-pervers. Par ailleurs comme pour tout M qui

est p[1]-pervers, j̄∗M = p(1)j̄!∗M , il découle du corollaire 1.2.2 que j̄∗
p[1]h0LO (resp.

j̄∗
p[1]τ≥1LO[1]) est libre (resp. de torsion). On en déduit alors que j̄∗ est t-exact à gauche

relativement à p[1]+ et p(1)+ et donc t-exact. La t-exactitude de j̄! relativement à p[1]+

et p(1)+ s’en déduit alors comme précédemment.

Remarque : pour tout M qui est p[1]+ pervers, j̄∗M = p(1)+j̄!∗M .

(ii) Le raisonnement est strictement identique en notant que relativement aux t-

structures p et p(0), ī∗j̄∗ est t-exact de sorte que pour K = j̄∗LO :

– ī∗ī∗K est p-pervers ;

– p(1)̄i∗K = Ψη(LO) est p-pervers ;

– p(1)h−1ī∗K est nul.

1.5. Cas d’un schéma de Hecke. — Soit XI = (XI)I∈I un schéma de Hecke pour

(G, I). Pourt Λ = K ou O. La catégorie FPHG(XI; Λ) (resp. FHG(XI; Λ)) des faisceaux

pervers (resp. des faisceaux) de Hecke sur XI à coefficients dans Λ est définie comme la

catégorie dont :

– les objets sont les systèmes (FI)I∈I où FI est un faisceau pervers (resp. faisceau) sur

XI à coefficients dans Λ, tels que pour tout g ∈ G et J ⊂ I tel que g−1Jg ⊂ I, on

dispose d’un morphisme de faisceaux sur XI , uJ,I(g) : FI −→ [g]J,I,∗FJ soumis à la

condition de cocycle

uK,I(g
′g) = [g]J,I,∗(uK,J(g′)) ◦ uJ,I(g)
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– Les flèches sont les systèmes (fI)I∈I avec fI : FI −→ F
′
I tels que le diagramme suivant

est commutatif :

FI

uJ,I(g)
//

fI

��

[g]J,I,∗(FJ)

[g]J,I,∗(fJ )

��
F ′

I

uJ,I(g)
// [g]J,I,∗(F

′
J)

Remarque : par rapport à [6] §1.3.7, on a supprimé les conditions (ii) et (iii). Les proposi-

tions 6.1 et 6.2 de loc. cit. sont encore valables, i.e. FPHG(XI; Λ) et FHG(XI; Λ) sont des

catégories abéliennes munies de foncteurs j!, i∗ (resp. Rj∗, i∗, resp. j∗, Ri!) qui sont t-exacts

à droite (resp. t-exacts, resp. t exacts à gauche) avec les propriétés d’adjonction habituelles,

de sorte que l’on se retrouve à nouveau dans une situation de recollement.

Pour Λ = O, on demande en outre que les [g]J,I,∗ restent t-exacts. On définit alors

– p FPHG(XI ;O) et p+ FPHG(XI ;O) comme ci-dessus en prenant à chaque étage la même

t-structure i.e. avec ou sans + ;

– les théories de torsion à chaque niveau ≪ induisent ≫ une théorie de torsion sur

FPHG(XI;O) ;

– comme les [g]J,I,∗ commutent avec le foncteur F ⊗LO (−), la théorie de réduction mo-

dulaire précédente se prolonge aux faisceaux pervers de Hecke.

Remarque : contrairement à [6], avec notre définition de faisceaux pervers de Hecke, sans les

conditions (ii) et (iii) de la définition 1.3.7 de loc. cit., le dual de Grothendieck d’un faisceau

pervers de Hecke n’est pas à priori un faisceau pervers de Hecke. On pourra toutefois noter

que dans le cas particulier où FI est un O-système local pervers sur jI : UI →֒ XI avec

PI = pj!∗,IFI alors DPI est un faisceau pervers de Hecke relativement à la t-structure p+

isomorphe à p+j!∗+,IF
∨
I .

2. Filtrations de stratification d’un faisceau pervers sans torsion

Pour un Λ-faisceau pervers sans torsion sur un schéma X muni d’une stratification

{Xα : α ∈ I}, nous allons construire des filtrations de celui-ci.

2.1. Rappels sur les pushout et pullback dans une catégorie abélienne. — Soit

C une catégorie abélienne. Pour A → B une flèche entre objets de C, on rappelle qu’un

noyau K → A (resp. un conoyau B → Q) est défini par la propriété universelle suivante :

pour tout objet X de C muni d’une flèche X → A (resp. B → X) telle que le composé avec

A→ B est nul, il existe une flèche X → K (resp. Q→ X) telle que le diagramme suivant
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commute

X
0

''PP
PP

PP
PP

PP
PP

PP
P

���
�

�

  @
@@

@@
@@

@

K // A // B

( resp. X

A //

0

77ooooooooooooooo
B

??~~~~~~~~
// Q

OO�
�

�

).

2.1.1. Définition. — Un diagramme commutatif

P //

��

B

��
A // C

est un pullback (dit aussi un tiré en arrière) si pour tout diagramme commutatif

X //

��

B

��
A // C

il existe une unique flèche X → P telle que X → P → A = X → A et X → P → B =

X → B.

Dualement on a la définition suivante.

2.1.2. Définition. — Un diagramme commutatif

A //

��

B

��
C // P

est un pushout (dit aussi un poussé en avant) si pour tout diagramme commutatif

A //

��

B

��
C // X

il existe une unique flèche P → X telle que B → P → X = B → X et C → P → X =

C → X.

2.1.3. Théorème. — (cf. [13] §2.1) Dans une catégorie abélienne C, tout diagramme

B

��
A // C

( resp. A //

��

B

C

)

peut être complété en un pullback (resp. pullout) et ce de manière unique à isomorphisme

près.
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2.1.4. Proposition. — Soit

P //

��

B

��
A // C

un pullback et K → P un noyau de P → B. Alors K → P → A est un noyau de A→ C.

Démonstration. — Soit X → A tel que X → A→ C est nul ; alors le diagramme

X
0 //

��

B

��
A // C

est commutatif de sorte qu’il existe une flèche X → P telle que X → P → A = X → A et

X → P → B est nul de sorte qu’il existe une unique flèche X → K telle que X → K →

P → A = X → A. Le résultat découle alors de la propriété universelle du noyau.

Dualement on la proposition suivante.

2.1.5. Proposition. — Soit

A //

��

B

��
C // P

un pushout et P → Q un conoyau de C → P . Alors B → P → Q est un conoyau de

A→ B.

Démonstration. — Soit B → X telle que A → B → X est nulle. Le diagramme suivant

est alors commutatif

A //

��

B

��
C

0 // X

de sorte qu’il existe une flèche P → X telle que C → P → X est nulle. Ainsi il existe une

unique flèche Q → X telle que B → P → Q → X = B → X et le résultat découle de la

propriété universelle du conoyau.

Rappelons aussi le résultat suivant.

2.1.6. Proposition. — (cf [13] théorème 2.54) Soit

P //

��

B

��
A // C
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un pullback avec B → C surjective ; alors P → A est surjective.

Dualement si

A //

��

B

��
C // P

est un pushout avec C → A injective alors B → P est injective.

2.1.7. Corollaire. — Soit 0 → A −→ B −→ C → 0 une suite exacte de C et soit

C ′ → C une flèche de C. On note

P //

��

C ′

��
B // C

le pullback. Alors 0→ A −→ P −→ C ′ → 0 est exacte.

Démonstration. — D’après la proposition précédente P → C ′ est surjective et d’après

2.1.4, A est un noyau de P → C ′ d’où le résultat.

2.1.8. Corollaire. — Soit 0 → A −→ B −→ C → 0 une suite exacte de C et soit

A→ A′ une flèche de C. On note

A //

��

B

��
A′ // P

le pushout. Alors 0→ A′ −→ P −→ C → 0 est exacte.

Démonstration. — D’après la proposition précédente, A′ → P est injective et d’après 2.1.5,

C est un conoyau de A′ → P , d’où le résultat.

2.2. Stratifications d’un schéma. —

2.2.1. Définition. — Une stratification d’un schéma X est une collection finie

{Xα; α ∈ I}

de sous-schémas localement fermés de X telle que :

– les Xα sont disjoints deux à deux ;

– X =
⋃

α∈I Xα ;

– pour tout α ∈ I, la frontière FrXα s’écrit comme une réunion de strates Xβ.

2.2.2. Lemme. — Il existe un unique sous-ensemble I=1 ⊂ I minimal pour la propriété

suivante : ⋃

α∈I=1

Xα est dense dans X.
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Démonstration. — C’est immédiat puisque l’ensemble des sous ensembles J de I tels que⋃
α∈J Xα est dense dans le support de P est non vide et stable par intersection.

Remarque : pour α 6= β des éléments de I=1, Xα et Xβ sont des composantes irréductibles

distinctes de X.

2.2.3. Définition. — Pour tout h ≥ 1, on définit X=h :=
⋃

α∈I=h Xα où I=h est défini

par récurrence

I=h+1 := I=1
(
I≥h+1

)
, où X=h −X=h =

⋃

α∈I≥h+1

Xα.

2.2.4. Notation. — On note X≥h := X=h =
⋃

α∈I≥h Xα.

Remarque : on obtient ainsi une stratification plus grossière que l’on notera sous la forme

suivante

X≥1 ⊃ X≥2 ⊃ · · ·X≥k ⊃ ∅

où pour tout 1 ≤ h ≤ k, la codimension de X≥h est supérieure ou égale à h − 1 et donc

k − 1 est inférieur ou égal à la dimension de X.

2.2.5. Notation. — On note j≥h l’inclusion X=h →֒ X≥h et i≥h : X≥h →֒ X.

2.3. Saturation. — On reprend les notations du §7, C désigne le cœur d’une catégorie

dérivée triangulée munie d’une t-structure. On suppose que C est O-linéaire noethérienne

munie de la théorie de torsion (T ,F) comme dans la proposition 1.1.1 ; on note alors +C

la catégorie abélienne artinienne qui lui est associée munie de sa théorie de torsion (Q, T ),

cf. le corollaire 1.1.4. On considère alors une flèche A→ P entre deux objets de C ∩ +C.

2.3.1. Lemme. — Si A −→ P est une inclusion dans +C alors c’est aussi une inclusion

dans C.

Démonstration. — La suite exacte courte de +C

0→ A −→ P −→ B → 0

définit un triangle distingué A −→ P −→ B  où B est tant que quotient dans +C d’un ob-

jet divisible est donc divisible. Ainsi tous les termes de ce triangle distingué appartiennent

à C de sorte que la suite est aussi exacte dans C.

Remarque : une inclusion A → P dans C est une inclusion dans +C si et seulement si le

quotient P/A est sans torsion dans C. Dualement on a le lemme suivant.

2.3.2. Lemme. — Si A → P est une surjection dans C, alors c’est une surjection dans
+C.
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Démonstration. — La suite exacte courte de C

0→ B → A→ P → 0

définit un triangle distingué B → A→ P  où B en tant que sous-objet d’un objet libre

de C est un objet de +C et donc tous les termes de ce triangle appartiennent à +C et donc

la suite précédente est aussi exacte dans +C.

Remarque : une surjection A→ P dans +C est une surjection dans C si et seulement si le

noyau dans +C de A→ P est sans torsion.

2.3.3. Lemme. — Soit fO : A→ B est une flèche entre deux objets de C∩+C telle que fK
est un isomorphisme. Alors fO est un isomorphisme si et seulement si c’est une injection

dans +C et/ou une surjection dans C.

2.3.4. Proposition. — Soit i : A →֒ P une inclusion dans C avec A et P sans torsion

dans C ; il existe alors une unique factorisation A→ B → P de f dans C telle que :

– B est sans torsion dans C ;

– le conoyau de B → P dans C soit sans torsion ;

– le conoyau de A→ B dans C est de torsion.

On appellera B le saturé de i lequel est alors obtenu comme l’image de i dans +C.

Démonstration. — Vérifions tout d’abord que B = Im+C i convient ; comme B est le quo-

tient dans +C de A qui est divisible dans +C, on en déduit que B est sans torsion dans +C

et appartient donc aussi à C. Ainsi comme i est injective dans C on en déduit que A est un

sous-objet de B dans C.

Considérons la suite exacte courte de +C : 0→ P → D → 0 où D en tant que quotient

dans +C d’un objet divisible, est sans torsion et donc un objet de C. Le triangle distingué

associé est alors constitué d’objets de C et donc une suite exacte courte dans C avec donc

D sans torsion.

De même considérons la suite exacte courte 0→ A→ B → E → 0 dans C où E est un

objet de C. On obtient alors un triangle distingué E[1]→ A→ B  associé à la surjection

dans +C : A։ B de sorte que D[1] est un objet de +C et donc D est un objet de torsion

de C.

Considérons alors B′ une autre factorisation vérifiant les conditions de l’énoncé ; comme

précédemment on a A →֒ B′ dans C et donc une suite exacte courte 0→ A→ B′ → E ′ → 0

avec par hypothèse E ′ de torsion de sorte que dans +C, A→ B′ est surjective. La propriété

de l’octaèdre donne alors que le cône D′ de B′ → P est un objet de C : en effet son

h−1 s’injecte dans E ′ et aussi dans B il est donc libre et de torsion et donc nul. Ainsi

donc B →֒ X dans C avec un conoyau sans torsion. Ainsi la suite exacte courte dans C :

0 → B → P → D → 0 est aussi une suite exacte courte dans +C et d’après la propriété
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universelle de l’image, on a Im+C f →֒ B′ dans +C ; ainsi comme dans +C, A → B′ est

surjective, on a bien B′ = Im+C f .

2.3.5. Corollaire. — Soit f : A → P une flèche entre objets sans torsion de C alors

ImC f est un sous-objet dans C de B = Im+C f avec :

– B un objet sans torsion de C ;

– dans C, B →֒ P avec P/B sans torsion.

Démonstration. — On prend i : A′ = ImC f →֒ P dont on prend le saturé ; pour affirmer

que ce saturé est B = Im+C f il suffit de voir que :

– B est sans torsion dans C ;

– B →֒ P dans C avec P/B sans torsion dans C ;

– A′ →֒ B dans C avec B/A′ de torsion.

Le premier point découle simplement du fait que B est un quotient dans +C de A′ qui est

un objet sans torsion de +C. La suite exacte courte dans +C : 0 → B → P → D → 0,

comme P est divisible sans +C, montre que D est sans torsion dans +C et appartient donc

à C de sorte que la suite précédente est aussi une suite exacte courte de C ce qui montre

le deuxième point. D’après la propriété universelle de l’image, on en déduit que A′ →֒ B

dans C et comme la flèche A ։ A′ →֒ B dans C est surjective dans +C, on obtient B/A′

de torsion dans C, d’où le résultat.

2.4. Cas d’une situation de recollement. — Soit

DF
i∗ // D

i∗
oo

i!
oo

j∗

// DU

j!

oo

j∗oo

une situation de recollement telle que :

– DF et DU sont munis d’une t-structure (D≤0
F ,D≥0

F ) et (D≤0
U ,D≥0

U ) de sorte que

D≤0 := {K ∈ D : j∗K ∈ D≤0
U et i∗K ∈ D≤0

F }

D≥0 := {K ∈ D : j∗K ∈ D≥0
U et i!K ∈ D≥0

F }.

est la t-structure sur D obtenue par recollement ;

– CF et CU sont des catégories abéliennes O-linéaires munies des théories de torsion

(TF ,FF ), et (TU ,FU) de sorte que

T := {P ∈ C : pi∗P ∈ TF et j∗P ∈ TU}

F := {P ∈ C : pi!P ∈ FF et j∗P ∈ FU}

est une théorie de torsion sur la catégorie abélienne O-linéaire C.

Comme au corollaire 1.1.4, on notera

+D≤0 := {A ∈ D≤1 : h1(A) ∈ T }
+D≥0 := {A ∈ D≥0 : h0(A) ∈ F}
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la t-structure duale de cœur +C muni de sa théorie de torsion (F , T [−1]) ≪ duale ≫ de celle

de C.

Remarque : les objets de F sont divisibles dans +C muni de la théorie de torsion (F , T [−1]).

Soit désormais PΛ ∈ C ∩
+C, autrement dit PΛ ∈ F dans C. Considérons alors le dia-

gramme commutatif dans C :

PΛ
// pj∗j∗PΛ

// p+j∗j
∗PΛ

pj!j
∗PΛ

//

99rrrrrrrrrrr
p+j!j

∗PΛ

OO

// pj!∗j
∗PΛ

// p+j!∗j∗P

OO 88qqqqqqqqqq

Remarque : d’après le corollaire 1.2.2, p+j!j
∗PΛ est sans torsion et on a la suite exacte

courte de C :

0→ ph−1
librei

∗j∗j∗PΛ −→
p+j!j

∗PΛ −→
pj!∗j

∗PΛ → 0. (2.4.1)

2.4.2. Définition. — On pose

– Fil1U(PΛ) l’image dans +C de p+j!j
∗PΛ → PΛ ;

– Fil0U(PΛ) l’image dans +C de

ph−1
librei

∗j∗j∗PΛ →
p+j!j

∗PΛ →֒ Fil1U(PΛ).

2.4.3. Lemme. — Les faisceaux pervers Fil0U(PΛ) et Fil1U(PΛ) définissent dans C une fil-

tration

Fil0U(PΛ) ⊂ Fil1U(PΛ) ⊂ PΛ

telle que :

– les gradués sont sans torsion dans C ;

– on a une surjection naturelle dans +C :

p+j!∗j
∗PΛ ։ Fil1U(PΛ)/ Fil0U(PΛ);

– PΛ/ Fil1U(PΛ) ≃ i∗
p+i∗PΛ.

Démonstration. — - Notons tout d’abord que Fil1U(PΛ) est un quotient dans +C d’un fais-

ceau pervers p+j!j
∗PΛ ∈ F divisible, de sorte qu’il est sans torsion et donc, dans +C,

l’inclusion Fil1U(PΛ) →֒ PΛ est, d’après 2.3.1, une inclusion dans C également.

- De la même façon Fil0U(PΛ) est un quotient dans +C d’un faisceau pervers ph−1
librei

∗j∗PΛ

divisible, et est donc sans torsion de sorte que, dans +C, l’inclusion Fil0U(PΛ) →֒ Fil1U(PΛ)

est aussi, d’après 2.3.1, une inclusion dans C.

- D’après 2.3.4, PΛ/ Fil1U(PΛ) appartient à C ∩ +C. De la suite exacte courte dans +C

0→ i∗
p+h−1i∗PΛ −→

p+j!j
∗PΛ −→ P −→ i∗

p+h0i∗PΛ → 0,

on en déduit alors que PΛ/ Fil1U(PΛ) ≃ i∗
p+h0i∗PΛ.

- Dans +C, Fil1U(PΛ)/ Fil0U(PΛ) est un quotient de l’objet divisible pj∗j
∗PΛ et appartient

donc à C ∩ +C.
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On résume les constructions précédentes par le diagramme suivant :

pj!∗j
∗PΛ

+C // // Fil1U(PΛ)/ Fil0U(PΛ)

p+j!j
∗PΛ

C

OOOO

+C // // Fil1U(PΛ)

C∩+C

OOOO

� � C∩+C // PΛ
C∩+C // // i∗

p+i∗PΛ

ph−1
librei

∗j∗j∗PΛ

?�

C

OO

+C // // Fil0U(PΛ)
?�

C∩+C

OO

Remarque : en ce qui concerne le quotient gr1
U(PΛ) := Fil1U(PΛ)/ Fil0U(PΛ), on peut écrire

la surjection du lemme précédent comme une suite d’inclusions dans C

pj!∗j
∗PΛ →֒ gr1

U(PΛ) →֒ p+j!∗j
∗PΛ,

et on dit que gr1
U(PΛ) est ≪ cöıncé ≫ entre les deux extensions intermédiaires.

2.4.4. Définition. — Avec les notations précédentes, Fil1U(PΛ) (resp. Fil0U(PΛ)) est dit

saturé si dans la définition 2.4.2, l’image est prise dans C. Si Fil0U(PΛ) et Fil1U(PΛ) sont tous

deux saturés, on dira que la filtration Fil0U(PΛ) ⊂ Fil1U(PΛ) ⊂ PΛ est saturée.

Remarque : dans le cas où la filtration est saturée, le gradué gr1
U(PΛ) est pj!∗j∗PΛ.

Dualement, en utilisant la suite exacte courte de C

0→ p+j!∗j
∗PΛ −→

pj∗j∗PΛ −→
ph0

librei
∗j∗j

∗PΛ → 0

et le fait que pj∗j∗PΛ est sans torsion dans C, on définit la cofiltration suivante.

2.4.5. Définition. — On pose

– CoFilU,−1(PΛ) l’image dans C de PΛ →
pj∗j∗PΛ ;

– CoFilU,0(PΛ) l’image dans C de

PΛ →
pj∗j∗PΛ ։

pi∗
ph0

librei
∗j∗PΛ.

Remarque : on obtient ainsi une cofiltration dans C

PΛ ։ CoFilU,−1(PΛ)։ CoFilU,0(PΛ)

avec CoFilU,−1(PΛ) (resp. CoFilU,0(PΛ)) qui est un sous-objet du faisceau pervers libre
pj∗j

∗PΛ (resp. pi∗
ph0

librei
∗j∗PΛ) et appartient donc à C ∩ +C. En ce qui concerne le noyau

cogrU,−1(PΛ) de CoFilU,−1(PΛ)։ CoFilU,0(PΛ), on a les inclusions dans C :

pj!∗j∗PΛ →֒ cogrU,−1(PΛ) →֒ p+j!∗j∗PΛ.

En ce qui concerne le noyau de PΛ ։ CoFilU,−1(PΛ), en vertu de la suite exacte dans C :

0→ i∗
pi!PΛ −→ PΛ −→

pj∗j∗PΛ −→ i∗
ph1i!PΛ → 0,

on en déduit qu’il est isomorphe à i∗
pi!PΛ.
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On résume cette construction par le diagramme suivant :

cogrU,−1(PΛ) �
� C //

� _

C
��

p+j!∗j
∗PΛ� _

C

��
i∗

pi!PΛ
� � C∩+C // P

C∩+C // // CoFilU,−1(PΛ) �
� C //

C
����

pj∗j∗PΛ

C
����

CoFilU,0(PΛ) �
� C // ph0

librei
∗j∗j∗PΛ

2.4.6. Proposition. — Si D est muni d’une dualité D qui :

– échange ! et ∗ ;

– permute C et +C ;

– et telle que D(PΛ) ≃ PΛ.

alors

CoFilU,−1(PΛ) ≃ D
(

Fil1U(PΛ)
)

CoFilU,0(PΛ) ≃ D
(

Fil0U(PΛ)
)

.

Démonstration. — Il suffit de remarquer que si P →֒ Q est une injection dans C alors

DQ։ DP est une surjection dans +C.

Remarque : la filtration Fil0U(PΛ) ⊂ Fil1U(PΛ) est saturée si et seulement si, dans la définition

2.4.5, les quotients

pj∗j
∗PΛ/ CoFilU,−1(PΛ) et

(
pi∗

ph0
librei

∗j∗PΛ

)
/ CoFilU,0(PΛ)

sont sans torsion.

Remarque : La filtration Fil0U(PΛ) ⊂ Fil1U(PΛ) ⊂ PΛ définit une cofiltration dans C ∩ +C

PΛ ։
/ FilU,0(PΛ)։ / FilU,1(PΛ)

où on a posé / FilU,0(PΛ) := PΛ/ Fil0U(PΛ) et / FilU,1(PΛ) := PΛ/ Fil1U(PΛ). De même la

cofiltration PΛ ։ CoFilU,−1(PΛ)։ CoFilU,0(PΛ), définit une filtration dans C ∩ +C

/ CoFil−1
U (PΛ) →֒ / CoFil0U(PΛ) →֒ PΛ

avec par définition CoFilU,0(PΛ) = PΛ// CoFil0U(PΛ) et CoFilU,−1(PΛ) = PΛ// CoFil−1
U (PΛ).

À priori ces deux filtrations (resp. cofiltrations) ne sont pas égales comme nous le verrons

dans l’exemple donné par le faisceau pervers des cycles proches d’une variété de Shimura

unitaire., cf. la figure 4. Sous les hypothèses de la proposition précédente, on a

/ CoFil−1
U (PΛ) ≃ D

(
/ FilU,1(DPΛ)

)

/ CoFil0U(PΛ) ≃ D
(

/ FilU,0(DPΛ)
)

.
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2.5. Recollement d’une t-structure perverse. — Comme au §1.4, S désignera soit

le spectre d’un corps, soit celui d’un anneau de valuation discrète hensélien A ou encore

celui de Ā le normalisé de A dans une clôture algébrique du corps des fractions de A. On

considère alors X un schéma de type fini sur S. Pour j : U →֒ X une inclusion d’un ouvert

dense contenant la fibre générique Xη (resp. Xη̄) si S = Spec A (resp. S = Spec Ā) avec

i : F := X − U →֒ X, on est dans une situation de recollement ce qui permet d’appliquer

les constructions du paragraphe précédent.

2.5.1. Lemme. — Pour S = Spec k et PO ∈
p FP(X,O) ∩ p+ FP(X,O) tel que PK :=

PO ⊗O K est simple de support dense dans X. Il existe alors un ouvert dense j : U →֒ X

et un système local libre LO sur U tels que

pj!∗LO[− dim X] →֒ PO →֒
p+j!∗LO[− dim X].

Démonstration. — Pour tout s < − dim X, h−sPO est nul de support et pour s = − dim X

soit j : U →֒ X tel que LO[− dim X] := j∗PO est localement constant sans torsion. Avec

les notations du paragraphe précédent, soit

Fil0U(PO) ⊂ Fil1U(PO) ⊂ PO.

Comme

– PK est simple ;

– Fil1U(PO)⊗O K est non nul, vu le choix de U ;

on en déduit que Fil0(PO)⊗O K est nul et comme il est sans torsion, il est nul. De même(
PO/ Fil1U(PO)

)
⊗O K est nul et sans torsion, il est nul.

2.6. Filtration et cofiltration de stratification. — Soit X un schéma muni d’une

filtration S = (Xα)α∈I ; par la construction du paragraphe 2.2, on se ramène à la situation

X≥1 ⊃ X≥2 ⊃ · · · ⊃ X≥d 6= ∅,

avec les notations de 2.2.5. Pour Λ = K,O ou F et PΛ ∈
p FP(X, Λ) un faisceau pervers

sur X sans torsion, on se propose de définir des filtrations de PΛ dont les gradués sont sans

torsion.

Remarque : dans le cas Λ = K ou F, les faisceaux pervers sont automatiquement sans tor-

sion. Les constructions suivantes s’appliquent pour d’autres anneaux Λ où p est inversible.

2.6.1. Définition. — Avec les notations de 2.4.2, on définit

Fil0S(PΓ) := ih,∗ Fil1X=h(PΓ),

où h est tel que le support de PΛ est dense dans X≥h.

2.6.2. Proposition. — Tout faisceau pervers PΓ ∈
p FP(X, Λ) sans torsion sur X muni

d’une stratification S, peut-être muni fonctoriellement d’une filtration dans p FP(X, Λ)

Fil0S(PΓ) ⊂ Fil1S(PΓ) ⊂ · · · ⊂ FilrS(PΓ) = PΓ
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telle que :

– r est inférieur ou égal à la dimension du support de PΛ ;

– tous les gradués grq
S(PΛ) := FilqS(PΛ)/ Filq−1

S (PΛ) sont sans torsion dans p FP(X, Λ) ;

– Fil0S(PΛ) a été défini ci-avant ;

– FilkS(PΛ)/ Filk−1
S (PΛ) est le Fil0S de PΛ/ Filk−1

S (PΛ).

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur la dimension du support de PΛ ; le cas

où la dimension est nulle étant trivial supposons donc le résultat acquis jusqu’à la dimension

r− 1 et traitons le cas où la dimension du support de PΛ est égale à r. Par construction le

quotient Q := PΓ/ Fil0S(PΓ) est à support dans la frontière de UP et est donc de dimension

strictement inférieure à celle de PΓ. Soit alors Fil0S(Q) ⊂ · · · ⊂ Filr−1
S (Q) de sorte que les

tirés en arrière suivant

0 // Fil0S(PΛ) // PΛ
// Q = p+i∗

P PΛ
// 0

0 // Fil0S(PΛ) //

=

OO

FilrS(PΛ)
?�

OO�
�

�

//____ Filr−1
S (Q) //
?�

OO

0

0 // Fil0S(PΛ) //

=

OO

Filr−1
S (PΛ)
?�

OO�
�

�

//____ Filr−2
S (Q) //
?�

OO

0

0 // · · · //

=

OO

· · ·
?�

OO�
�

�

//_______ · · · //?�

OO

0

0 // Fil0S(PΛ) //

=

OO

Fil1S(PΛ)
?�

OO�
�

�

//____ Fil0S(Q) //
?�

OO

0

définissent la filtration demandée.

2.6.3. Notation. — La filtration construite dans la proposition précédente sera dite de

S-stratification et on notera

EFilp,q
S,1(PΛ) = hp+qgr−p

S (PΛ)⇒ hp+qPΛ

la suite spectrale qui lui est associée et qui calcule les faisceaux de cohomologie de PΛ.

2.6.4. Définition. — On dira que PΛ est :

– S-saturée si à chaque étape de la construction le Fil1U est saturé au sens de la définition

2.4.4 ;

– S-dégénéré si la suite spectrale spectrale EFilp,q
S,r dégénère en E1.

Remarque : les faisceaux de cohomologie d’un faisceau pervers sans torsion PΛ qui est

saturé et dégénéré, se calculent aisément une fois que l’on connâıt les suites spectrales de

faisceaux de cohomologie des extensions par zéro des systèmes locaux de plus grand support
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des grq
S(PΛ) ; le contrôle de ces suites spectrales est d’autant plus facile que l’aboutissement

est connu puisque nul en dehors du support du système local considéré.

Dualement, on peut définir des cofiltrations.

2.6.5. Définition. — Avec les notations précédentes, on pose

CoFilS,0(PΓ) := ih,∗ CoFilX=h,−1(PΓ),

où h est tel que le support de PΛ est dense dans X≥h.

En raisonnant par récurrence sur la dimension du support de PΛ et en utilisant des

push-out comme dans le diagramme ci-dessous

0 // K := pi!PΛ
//

����

PΛ
//

�����
�

�
CoFilS,0(PΛ) //

=

��

0

0 // CoFilS,1−r(K) //

����

CoFilS,−r(PΛ) //

�����
�

�
CoFilS,0(PΛ) //

=

��

0

0 // CoFilS,2−r(K) //

����

CoFilS,1−r(PΛ) //

�����
�

�
CoFilS,0(PΛ) //

=

��

0

0 // · · · //

����

· · · //

�����
�

� · · · //

=
��

0

0 // CoFilS,0(K) // CoFilS,−1(PΛ) // CoFilS,0(PΛ) // 0

on obtient la proposition duale de 2.6.2.

2.6.6. Proposition. — Tout faisceau pervers PΓ ∈
p FP(X, Λ) sans torsion sur X muni

d’une stratification S, peut-être muni fonctoriellement d’une cofiltration dans p FP(X, Λ)

PΓ = CoFilS,−r(PΓ)։ CoFilS,1−r(PΓ)։ · · ·։ CoFilS,0(PΓ)

telle que :

– r est la dimension du support de PΛ ;

– tous les gradués sont sans torsion dans p FP(X, Λ) ;

– CoFilS,0(PΛ) a été défini ci-avant ;

– Ker
(

CoFilS,−k(PΛ)։ CoFilS,1−k(PΛ)
)

est le CoFilS,0 de Ker
(

PΛ ։ CoFilS,1−k(PΛ)
)

.

2.6.7. Définition. — La cofiltration construite dans la proposition précédente sera dite

de S-stratification.

En reprenant la preuve de 2.4.6, on en déduit le résultat suivant.
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2.6.8. Lemme. — La dualité de Verdier échange la filtration et la cofiltration définies

ci-avant :

D
(

CoFilS,−k(PΛ)
)
≃ FilkS(DPΛ).

Remarque : la cofiltration (resp. la filtration) associée à la filtration FilkS(PΛ) (resp. la

cofiltration CoFilS,k(PΛ) sera notée / FilS,k(PΛ) (resp. / CoFilkS(PΛ)) dont les gradués ap-

partiennent à C ∩ +C.

2.7. Filtration et cofiltration S-exhaustives. — Soit X un schéma muni d’une stra-

tification S et PΛ un faisceau pervers sans torsion de p FP(X, Λ) que l’on suppose S-

constructible, i.e. ses faisceaux de cohomologie sont constructibles relativement à la strati-

fication S. Autrement dit si on note SP la stratification la moins fine de sorte que PΛ est

SP -constructible, S est plus fine que SP .

2.7.1. Proposition. — Par application successives des filtrations Fil0U ⊂ Fil1U de la

définition 2.4.2, tout faisceau pervers PΛ sans torsion dans p FP(X, Λ) sur X peut être

muni fonctoriellement d’une filtration dans p FP(X, Λ)

Fill0(PΛ) ⊂ Fill1(PΛ) ⊂ · · · ⊂ Filld(PΛ) = PΛ

telle que :

– d est un entier assez grand ;

– les gradués grrk(PΛ) sont sans torsion ;

– pour tout 0 ≤ k ≤ d, il existe α(k) ∈ I ainsi qu’un système local L(k) sur Xα(k) et des

injections dans p FP(X, Λ) :

pjα(k),!∗L(k) →֒ grrk(PΛ) →֒ p+jα(k),!∗L(k).

Démonstration. — On considère une stratification S de X plus fine que SP . On raisonne

par récurrence sur la dimension r de PΛ ; le cas r = 0 étant trivial, on suppose le résultat

acquis jusqu’au rang r− 1 et traitons le cas de r. On considère la filtration de la définition

2.4.2

Fil0UP
(PΛ) ⊂ Fil1UP

(PΛ) ⊂ PΛ

où :

– Fil0UP
(PΛ) et PΛ/ Fil1UP

(PΛ) sont de dimension strictement inférieure à r et donc d’après

l’hypothèse de récurrence, munies de telles filtrations ;

– gr := Fil1UP
(PΛ)/ Fil0UP

(PΛ) est tel que

pjUP ,!∗j
∗
UP

PΛ →֒ gr →֒ p+jUP ,!∗j
∗
UP

PΛ.

Comme PΛ est S-constructible, on en déduit que pour tout α ∈ I(P ), Lα := j∗
αPΛ est

localement constant de sorte que gr se décompose en une somme directe
⊕

α∈I(P ) grα avec

pjα,!∗Lα →֒ grα →֒
p+jα,!∗Lα.
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On procède alors comme dans le paragraphe précédent par pull-back, pour obtenir la

filtration de l’énoncé.

Remarque : la construction précédente ne dépend que de SP et pas du choix de S plus

fine que SP ce qui nous permet d’ôter S des notations.

2.7.2. Définition. — La filtration construite à la proposition précédente sera dite de

stratification exhaustive ; on dira que le faisceau pervers est exhaustivement saturé si sa

filtration exhaustive l’est, i.e. si à chaque étape de la construction les Fil0U et Fil1U sont

saturés au sens de la définition 2.4.4.

2.7.3. Notation. — On notera

EFillp,q
1 (PΛ) = hp+qgrr−p(PΛ)⇒ hp+qPΛ

la suite spectrale associée à la filtration exhaustive de PΛ qui calcule ses faisceaux de coho-

mologie.

Dualement, on construit des cofiltrations exhaustives en utilisant PΛ ։ CoFilUP ,−d(PΛ)։

CoFil UP , 0(PΛ).

2.7.4. Proposition. — Par application successives des cofiltrations CoFilU,−1 ։

CoFilU,0 de la définition 2.4.5, tout faisceau pervers PΛ sans torsion dans p FP(X, Λ)

sur X peut être muni fonctoriellement d’une cofiltration dans p FP(X, Λ)

PΛ = CoFill−d(PΛ) ⊂ CoFill1−d(PΛ)։ · · ·։ CoFill0(PΛ)

telle que :

– d est un entier assez grand ;

– les gradués cogrrk(PΛ) sont sans torsion ;

– pour tout 0 ≤ k ≤ d, il existe α(k) ∈ I ainsi qu’un système local L(k) sur Xα(k) et des

injections dans p FP(X, Λ) :

pjα(k),!∗L(k) →֒ cogrrk(PΛ) →֒ p+jα(k),!∗L(k).

2.7.5. Définition. — La cofiltration construite à la proposition précédente sera dite de

stratification exhaustive.

La proposition 2.4.6 permet de relier filtration et cofiltration par la dualité de Verdier.

2.7.6. Lemme. — La dualité de Verdier échange la filtration et la cofiltration définies

ci-dessus, i.e.

D
(

CoFill−k(PΛ)
)
≃ Fillk(DPΛ).
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Remarque : dans les constructions précédentes, les systèmes locaux L(k)⊗OK ne sont pas

nécessairement irréductibles. On peut bien entendu filtrer les L(k) de sorte que les gradués

sont simples après tensorisation par K ; bien entendu les réseaux obtenus dépendront à

priori du procédé choisi.

2.7.7. Notation. — On notera / Fillk (resp. / CoFillk) la cofiltration (resp. la filtration)

de C ∩ +C associée à la filtration (resp. la cofiltration) Fillk (resp. CoFillk).

2.8. Cas d’un schéma de Hecke. — Pour XI = (XI)I∈I un schéma de Hecke relati-

vement à (G, I) et Λ = K,O ou F, nous avons défini au §1.5, la catégorie FPHG(XI ; Λ)

des faisceaux pervers de Hecke sur XI à coefficients dans Λ. Pour Λ = O, on dispose des

théories de torsion p et p+.

On peut alors reprendre les constructions des §2.6 et §2.7, à chaque niveau I ∈ I ce qui

permet de définir des filtrations ou cofiltrations de stratification d’un faisceau pervers de

Hecke sans torsion.

2.9. Modifications d’un faisceau pervers sans torsion. — L’objectif de ce para-

graphe est de montrer que l’on ne peut pas donner plus de précisions sur la position des

gradués
pjα(k),!∗L(k) →֒ grk(PΛ) →֒ p+jα(k),!∗L(k)

dans l’énoncé de la proposition 2.7.1. Plus précisément à partir d’un faisceau pervers sans

torsion PO muni de sa filtration de stratification exhaustive, nous montrerons comment,

quitte à modifier certains des réseaux L(k), construire P ′
O dont les gradués sont les Gk

pjα(k),!∗L(k) →֒ Gk →֒
p+jα(k),!∗L(k)

où on se donne par avance la position des Gk et on s’autorise à modifier le réseau L(k),

i.e. à prendre L′(k) avec L′(k)⊗O K ≃ L(k)⊗O K.

2.9.1. Lemme. — Soient P −
O , P +

O ∈∈
p FP(X,O)∩p+ FP(X,O) et une suite exacte courte

de p FP(X,O)

0→ P −
O −→ P +

O −→ T0 → 0

où T0 est de ln torsion. Il existe alors une suite exacte courte de p FP(X,O)

0→ P +
O −→ P −

O −→ T → 0,

où T est de ln torsion. En outre toute suite exacte courte de p FP(X,O) de la forme

0→ P +
O −→ P −

O −→ T → 0,

avec T de torsion est telle que T est de ln torsion.
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Démonstration. — La suite exacte courte 0→ P −
O −→ P +

O −→ T0 → 0 fournit un élément

ξ ∈ Ext1
O(T0, P −

O ) qui est de ln torsion de sorte que l’on a le diagramme commutatif suivant :

0 // P −
O

//

=

��

PO //

��

T0
//

×ln

��

0

0 // P −
O� _

×ln

��

// P +
O� _

��

// T0
//

=

��

0

0 // P −
O

// PO // T0
// 0

où PO ≃ P −
O ⊕ T0. On obtient ainsi une flèche de p FP(X,O)

P +
O −→ PO −→ P −

O

dont le noyau NO est libre et tel que P +
O /NO est libre ; ainsi NO est nul. On note alors

T ∈ p FP(X,O) le conoyau

0→ P +
O −→ P −

O −→ T → 0

avec T qui est de ln torsion.

Considérons désormais une suite exacte courte de p FP(X,O) :

0→ P +
O −→ P −

O −→ T → 0.

Soit m tel que T est de lm torsion. La suite exacte longue

· · · → ph−1i∗P +
O →

ph−1i∗P −
O →

ph−1i∗T → ph0i∗P +
O → 0

impose que lmph0
tori

∗T0 = 0 et donc m ≥ n.

Exemples :

(1) Pour LO ∈
p FP(U,O) ∩ p+ FP(U,O), la suite exacte courte

0→ pj!∗LO −→
p+j!∗LO −→

ph0
tori

∗j∗LO → 0,

vérifie les hypothèses de l’énoncé, ce qui fournit alors une suite exacte courte de p FP(X,O) :

0→ p+j!∗LO −→
pj!∗LO −→ T → 0.

En outre on a i∗T ∈ pD(F,O)≤−1 et pi!T ∈ pD(F,O)≥1, de sorte que T ≃ pj!∗j
∗T ≃

pj∗LO/lnLO.

(2) De même pour
pj!∗LO →֒ P −

O →֒ P +
O →֒

p+j!∗LO,

on obtient une suite exacte courte 0→ P +
O −→ P −

O −→ T → 0 où T est de torsion.

(3) A contrario étant donné LO ∈∈
p FP(U,O) ∩ p+ FP(U,O) ainsi qu’une suite exacte

courte dans p FP(X,O)

0→ AO −→
pj!∗LO −→ i∗T → 0
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avec T ∈ p FP(F,O) de torsion ; alors T est nécessairement nul puisqu’isomorphe à pj!∗j∗T .

2.9.2. Proposition-Définition. — Soit

Fill0(PO) ⊂ Fill1(PO) ⊂ · · · ⊂ Filld(PO) = PO

la filtration exhaustive d’un O-faisceau pervers PO sans torsion. Pour tout k = 0, · · · , d on

peut construire un faisceau pervers sans torsion PO,k muni d’une filtration

Fil0(PO,k) ⊂ Fil1(PO,k) ⊂ · · · ⊂ Fild(PO,k) = PO,k

telle que :

– pour tout k = 0, · · · , d, la construction fournit un isomorphisme PO⊗OK ≃ PO,k⊗OK
compatible aux filtrations, c’est à dire que pour tout i = 0, · · · , d, cet isomorphisme

induit un isomorphisme entre Fili(PO,k)⊗O K et Filli(PO)⊗O K ;

– pour tout i = 0, · · · , k, le gradué gri(PO,k) est, avec les notations du paragraphe

précédent, de la forme pjα(i),!∗Li.

Démonstration. — Soit la suite exacte courte de p FP(X,O)

0→ Fill0(PO) −→ PO −→
/ Fill0(PO)→ 0,

où par construction, il existe un système local L(0) sur une strate Xα(0) tel que

pjα(0),!∗L(0) →֒ Fill0(PO) →֒ p+jα(0),!∗L(0).

En utilisant la remarque qui suite le lemme 2.9.1, on obtient par pushout :

0 // Fill0(PO) //

��

PO //

���
�

�

/ Fill0(PO) //

=
��

0

0 // pjα(0),!∗L(0) //___ PO,0
// / Fill0(PO) // 0

La filtration

Fill1(PO)/ Fill0(PO) ⊂ · · · ⊂ Filld(PO)/ Fill0(PO) = / Fill0(PO)

de / Fill0(PO) donne alors par pull-back une filtration

Fil0(PO,0) ⊂ Fil1(PO,0) ⊂ · · · ⊂ Fild(PO,0) = PO,0

qui vérifie les propriétés énoncées.

Supposons donc construit PO,k et soit

0→ Filk(PO,k) −→ Filk+1(PO,k) −→ grk+1(PO,k)→ 0,

où avec les notations du paragraphe précédent, il existe une strate α(k + 1) et un système

local L(k + 1) tel que

pjα(k+1),!∗L(k + 1) →֒ grk+1(PO,k) →֒ p+jα(k+1),!∗L(k + 1).
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Soit alors

0→ Filk(PO,k) −→ Fk+1 −→
pjα(k+1),!∗L(k + 1)→ 0

l’extension obtenue par pull-back à partir de Filk+1(PO,k). D’après le lemme précédent, on

a un morphisme Filk+1(PO,k) −→ Fk+1 ce qui par pushout permet de définir PO,k+1 :

0 // Filk+1(PO,k)

��

// PO,k
//

���
�

�
PO,k/ Filk+1(PO,k) //

=
��

0

0 // Fk+1
//_____ PO,k+1

// PO,k/ Filk+1(PO,k) // 0

Pour tout i ≤ k + 1, on pose Fili(PO,k+1) := Fili(Fk+1) = Fili(PO,k) ; comme précédemment

la filtration Fili(PO,k)/ Filk+1(PO,k) de PO,k/ Filk+1(PO,k) permet par pull-back de définir

les Fili(PO,k+1) pour k + 1 < i ≤ d.

Dualement, on a la construction suivante.

2.9.3. Proposition-Définition. — Soit

PO ։ CoFill−d(PO)։ CoFill1−d(PO)։ · · ·։ CoFill0(PO)

la cofiltration exhaustive d’un faisceau pervers PO sans torsion. Pour tout k = 0, · · · , d on

peut construire un faisceau pervers sans torsion PO,k muni d’une cofiltration

PO,k ։ CoFil−d(PO,k)։ CoFil1−d(PO,k)։ · · ·։ CoFil0(PO,k)

telle que :

– pour tout k = 0, · · · , d, la construction fournit un isomorphisme PO⊗OK ≃ PO,k⊗OK
compatible aux cofiltrations, c’est à dire que pour tout i = 0, · · · , d, cet isomorphisme

induit un isomorphisme entre CoFili(PO,k)⊗O K et CoFilli(PO)⊗O K ;

– pour tout i = 0, · · · , k, le gradué gr−i(PO,k) est, avec les notations du paragraphe

précédent, de la forme p+jα(i),!∗Li.

Remarque : il est bien entendu possible de modifier PO afin d’obtenir pour gradués n’im-

porte lequel des faisceaux pervers pjα(k),!∗Lk →֒ Gk →֒
p+jα(k),!∗Lk. On notera toutefois que

lorsque l’on déplace ces gradués, en général on modifie aussi les réseaux Lk.

3. Sur quelques classes de faisceaux pervers sans torsion

3.1. Minimalité et maximalité. — On reprend la problématique du paragraphe

précédent mais en rigidifiant un peu le contexte. Par exemple pour Fill0(PO) →֒ PO avec

pj0,!∗L(0) →֒ Fill0(PO) →֒ F0 →֒
p+j0,!∗L(0)
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par pushout on construit P ′
O sans modifier . Fill0(PO) :

0 // Fill0(PO) //

��

PO //

���
�

�

/ Fill0(PO) //

=

��

0

0 // F0
//_____ P ′
O

// / Fill0(PO) // 0

Ainsi une question naturelle est de savoir si une extension 0 → A → B → C → 0

de p FP(X,O) ∩ p+ FP(X,O) a été obtenue par pushout (resp. pullback) à partir d’une

extension 0 → A′ → B → C → 0 (resp. 0 → A → B → C ′ → 0) via A′
։֒ A (resp.

C ։֒ C ′).

3.1.1. Définition. — Une extension

0→ A→ B → C → 0

de p FP(X,O) ∩ p+ FP(X,O) sera dite minimale (resp. maximale) si pour toute flèche

A։ T (resp. T →֒ C) de p FP(X,O) (resp. p+ FP(X,O)) où T est un objet de torsion de
p FP(X,O) (resp. p+ FP(X,O)) le pushout (resp. le pullback) T ′

A

����

� � // B

�����
�

�

T � � //___ T ′

resp. T ′ // //___
� _

���
�

� T� _

��
B // // C

est tel que la flèche T →֒ T ′ (resp. T ′
։ T ) de p FP(X,O) (resp. p+ FP(X,O)) n’y est pas

surjective (resp. injective).

Remarque : une extension 0 → A → B → C → 0 est minimale (resp. maximale) si et

seulement si elle n’est pas obtenue par pushout (resp. pullback) à partir de A′
։֒ A (resp.

C ։֒ C ′) :

0 // A′ //
� _

��

B′ //
� _

���
�

� C

=
��

// 0

0 // A //___

����

B //

����

C // 0

T
= // T

resp. T
= //

� _

��

T� _

��
0 // A //

=
��

B //___

�����
�

� C

����

// 0

0 // A // B′ // C ′ // 0

3.1.2. Lemme. — Soit LO un système local irréductible sans torsion sur un ouvert U de

X et soit PO un quotient dans p FP(X,O) (resp. un sous-objet dans p+ FP(X,O)) de p+j!LO
(resp. pj∗LO). Alors pour tout PO ։ C (resp. A →֒ PO) dans p FP(X,O) ∩ p+ FP(X,O),

l’extension

0→ A→ PO → C → 0

est minimale (resp. maximale).
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Démonstration. — Traitons tout d’abord le cas de p+j!LO qui est sans torsion. Comme
ph0i∗p+j!LO est nul, on en déduit que ph0i∗PO est nul aussi. Soit alors 0 → A → PO →

C → 0 une suite exacte courte de p FP(X,O) ∩ p+ FP(X,O) avec C non nul de sorte que

A ≃ i∗i
∗A et ainsi pour tout quotient A։ T , T ≃ i∗i

∗T est à support dans F = X − U .

Si on avait PO ։ T alors comme ph0i∗P est nul, on en déduirait que ph0i∗T = T est nul,

ce qui prouve bien que l’extension est minimale.

Le cas de pj∗ se traite de manière similaire en utilisant que p+h0i!PO est nul.

3.1.3. Définition. — Un système local LO irréductible sans torsion sur U est dit minimal

(resp. maximal) si l’extension

0→ p+j!∗LO −→
pj∗LO −→ i∗

ph0
librei

∗j∗LO →

resp. 0→ i∗
ph−1

librei
∗j∗LO −→

p+j!LO −→
pj!∗LO → 0

est une extension minimale (resp. maximale).

3.2. Faisceaux pervers saturés. — On rappelle qu’un faisceau pervers sans torsion

est dit saturé (resp. exhaustivement saturé) si sa filtration (resp. sa filtration exhaustive)

de stratification l’est, cf. les définitions 2.6.4 et 2.7.2.

3.2.1. Notation. — On reprend les notations du §2.2 que l’on complète comme suit :

– pour 1 ≤ h ≤ h′ ≤ d, Xh≤h′

:= X=h∐ · · ·
∐

X=h′

; en particulier Xh≤h est égal à X=h.

– pour 1 ≤ h ≤ h′ ≤ d, jh≤h′

: Xh≤h′

→֒ X≥h ; en particulier jh≤h = j≥h.

– pour 1 ≤ h < h′ ≤ d, jh<h′

: X=h →֒ Xh≤h′

.

– pour 1 ≤ h ≤ h′ < h̃, jh≤h′<h̃ : Xh≤h′

→֒ Xh≤h̃ ; en particulier on a jh≤h′

= jh≤h̃ ◦

jh≤h′<h̃.

– pour 1 ≤ h ≤ h′ ≤ d, ih≤h′ : X≥h′

→֒ X≥h ; en particulier i1≤h = i≥h ;

– pour 1 ≤ h < h′ ≤ d, ih<h′ : X=h′

→֒ Xh≤h′

; en particulier i=h = i1<h.

– pour 1 ≤ h ≤ h′ ≤ d, i1≤h≤h′ : Xh≤h′

→֒ X≥1 ; en particulier i1≤h≤h = i=h.

Remarque : dans les notations précédentes, dès que l’on a la lettre j alors le foncteur j∗

associé est t-exact.

3.2.2. Proposition. — Soit PO un faisceau pervers sans torsion sur X ; avec les nota-

tions précédentes, PO est saturé si et seulement si pour tout 1 ≤ h ≤ d, ph0i∗
≥hPO est sans

torsion.

Démonstration. — On rappelle la suite exacte

0→ ph−1i∗
≥2PO −→

pj≥1
! j≥1,∗PO −→ PO −→

ph0i∗
≥2PO → 0

de sorte que Fil1X=1(PO) est saturé si et seulement si ph0i∗
≥2PO est sans torsion. Le quotient

PO/ Fil0(PO) est alors isomorphe à P1 := ph0i∗
≥2PO à support dans X≥2. Pour tout 2 ≤ h ≤
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d, on a

ph0i∗
2≤hP1 = ph0(i≥2 ◦ i2≤3)∗PO = ph0i∗

≥3PO

de sorte que P1 vérifie encore les hypothèses de l’énoncé. On conclut alors par récurrence

sur la dimension du support de P .

Remarque : comme X≥h n’est pas une strate mais une réunion de strates, il est en général

difficile de tester si un faisceau pervers sur X≥h est libre ou non. Par exemple même si

certaines des fibres de ses faisceaux de cohomologie ont de la torsion cela ne signifie pas que

le faisceau pervers n’est pas libre. En revanche pour un faisceau pervers S-constructible,

ses ph0i∗
=h sont localement constants et donc libre si et seulement si la fibre en un point

quelconque de X=h de son faisceau de cohomologie en la dimension de X=h est libre. Ainsi

la proposition suivante sera plus facilement exploitable.

3.2.3. Proposition. — Soit PO un faisceau pervers sans torsion sur un schéma X. Avec

les notations précédentes on suppose que pour tout 1 ≤ h ≤ d,

– j≥h est affine ;

– ph0i∗
=hPO est sans torsion.

Alors PO est saturé.

Avant de donner la preuve de ce résultat, commençons par le lemme technique suivant.

3.2.4. Lemme. — On considère les suites exactes dans C :

A //

  A
A

A
A B //

��

B′ // 0

C

��
C ′

��
0

Si B′ et C ′ sont sans torsion alors, avec les notations du lemme 1.1.5, le quotient de +h0C

par l’image de +h0A est sans torsion.
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Démonstration. — Quitte à quotienter A par le noyau de A → B, on peut supposer que

cette application est injective. En considérant les parties libres on a

0 // +h0A //

%%J
J

J
J

J
+h0B //

��

B′ // 0

+h0 Im

��
0

où Im est l’image de B → C. Ce diagramme est exact dans C et +C et le quotient E cherché

est le push out
+h0B // //

����

B′

���
�

�

+h0 Im //___ E

.

La flèche +h0B ։ B′ étant surjective dans C et +C, on en déduit que + Im → E est aussi

surjective dans +C et donc que E est un objet libre de +C. Le résulat découle alors du

triangle distingué

+h0 Im /+h0A −→ +h0C/+h0A −→ +h0C/+h0 Im 

et du fait que les premier et dernier termes appartiennent à C ∩ +C.

Démonstration. — de la proposition 3.2.3 D’après la proposition précédente, il suffit de

montrer que pour tout 1 ≤ h ≤ d, ph0i∗
≥hPO est sans torsion. Pour cela on raisonne par

récurrence sur h de d à 1. Comme X≥d = X=d le cas h = d est immédiat. Supposons donc

avoir montré que pour tout k ≥ h + 1, ph0i∗
≥kPO est sans torsion et traitons le cas de h.

Avec les notations précédentes, on a la suite exacte :

0→ ph−1i∗
=hPO −→

pj1≤h−1<h
! j1≤h−1,∗PO −→ j1≤h,∗PO −→

ph0i∗
=hPO → 0

où par hypothèses, ph0i∗
=hPO est un faisceau localement libre. Pour

A :=
(

pj1≤h−1<h
! j1≤h−1,∗PO

)
/
(

ph−1i∗
=hPO

)

on a alors la suite exacte courte

0→ pj1≤h
! A −→ pj1≤h

! j1≤h,∗PO −→
pj≥h

!
ph0i∗

=hPO → 0

où le 0 à gauche est donné par la nullité de ph−1j≥h
!

ph0i0
=hPO car j≥h est affine, ce qui

implique aussi que pj≥h
!

ph0i∗
=hPO est libre. Par application du lemme précédent, on obtient

une flèche
p+j1≤h−1

! j1≤h−1,∗PO −→
p+j1≤h

! j1≤h,∗PO
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qui est saturée, i.e. dont le conoyau B′ est sans torsion. Le diagramme

pj1≤h−1
! j1≤h−1,∗PO //

))R
RRRRRRRR

pj1≤h
! j1≤h,∗PO

��

// B′ // 0

PO

��
ph0i∗

≥h+1PO

��
0

vérifie donc les hypothèses du lemme précédent de sorte que la flèche en pointillée est

saturée, i.e. son conoyau ph0i∗
≥hPO est sans torsion.

3.3. Systèmes locaux récurrents et récursifs. —

3.3.1. Définition. — Un système local libre (X=1,LΛ) est dit récurrent si pour PΛ :=

i≥2,∗
ph−1i∗

≥2
pj≥1

!∗ LΛ et h tel que le support de PΛ est dense dans X=h, le morphisme d’ad-

jonction

p+j≥h
! j≥h,∗PΛ −→ PΛ

est surjectif dans C.

Remarque : de manière équivalente LΛ est récurrent si et seulement si ph0i∗PΛ est nul. Pour

Λ = O, on remarque en particulier que cette propriété ne dépend pas du réseau stable de

PO ⊗O K.

Remarque : si LΛ est de la forme LΛ,1 ⊕ LΛ,2 où le support de PΛ,i est dense dans X≥h1

avec les notations précédentes ; si h1 < h2 alors LΛ ne peut pas être récurrent même si LΛ,1

et LΛ,2 le sont. En revanche dans le cas h1 = h2, on peut aisément démontrer que si pour

i = 1, 2, le support de PΛ,i est dense dans X≥h, alors LΓ est récurrent si et seulement si

LΛ,1 et LΛ,2 le sont.

Remarque : l’intérêt de cette notion est le suivant : on note EFillp,q
!,r ⇒ hp+qj≥h

! j≥h,∗PΛ la

suite spectrale exhaustive dont l’aboutissement est connu, et

EFillp,q
r ⇒ hp+qPΛ ≃ hp+q−1pj≥1

!∗ LΓ

dont on cherche à déterminer l’aboutissement. Dans le cas où LΓ est récurrent, on a un mor-

phisme de suites spectrales EFillp,q
!,r −→ EFillp,q

r surjectif, i.e. pour tout p, q, r le diagramme
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suivant est commutatif

EFillp,q
!,r

//

��

EFillp+r,q−r+1
!,r

��

EFillp,q
r

// EFillp+r,q−r+1
r

ce qui fournit un outil pour calculer les faisceaux de cohomologie de pj≥1
!∗ LΓ particulièrement

si les flèches EFillp,q
!,1 −→ EFillp,q

1 sont surjectives. On renvoie le lecteur au §5.3.

3.3.2. Lemme. — Si (X=1,LO) est récurrent alors (X=1,LK) et (X=1,LF) le sont aussi.

Démonstration. — Cela découle directement de l’isomorphisme ph0i∗PK ≃
ph0i∗PO ⊗O K

et de la nullité de ph1i∗PO.

3.3.3. Lemme. — Soit (X=1,LK) un système local libre et soit h ≥ 1 tel que le support

de PK = i≥2,∗
ph−1i∗

≥2
pj≥1

!∗ LK est dense dans X=h. Alors (X=1,LK) est récurrent si et

seulement si pour tout faisceau pervers AK à support dans X≥h+1, l’une des deux propriétés

équivalentes suivantes

– Ext1
K(pj≥1

!∗ LK, AK) = 0 ;

– HomK(PK, AK) = 0.

Démonstration. — Supposons tout d’abord que LK est récurrent et soit

0→ AK −→ BK −→
pj≥1

!∗ LK → 0

la suite exacte courte associé à un élément ξ ∈ Ext1(pj≥1
!∗ LK, AK). On a j≥1,∗BK ≃ LK ; soit

alors Fil1(BK) ⊂ BK l’image de

pj≥1
! j≥1,∗BK −→ BK.

Comme LK est récurrent, PK admet un unique quotient irréductible à savoir pj≥h
!∗ j≥h,∗PK de

sorte que Fil1(BK) est isomorphe à pj≥1
!∗ LK. On obtient ainsi un relèvement PK ։

pj≥1
!∗ LK

et donc BK ≃ AK ⊕
pj≥1

!∗ LK.

Réciproquement si PK ։ AK est un quotient à support dans X≥h+1, le pushout

0 // PK //

����

pj≥1
! LK //

�����
�

�

pj≥1
!∗ LK //

=
��

0

0 // AK
//____ BK

// pj≥1
!∗ LK // 0

définit un élément de ξ ∈ Ext1(pj≥1
!∗ LK, AK). En outre la surjection pj≥1

! LK ։ BK et le fait

que le top de pj≥1
! LK soit pj≥1

!∗ LK, impose que ξ est non trivial.

3.3.4. Définition. — Le faisceau localement libre irréductible (X=1,LΛ) est dit récursif

s’il est récurrent et si tous les constituants simples de j≥1
! LΛ sont récurrents.
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Remarque : l’intérêt des systèmes locaux récursifs est que l’on peut calculer les faisceaux

de cohomologie de leur extension intermédiaire par récurrence.

4. Faisceaux pervers sur les variétés de Shimura simples

Nous allons appliquer les constructions précédentes aux faisceaux pervers étudiés dans

[6] sur les variétés de Shimura simples associées à des groupes unitaires telles qu’elles sont

définies dans [14].

4.1. Rappels sur les représentations de GLn(K). — Dans la suite K désigne un

corps local non archimédien dont le corps résiduel est de cardinal q une puissance de p et

on rappelle quelques notations de [6] sur sur les représentations admissibles de GLn(K) à

coefficients dans Q̄l où l un nombre premier distinct de p.

4.1.1. Notation. — Une racine carrée q
1
2 de q dans Q̄l étant fixée, pour k ∈ 1

2
Z, nous

noterons π{k} la représentation tordue de π de sorte que l’action d’un élément g ∈ GLn(K)

est donnée par π(g)ν(g)k avec ν : g ∈ GLn(K) 7→ q− val(det g).

4.1.2. Définitions. — – Soit P = MN un parabolique de GLn de Lévi M et de radical

unipotent N . On note δP : P (K)→ R× l’application définie par

δP (h) = | det(ad(h)|LieN)|−1.

– Pour (π1, V1) et (π2, V2) des R-représentations de respectivement GLn1(K) et

GLn2(K), et P un parabolique de GLn1+n2 de Levi M = GLn1 × GLn2 et de

radical unipotent N ,

π1 ×P π2

désigne l’induite parabolique normalisée de P (K) à GLn1+n2(K) de π1⊗π2 c’est à dire

l’espace des fonctions f : GLn1+n2(K)→ V1 ⊗ V2 telles que

f(nmg) = δ
−1/2
P (m)(π1 ⊗ π2)(m)

(
f(g)

)
, ∀n ∈ N, ∀m ∈M, ∀g ∈ GLn1+n2(K).

Remarque : en particulier si P est standard alors π1×P π2 est l’induite ≪ classique ≫ de

π1{n2/2} ⊗ π2{−n1/2}.

– Foncteurs de Jacquet : pour π une R-représentation admissible de GLn(K), l’espace

des vecteurs N(K)-coinvariants est stable sous l’action de M(K) ≃ P (K)/N(K). On

notera JP (π) cette représentation tordue par δ
−1/2
P .

4.1.3. Notations. — Dans le cas où le parabolique est standard de Levi GLr1 ×GLr2 ×

· · · ×GLrk
, on le notera Pr1,··· ,rk

et × désignera ×P .
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4.1.4. Définitions. — Une représentation π de GLn(K) est dite cuspidale si elle n’est

pas un sous-quotient d’une induite parabolique propre.

Soient g un diviseur de d = sg et π une représentation cuspidale irréductible de GLg(K).

L’induite parabolique

π{
1− s

2
} × π{

3− s

2
} × · · · × π{

s− 1

2
}

possède

– un unique quotient irréductible noté Sts(π) ; c’est une représentation de Steinberg

généralisée.

– une unique sous-représentation irréductible notée Spehs(π) ; c’est une représentation

de Speh généralisée.

D’après [?] 2.10, l’induite parabolique

Sts−t(π{−
t

2
})× Speht(π{

s− t

2
})

admet une unique sous-représentation irréductible que l’on note LTπ(s, t) qui s’avère être

aussi l’unique sous-représentation irréductible des induites suivantes.

Speht+1(π{
s−t−1

2
})× Sts−t−1(π{−

t+1
2
}),

Speht(π{
s−t

2
})×op Sts−t(π{−

t
2
}),

Sts−t−1(π{−
t+1

2
})×op Speht+1(π{

s−t−1
2
})

Afin d’éviter d’avoir à écrire systématiquement toutes ces torsions, on introduit les no-

tations suivantes.

4.1.5. Notations. — Un entier g ≥ 1 étant fixé, pour π1 et π2 des représentations de

respectivement GLt1g(K) et GLt2g(K), on notera

π1
−→
×π2 = π1{−

t2

2
} × π2{

t1

2
} et π1

←−
×π2 = π1{

t2

2
} × π2{−

t1

2
}

Remarque : avec ces notations, LTπ(s, t) est, par exemple, l’unique sous-représentation

irréductible de Sts−t(π)
−→
× Speht(π) et de Speht(π)

←−
×Sts−t(π).

4.2. Variétés de Shimura unitaires simples. — Soit F = F +E un corps CM avec

E/Q quadratique imaginaire pure, dont on fixe un plongement réel τ : F + →֒ R. Dans

[14], les auteurs justifient l’existence d’un groupe unitaire Gτ vérifiant les points suivants :

– Gτ (R) ≃ U(1, d− 1)× U(0, d)r−1 ;

– Gτ (Qp) ≃ (Qp)× ×
∏r

i=1(B
op
vi

)× où v = v1, v2, · · · , vr sont les places de F au dessus de

la place u de E telle que p = ucu et où B est une algèbre à division centrale sur F

de dimension d2 vérifiant certaines propriétés, cf. [14], dont en particulier d’etre soit

décomposée soit une algèbre à division en toute place et décomposée à la pace v. On

notera en outre w une place de F telle que G(Fw) ≃ D×
Fw,d.
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Pour tout sous-groupe compact Up de Gτ (A∞,p) et m = (m1, · · · , mr) ∈ Zr
≥0, on pose

Up(m) = Up × Z×
p ×

r∏

i=1

Ker(O×
Bvi
−→ (OBvi

/vmi

i )×)

4.2.1. Définition. — Pour Up
≪ assez petit ≫

(1) on note XUp(m) ≪ la variété de Shimura

associée à G ≫ construite dans [14].

Remarque : XUp(m) est un schéma projectif sur SpecOv tel que quand U varie, les XUp(m)

forment un système projectif dont les morphismes de transition sont finis et plats : quand

m1 = m′
1 ils sont en plus étales. Le système projectif (XUp(m))Up,m est naturellement muni

d’une action de Gτ (A∞).

Notons I l’ensemble des sous-groupes compacts ouverts ≪ assez petits ≫ de G, de la

forme Up(m) et donc muni d’une application m1 : I −→ N.

4.2.2. Proposition. — Le système projectif XI = (XI)I∈I définit un schéma de Hecke

au sens de [6], où les morphismes de restriction du niveau rJ,I : XJ → XI sont finis et

plats.

Remarque : si m1(J) = m1(I) alors rJ,I est étale.

4.3. Stratification de Newton. — Pour I ∈ I, on note XI,s la fibre spéciale de XI et

XI,s̄ := XI,s × Spec F̄p la fibre spéciale géométrique.

4.3.1. Définition. — (cf. [6] §1.3) Pour tout 1 ≤ h ≤ d, X≥h
I,s̄ (resp. X=h

I,s̄ ) désigne la

strate fermée (resp. ouverte) de Newton de hauteur h, i.e. le sous-schéma dont la partie

connexe du groupe de Barsotti-Tate en chacun de ses points géométriques est de rang ≥ h

(resp. égal à h).

Remarque : pour tout 1 ≤ h ≤ d, la strate de Newton de hauteur h est de pure dimension

d− h ; le système projectif associé définit alors un schéma de Hecke X≥h
I,s̄ (resp. X=h

I,s̄ ) pour

G = G(A∞), [14] III.4.4.

Remarque : dans le cas de bonne réduction, i.e. m1 = 0, X≥d−h
I,s̄ est lisse.

4.3.2. Proposition. — (cf. [16]) Pour tout 1 ≤ h < d, la strate X=h
I,s̄ est affine.

4.3.3. Définition. — Pour une suite (r1, r2, · · · , rk) telle que
∑k

i=1 ri = d, on note

Pr1,r2,··· ,rk
le sous-groupe parabolique standard de GLd associé au sous-groupe de Levi

GLr1 ×GLr2 × · · · ×GLrk
et on note Nr1,··· ,rk

son radical unipotent.

1. tel qu’il existe une place x pour laquelle la projection de Up sur G(Qx) ne contienne aucun élément

d’ordre fini autre que l’identité, cf. [14] bas de la page 90
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4.3.4. Proposition. — (cf. [14] p.116) Pour tout 1 ≤ h < d, les strates X=h
I,s̄ sont

géométriquement induites sous l’action du parabolique Ph,d−h(Ov), au sens où il existe

un sous-schéma fermé X=h
I,s̄,1 tel que :

X=h
I,s̄ ≃ X=h

I,s̄,1 ×Ph,d−h(Ov/vm1 ) GLd(Ov/vm1).

4.3.5. Notation. — On notera X≥h
I,s̄,1 l’adhérence de X=h

I,s̄,1 dans X≥h
I,s̄ .

Remarque : le système projectif (X=h
I,s̄,1)I∈I définit un schéma de Hecke X=h

I,s̄,1 pour G =

G(A∞,v)×Ph,d−h(K) où G agit à travers son quotient G(A∞,v)×Z×GLd−h(K) donné par

l’application

(
gc

v ∗

0 get
v

)
7→ (v(det gc

v), get
v ). Par ailleurs l’action d’un élément wv ∈Wv est

donnée par l’action de − deg(wv) où deg est la composée du caractère non ramifié de Wv,

qui envoie les Frobenius géométriques sur les uniformisantes, avec la valuation v de K.

4.3.6. Notation. — On adoptera les notations suivantes concernant les flèches de

schémas de Hecke

ih : X≥h
I,s̄ →֒ XI,s̄ = X≥1

I,s̄, j≥h : X=h
I,s̄ →֒ X≥h

I,s̄ , j≥h
1 : X=h

I,s̄,1 →֒ X≥h
I,s̄,1.

4.4. Systèmes locaux d’Harris-Taylor. — En ce qui concerne la notion de faisceau

de Hecke, on renvoie le lecteur à [6] §6 ; comme dans loc. cit. §7, G désignera le groupe de

Grothendieck des faisceaux pervers de Hecke adapté à la situation.

4.4.1. Définition. — Soit Dv,d l’algèbre à division centrale sur Fv d’invariant 1/d et

d’ordre maximal Dv,d.

4.4.2. Notation. — La correspondance de Jacquet-Langlands locale associe à toute Q̄l-

représentation irréductible τv de D×
v,h un diviseur g de h = tg et une représentation

irréductible cuspidale πv de GLg(Fv). On notera alors πv[t]D cette représentation de D×
v,h.

À toute Q̄l-représentation irréductible admissible τv = πv[t]D de D×
v,h, on associe un

système local de Hecke F(πv, t)1 sur X=h
I,s̄,1 pour le groupe

G(A∞,p)×Q×
p × (Z×GLd−h(Fv))+ ×

r∏

i=2

(Bop
vi

)× ×D×
v,h/D×

v,h

dont l’action, cf. [14] p.136, se factorise par G(h)(A∞)/D×
v,h via l’application

(g∞,p, gp,0, c, get
v , gvi

, δ) 7→ (gp,∞, gp,0q
v(det δ)−c, δ, get

v , gvi
). (4.4.3)

4.4.4. Notation. — Pour 1 ≤ t < s, on note F(πv, t) le faisceau sur X=h
I,s̄ obtenu en

induisant F(πv, t)1 géométriquement :

F(πv, t) := F(πv, t)1 ×Ph,d(Fv) GLd(Fv).

Par ailleurs si Γ est un réseau stable de τv, on notera FΓ(πv, t) le Z̄l-faisceau associé.
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Remarque : F(πv, t) se présente sous la forme d’une somme directe de eπv
faisceaux de

Hecke irréductibles F(πv, t) =
⊕eπv

i=1 Fρv,i,I où (πv[t]D)|D×
v,h

=
⊕eπv

i=1 ρv,i avec ρv,i irréductible.

4.4.5. Définition. — (Systèmes locaux dits d’Harris-Taylor) Pour Πt une

représentation de GLtg(Fv), on note HT (πv, Πt) le Wv-faisceau pervers de Hecke sur

X=tg
I,s̄ pour G(A∞) défini par

H(πv, Πt) := F(πv, t)[d− tg]⊗ Ξ
tg−d

2 ⊗ Πt,

où l’action se déduit par induction par celle de

(gp, gp,0, c, get
v , gvi

, gc
v, σ) ∈

G(A∞,p)×Q×
p × (Z×GLd−tg(Fv))+ ×

r∏

i=2

(Bop
vi

)× ×GLtg(Fv)×Wv

sur le faisceau non induit, via

– (gp, gp,0q
−c+v(det gc

v)−deg σ, γ, get, gvi
) ∈ G(tg)(A∞)/D×

v,tg sur F(t, πv) où γ ∈ D×
v,tg/D×

v,tg

est tel que v(rnγ) = v(det gc
v)− deg σ ;

– gc
v sur Πt,

et où comme précédemment le radical unipotent de Ptg,d(Fv) agit trivialement.

Si Γ est un réseau stable de πv[t]D et Γt un réseau stable de Πt, on notera HTΓ⊗t
(πv, Πt)

le Z̄l-faisceau associé.

Remarque : l’action de Wv sur ces faisceaux d’Harris-Taylor se factorise par l’application

deg ; dans [6] on a choisi de les considérer comme des Z-faisceaux de Hecke de sorte que

l’action de cv ∈ Wv est donnée par celle de (q− deg cv , deg cv) ∈ Q×
p × Z.

4.4.6. Proposition. — (cf. [6] proposition 4.3.1 et corollaire 5.4.1) Pour tout 1 ≤ t ≤ s,

on a l’égalité dans G :

itg
∗ j≥tg

! HT (πv, Πt) = itg
∗ j≥tg

!∗ HT (πv, Πt) +
s−t∑

i=1

i(t+i)g
∗ j

≥(t+i)g
!∗ HT (πv, Πt

−→
× [
←−−
i− 1]πv

)(i/2).

(4.4.7)

Remarque : on rappelle que j≥h est affine et donc j≥h
! est t-exact.

4.4.8. Proposition. — Pour tout 1 ≤ t ≤ s, j≥tg
! HTQ̄l

(πv, Πt) possède une unique filtra-

tion avec gradués simples ; ces gradués grk sont :

– nuls pour k > 0 ;

– pour k ≤ 0 il sont égaux à

j
≥(t−k)g
!∗ HT (πv, Πt

−→
× [
←−−−−
−k − 1]πv

)⊗ Ξk/2
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[
←−−−
t0 − 1]

−→
× [
−−−−−−→
s− t0 − 1]

[
←−−−
t0 − 1]

−→
× [
←−
0 ]
−→
× [
−−−−−−→
s− t0 − 2]

[
←−−−
t0 − 1]

−→
× [
←−
1 ]
−→
× [
−−−−−−→
s− t0 − 3]

[
←−−−
t0 − 1]

−→
× [
←−−−−−−
s− t0 − 2]

−→
× [
−→
0 ]

[
←−−−
t0 − 1]

−→
× [
←−−−−−−
s− t0 − 1]

Figure 1. Germes en un point supersingulier des EFillp,q
S,1

(
j≥tg
! HT (πv, Πt)

)

Démonstration. — Le cas t = s étant trivial, on suppose 1 ≤ t < s. On rappelle que

d’après [6], pour tout 1 ≤ t ≤ s, on a l’égalité suivante dans le groupe de Grothendieck

j≥tg
! HT (πv, Πt) =

s−t∑

r=0

j
≥(t+r)g
!∗ HT (πv, Πt

−→
× [
←−−−
r − 1]πv

)⊗ Ξ−r/2.

Par ailleurs d’après loc. cit, la fibre en un point supersingulier de hij≥tg
!∗ HT (πv, Πt) est

nulle sauf pour i = 1− t. On considère alors la fibre en un point supersingulier de la suite

spectrale de stratification exhaustive, cf. la notation 2.7.3

EFillp,q
S,1

(
j≥tg

! HT (πv, Πt)
)

= hp+qgrr−p
S

(
j≥tg

! HT (πv, Πt)
)
⇒ hp+qj≥tg

I,! HTQ̄l
(πv, Πt),

dont on trouvera une illustration à la figure 1. Ainsi pour tout p ≥ 0, il existe un unique q

tel que la fibre en un point supersingulier de EFillp,q
S,1

(
j≥tg

! HT (πv, Πt)
)

soit non nulle. Le

résultat découle alors du fait que la fibre en un point supersingulier de l’aboutissement est

nulle.
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4.4.9. Corollaire. — Les systèmes locaux d’Harris-Taylor sont récursifs au sens de de

la définition 3.3.4 ; autrement dit si

(0) = Fill0! (Πt) ⊂ Fill1! (Πt) ⊂ · · · ⊂ Fills+1−t
! (Πt) = j≥tg

! HT (πv, Πt)

est la filtration de stratification exhaustive de j≥tg
! HT (πv, Πt). Pour tout 1 ≤ k ≤ s + 1− t,

on a alors une surjection

j
≥(s+1−k)g
! j≥(s+1−k)g,∗ Fillk! (Πt)։ Fillk! (Πt)

où Fillk! (Πt) est à support dans X
≥(s+1−k)g
I,s̄ avec

j≥(s+1−k)g,∗ Fillk! (Πt) ≃ HT (πv, Πt
−→
× [
←−−−−−−
s− k − t]πv

)⊗ Ξ(k+t−s+1)/2

et dont l’image dans le groupe de Grothendieck est

k∑

i=1

j
≥(s+1−i)g
!∗ HT (πv, Πt

−→
× [
←−−−−−
s− i− t]πv

)⊗ Ξ(i+t−s+1)/2.

Remarque : on a un énoncé dual concernant j≥tg
∗ HTQ̄l

(πv, Πt) et sa cofiltration de stratifi-

cation exhaustive

j≥tg
∗ HTQ̄l

(πv, Πt) = CoFill∗,t−s−1(Πt)։ CoFill∗,t−s(Πt)։ · · ·

։ CoFill∗,−1(Πt)։ CoFill∗,0(Πt) = 0.

Démonstration. — On pose P = j≥tg
! HT (πv, Πt) ; avec les notations de la définition 2.4.2,

Fills+1−t
! (Πt) = Fil1X=tg

I,s̄

(P ) = P,

ce qui donne donc le résultat pour k = s + 1− t. Comme les gradués de l’unique filtration

maximale de P sont rangés dans l’ordre croissant de leur dimension, nécessairement on a

Fills−t
! (Πt) = Fil0X=tg

I,s̄

(P ) = Fil1
X

=(t+1)g

I,s̄

(
Fil0X=tg

I,s̄

(P )
)

,

ce qui donne le résultat pour k = s− t.

Selon le même argument, à chaque étape de la construction de la filtration de stratifica-

tion exhaustive, on aura

Fills−t+1−k
! (Πt) = Fil1

X
=(t+k)g

I,s̄

(
Fills−t+1−k

! (Πt)
)

et

Fills−t+1−k−1
! (Πt) = Fil0

X
=(t+k)g

I,s̄

(
Fills−t+1−k

! (Πt)
)

.

d’où le résultat.
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4.5. Faisceau pervers de Hecke des cycles proches. —

4.5.1. Définition. — Pour tout J ∈ I, les faisceaux pervers des cycles évanescents

RΨηv,J(Λ)[d − 1](d−1
2

) sur XJ,s̄ définissent un Wv-faisceau pervers de Hecke, au sens de

la définition 1.3.6 de [6], que l’on note ΨI,Λ.

Remarque : comme dans le paragraphe précédent, pour Λ = Q̄l, on notera simplement ΨI .

Remarque : dans [6] §2.2, on utilise l’action de la monodromie pour découper ΨI en une

somme directe

ΨI =
⊕

1≤g≤d
πv∈Cuspv(g)

ΨI,πv

où Cuspv(g) désigne l’ensemble des classes d’équivalence inertielles, cf. définition 1.1.3 de

[6], des représentations irréductibles cuspidales de GLg(Fv) avec 1 ≤ g ≤ d.

4.5.2. Définition. — (Faisceau pervers dits d’Harris-Taylor) On note P(t, πv) le

Wv-faisceaux pervers de Hecke sur X≥1
I,s̄ de support X≥h

I,s̄ et de poids zéro défini par

itg
∗ j≥tg

!∗ HT (πv, Stt(πv))⊗ L(πv),

où L∨ est la correspondance de Langlands, cf. [14].

L’action de G(A∞)×Wv sur P(t, πv) se définit par induction en faisant agir

(gp, gp,0, gc
v, get

v , gvi
, σ) ∈ G(A∞,p)×Q×

p ×GLtg(Fv)×GLd−tg(Fv)×
r∏

i=2

(Bop
vi

)× ×Wv

via l’action de :

– (gp, gp,0q
− deg σ, γ, get

v , gvi
) ∈ G(tg)(A∞)/D×

v,tg sur F(t, πv) où γ ∈ D×
v,tg est tel que

v(rnδ) = v(det gc
v)− deg σ ;

– (gc
v, σ) sur Stt(πv)⊗ L(πv).

Remarque : on notera que P(t, πv) ne dépend, en tant que Wv-faisceau pervers de Hecke,

que de la classe d’équivalence inertielle de πv. Si ΓD, ΓG et ΓW sont respectivement des

réseaux stables de πv[t]D, Stt(πv) et L(πv), on notera

PΓ⊗t
(t, πv)

le Z̄l-faisceau pervers de Hecke associé.

4.5.3. Proposition. — (cf. [6] corollaire 5.4.2) On a l’égalité suivante dans G :

eπv
[ΨI,πv

] =
sg−1∑

k=1−sg

∑

|k|<t≤sg

t≡k−1 mod 2

P(t, πv)(−
k

2
),

où eπv
est le cardinal de la classe d’équivalence inertielle de πv, cf. loc. cit. définition 1.1.3.
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Remarque : d’après la remarque qui suit le théorème 2.4.4 de [6], les faisceaux pervers

d’Harris-Taylor P(t, πv) sont de la forme eπv
P(t, πv) où P(t, πv) est un faisceau pervers

simple.

Comme précédemment, nous allons étudier les filtrations de stratification du Wv-faisceau

pervers de Hecke ΨI,πv
, où πv est une représentation irréductible cuspidale de GLg(Fv) avec

1 ≤ g ≤ d et s = ⌊d
g
⌋.

4.5.4. Proposition. — Soit

0 = Fil0S(ΨI,πv
) ⊂ Fil1S(ΨI,πv

) ⊂ · · · ⊂ FilsS(ΨI,πv
) = ΨI,πv

la filtration de stratification de ΨI,πv
de la proposition 2.6.2. Pour tout 1 ≤ k ≤ s, la

surjection

j≥kg
! HT (πv, [

←−−−
k − 1]πv

)⊗ Lg(πv)(
1− k

2
)։ FilkS(ΨI,πv

)/ Filk−1
S (ΨI,πv

),

a pour image dans le groupe de Grothendieck
s∑

i=k

P(i, πv)(
k − i

2
).

Remarque : la figure 2 illustre la filtration de stratification de ΨI,πv
où chaque cercle

représente un faisceau pervers d’Harris-Taylor P(t, πv)(1−t
2

+ k).

Démonstration. — L’observation de la suite spectrale de monodromie-poids faisceautique

EM,p,q
1 = hp+qgrM

−p(ΨI,πv
)⇒ hp+qΨI,πv

décrite par le théorème 2.2.6 de [6] impose que pour tout 1 ≤ t ≤ s − 1 et pour tout

0 ≤ k ≤ s− t− 1, dans toute filtration croissante de ΨI,πv
l’indice k1 du gradué contenant

P(t − k, πv)( t−k−1
2

) est inférieur ou égale à l’indice k2 du gradué contenant P(t − k +

1, πv)( t−k−2
2

).

Remarque : à la figure 3, les contraintes mentionnées ci-avant s’expriment en disant que

chaque fois que deux cercles sont reliés il faut que l’indice de celui qui est le plus bas soit

supérieur ou égal à l’autre.

On rappelle que j≥g,∗ΨI,πv
≃ HT (πv, πv)⊗ Lg(πv) ; ainsi Fil1S(ΨI,πv

) qui est l’image de

j≥g
! HT (πv, πv)⊗ Lg(πv) −→ ΨI,πv

, (4.5.5)

a une image nécessairement inférieure, dans G, à
∑s

i=1P(i, πv)(i/2) car d’après la proposi-

tion 4.4.6, ce sont les seuls constituants de j≥g
! HT (πv, πv)⊗Lg(πv) qui sont des constituants

de ΨI,πv
d’après la proposition 4.5.3. Or d’après l’observation du début de la preuve illustré

par la figure 3, pour tout i ≥ 1, l’indice d’un gradué contenant P(i, πv)(i/2) est inférieur

ou égal à celui de contenant P(1, πv). On en déduit donc que l’image de (4.5.5) est égale à∑s
i=1P(i, πv)(i/2).
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P(t + 1)(−t/2)

= FiltS(ΨI,πv)

P(s)(s−1−2t
2 )

P(1)

P(2)(1
2 )

P(2)(−1
2 )

P(s)(s−1
2 )

P(t)( t−1
2 )

P(t + 1)(t/2)

P(s)(1−s
2 )

Figure 2. Illustration de la filtration de stratification de ΨI,πv .

Supposons le résultat acquis jusqu’au rang t. Le quotient ΨI,πv
/ FiltS(ΨI,πv

) est alors à

support dans X
≥(t+1)g
I,s̄ avec

j≥(t+1)g,∗
(

ΨI,πv
/ FiltS(ΨI,πv

)
)
≃ HT (πv, [

←−
t ]πv

)⊗ Lg(πv)(−t/2).

L’image de

j
≥(t+1)g
! HT (πv, [

←−
t ]πv
⊗ Lg(πv)(−t/2) −→ ΨI,πv

/ FiltS(ΨI,πv
)
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P(1)

P(2)(1
2 )

P(2)(−1
2 )

P(3)(1)

P(3)

P(3)(−1)

Figure 3. Illustration des contraintes d’une filtration de ΨI,πv avec s = 3.

est alors, d’après les propositions 4.5.3 et 4.4.6, dans G, inférieure ou égale à
s∑

i=t+1

P(i, πv)(
i− 1− 2t

2
)

et contient P(t + 1, πv)(−t/2). D’après l’observation du début de la preuve, pour tout

i > t + 1, l’indice d’un gradué contenant P(i, πv)( i+1−2t
2

) est inférieur ou égal à celui

contenant P(t + 1, πv)(−t/2) de sorte que cette image est égale à
∑s

i=t+1 P(i, πv)( i−1−2t
2

).

On conclut alors par récurrence.

Dualement on a la description suivante de la cofiltration de stratification.

4.5.6. Proposition. — On note

ΨI,πv
= CoFilS,−s(ΨI,πv

)։ CoFilS,1−s(ΨI,πv
)։ · · ·։ CoFilS,0(ΨI,πv

) = 0

la cofiltration de stratification de ΨI,πv
de la proposition 2.6.6. Pour tout 1 ≤ k ≤ s,

l’injection

Ker
(

CoFilS,−k(ΨI,πv
)։ CoFilS,1−k(ΨI,πv

)
)
→֒ j≥kg

∗ HT (πv, [
←−−−
k − 1]πv

)⊗ Lg(πv)(
k − 1

2
),

a pour image dans le groupe de Grothendieck
s∑

i=k

P(i, πv)(
i− k

2
).
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Remarque : pour s ≥ 3, on notera ainsi que les filtrations Fil•S(ΨI,πv
) et / CoFil•S(ΨI,πv

) ne

cöıncident pas, cf. par exemple l’illustration de la figure 4 où les traits relient les faisceaux

pervers simples d’un même gradué et où on a centré les graduations de sorte que le gradué

de plus grande dimension soit d’indice nul.

j≥g
! HT (πv, πv)

j≥2g
! HT (πv, St2(πv))(−1

2 )

j≥3g
! HT (πv, St3(πv))(−1)

j≥g
∗ HT (πv, πv)

j≥2g
∗ HT (πv, St2(πv)(1

2 )

j≥3g
∗ HT (πv, St3(πv))(1)

−2

−1

0

1

2

3

0

1

2

−1

−2

−3

>>

>>

⊂

⊂

Figure 4. Illustration de la filtration (fig. à gauche) et de la cofiltration (fig. à

droite) de stratification de ΨI,πv avec s = 3.

Remarque : les filtrations (resp. les cofiltrations) de stratification exhaustives de

j≥tg
! HT (πv, [

←−−
t− 1]πv

) (resp. j≥tg
∗ HT (πv, [

←−−
t− 1]πv

)) fournissent alors la filtration (resp.

la cofiltration) de stratification exhaustive de ΨI,πv
. On renvoie à la figure 4 pour un

exemple de numérotation des gradués.

4.5.7. Corollaire. — La suite spectrale associée à la filtration de stratification

0 = Fil0S(ΨI,πv
) ⊂ Fil1S(ΨI,πv

) ⊂ · · · ⊂ FilsS(ΨI,πv
) = ΨI,πv

dégénère en E1.
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Démonstration. — Le résultat découle directement de la description [6] 2.2.6 des flèches

de de la suite spectrale de monodromie-poids faisceautique

EM,p,q
1 = hp+qgrM

−p(ΨI,πv
)⇒ hp+qΨI,πv

.

Remarque : autrement dit toutes les flèches de la suite spectrale de monodromie proviennent

des tranches, i.e. des flèches des suites spectrales associées aux j≥tg
! HT (πv, [

←−−
t− 1]πv

).

Remarque : à l’inverse les suites spectrales des tranches de la cofiltration de stratification

dégénèrent en E1, alors que la suite spectrale associée à la cofiltration de stratification

contient toutes les flèches de la suite spectrale de monodromie.

5. Retour sur les résultats faisceautiques de [6]

L’objectif de ce paragraphe est de revenir sur la preuve des principaux résultats de [6]

en utilisant les filtrations de stratification, l’intérêt étant de simplifier les arguments et de

dégager une future stratégie d’étude sur Z̄l et F̄l. Rappelons tout d’abord la stratégie de

loc. cit.

1. On utilise tout d’abord le théorème de comparaison de Berkovich-Fargues afin de

relier les germes des faisceaux de cohomologie du complexe des cycles évanescents à

une représentation locale dite de Deligne-Carayol : cette partie est rappelée dans le

paragraphe suivant.

2. Dans [14], les auteurs donnent une ≪ recette ≫ afin de calculer la somme alternée des

groupes de cohomologie des j≥tg
! HT (πv, Πt) avec les notations précédentes. Ainsi au

terme du §5.4 de [6], on obtient les propositions 4.4.6 et 4.5.3 qui s’énoncent dans des

groupes de Grothendieck de faisceaux pervers de Hecke.

3. Ensuite il s’agit de calculer les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-

Taylor ainsi que ceux du complexe des cycles évanescents. Pour ce faire :
– dans [6], on utilise une propriété d’autodualité à la Zelevinski sur la cohomologie

des espaces de Lubin-Tate, prouvée par Fargues ;

– une deuxième solution est proposée dans [7] et repose sur le théorème de Lefschetz

difficile et sur des calculs fastidieux de groupes de cohomologie.

Dans la suite nous proposons une troisième alternative beaucoup plus simple de l’étape 3.

5.1. Espaces de Lubin-Tate. — La lettre K désigne une extension finie de Qp, dont on

note OK l’anneau des entiers, PK l’idéal maximal, ̟K une uniformisante et κ = OK/PK

son corps résiduel de cardinal q = pf . L’extension maximal non ramifiée de K sera notée

Knr de complété K̂nr, d’anneau des entiers respectifs OKnr et OK̂nr .

Soit d ≥ 1 et ΣK,d le OK-module de Barsotti-Tate formel sur κ̄ de hauteur d, cf. [14]

§II. On considère la catégorie C des OK-algèbres locales, artiniennes, de corps résiduel κ̄.
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5.1.1. Définition. — Le foncteur qui à un objet R de C associe l’ensemble des classes

d’isomorphismes des déformations par quasi-isogénies sur R de ΣK,d munies d’une struc-

ture de niveau n est pro-représentable par un schéma formel M̂LT,d,n =
∐

h∈Z M̂
(h)
LT,d,n où

M̂
(h)
LT,d,n représente le même foncteur mais en considérant des déformations par des isogénies

de hauteur h.

Remarque : chacun des M̂
(h)
LT,d,n est non-canoniquement isomorphe au schéma formel

M̂
(0)
LT,d,n noté Spf Defd,n dans [6].

Remarque : on notera sans chapeau les fibres génériques au sens de Raynaud-Berkovich de

ces espaces ; ce sont donc des K̂nr-espaces analytiques au sens de [4]. On pose

M
d/K
LT,n :=MLT,n⊗̂K̂nr

ˆ̄K.

5.1.2. Définition. — Étant donné un anneau Λ, soit Ψi
K,Λ,d,n le Λ-module de type

fini associé, via la théorie des cycles évanescents de Berkovich, au morphisme structural
̂
M

(0)
LT,d,n −→ Spf Ônr

K .

Remarque : on a en fait Ψi
K,Λ,d,n ≃ H i

c(M
d/K
LT,n, Λ).

5.1.3 — Ce module est muni d’une action de GLd(OK) qui se factorise par le morphisme

surjectif naturel GLd(OK) −→ GLd(OK/Mn
K) et on pose Ψi

K,Λ,d = lim
−→
n

Ψi
K,Λ,d,n de sorte

que comme Kn := Ker(GLd(OK) −→ GLd(OK/Pn
K)) est pro-p pour tout n ≥ 1, on a pour

tout n ≥ 1,

Ψi
K,Q̄l,d,n = (Ψi

K,Q̄l,d
)Kn .

5.1.4. Notations. — On notera

– DK,d l’algèbre à division centrale sur K d’invariant 1/d et DK,d son ordre maximal ;

– GDWK(d) le groupe produit GLd(K)×D×
K,d ×WK ;

– GDWK(d)0 le noyau de l’application

(g, δ, c) 7→ val(det(g−1)rn(δ) Art−1
K (c)) ∈ Z;

on adoptera une notation similaire pour GW 0
K(d).

– GDWK(d)1 le noyau de l’application GDWK(d) −→ Z −→ Z/dZ.

Le groupe des automorphismes de ΣK,d s’identifie avec D×
K,d lequel agit donc naturel-

lement sur ΨK,Λ,d tout comme le sous-groupe d’inertie IK . On dispose ainsi d’une action
≪ naturelle ≫ de GLd(OK) × D×

K,d × IK sur ΨK,Λ,d que l’on peut prolonger, cf. [5] par

exemple, au groupe GDWK(d)0. Pour un caractère χ de K× d’image finie, soit ΨK,Q̄l,d,χ le

facteur direct de ΨK,Q̄l,d,χ sur lequel le centre de GLd(O) agit via χ, l’action de GDWK(d)0

sur ΨK,Q̄l,d,χ se prolonger alors à GDWK(d)1.
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Remarque : la construction précédente pour les espaces M̂LT,d,n fourni des Q̄l-espaces

vectoriels U i
K,Q̄l,d,n

≃ (U i
K,Q̄l,d

)Kn où

U i
K,Q̄l,d,χ ≃ Ind

GDWK(d)
GDWK(d)1 Ψi

K,Q̄l,d,χ

est une représentation de GDWK(d).

5.1.5. Notation. — Soit Cuspχ(|d) l’ensemble des classes d’équivalences des représentations

irréductibles cuspidales de GLg(K) de caractère central χ où g décrit les diviseurs de d.

Pour π ∈ Cuspχ(|d), on notera

U i
K,Q̄l,d,π = HomQ̄l[D

×
K,d

](π[s]D,U i
K,Q̄l,χ

),

avec π[s]D := JL−1(Sts(π)∨) où JL désigne la correspondance de Jacquet-Langlands.

Remarque : comme toute représentation de irréductible τ de D×
K,d de caractère central χ

est de la forme π[s]D pour une certaine représentation irréductible cuspidale π de GLg(K)

de caractère central χ, on en déduit que

U i
K,Q̄l,χ

≃
⊕

π∈Cuspχ(|d)

U i
K,Q̄l,π

.

5.1.6. Théorème. — [6] Pour tout diviseur g de d = sg et toute représentation

irréductible cuspidale π de GLg(K), on a

Ud−1−i
K,Q̄l,d,π

≃

{
L(π)(−s(g+1)−2(i+1)

2
)⊗ [
←−−−−−
s− 1− i,

−→
i ]π 0 ≤ i < s

0 i < 0

où L∨ désigne la correspondance de Langlands locale construite dans [14].

5.2. Les systèmes locaux d’Harris-Taylor sont récurrents. — Il s’agit de prouver

le corollaire 4.4.9 sans utiliser le calcul des germes aux points supersinguliers des faisceaux

de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. Pour cela on raisonne par récurrence

sur t de s à 1. Les cas t = s et s − 1 étant évidents, supposons donc le résultat acquis

jusqu’au rang t + 1 et traitons le cas de t. On pose P = ph−1
librei

∗j∗HT (πv, Πt) de sorte que

l’on a la suite exacte courte suivante :

0→ P −→ pj≥tg
! HT (πv, Πt) −→

pj≥tg
!∗ HT (πv, Πt)→ 0.

Il s’agit ainsi de montrer que le morphisme d’adjonction j
≥(t+1)g
! j≥(t+1)g,∗P −→ P est surjec-

tif ; on note P0 l’image de ce morphisme. De la connaissance des constituants irréductibles

de P et, d’après l’hypothèse de récurrence, des quotients de j
≥(t+1)g
! j≥(t+1)g,∗P , l’image de

P0 dans le groupe de Grothendieck est, en utilisant que les strates non supersingulières

sont géométriquement induites, de la forme

[P0] =
s−t−k∑

i=1

i(t+i)g
∗ j

≥(t+i)g
!∗ HT (πv, Πt

−→
× [
←−−
i− 1]πv

)(i/2)
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pour un entier 0 ≤ k ≤ s − t − 1. Par ailleurs la filtration par les poids de P fournit un

quotient P ։ P ′
0 où [P ′

0] = [P0] dans le groupe de Grothendieck de sorte que le composé

P0 →֒ P ։ P ′
0 est un isomorphisme. On obtient ainsi que P0 est un facteur direct de

P ≃ P0 ⊕Q0. Il nous faut alors prouver que Q0 est nul.

Pour ce faire nous allons raisonner sur la cohomologie des systèmes locaux d’Harris-

Taylor à la manière de [7], l’idée étant de montrer qu’il existe un indice i ≤ −k tel que

H i(j≥tg
! HT (πv, Πt)) est non nul de sorte que comme j≥tg est affine et donc que tous les

H i(j≥tg
! HT (πv, Πt)) sont nuls pour i < 0, on doit nécessairement avoir k = 0 et donc Q0

est nul. On note A le pushout

0 // P //

��

j≥tg
! HT (πv, Πt) //

���
�

�

pj≥tg
!∗ HT (πv, Πt) //

=
��

0

0 // P0
//______ A // pj≥tg

!∗ HT (πv, Πt) // 0

de sorte que l’on a la suite exacte courte

0→ Q0 −→ j≥tg
! HT (πv, Πt) −→ A→ 0

où la flèche A → Q0[1] se factorise par pj≥tg
!∗ HT (πv, Πt) → Q0[1]. Pour k non nul, par

pureté on en déduit alors que les flèches H i(A)→ H1+i(Q0) sont nulles et donc

H i(j≥tg
! HT (πv, Πt)) ≃ H i(A)⊕H i(Q0).

Il suffit alors de prouver que H−k(A) est non nul. On reprend alors les calculs de [7] : on in-

verse tout d’abord les égalités (4.4.7), pour obtenir les égalités suivantes, cf. [7] proposition

2.6.1 ou [6] corollaire 5.4.1

itg
I,∗j

≥tg
I,!∗HT (πv, Πt) =

s−t∑

r=0

(−1)ri
(t+r)g
I,∗ j

≥(t+r)g
I,! HT (πv, Πt

−→
× [
−−−→
r − 1]πv

)(r/2). (5.2.1)

Soit alors comme dans [7] §3.5, une représentation automorphe Π de G(A) telle que Πv ≃

[
−−−→
s− 1]πv

et Π est cohomologique pour ξ au sens de loc. cit. D’après [7] lemme 3.5.3,

en utilisant les calculs de [14] sur la somme alternée des groupes de cohomologie des

j
≥(t+r)g
I,! HT (πv, Πt

−→
× [
−−−→
r − 1]πv

), l’égalité (5.2.1) nous donne que les parties de poids t − s

de H i(pj≥tg
I,!∗HT (πv, Πt))[Π

∞,v] sont nulles pour i 6= t − s et GLd(Fv)-isotypiques de la

forme Πt
−→
× [
−−−−−→
s− t− 1]πv

pour i = t − s. On en déduit alors que dans la suite spectrale des

poids calculant la cohomologie de A, la composante Πt
−→
× [
←−−−−−−
s− t− k,

−−−→
k − 1]πv

de poids t− s

de H−k(pj
≥(s−k)g
I,!∗ HT (πv, Πt

−→
× [
−−−−−−−−−→
s− t− k − 1]πv

)( s−t−k
2

))[Π∞,v] n’est pas un constituant d’un

autre des termes initiaux de cette suite spectrale et en fournit donc un constituant de son

aboutissement et donc un constituant de poids t − s de H−k(A)[Π∞,v] qui est donc non

nul.
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5.3. Faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-Taylor. — Soit

0→ Fills−t
! (Πt) −→ j≥tg

! HT (πv, Πt) −→ j≥tg
!∗ HT (πv, Πt)→ 0,

avec d’après ce qui précède une surjection

j
≥(t+1)g
! HT (πv, Πt

−→
×πv)⊗ Ξ−1/2

։ Fills−t
! (Πt)

que l’on voit comme un morphisme de faisceaux pervers filtrés. On obtient ainsi un mor-

phisme de suites spectrales
(

EFillp,q
r

(
j

≥(t+1)g
! HT (πv, Πt

−→
×πv)

)
, dp,q

r

)
−→

(
EFillp,q

r (Fills−t
S,! (Πt)), dp,q

r

)
. (5.3.1)

Comme les dp,q
r du membre de gauche sont connues par récurrence, on en déduit

les dp,q
r du membre de droite et donc comme les germes des faisceaux de coho-

mologie de j≥tg
! HT (πv, Πt) sont connues, on en déduit les germes des faisceaux

de cohomologie de j≥tg
!∗ HT (πv, Πt) ainsi que la description de la suite spectrale de(

EFillp,q
r

(
j≥tg

! HT (πv, Πt)
)
, dp,q

r

)
.

Remarque : on trouvera à la figure 5 une illustration de l’argument précédent ; ainsi la

description explicite de la suite spectrale de la figure 1 de [6] §5.8 est obtenue sans utiliser

ni la propriété d’autodualité du modèle local ni le théorème de Lefschetz difficile sur la

cohomologie de la variété de Shimura.

5.4. Faisceaux de cohomologie de ΨI. — Il s’agit à partir de la proposition 4.5.3 de

prouver la proposition 4.5.4 ; le calcul des faisceaux de cohomologie de ΨI procédera alors

comme dans la preuve du corollaire 4.5.7.

Démonstration de la proposition 4.5.4. — Supposons par l’absurde qu’il existe un indice

k pour lequel

j≥kg
! HT (πv, [

←−−−
k − 1]πv

)⊗ Lg(πv)(
1− k

2
) −→ FilkS(ΨI,πv

)/ Filk−1(ΨI,πv
) (5.4.1)

a une image dans le groupe de Grothendieck strictement inférieure à
∑s

i=k P(i, πv)(−2k−1−i
2

).

Remarque : d’après 4.5.3 et 4.4.6, cette image est nécessairement inférieure ou égale à celle

proposée.

D’après 4.4.9, l’image en question est de la forme
∑k+rk

i=k P(i, πv)(−2k−1−i
2

) pour un entier

0 < rk ≤ s − k. On considère alors i minimal tel qu’il existe 1 ≤ k ≤ s − 1 pour

lequel P(i, πv)(−2k−1−i
2

) n’appartienne pas à l’image de (5.4.1). On en déduit alors que

HT (πv, [
←−−
i− 1]πv

)(−2k−1−i
2

) est un quotient de j≥ig,∗ΨI,πv
et donc que le germe en un point

géométrique de X=ig
I admet un constituant de poids 2k − 1 − i, de sorte que d’après

l’hypothèse de récurrence sur le modèle local, on doit nécessairement avoir i = s.

Ainsi soit k minimal tel que P(s, πv)(−2k−1−s
2

) n’appartienne pas à l’image de

(5.4.1). Comme précédemment on en déduit alors que P(s, πv)(−2k−1−s
2

), tout comme

P(s, πv)(−s−1
2

), est un quotient de ΨI,πv
et donc la fibre en un point supersingulier de
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−→
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Figure 5. Germes en un point supersingulier du morphisme de suites spectrales

(5.3.1) ; on explicite simplement l’action du groupe linéaire en ≪ factorisant ≫ par

Πt
−→
× , i.e. quand on écrit 0

−→
×
−→
1 il faut lire avec les notations précédentes

Πt
−→
×
←−
0 πv

−→
×
−→
1 πv .

h0ΨI,πv
admet πv[s]D⊗ [

←−−−
s− 1]πv

⊗Lg(πv)(k−s
2

) comme quotient. On considère alors la suite

spectrale des cycles évanescents et plus particulièrement sa Π∞ composante isotypique

pour Π automorphe avec Πv ≃ Spehs(πv). On note alors que H0(h0ΨI)[Π∞,v] admet

Sts(πv)⊗Lg(πv)(k−s
2

) comme sous-quotient. En utilisant les calculs de H i(j≥tg
! HT (πv, Πt))

donné au §5.2 de [6], on remarque alors, à travers les suites spectrales de stratification, que

pour tout i > 0, H i(h1−iΨI)[Π∞,v] n’admet pas Sts(πv)⊗Lg(πv)(k−s
2

) comme sous-quotient

de sorte que H0
η [Π∞,v] admet Sts(πv)⊗Lg(πv)(k−s

2
) comme sous-quotient, ce qui contredit

le fait que H0
η [Π∞] est non nul si et seulement si Π est une représentation automorphe.
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6. Rappels sur la réduction modulo l des représentations

On rappelle que l et p désignent des nombres premiers distincts et que q est une puissance

de p. On note el(q) l’ordre de l’image de q dans F×
l .

6.1. de GLd(K). — Afin de simplifier la lecture, dans la suite on utilisera la lettre π pour

désigner une Q̄l-représentation entière et les lettres ̺ et ρ pour des F̄l-représentations.

6.1.1. Définition. — Une représentation ̺ de GLn(K) est dite cuspidale si pour tout

sous-groupe parabolique propre P de GLn(K), JP (̺) est nul. Elle sera dite supercuspidale

si elle n’est pas un sous-quotient d’une induite parabolique propre.

6.1.2. Notation. — On notera ǫ(̺) le cardinal de la droite de Zelevinski de ̺, i.e. de

l’ensemble des classes d’équivalence {̺{i} / i ∈ Z}. On pose alors cf. [20] p.51

m(̺) =

{
ǫ(̺), si ǫ(̺) > 1;

l, sinon.

Remarque : ǫ(̺) est un diviseur de el(q).

6.1.3. Définition. — Étant donné un multi-ensemble s = {ρn1
1 , · · · , ρnr

r } de représentations

cuspidales, on note d’après [20] V.7, St(s) l’unique représentation non dégénérée de l’in-

duite

ρ(s) :=

n1︷ ︸︸ ︷
ρ1 × · · · × ρ1× · · · ×

nr︷ ︸︸ ︷
ρr × · · · × ρr .

Remarque : d’après [20] V.7, toutes les représentations non dégénérées sont de cette forme.

6.1.4. Notation. — Pour ρ une représentation irréductible cuspidale et s ≥ 1, on note

s(ρ) le multi-segment {ρ, ρ{1}, · · · , ρ{s− 1}} et comme dans [20] V.4, Sts(ρ) := St(s(ρ)).

6.1.5. Proposition. — [20] V.4 Soit ̺ une représentation irréductible cuspidale. La

représentation non dégénérée Sts(̺) est cuspidale si et seulement s = 1 ou m(̺)lk pour

k ≥ 0.

6.1.6. Notation. — Soit ̺ une représentation irréductible cuspidale de GLg(K) ; on note

alors ̺−1 = ̺ et pour tout i ≥ 0, ̺i = Stm(̺)li(̺).

Remarque : d’après [18] III-3.15 et 5.14, toute représentation irréductible cuspidale est de

la forme Sts(̺) pour ̺ irréductible supercuspidale et s = 1 ou de la forme m(̺)lk avec

k ≥ 0.

6.1.7. Définition. — Soit s ≥ 1 un entier et ̺ une représentation irréductible cuspidale

de GLg(K). On note I̺(s) l’ensemble des suites (m−1, m0, · · · ) à valeurs dans N telles que

s = m−1 + m(̺)
+∞∑

k=0

mklk.
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Pour i = (i−1, i0, · · · ) ∈ I̺(s), on définit

Sti(̺) := Sti−
−1

(̺−1)× Sti−
0

(̺0)× · · · × Sti−
u

(̺u)

où ik = 0 pour tout k > u et où les ̺i sont définis en 6.1.6.

6.1.8. Proposition. — (cf. [18] III.5.10) La réduction modulo l d’une Q̄l-représentation

irréductible cuspidale entière de GLg(K) est irréductible cuspidale.

6.1.9. Théorème. — Soit π une Q̄l-représentation irréductible cuspidale entière de

GLg(K) et ̺ sa réduction modulo l. Dans le groupe de Grothendieck des F̄l-représentations

de GLsg(K), on a l’égalité suivante :

rl

(
Sts(π)

)
=

∑

i∈I̺(s)

Sti(̺).

Par ailleurs pour tout i ∈ I̺(s) et pour tout parabolique P , JP

(
Sti(̺)

)
est égal à la somme

des constituants irréductibles de ̺-niveau i de rl

(
JP (Sts(π))

)
.

Remarque : pour s < m(̺), la réduction modulo l de Sts(π) est irréductible.

6.1.10. Définition. — On dira que l est banal pour GLd(K) si el(q) > d.

Remarque : dans le cas banal toute représentation cuspidale est supercuspidale, i.e. m(̺) <

s avec les notations précédentes.

6.2. de WK. — Soit σ une Q̄l-représentation irréductible de dimension d de WK qui est

l-entière et soit π la représentation irréductible cuspidale de GLd(K) telle que σ = Ld(π).

D’après 6.1.8, la réduction modulo l de π est une représentation irréductible cuspidale qui

d’après le paragraphe précédent est donc de la forme Stm(σ)(̺) pour ̺ une F̄l-représentation

irréductible supercuspidale de GLe(K). On note alors ς l’image de ̺ par la correspondance

de Langlands modulaire définie par M.-F. Vignéras.

6.2.1. Proposition. — (cf. [19] 1.20 et [21] 1.6) La réduction modulo l de σ est de la

forme

ς(
1−m(σ)

2
)⊕ · · · ⊕ ς(

m(σ)− 1

2
).

6.3. de D×
K,d. — Soit τ une Q̄l-représentation irréductible l-entière de D×

K,d dont l’image

par la correspondance de Jacquet-Langlands locale est Sts(π) pour π une représentation

irréductible cuspidale de GLg(K) avec d = sg ; autrement dit τ = π[s]D avec les notations

précédentes. D’après 6.1.8, la réduction modulo l de π est de la forme Stm(τ)(̺) pour ̺

une F̄l-représentation irréductible supercuspidale de GLe(K). On note alors ι l’image de
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Spehs(̺) par la correspondance de Jacquet-Langlands modulaire définie par J.-F. Dat au

§1.2.4 de [9].

6.3.1. Proposition. — La réduction modulo l de τ est avec les notations précédentes de

la forme

ιν−(m(τ)−1)/2 ⊕ ιν−(m(τ)−3)/2 ⊕ · · · ⊕ ιν(m(τ)−1)/2

où ν désigne g 7→ qval ◦Nrd(g).

6.4. Complexes d’induction des représentations de Steinberg. — Pour π une

représentation irréductible cuspidale entière de GLg(K), comme, d’après 6.1.8, sa réduction

modulo l, notée ̺, est irréductible, on en déduit qu’à isomorphismes près, π possède un

unique réseau stable, cf. par exemple [3] proposition 3.3.2 et la remarque qui suit.

6.4.1. Définition. — (cf. [8]) Étant donné un réseau de Stt(π), la surjection (resp. l’in-

jection)

Stt(π)× π{t}։ Stt+1(π), resp. Stt+1(π) →֒ Stt(π{1})× π

induit un réseau de Stt+1(π) de sorte que par récurrence on dispose d’un réseau RIZ̄l,−
(π, t)

(resp. RIZ̄l,+
(π, t)) que l’on qualifie de réseau d’induction. On note alors

RIF̄l,−
(π, t) := RIZ̄l,−

(π, t)⊗Z̄l
F̄l, resp. RIF̄l,+

(π, t) := RIZ̄l,+
(π, t)⊗Z̄l

F̄l.

6.4.2. Proposition. — (cf. [8] propositions 3.2.2 et 3.2.7) Pour tout 0 ≤ k ≤ lg̺(s), il

existe une sous-représentation V̺,±(s; k) de longueur k de RIF̄l,±
([
←−−−
s− 1]π)

(0) = V̺,±(s; 0)  V̺,±(s; 1)  · · ·  V̺,±(s; lg̺(s)) = RIF̄l,±
(π, s),

définie de sorte que l’image de V̺,−(s; k) (resp. V̺,+(s; k)) dans le groupe de Gro-

thendieck est telle que tous ses constituants irréductibles sont de ̺-niveau stric-

tement plus grand (resp. plus petit) que n’importe quel constituant irréductible de

W̺,−(s; k) := V̺,−(s; lg̺(s))/V̺,−(s; k) ((resp. W̺,+(s; k) := V̺,+(s; lg̺(s))/V̺,+(s; k)).

6.4.3. Notation. — Une représentation irréductible ̺ étant fixée ainsi qu’un entier s,

pour k ≥ 0 tel que m(̺)lk ≤ s, on note :

– δk = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · ) ∈ I̺(s) et

– pour tout t tel que m(̺)lkt ≤ s, V̺,±(s,≥ t.δk) le sous-espace V̺,±(s, i) défini ci-dessus

tel que tous les constituants irréductibles de V̺,−(s, i) (resp. V̺,+(s, i)) sont de ̺-niveau

plus grand (resp. plus petit) ou égal à t.δk.

Pour tout s ≥ 1, on note Kπ(s)• le complexe

Kπ(s)i =

{
0 si i ≥ 0 ou i < −s

RIZ̄l
(π, s + i)

−→
× [
−−−−→
−i− 1]π pour − s ≤ i ≤ 0
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et dont la cohomologie est nulle. On définit aussi

K̺(s)• := Kπ(s)• ⊗Z̄l
F̄l

dont la cohomologie est nulle d’après le paragraphe précédent.

6.4.4. Définition. — Pour tout k, t ≥ 0, tels que m(̺)lkt ≤ s, avec les notations de

6.4.3, on définit

– K̺(s,≥ t.δk)• le sous-complexe de K̺(s) défini, pour −s ≤ i ≤ 0 par

K̺(s,≥ t.δk)i = V̺(s,≥ t.δk)
−→
× [
−−−−→
−i− 1]π;

– K̺(s, < t.δk)• le quotient de K̺(s) par K̺(s,≥ t.δk).

6.4.5. Proposition. — La cohomologie hiK̺(s, < δk)• du complexe K̺(s, < t.δk) est :

– nulle si m(̺)lk ne divise pas s ;

– pour s = δm(̺)lk, elle est nulle si i 6= −δ et pour i = −δ isomorphe à [
−−−→
δ − 1]ρk

.

Démonstration. — On raisonne par récurrence sur s quelque soit ̺ ; l’initialisation étant

triviale supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang s− 1 et traitons le cas de s.

Soit u tel que m(̺)lu ≤ s < m(̺)lu+1 ; pour tout 0 ≤ k ≤ u, on note tk ≥ 1 tel que

tkm(̺)lk ≤ s < (tk + 1)m(̺)lk et on considère la filtration suivante de K̺(s) :

K̺(s, > tuδu)• ⊂ K̺(s, > (tu − 1)δu)• ⊂ · · · ⊂ K̺(s, > δu)•

⊂ K̺(s, > tu−1δu−1)• ⊂ · · · ⊂ K̺(s, > δu−1)•

· · · ⊂ K̺(s, > t0δ0)• ⊂ · · · ⊂ K̺(s, > δ0)
• ⊂ K̺(s) (6.4.5)

On a alors les propriétés suivantes :

– pour 1 ≤ k ≤ u, K̺(s, > tk−1.δk−1)•/K̺(s, > δk) est le complexe

Sttk−1
(ρk−1)

−→
×K̺(s− tk−1m(̺)lk−1, < δ0),

dont la cohomologie est, d’après l’hypothèse de récurrence, nulle sauf si s =

tk−1m(̺)lk−1 auquel cas h0 est le seul hi non nul, et alors isomorphe à Sttk−1
(ρk−1) ;

– pour 0 ≤ k ≤ u et 1 ≤ t < tk, le complexe K̺(s, > t.δk)•/K̺(s, > (t + 1).δk) est le

complexe

Stt(ρk)
−→
×K̺(s− tm(̺)lk, < δk),

dont la cohomologie est, d’après l’hypothèse de récurrence, nulle sauf si s − tkm(̺)lk

auquel cas ht−tk est le seul hi non nul, et alors isomorphe à Stt(ρk)
−→
× [
←−−−−−−
tk − t− 1]ρk

.

Considérons alors la suite spectrale de cohomologie Ei,j
1 = hi+jgr−i ⇒ Ei+j

∞ , associée à la

filtration 6.4.5 ; d’après les propriétés précédentes les Ei,j
1 sont connus par récurrence pour

tout i > 0 et l’aboutissement Ei+h
∞ est nul. Par ailleurs les flèches di,j

r sont déterminées par

le complexe K̺(s)• de sorte que les E0,j
1 s’en déduisent.
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Concrètement pour 0 ≤ k ≤ u tel que s = m(̺)lktk, il existe i1 < i2 < · · · < itk
tels que

pour 1 ≤ r ≤ tk,

Eir ,−tk−ir+r
1 = St0(ρk)

−→
× [
−−−−−−→
tk − r − 1]ρk

, 0 ∈ Iρk
(r).

Par ailleurs comme les flèches Eir,−tk−ir+r
1 → E

ir+1,−tk−ir+1+r+1
1 sont induites par celles de

K̺(s)•, on en déduit, en utilisant l’hypothèse de récurrence, que E0,−tk

1 est isomorphe à

[
−−−→
tk − 1]ρk

, d’où le résultat.

On renvoie le lecteur au §7.3 pour une utilisation de ces complexes dans le cadre des fais-

ceaux de cohomologie des extensions par zéro des systèmes locaux d’Harris-Taylor modulo

l.

7. Sur les filtrations de stratification entières

Le but ultime que l’on poursuit est de déterminer la cohomologie locale U i
K,Z̄l,d

et globale

H i
η,Z̄l

:= H i(XI ×Fv
F̄v, Z̄l) avec les notations du §4.2. Plutôt que d’attaquer frontalement

ces questions, on peut commencer par étudier les problèmes suivants :

– déterminer la cohomologie modulo l ; rappelons en effet les suites exactes courtes

0→ FU i
K,Z̄l,d

−→ U i
K,F̄l,d

−→ U i+1
K,Z̄l,d

[l]→ 0 (7.0.1)

0→ FH i
η,Z̄l
−→ H i

η,F̄l
−→ H i+1

η,Z̄l
[l]→ 0 (7.0.2)

où F désigne le foncteur ⊗Z̄l
F̄l et [l] la l-torsion ;

– expliciter la torsion dans U i
K,Z̄l,d

et H i
η,Z̄l

;

– expliciter les réseaux des parties libres.

Nous reviendrons sur ces questions dans un prochain article, en attendant, nous allons

proposer une mise en place de la stratégie qui sera suivie en traduisant ces questions en

terme de propriétés à vérifier sur les filtrations de stratification des extensions d’un système

local d’Harris-Taylor et du faisceau pervers des cycles proches pour l’anneau de coefficient

Λ = Z̄l. Rappelons que par rapport au cas Λ = Q̄l, le phénomène de saturation engendre

les indéterminations suivantes :

– on ne connâıt pas la position des gradués entre les p et les p+ extensions intermédiaires

des systèmes locaux d’Harris-Taylor ;

– les réseaux stables associés aux divers systèmes locaux d’Harris-Taylor sont à

déterminer.

Convention : on écrira HTZ̄l
et PZ̄l

un Z̄l-faisceau pervers d’Harris-Taylor relativement

à un réseau stable que l’on ne souhaite pas préciser.
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7.1. Cas supercuspidal. — Notons GLd(K)0 := Ker
(

valK ◦ det : GLd(K)→ K×

)
.

7.1.1. Définition. — (cf. [10]) Une Z̄l-représentation lisse de GLd(K) est dite supercus-

pidale si aucun de ses Z̄lGLd(K)0-sous-quotients n’est un sous-quotient d’une induite para-

bolique propre. On note Rep∞
Z̄l

(GLd(K)) la catégorie des représentations lisse de GLd(K) et

Repsc
Z̄l

(GLd(K)) sa sous-catégorie dont les objets sont les représentations supercuspidales.

7.1.2. Proposition. — (cf. [10] proposition 3.0.2) La sous-catégorie Repsc
Z̄l

(GLd(K)) de

Rep∞
Z̄l

(GLd(K)) est facteur direct.

Ainsi toute représentation V ∈ Rep∞
Z̄l

(GLd(K)) se décompose canoniquement en V =

Vsc ⊕ V ′ avec Vsc ∈ Repsc
Z̄l

(GLd(K)) et V ′ une représentation dont aucun Z̄GLd(K)0-sous-

quotient n’est supercuspidal au sens de la définition 7.1.1.

7.1.3. Proposition. — Pour tout i 6= d−1 (resp. i = d−1), U i
K,Z̄l,d,sc

est nul (resp. sans

torsion).

Démonstration. — Il suffit de montrer que pour tout i 6= d − 1, U i
K,F̄l,d

, en tant que

F̄lGLd(K)-représentation, n’admet aucun sous-quotient irréductible supercuspidal. En uti-

lisant le théorème de comparaison de Berkovich on est ramené à montrer que pour tout

i < 0, la fibre en un point supersingulier de Ψi
I,F̄l

n’admet aucun sous-quotient irréductible

supercuspidal. On considère alors l’image par le foncteur F d’une filtration de stratification

exhaustive FilliZ̄l
(Ψ) de ΨI,Z̄l

et la fibre en un point supersingulier de la suite spectrale

Ep,q
1 = hp+qFgrr−p(ΨI,F̄l

)⇒ hp+qΨI,F̄l

qui lui est associée. Pour tout i < 0, la fibre en un point supersingulier de higrrk(ΨI,Z̄l
)

est induite parabolique et pour i = 0, la torsion de h0grrk(ΨI,Z̄l
) est induite de sorte que

d’après la suite exacte courte

0→ Fhigrrk(ΨI,Z̄l
) −→ hiFgrrk(ΨI,Z̄l

) −→ hi+1grrk(ΨI,Z̄l
)→ 0

pour tout p + q < 0, Ep,q
1 est une induite parabolique et donc ne contient pas de sous-

quotient irréductible supercuspidal ; il en est donc de même pour Ep+q
∞ .

Remarque : pour ceux qui ne voudraient pas utiliser la définition 7.1.1 ci-dessus, on au-

rait tout aussi bien pu dire que pour tout i 6= d − 1, U i
K,F̄l,d

, en tant que F̄lGLd(K)-

représentation, n’admettait aucun sous-quotient irréductible supercuspidal.

7.1.4. Proposition. — Pour tout i 6= 0 (resp. i = 0), H i
η,Z̄l,sc

est nul (resp. sans torsion).

Démonstration. — Comme dans le cas local, il suffit de montrer que pour tout i 6= 0,

H i
η,F̄l

, en tant que F̄lGLd(K)-représentation, n’admet aucun sous-quotient irréductible su-

percuspidal. Comme précédemment on considère une filtration de stratification exhaustive
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de ΨI,Z̄l
et la suite spectrale

Ep,q
1 = Hp+q

(
Fgrr−p(ΨI,F̄l

)
)
⇒ Hp+q

(
ΨI,F̄l

)
= Hp+q

η,F̄l

qui lui est associée. Pour tout p + q 6= 0, les sous-quotients irréductibles de Ep,q
1 sont tous

induits, puisqu’ils sont associés aux grrk(ΨI,Z̄l
) d’un système local sur une strate de New-

ton non supersingulière. De même comme le H0 d’un système local concentré aux points

supersinguliers est sans torsion, on obtient que la torsion de Ep,−p
1 est induite parabolique

et donc les sous-quotients irréductibles des Ep,q
1 pour p + q 6= 0 ne contiennent aucun

sous-quotient irréductible supercuspidal ; il en est donc de même pour Ep+q
∞ .

Remarque : comme dans le cas local, l’énoncé s’exprime de manière équivalente en disant

que pour tout i 6= 0, H i
η,F̄l

, en tant que F̄lGLd(K)-représentation, n’admet aucun sous-

quotient irréductible supercuspidal.

7.2. Deux hypothèses sur la saturation. — On a vu au corollaire 4.4.9 que, sur Q̄l,

les systèmes locaux d’Harris-Taylor sont récursifs. On fait alors l’hypothèse suivante.

7.2.1. Hypothèse. — Les Z̄l-systèmes locaux d’Harris-Taylor sont exhaustivement sa-

turés, i.e. leur extension par zéro l’est au sens de la définition 2.7.2.

Remarque : par récurrence descendante sur t et par la définition des réseaux d’induction,

on obtient que le réseau de [
←−−
s− t]πv

défini par j≥tg
! HTZ̄l

(πv, t) sur son gradué supporté par

les points supersinguliers, est RIZ̄l,−
(πv, t).

7.2.2. Proposition. — Les faisceaux de cohomologie des faisceaux pervers d’Harris-

Taylor sont sans torsion si et seulement si l’hypothèse 7.2.1 est vérifiée.

Démonstration. — Fixons une représentation irréductible cuspidale πv de GLg(Fv) et

étudions les faisceaux pervers pj≥tg
!∗ HTZ̄l

(πv, Πt). On raisonne alors par récurrence sur t

de s = ⌊d
g
⌋ à 1. Comme pj≥sg

!∗ HTZ̄l
(πv, Πt) ≃

pj≥sg
! HTZ̄l

(πv, Πt), le résultat est clair pour

t = s. Supposons donc le résultat acquis jusqu’au rang t + 1 et traitons le cas de t. Notons

PZ̄l
= ph−1i∗

≥tg+1j≥tg
∗ HTZ̄l

(πv, Πt) de sorte que

0→ PZ̄l
−→ pj≥tg

! HTZ̄l
(πv, Πt) −→

pj≥tg
!∗ HTZ̄l

(πv, Πt)→ 0.

Comme HTZ̄l
(πv, Πt) est récurrent, la surjection

pj
≥(t+1)g
! HTZ̄l

(πv, Πt
−→
×πv)(1/2)։ PZ̄l
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fournit un morphisme de suites spectrales de EFillp,q
r

(
j

≥(t+1)g
! HTZ̄l

(πv, Πt
−→
×πv)(1/2)

)
vers

EFillp,q
r (PZ̄l

) i.e. des diagrammes commutatifs pour tout p, q, r :

EFillp,q
r

(
j

≥(t+1)g
! HTZ̄l

(πv, Πt
−→
×πv)(1/2)

)
//

��

EFillp+r,q+1−r
r

(
j

≥(t+1)g
! HTZ̄l

(πv, Πt
−→
×πv)(1/2)

)

��

EFillp,q
r

// EFillp+r,q+1−r
r

.

En notant pour 0 ≤ k ≤ s− t− 1, gr!,k (resp. grk) les gradués de la filtration de strati-

fication de pj
≥(t+1)g
! HTZ̄l

(πv, Πt
−→
×πv)(1/2) (resp. de PZ̄l

), on a des suites exactes courtes

0→ Qk −→ gr!,k −→ grk → 0

avec Qk ≃
pj

≥(s−k)g
! HTZ̄l

(πv, Πt
−→
× [
←−−−−−−−−−
s− k − t− 1]πv

)( s−k−t
2

). Comme par récurrence, en tout

point géométrique z il existe un unique i tel que la fibre en z du i-ème faisceau de coho-

mologie de Qk (resp. de grk, resp. gr!;k) est non nulle, on en déduit que pour tout (p, q),

les flèches EFillp,q
!,1 −→ EFillp,q

1 sont surjectives. On remarque alors, cf. la figure 5 que

EFillp,q
r (PZ̄l

) dégénère en E2 et comme :

– les fibres en tout point géométrique de X
>(t+1)g
I,s̄ des EFillp,q

2

(
j

≥(t+1)g
! HTZ̄l

(πv, Πt
−→
×πv)(1/2)

)

sont nulles et donc sans torsion,

– les fibres de EFillp,q
1 (PZ̄l

) sont sans torsion,

alors, d’après le lemme suivant, les fibres de EFillp,q
2 (PZ̄l

) sont sans torsion.

Réciproquement supposons qu’il existe une représentation irréductible cuspidale πv de

GLg(Fv) et 1 ≤ t < s = ⌊d
g
⌋ pour lesquels HTΓ(πv, t) ne vérifie pas l’hypothèse 7.2.1

pour un certain réseau Γ alors que pour tout t < t′ ≤ s, HTZ̄l
(πv, t′) la vérifie, i.e. quel

que soit le réseau considéré. En reprenant les notations précédentes, on note P ′
Γ l’image de

j
≥(t+1)g
! j≥(t+1)g,∗PΓ −→ PΓ. Le raisonnement précédent fournit les faisceaux de cohomologie

de P ′
Γ qui sont sans torsion. Le quotient QΓ de j≥tg

! HTΓ(πv, t) par P ′
Γ a :

– sa partie de torsion TΓ non nulle à support dans X
>(t+1)g
I et

– sa partie libre isomorphe à pj≥tg
!∗ HTΓ(πv, t).

Si TΓ est non nul, pour z un point générique de son support de dimension −i0, on a

0→ z∗hi0−1QΓ −→ z∗hi0−1pj≥tg
!∗ HTΓ(πv, t) −→ z∗hi0TΓ → 0.

Or comme z se factorise par X
>(t+1)g
I , d’après [6] théorème 2.2.5, la partie libre de z∗hi0−1QΓ

est nulle et donc nécessairement z∗hi0 pj≥tg
!∗ HTΓ(πv, t) a de la torsion d’où le résultat.
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7.2.3. Lemme. — Soit le diagramme commutatif suivant

A
f //

����

B
g //

����

C

����
A′ f ′

// B′ g′

// C ′

tel que

– A, B, C, A′, B′, C ′ sont des objets de C ∩ +C ;

– Im f ⊂ Ker g dans +C, i.e. Ker g/ Im f libre.

Alors Im f ′ ⊂ Ker g′ dans +C soit Ker g′/ Im f ′ est libre.

Démonstration. — De la suite exacte courte dans C :

0→ Ker g/ Im f −→ B/ Im f −→ B/ Ker g → 0

on en déduit comme :

– Ker g/ Im f est libre ;

– B/ Ker g ⊂ C dans C est libre ;

que B/ Im f est libre. On a alors le diagramme suivant

A
f //

h

  @
@

@
@ B

����

// // B/ Im f

A′ f ′

// B′

de sorte que d’après le lemme 3.2.4, B′/ Im h = B′/ Im f ′ est libre. Ainsi comme

Ker g′/ Im f ′ ⊂ B′/ Im f ′, on en déduit que Ker g′/ Im f ′ est libre.

Remarque sur l’hypothèse 7.2.1 : comme on le voit dans la preuve de la proposition

précédente, si pour πv une représentation irréductible cuspidale de GLg(Fv) et 1 ≤ t ≤ s =

⌊d
g
⌋ tels que pour tout t ≤ t′ ≤ s HTZ̄l

(πv, t′) est saturé quel que soit le réseau stable, alors

pour tout t ≤ t′ ≤ s, les faisceaux de cohomologie des pj≥tg
!∗ HTZ̄l

(πv, t′) sont sans torsion.

Afin d’étudier la torsion du modèle local, on est amené à étudier si ΨI,Z̄l
est saturé. On

raisonne par récurrence sur d, i.e. on suppose que pour tout 1 ≤ h < d, les U i
K,Z̄l,h

sont des

Z̄l-modules libres. On utilise alors le théorème de comparaison de Berkovich dans les deux

sens :

– pour tout point géométrique z de X1≤d−1
I,s̄ la fibre en z de hiΨI,Z̄l

est libre ;

– la cohomologie du modèle local relativement à d est libre si et seulement si pour tout

point supersingulier z, les fibres en z des hiΨI,Z̄l
sont libres.

7.2.4. Lemme. — Le faisceau pervers j1≤d−1,∗ΨI,Z̄l
est saturé.
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Démonstration. — D’après la proposition 3.2.3, il suffit de vérifier que pour tout 1 ≤ h < d,
ph0i∗

=hΨI,Z̄l
est sans torsion. Or ce dernier étant de la forme L[d − h] pour L un faisceau

localement constant, le résultat découle directement de l’hypothèse de récurrence sur le

modèle local via le théorème de comparaison de Berkovich.

On fait alors l’hypothèse suivante.

7.2.5. Hypothèse. — Le faisceau pervers ΨI,Z̄l
est saturé.

7.2.6. Proposition. — L’hypothèse 7.2.1 étant vérifiée, la torsion locale est nulle si et

seulement si l’hypothèse 7.2.5 est vérifiée.

Démonstration. — Supposons donc 7.2.1 et 7.2.5 vérifiées et soit

0 = Fil0S(ΨI,πv
) ⊂ Fil1S(ΨI,πv

) ⊂ · · · ⊂ FilsS(ΨI,πv
) = ΨI,πv

la filtration de stratification de ΨI,πv
. D’après [6], la Q̄l-version de la suite spectrale associée

à cette filtration qui calcule les faisceaux de cohomologie de ΨI,Z̄l
, dégénère en E1 de sorte

qu’il suffit de montrer que les termes initiaux de celles-ci sont tous sans torsion.

Considérons alors un de ces gradués que l’on peut alors filtrer selon les représentations

cuspidales d’un GLg(Fv) ; il suffit alors de montrer que ces nouveaux gradués sont sans

torsion puisque sur Q̄l il sont en somme directe. Or ces gradués, d’après 7.2.5, sont un

quotient dans p FPH(XI, Z̄l) d’un j≥tg
! HTZ̄l

(πv, t)⊗Lg(πv)(−1−t+2k
2

). En raisonnant comme

dans la preuve de la proposition 7.2.2, i.e. en utilisant 7.2.1, les faisceaux de cohomologie

de ces gradués sont sans torsion, d’où le résultat.

Réciproquement, en suivant le même raisonnement, l’hypothèse 7.2.1 fournit la liberté

des hiΨI,Z̄l
pour tout i < 0. Si 7.2.5 n’était pas vérifiée alors en raisonnant comme dans le

cas respé de la proposition 7.2.2, on obtient que h0
torΨI,Z̄l

est non nulle.

7.3. Une conjecture sur les p+ faisceaux pervers d’Harris-Taylor. — Si l’on croit

que la cohomologie du modèle local est sans torsion alors les hypothèses 7.2.1 et 7.2.5 sont

vérifiées. Dans ce cas les gradués de la filtration de stratification sont les p extensions

intermédiaires des systèmes locaux d’Harris-Taylor tandis que ceux de la cofiltration sont

les p+ versions de ceux-ci. On est alors naturellement amené à la conjecture suivante.

7.3.1. Conjecture. — Soit πv une représentation irréductible cuspidale de GLg(Fv) telle

que sa réduction modulo l est supercuspidale alors pour tout 1 ≤ t ≤ s = ⌊d
g
⌋, on a

pj≥tg
!∗ FZ̄l

(πv, t)[d− tg] ≃ p+j≥tg
!∗ FZ̄l

(πv, t)[d− tg].

Remarque : de manière équivalente, ph0itg,∗j≥tg
∗ FΓ(πv, t)[d − tg] est libre quelque soit le

réseau stable Γ : comme la réduction modulo l de πv[t]D est irréductible, l’indépendance

relativement au réseau Γ considéré est immédiate.
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Remarque : dans la conjecture précédente, la restriction aux π dont la réduction modulo l

est supercuspidal est obligatoire comme nous allons le voir.

Soient :

– ̺−1 une F̄l-représentation irréductible supercuspidale de GLg(Fv) ;

– π−1 une Q̄l-représentation irréductible cuspidale de GLg(Fv) dont la réduction modulo

l est isomorphe à ̺−1 ;

– pour tout u ≥ 0, soit πu une Q̄l-représentation irréductible cuspidale de GLm(̺−1)lug(Fv)

dont la réduction modulo l est isomorphe à la représentation irréductible cuspidale ̺u

de 6.1.6.

On rappelle que pour tout t ≥ 1 la réduction modulo l de LJ(Stt(π−1)) est irréductible.

Pour tout t ≥ 1 et u ≥ 0, on note

– τ−1,t,u la réduction modulo l de LJ
(

Sttm(̺−1)lu(π−1)
)

, qui est donc irréductible ;

– τu,t la réduction modulo l de LJ
(

Stt(πu)
)

.

D’après la proposition 6.3.1, on a l’égalité suivante dans le groupe de Grothendieck

τu,t = lu
m(̺−1)−1∑

i=0

τ−1,u,tν
i. (7.3.2)

Remarque : dans le cas où, avec les notations de 6.1.1, ǫ(̺−1) = 1, (7.3.2) s’écrit τu,t =

lu+1τ−1,u,t.

7.3.3. Notation. — Pour tout u ≥ 0, on pose gu = gm(̺−1)l
u et pour d ≥ g, on note

su = ⌊ d
gu
⌋.

Remarque : pour compléter les notations précédentes on utilisera parfois g−1 pour g et s−1

pour s = ⌊d
g
⌋.

7.3.4. Proposition. — L’hypothèse 7.2.1 étant vérifiée, soient u ≥ 0 et 1 < t′ ≤ su.

Les gradués de la filtration de stratification exhaustive de F
(

pj≥t′gu

!∗ Fπu[t′]D ⊗Πt′

)
sont avec

les notations de la proposition 6.4.2, nuls pour k > 0 ou k < s − t′m(̺−1)lu et sinon

isomorphes à

(
Fpjrg

!∗ Lπ−1[r]D,u

)
⊗
(

rl(Πt′)
−→
×V̺−1(r − t′, < δu)

)
(
r − t′

2
)

où :

– on a posé r = s− k ;

– rl(Πt′) désigne la réduction modulo l de Πt′ ;

– Lπ−1[r]D,u est un système local sur X=rg
I dont la semi-simplifiée est égale à m(̺−1)luFπ−1[r]D .
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Remarque : le réseau associé à Lπ−1[r]D,u dépend du réseau considéré pour Fπu[t′]D . Par

ailleurs la surjection
pj≥t′gu

! FFπu[t′]D ։ Fpj≥t′gu

!∗ Fπu[t′]D

implique que la filtration de stratification est triviale.

Démonstration. — Les cas où tgu ≥ h étant triviaux, on raisonne par récurrence en sup-

posant le résultat acquis pour tout t < t′ ≤ su et on traite le cas de t. On part des égalités

suivantes dans le groupe de Grothendieck correspondant

F
(
j≥tgu

! Fπu[t]D

)
⊗ rl(Πt)×Ptgu,d(Fv) GLd(Fv) =

su∑

t′=t

F
(

pj≥t′gu

!∗ Fπu[t′]D

)
⊗
(
rl(Πu)

−→
×rl([

←−−−−−−
t′ − t− 1]πu

)
)
(
t′ − t

2
)×Pt′gu,d(Fv) GLd(Fv),

et

F
(
j

≥t(u)g
! Fπ−1[t(u)]D

)
⊗ rl(Πt)×Pt(u)g,d(Fv) GLd(Fv) =

s∑

t′=t(u)

F
(

pj≥t′g
!∗ Fπ−1[t′]D

)
⊗
(
rl(Πt)

−→
×rl([

←−−−−−−−−
t′ − t(u)− 1]π−1)

)
(
t′ − t(u)

2
),×Pt′g,d(Fv)GLd(Fv)

(7.3.5)

où pour tout r on pose r(u) = rm(̺−1)lu. D’après la proposition 1.4.7, on a

Fj≥tgu

! Fπu[t]D = j≥tgu

! Frl(πu[t]D) = m(̺−1)lu
m(̺−1)−1∑

i=0

j
≥t(u)g
! F

rl

(
π−1νi[t(u)]D

)

et d’après l’hypothèse de récurrence, on a

su∑

t′=t+1

F
(

pj≥t′gu

!∗ Fπu[t′]D

)
⊗
(

rl(Πt)
−→
×rl

(
[
←−−−−−−
t′ − t− 1]πu

))
(
t′ − t

2
)

=
s∑

t′=t(u)+1

F
(

pj≥t′g
!∗ Fπ−1[t′]D

)
⊗
(

rl(Πt)
−→
×V̺−1(t′ − t(u),≥ δu)

)
(
t′ − t(u)

2
) (7.3.6)

En soustrayant (7.3.6) à (7.3.5), on obtient alors le résultat sur les semi-simplifiées. La

surjection
pj≥t′gu

! FFπu[t′]D ։ Fpj≥t′gu

!∗ Fπu[t′]D

nous donne en outre que :

– la suite des dimensions des gradués de la filtration de stratification exhaustive est

strictement croissante ;

– comme d’après la remarque suivant l’hypothèse 7.2.1, les réseaux des représentations

de Steinberg des gradués de la filtration de stratification exhaustive de j≥tg
! HTZ̄l

(πv, t)

sont les RIZ̄l,−
(πv, a), le résultat sur les réseaux V̺−1(r− t′, < δu) découle directement

de la proposition 6.4.2.
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Pour un système local L[− dim U ] sur un ouvert j : U →֒ X, la suite exacte courte

0→ ph0
torsi

∗j∗LF
pj!∗L −→

pj!∗FL −→ h−1Fpi∗L → 0

du paragraphe 1.3, fournit alors le corollaire immédiat suivant.

7.3.7. Corollaire. — Soient u ≥ 0 et tu < t′ ≤ su. Les gradués de la filtration de

stratification exhaustive de

ph−1F
((

p+j≥t′gu

!∗ Fπu[t′]D ⊗ Πt′

)
/
(

p+j≥t′gu

!∗ Fπu[t′]D ⊗ Πt′

))

sont nuls pour k ≥ 0 ou k < s− t′m(̺−1)lu et sinon isomorphes à

F
(

pjrg
!∗ Lπ−1[r]D,u

)
⊗
(

rl(Πt′)
−→
×V̺−1(r − t′, < δu)

)
(
r − t′

2
)

où on a posé r = s−k et où Lπ−1[r]D,u est un système local sur X=rg
I dont la semi-simplifiée

est égale à m(̺−1)luFπ−1[r]D .

Remarque : ainsi la l-torsion du quotient des p+ faisceaux pervers d’Harris-Taylor par

leur p version, est complètement décrit par la combinatoire de la réduction modulo

l des représentations de GLd(Fv) et de D×
v,d. L’étude de la torsion d’ordre supérieure

découlerait selon le même schéma de démonstration, de l’étude de la réduction modulo ln

des représentations irréductibles de GLd(Fv) et D×
v,d.

Remarque : toujours sous 7.2.1, la suite spectrale associé à la filtration de la proposition

précédente qui calcule la fibre en un point supersingulier des faisceaux de cohomologies des

faisceaux pervers d’Harris-Taylor fait intervenir le complexe d’induction et la proposition

6.4.5, nous redonne l’aboutissement connu.

Remarque : on peut aussi calculer l’aboutissement de la suite spectrale associée à la cofiltra-

tion de stratification de ΨI dont les gradués sont les p+ faisceaux pervers d’Harris-Taylor.

Alors que les gradués associés à la filtration de stratification de ΨI font intervenir les

réseaux d’induction RIZ̄l,−
(π, t) ceux de la cofiltration mettent en jeu les RIZ̄l,+

(π, t). Le

quotient de ces deux réseaux devrait alors compenser exactement la torsion des faisceaux de

cohomologie des p+ faisceaux pervers d’Harris-Taylor comme le lecteur courageux pourra

le vérifier en petites dimensions.
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[5] P. Boyer. Mauvaise réduction des variétés de Drinfeld et correspondance de Langlands locale.
Invent. Math., 138(3) :573–629, 1999.

[6] P. Boyer. Monodromie du faisceau pervers des cycles évanescents de quelques variétés de
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