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Résumé de mes travaux de recherche et perspectives

La motivation premiere de mes travaux concerne la théorie de Lubin-Tate non abélienne
ainsi baptisée par Carayol dans [9], laquelle vise a réaliser des cas de fonctorialité de Langlands
locale dans la cohomologie de certains espaces de groupes p-divisibles. Comme dans [9], ’angle
d’attaque est par voie globale via I’étude de la cohomologie [-adique de certaines variétés, dites
de Drinfeld dans le cas ou K est un corps local complet d’égales caractéristiques p # [, ou de
Shimura dans le cas d’inégales caractéristiques.

- [3] Mauvaises réduction des variétés de Drinfeld et correspondance de Langlands locale in
Inventiones Mathematicae (1999) 138, pp 573-629 : dans cet article issu de ma these, je me
suis intéressé a la situation d’égales caractéristiques, i.e. quand le corps K est une extension
finie de F),(T"). J’ai alors montré que les parties cuspidales des groupes de cohomologie U}{ Ld
du modele de Deligne-Carayol sont nulles sauf en degré maximal ou elles réalisent a la fois la
correspondance de Jacquet-Langlands et celle de Langlands, ce que 1'on peut écrire sous la
forme :

ugly = 7@ IJL(r) @ L)

ou :

— la somme porte sur les classes d’isomorphismes des représentations irréductibles cuspi-
dales de GL4(K),

— JL désigne la correspondance de Jacquet et Langlands, i.e. la bijection entre I’ensemble
des classes d’équivalence des représentations irréductibles admissibles essentiellement
de carré intégrable de GLy(K) et celles des représentations admissibles irréductibles de
I'algebre a division Dy , de dimension d? centrale sur K, caractérisée par I’égalité des
caractéres sur les éléments elliptiques réguliers semi-simples,

— L est la correspondance de Langlands, i.e. une bijection entre I’ensemble des classes
d’équivalence des représentations irréductibles cuspidales de GL4(K) et les classes
d’équivalence des représentations irréductibles continues du groupe de Weil Wx de
K.

La preuve est de nature globale et repose sur le résultat principal de [16]. Précisément on
considere un corps global F' et une place o telle que le complété de F' en o soit isomorphe au
corps K. D’apres [16], on dispose alors d’une variété de Drinfeld dont le calcul de la cohomo-
logie de la fibre générique au moyen de la correspondance de Langlands constitue le résultat
principal de loc. cit. Apres avoir défini un modele de la variété de Drinfeld au dessus de ’an-
neau des entiers O, de Fj,, on en stratifie la fibre spéciale de sorte que d’apres 1’équivalent
du théoreme de Serre-Tate et le théoreme de comparaison de Berkovich, les groupes de co-
homologie du modele de Deligne-Carayol sont les fibres aux points dits supersinguliers des
faisceaux des cycles évanescents. En ce qui concerne les autres strates non supersingulieres, la
remarque essentielle est qu’elles sont « géométriquement induites >, de sorte que les parties
cuspidales de leurs contributions sont nulles : c’est ce que Fargues dans [13] appelle I’astuce
de Boyer. En résumé, en ce qui concerne les parties cuspidales, la cohomologie de la variété
de Drinfeld est donnée par la cohomologie de la strate supersinguliere elle-méme directement
liée & la cohomologie du modele local de Deligne-Carayol. Ainsi la connaissance d’apres [16]
de la cohomologie de la variété globale permet de calculer celle du modele local.

- [4] Variétés d’Igusa, systémes locauxr d’Harris-Taylor et cycles évanescents des variétés de
Drinfeld, Mémoires de la SMF 2009 : reprenant en partie 1'idée selon laquelle les strates



non supersingulieéres n’avaient aucune contribution cuspidale, Harris et Taylor dans [15], ont
réalisé le pendant de [16] dans le cas d’inégales caractéristiques en étudiant certaines variétés
de Shimura unitaires : leur résultat principal étant alors la construction de la correspon-
dance de Langlands locale. Pour ce faire ils ont aussi décrit la restriction aux strates ou-
vertes des faisceaux de cohomologie du complexe des cycles évanescents en termes de certains
systemes locaux provenant du revétement des variétés d’Igusa de seconde espece, et des cycles
évanescents locaux associés par la théorie de Berkovich au modele de Deligne-Carayol. En rai-
sonnant par récurrence et en < soustrayant > les contributions des strates non supersinguliéres
a I'aboutissement de la suite spectrale, ils ont alors obtenu la somme alternée des groupes de
cohomologie du modele de Deligne-Carayol.

Dans [4], j’ai tout d’abord repris dans le cadre des variétés de Drinfeld, les principaux
résultats géométriques de [15] puis j’ai obtenu la description complete des groupes de coho-
mologie du modele de Deligne-Carayol prouvant ainsi la version Lubin-Tate d’une conjecture
non publiée de M. Harris.

- [5] Monodromie du faisceau pervers des cycles évanescents de quelques variétés de Shimura
simples, Inventiones Mathematicae (2009) 177 (2) pp. 239-280 : ce travail est la continua-
tion de [15] et concerne donc le cas de caractéristique mixte. Pour 'essentiel les résultats
de [15] reposent sur des arguments de formule des traces qui permettent de calculer des
sommes alternées de groupes de cohomologie mais pas d’en séparer la contribution de chacun.
L’ingrédient nouveau de [5] est I'introduction de la théorie des faisceaux pervers. Le complexe
des cycles évanescents W convenablement décalé est pervers, on considere alors sa bifiltra-
tion de monodromie. On en décrit alors les bigradués puis la suite spectrale des faisceaux de
cohomologie associée ce qui permet d’obtenir les résultats suivants :

— la description explicite de tous les groupes de cohomologie L{}.(’L 4 du modele de Deligne-
Carayol alors que [15] en donnait simplement la somme alternée; on obtient plus
précisément la description de leur bifiltration de monodromie locale définie par Fargues
dans [12];

— la conjecture de monodromie-poids version faisceautique.

- [6] Conjecture de monodromie-poids pour quelques variétés de Shimura unitaires, Compositio
(2010) 146 (2) pp. 367-403 : I'objectif premier de ce papier est, en utilisant les résultats de [5],
de prouver la conjecture de monodromie-poids cohomologique pour les variétés de Shimura
de [15]. Dans [15], par des arguments de formule des traces, les auteurs calculent la somme
alternée de ces groupes de cohomologie mais, sauf cas exceptionnel, ne disposent pas de
techniques pour en séparer les différentes contribution. Outre la conjecture de monodromie-
poids cohomologique, on obtient aussi les résultats suivants :

— lirréductibilité des variétés d’Igusa;

— une correspondance globale de Jacquet-Langlands entre certaines formes tordues de

groupes unitaires.

- [8] Réseauzr d’induction des représentations de Lubin-Tate (soumis : 20 pages) : afin de
reprendre les résultats précédents dans le cas des [Fj-coefficients, dans [8] on étudie les Z;-
réseaux, naturellement obtenus par récurrence via I'induction parabolique, des représentations
de GL4(K) qui apparaissent dans la cohomologie des espaces de Lubin-Tate. Pour ce faire on
décrit tout d’abord les sous-quotients irréductibles de la réduction modulo [ d’une représentation
dite de Steinberg généralisée; ceux-ci sont classifiés par <« leur niveau de cuspidalité > de



sorte que pour chaque niveau appartenant a un ensemble fini explicite, il y a unicité du
sous-quotient de niveau donné. Leur description explicite se fait en utilisant I'involution de
Zelevinski-Vignéras définie dans [19] et qui dans notre situation coincide avec celle de [17].

On construit ensuite par récurrence en utilisant I'induction parabolique des réseaux stables
de ces représentations de Steinberg généralisées. Ainsi étant donnée une représentation de
Steinberg généralisée dont on note d la longueur de sa réduction modulo [, on peut construire
des réseaux vérifiant les propriétés suivantes :

— la réduction modulo [ d’'un de ces réseaux possede pour tout k < d, un unique sous-
espace irréductible de longueur k£ dont les sous-quotients irréductibles sont ceux de
niveau cuspidal minimal (resp. maximal);

— pour tout sous-quotient irréductible de la réduction modulo [ de la Steinberg généralisée,
on construit un réseau possédant ce constituant comme unique sous-espace (resp. quo-
tient) irréductible.

- [7] La Z;-cohomologie du modéle de Deligne-Carayol est sans torsion (preprint 45 pages) : il
s’agit de la version entiere de [5], le but étant de prouver que les faisceaux de cohomologie du
complexe des cycles évanescents ¥ sont sans torsion ce qui via le théoreme de comparaison
de Berkovich [2], permet d’en déduire que la Z;-cohomologie du modele de Deligne Carayol
est sans torsion.

La filtration de monodromie-poids n’étant pas entiere, on considere des filtrations de ¥
associées a la stratification de Newton. On développe ainsi dans un premier temps un forma-
lisme général sur les filtrations dites de stratification d’un faisceau pervers sans torsion que I’on
applique ensuite a I’extension par zéro d’un systeme local d’Harris-Taylor minimal. Chacune
des filtrations considérées fournit alors un réseau stable des systemes locaux d’Harris-Taylor
non minimaux ainsi que certaines extensions intermédiaires « coincées > entre les complexes
d’intersection relativement aux t-structures p et p+, cf. [1]. Une propriété remarquable a notre
situation et que 1'on détecte sur Qy, est que la < position > de ces faisceaux pervers ainsi que
la classe d’équivalence de ces réseaux stables sont indépendants de la filtration considérée ; on
retrouve en particulier les réseaux construits dans [8]. On peut alors prouver que les faisceaux
de cohomologie des p-complexes d’intersection d’Harris-Taylor sont sans torsion.

On étudie alors les faisceaux de cohomologie de ¥ via la suite spectrale associée a une
filtration de stratification particuliere dont les gradués sont les p-complexes d’intersection des
systemes locaux d’Harris-Taylor relativement & des réseaux construits dans [8]. Cette filtration
< découpe > notre faisceau pervers en faisceaux pervers P; qui se comporte comme |’extension
par zéro d’un systeme local d’Harris-Taylor de sorte que leurs faisceaux de cohomologie sont
sans torsion. L’étude analogue en caractéristique nulle montre enfin qu’il n’y a pas de fleches
dans la suite spectrale associée a la filtration dont les gradués sont les P; ce qui permet de
conclure que les faisceaux de cohomologie de W sont sans torsion.

En ce qui concerne la torsion des faisceaux de cohomologie des p+-complexes d’intersection
des systemes locaux d’Harris-Taylor, elle s’explicite compléetement a partir de la réduction
modulo " des représentations du groupe des inversibles d’une algebre a division ; par exemple
si la réduction modulo [ d’une telle représentation est irréductible alors la torsion du p+-
complexe d’intersection du systeme local d’Harris-Taylor associé est nulle.

Il existe une autre filtration de stratification de ¥ dont les gradués sont les p+-complexes
d’intersection et dont ’aboutissement de la suite spectrale correspondante admet de la torsion
alors que l'objet filtré n’en a pas. Cela permet en particulier d’obtenir des égalités numériques
entre des ensembles de déformations de représentations modulaires d’algebre a division qui



doivent pouvoir s’obtenir aussi par la théorie de Clifford.

- Sur la torsion dans la cohomologie de certaines variétés de Shimura unitaires (en préparation) :
il s’agit de la version entiere de [6]. Contrairement & ce qui se passe pour les faisceaux de co-
homologie de U, il n’y a pas de filtration de stratification de ¥ dont I’aboutissement de la
suite spectrale des groupes de cohomologie associée soit sans torsion. On obtient ainsi des
filtrations des groupes de cohomologie des variétés de Shimura considérées, dont les gradués
ont de la torsion. Comme on dispose de plusieurs filtrations de stratification, il est possible de
comparer les filtrations obtenues sur ces groupes de cohomologie et d’en déduire que ceux-ci
sont sans torsion. Pour I'instant je n’ai rédigé ce travail qu’a < niveau infini > ; j’ai bon espoir
de pouvoir fournir des énoncés a niveau fini en précisant des conditions sur ce niveau pour
qu’il n’y ait pas de torsion et donner des exemples de niveau ou la torsion est non nulle.
Par ailleurs quand on a une congruence locale sur des représentations de 1’algebre a divi-
sion, on construit des égalités de faisceaux pervers dans un groupe de Grothendieck lesquelles
fournissent des congruences globales entre représentations automorphes du groupe unitaire
considéré; on dispose donc d’une machinerie géométrique pour globaliser des congruences
locales qu’il s’agirait d’exploiter.

- Projets de recherche : les variétés de Shimura unitaires simples introduites par Kottwitz et
dont I’étude par Harris et Taylor dans [15] a conduit & la preuve de la correspondance de
Langlands locale, méritent particulierement bien leur qualification de simplicité; rappelons
quelques unes de ces justifications :

— elles possedent des modeles entiers a < tous > les niveaux qui sont modulaires via la
notion de base de Drinfeld ;
sur la fibre spéciale, les différentes filtrations, de Newton, de Kottwitz-Rapoport ou de
Ekedahl-Oort, coincident ;

— les strates de Newton sont équidimensionnelles ;

— ladhérence d’une strate de Newton contient toutes les strates plus profondes.
Il s’ensuit une interaction facilement controlable entre les différentes strates : on peut ainsi
exprimer l'extension par zéro d’un systeme local de Harris-Taylor comme une somme d’ex-
tensions intermédiaires de systeme locaux de Harris-Taylor relativement a des strates plus
profondes. Ces relations permettent, en raisonnant par récurrence, d’expliciter le complexe
des cycles évanescents ou encore les différents groupes de cohomologie. D’un autre coté les
singularités associées a la position relative de ces strates sont suffisamment complexes pour
< contenir > les correspondances de Langlands et de Jacquet-Langlands. Les perspectives sur
ce théeme peuvent grossierement se grouper selon trois directions :
» prolonger I’étude de cet exemple miraculeux de simplicité et de richesse, en essayant :

— de prouver le lemme d’Ihara; la description des réseaux d’induction y est parfaitement

compatible mais pour I'instant je n’ai pas réussi a obtenir de résultat concret dans cette
direction ;

— de traiter le cas [ = p : ce théme s’exprime simplement, mais les difficultés techniques
semblent considérables méme en petite dimension;

— selon une question soulevée par J.-F. Dat, de comprendre géométriquement la corres-
pondance de Langlands modulo . Cette correspondance prouvée par Vignéras dans [20],
dans le cas supercuspidal est uniquement déterminée par la propriété d’étre compatible
a la réduction modulo [ de la correspondance classique. En ce qui concerne la corres-
pondance entre les objets non supercuspidaux et les objets réductibles, elle est définie



purement combinatoirement. Au regard de notre énoncé, on voit que la cohomologie du
modele local de Deligne-Carayol n’integre pas la correspondance de Langlands pour les
représentations non supercuspidales (la monodromie a disparu). J.-F. Dat en utilisant
les résultats de [5] mais en raisonnant dans la catégorie dérivée, a alors obtenu dans
[11] un énoncé dans lequel il récupere la bonne monodromie. Signalons enfin que Dat a
récemment formulé une conjecture sur une réalisation géométrique de la correspondance
de Langlands modulo [;

— a la maniere de [18] ou [14], de penser a des questions d’augmentation du niveau;

» se lancer dans ’étude d’autres variétés de Shimura. La situation est beaucoup plus com-
plexe, en premier lieu parce que 1’'on ne dispose pas en général de bons modeles entiers en
dehors du cas hyperspécial ou parahorique. A partir des résultats sur les variétés de Shimura
étudiées, on pourrait essayer de prouver la conjecture de monodromie-poids pour d’autres
groupes unitaires (notamment avec des signatures différentes en 'infini) ou encore en étudier
la torsion.
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