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Chapitre 1

Rappels

1.1 Espace vectoriel

Definition 1 Soit K = R ou C. un espace vectoriel sur K est un ensemble
non vide V' dont les éléments sont appelés vecteurs muni d’une opération binaire
appelée addition + : V x V. — V et d’une multiplication scalaire . : K xV —V
tel que (V,+) est un groupe commutatif, i.e.,

Ve,y,2z€V, (z+y)+z=2+(y+2),
30eV tel que Ve eV, x+0=zx,
VeeV, 3—xz eV tel que x + (—x) =0,
Vex,yeV, z4+y=y+=zx
la multiplication scalaire satisfaisant Vx,y eV, a,f e K
(a+pB)x =ax+ p.u,

a.(z +y) = ez + auy,
a.(B.z) = (af).z,

l.x =x.

Definition 2 Soient U et V deuz espaces vectoriels sur K et une application
L :U — V. Le noyau de L noté ker L est l’ensemble {u € U tel que L(u) =
0}. L’image de L noté Tm(L) est ’ensemble {L(u) € V tel que u € U}. Cette
application est linéaire si

Ve,ye U, Ya,B8 €K, L(ax+ By) = aL(zx) + SL(y).

Definition 3 Soit E, F' et G trois espaces vectoriels sur un corps K. Soit ¢ :
E x F —> G une application. On dit que ¢ est bilinéaire si et seulement si elle
est linéaire en chacune de ses variables, c’est a dire : V(x,2') € E?,Y(y,y') € F?,
VieK :

EN|
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Definition 4 Soit V un espace vectoriel sur K. Nous dirons qu’un sous-ensemble
W de V est un sous-espace de V s’il est stable pour les opérations de V, c’est
a dire siVr,ye W, Vae K

r+yeW

ar e W.

W est alors un espace vectoriel pour l'addition et la multiplication scalaire hé-
ritée de V.

1.2 Espaces vectoriels normés

Definition 5 Une norme sur un espace vectoriel E est une application notée
généralement || de E dans R, possédant les propriétés suivantes :

|zl =0 Ve e E

|#]p =02 =0

[Azlg = [Al |z]p Yoe E,vAeC
|z +ylp < lele +1Ye

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d’une norme.

Proposition 1 Soient E et F' deux espaces vectoriels normés et f une appli-
cation de E vers F . Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

1. L’application f est continue.

2. L’image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert de E.

3. L’image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E.
Proposition 2 Soient E et ' deuz espaces vectoriels normés et f une appli-

cation linéaire de E vers F, [ est continue si et seulement si 3C > 0 tel que
Vee E, |f(x)|p < Clalp-

Remarque 1 Si E est de dimension finie et si g est une application linéaire
de E dans F alors g est continue.

Definition 6 Soit E un espace vectoriel muni de la norme ||.| 5. On dit qu’une
suite (Tn)n=0 de E est une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante,
appelée critére de Cauchy :

Ve >0, INeN; V(p,q)eN?, p>Netq>N— [2p — 24l p <e. (1.2.1)

Definition 7 On dit qu’un espace vectoriel normé (E,|.|;) est complet si
toute suite de Cauchy de E est convergente.
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Théoréme 1 Un sous-espace vectoriel d’un espace complet est complet si et
seulement si il est fermé.

Corolaire 2 Un sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace complet
est complet.

Corolaire 3 Un espace vectoriel normé de dimension finie est complet.
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Definition 8 Soit V' un espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur V une
forme bilinéaire (u,v) de V x V' dans R, définie positive :

(u,uy 20 VueV et {u,uy=0<u=0.

Théoréme 4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit V un espace vectoriel muni
du produit scalaire (., .),, . L’inégalité de Cauchy-Schwarz est alors vérifiée :

| Cu, )y | < Cuyudif* v, o0 Yu,ve V. (1.2.2)

Definition 9 On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel muni d’un
produit scalaire, complet pour la norme associée.

1.3 espaces LP(12)

Definition 10 On définit l’espace LP(Q2) pour 1 < p < 00 comme étant ’espace
des fonctions mesurables de puissance p—éme intégrable sur €.

On définit Uespace L™ (2) comme étant l’espace des fonctions mesurables f es-
sentiellement bornées sur Q (i.e. 3C > 0 telle que |f(x)| < C presque partout
dans Q).

Théoréme 5 Muni du produit scalaire
(F 9y = L f(2)g(w)da,

I’espace L*(S)) est un espace de Hilbert.

Muni de la norme
1/p
Wlaey = ([ 1)

Despace LP(Q2) est un espace de Banach.
Muni de la norme

£l () = inf(C e RT tel que |f(x)| < C p.p. dans Q),
lespace L™ (S2) est un espace de Banach.
Théoréme 6 Si ) est un ouvert borné de R? alors
LP(Q) c LI(Q), pour 1 < ¢<p< o

Théoréme 7 (Inégalité de Holder) Soit Q un ouvert de RY. Soit 1 < p <

0. On désigne par p' l'exposant conjugué de p, défini par % + L = 1. Soient

P
feLr(Q) et ge LY (Q). Alors fge L'(Q) et

Ifalry < 1flzelglze - (1.3.1)
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1.4 Notations et résultats

Soit © un ouvert borné de R? dont la frontiére I' est C! par morceaux. Soit
I'P et I' deux partie complémentaires de I :

r=rPurf r’nrf=g.

Soit o = (ag,...,aq) € N? et v une application sur A < R%. On note alors

o] = 5, o et
0%

D% = .
LT

1.4.1 Dérivation faible dans L*()

Definition 11 On dit que deux fonctions mesurables sont égales presque par-
tout s’il existe un ensemble EE C () tel que la mesure de Lebesque de E est nulle
et f(z) = g(z) Yo e Q\E.

Definition 12 On note CF(2) (ou D(Q)) l’espace des fonctions C* & support
compact dans Q.

Théoréme 8 L’espace CX(Q) est dense dans L*(2), c’est a dire que pour tout
f € L%(Q) il existe une suite ,, € CX(Q) telle que

Jim [f = onll 2 () = 0. (1.4.1)
Corolaire 9 Soit f € L*(Q). Si

. f(x)e(z)dz =0, Yp € CL(N) (1.4.2)

alors f(xz) = 0 presque partout dans .

Definition 13 ([?, Page 83]) Soit Q un ouvert de R%. Soit v € L*(2). On
dit que v est dérivable au sens faible dans L?(Q) s’il existe d fonctions
(w;)d, € (L2(2)), telles que, , Yo € CX(Q), Vie {1,...,d},

42 =— | wi(z)e(x)dz
JQ v(x)axi(x)dx— JQ i(x)(x)dr. (1.4.3)

v
=—.
ox;

Chaque w; est appelée la i—éme dérivée faible de v et notée désormais

Lemma 1 ([?, Page 86]) Soitv e L*(Q). S’il existe une constante C > 0 telle
que, Yp € CX (), Vie {1,...,d},

Op
JQ v(x) P (z)dx

alors v est dérivable au sens faible.

< Cllell 2y (1.4.4)

Definition 14 Soito € (L?(Q))¢. On dit que o admet une divergence au sens
faible dans L*(Q) s’il existe une fonction w € L?(Q) telle que, Yo € CF (),

f o),V p(z)) dz = —J w(z)o(z)dz. (1.4.5)
Q Q

La fonction w est appelée divergence faible de o et notée désormais divo.



1.4. NOTATIONS ET RESULTATS 11

Lemma 2 Soit o € (L*(Q))¢. S'il existe une constante C > 0 telle que, Vo €
Cr (),

[RECRZEZE
alors o admet une divergence au sens faible.

Definition 15 Soit Q un ouvert de R?, o = (ay,...,aq) € N® et v e L?(2). On
dit que v est a-dérivable au sens faible dans L*(Q) s’il existe une fonction
w € L?(Q), telles que, , Vo € CFX (),

J v(x)D%p(x)dx = —f w(z)p(z)dr. (1.4.7)
Q Q

La fonction w est appelée la a-éme dérivée faible de v et notée désormais Dv.

< Cllell 2 » (1.4.6)

Remarque 2 De la méme fagon, on peut définir les dérivées faibles dans LP ().

1.4.2 Espaces de Sobolev

Definition 16 Pour tout entier m = 1, on appelle espace de Sobolev d’ordre m
sur §2 ’espace

H™(Q) ={ve L*(Q) tq. YaeN' |a|] <m; D% e L*(Q) au sens faible } .
(1.4.8)
Plus généralement, on note W™P(Q) l’espace défini pour tout entier m > 0 et

p € [1,00] par
WmP(Q) ={ve LP(Q) tq YaeN? |af <m; D* € LP(Q) au sens faible } .

(1.4.9)
Théoréme 10 Muni du produit scalaire
U V) gy = Z J DYuD%vdzx (1.4.10)
lal<m Q2
et de la norme associée
1/2
Hu”Hm(Q) = <U7 u>[-§m(Q) (1411)
lespace H™(Q)) est un espace de Hilbert.
Théoréme 11 Muni de la norme
lullwmay = D, 1D%ul 1oy (14.12)

lal<m
lespace W™P(Q) est un espace de Banach.

Théoréme 12 (Produit [?, Page 35]) Soit Q un ouvert de R? et (p,q,7) €
[1,00[3 tels que % + % = % L’application

1,p 1,q 1,7
Whr(Q) x Whi(Q) — WH"(Q) (1.4.13)
(u,v) — uv
est bien définie, bilinéaire continue et on a, Y(u,v) € WHP(Q) x WH4(Q) et
Vie[1,d]

0 ou ov
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Résultats en dimension d =1
Soit Q =]a;b[, —00 <a < b < o0.

Lemma 3 ([?, Page 87]) Pour toute fonction v e H'(a,b) et pour tout x,y €
[a;b], on a

v(y) = v(z) + J,y v'(s)ds. (1.4.15)

xT
Plus généralement, pour tout x € [a;b], application v — v(x), définie de
H'(a,b) dans R, est une forme linéaire continue sur H'(a,b). En particulier,

toute fonction v € H'(a,b) est continue sur [a;b] et il existe une constante
C(Q) > 0 telle que Yv € H'(a,b)

[0(@)] < D) [l sy » Vo € [a:b] (1.4.16)
Proposition 3 (Inégalité de Poincaré) Soit Q =]a;b[, —00 < a < b < ©

et v e HY(Q) vérifiant v(a) = 0 ou v(b) = 0. Alors, il existe une constante
Cp(Q) > 0 telle que

b b
j [v(z)Pde < CP(Q)J |/ () 2da. (1.4.17)

Théoréme 13 (de trace) Soit Q =]a;b[, —00 < a < b < 0. Les applications

traces
Yo : HYa,b) — R

o o) (1.4.18)
" Hl(va’b) : f(b) (1.4.19)

et
% o Hiad) - R (1.4.20)

v = (v(a),v(b))

sont des applications linéaires continues. En particulier, il existe une constante
Co(2) > 0 telle que Yv € H(Q)

Yo (V)] < Ce() V] 11 a0 » (1.4.21)
s (0)] < Ce() [0] 2 oy (1.4.22)

et
o ()] = (v(a)® +v(0)*)"* < V2Ce(Q) 0] 1 (0 (1.4.23)

Théoréme 14 Si u,v € H'(a;b) alors

b b ,
f o (x)v(z)de = —f uw(z)v' (z)dz + [u(z)v(z)], (1.4.24)

b b ,
f o’ (x)v(z)de = —J u' ()0 (x)dx + [u' (z)v(x)], (1.4.25)

a a
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Résultats en dimension d

Théoréme 15 Soit Q un ouvert borné de R? dont la frontiécre T est C' par

morceauz. Alors, si m > %, Uespace H™(Q) est un sous-espace de Co((2) et

Uinjection canonique de H™(Q) dans Co(S2) est continue.

Théoréme 16 [?, Page 90]Si Q un ouvert borné de R? de classe C™, ou bien

si 0 =R%, alors CX(Q) est dense dans H™ ()

Théoréme 17 (Théoréme de trace) Soit Q un ouvert borné de RY dont la
frontiére T' est C' par morceauz. Alors Uapplication trace yr définie par

o HY(Q) — L*I)

) R (1.4.26)

est une application linéaire continue. Il existe donc une constante C' > 0 telle
que
e @)z @y < Cllvlgr g - (1.4.27)

Definition 17 Pour a €]0,1] et A partie de RY, C%*(A) est ’espace des fonc-

tions a-holdériennes bornées sur A, muni de la norme

[u(z) — u(y)|
[t po,af 4y = sup |u| + sup —_—
o (4) A (z,y)EA2 2y |£L’ - y|a

Plus généralement, on

Théoréme 18 (Théoréme de trace[?, Page 49]) Soit Q un ouvert borné de
R? dont la frontiere T est C' par morceaux. Alors les applications traces yr dé-
finies pour p € [1,0[ par

oo W(Q) - LP(T)
v - (o) = U (1.4.28)
et pour p = o par
’YF : lex:(Q) - C(Ll(l‘*) (1 4 29)
v = qr(v) =y o

sont lin€aires continues.

Théoréme 19 (Théoréme de trace) Soit Q un ouvert borné de RY dont la
frontiere T est C' par morceauzs. Soit T'P et T'F deux parties complémentaires
de T :

Ir=rPurf rPnarf=g,

avec mes(T'P) > 0.
Alors, application trace yrp définie par

o+ H(Q) - L(TP)
v = po(v) =vrp

(1.4.30)

est une application linéaire continue. Il existe donc une constante C > 0 telle
que
0o ()] 2oy < Clol sy - (1.4.31)
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Definition 18 On note H*/>(T'P), k > 1 I’espace défini par
H¥2(TP) = {ve LX(TP) | 3we H*(Q) tel que vrpo(w) =v.}  (1.4.32)

Théoréme 20 ([?, Page 94]) L’espace H'/?(T'P) est un sous-espace dense de
L3(TP). Muni de la norme

[0l 172y = inf{||w||H1(Q) tel que o (w) = u.} (1.4.33)
c’est un espace de Banach (et méme un espace de Hilbert).

Théoréme 21 (Inégalité de Poincaré) Soit Q un ouvert borné conneze de
R? de frontiére T', C* par morceauz, et I'° une partie de sa frontiére telle que
mes(I'P) > 0. Soit V défini par

V={veH" (Q)|v=0surT"}.

Alors V. muni du produit scalaire de H'(Q) est un espace de Hilbert et il eriste
une constante C(2) > 0 telle que

VeV, vl < CalVolsag) (1.434)

et
Yov € V HvHHl(Q) (CQ + 1) HV ’U”Lz (1435)

Théoréme 22 (Formule de Green[?, Page 67]) Soit Q un ouvert borné connexe
de R de frontiére T, C' par morceaux et (p,q) € [1,0[? tels que % + % =1.9i
ue WhP(Q) et ve Wh4(Q) alors Vi € [1,d] on a

g;i vdr = — JQ uaa;z dz + L uvn;do, (1.4.36)

o n; est la i—éme composante du vecteur n € R%, normale a T' dirigée vers
lextérieur de Q.

Théoréme 23 (Formule de Green) Soit ) un ouvert borné conneve de R?
de frontiére T', C' par morceauz. Alors, Yu,v e H*(Q), Vie {1,...,d},

ou v
__ Wdo, 14.
2z vdx JQ u(?xi dz + J; uvn;do (1.4.37)

o n; est la i—eéme composante du vecteur n € R%, normale a T' dirigée vers
Dextérieur de €.

Théoréme 24 (Formule de Green) Soit ) un ouvert borné conneve de R?
de frontiére T', C* par morceauz. Alors, Yu € H?(), Yv e H(Q),

ou 01} ou
J Au)vdr = 2 J Er 63:, . %vdo. (1.4.38)

Théoréme 25 Soit Q un ouvert borné conneze de R? de frontiére T, C* par
morceauz. Alors, Vb e (W1*(Q))? et Vv e HY(Q), on a

L b, Voyv= %J div(b)v® — lf (b, nyv? (1.4.39)
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1.4.3 Reésultats généraux

Théoréme 26 (Théoréme de Lax-Milgram) On suppose
1. 'V un espace de Hilbert sur R de norme |.|, .
2. L est une application linéaire de V' a valeurs réelles.
3. L est une application continue sur V, c’est 4 dire qu’il existe une constante
C > 0 telle que
YoeV, [L(v)|<C|v|, . (1.4.40)
4. A est une application bilinéaire de V x V a valeurs réelles.
5. A est une application continue sur V x V, c’est a dire qu’il existe une
constante M > 0 telle que
Yu,veV, |A(u,v)| <M |ul [v], - (1.4.41)

6. A est V-elliptique (coercive sur V x V), c’est a dire qu’il existe une
constante v > 0 telle que

YoeV, A(v,v)|=v HUH‘Q/ (1.4.42)
Alors, le probléeme variationnel

{ Trouwver w eV tel que

A(u,v) = L(v), YveV (1.4.43)

admet une unique solution.

Definition 19 (probléme de Galerkin) Soit V' un espace de Hilbert réel et
Vi un sous-espace de dimension finie. L’approzimation interne ou le probléme

de Galerkin associé a est défini par
Trouver uy, € Vy, tel que
A(Uh,’l)h) = ,C(’Uh)7 Vvh € Vh.

Lemma 4 Sous les hypothéses du théoréme[26 de Laz-Milgram , le probléme de
Galerkin (1.4.44) admet une unique solution. Cette solution peut s’obtenir en
résolvant un systéme linéaire de matrice définie positive.

Lemma 5 (de Céa) Sous les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram la
solution u de et la solution uy, de (1.4.44) vérifient

M
Ju =l <5 inf fu— ol (L4.45)

(1.4.44)

Si, de plus, A est symétrique, alors on a

[M .
v —unlly, < jvig‘f/h [w = vl - (1.4.46)

Lemma 6 Sous les hypothéses du théoréme de Lax-Milgram[26], et en supposant
qu’il existe un sous-espace YV < 'V dense dans V' et une application vy, de )V dans
Vi (appelée opérateur d’interpolation) tels que

%iirb [v—=7rh(v)]y, =0 VYveV. (1.4.47)
Alors la méthode d’approximation variationnelle interne converge, c’est 4 dire

si u est la solution de et up, la solution de
}llirr%) [u — unlly, = 0. (1.4.48)
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Chapitre 2

En dimension 1

2.1 Définitions et résultats

On présente ici quelques définitions et résultats utilent a ’étude de formu-
lations variationnelles

2.1.1 Espaces de Hilbert et autres ...

Théoréme 27 Soient les ensembles définis pour tout \ réel par

Va(A) = {ve HY(a;b) | v(a) = \} (2.1.1)
Vo(A\) = {veH'(a;b) | v(b) = \}.. 2.1.2

Alors V,(N\) et Vio(N), munis du produit scalaire de H'(a;b) et de la norme
associée, sont des espaces de Hilbert si et seulement si A = 0.

Preuve : Si A # 0, alors Vu,v € V() on a u+wv ¢ V, () puisque u(a) +v(a) =
A # 2X. Donc V() n’est pas un espace vectoriel! De méme pour V3 (A).

Vp(0) est lui un espace vectoriel (c’est méme un sous-espace vectoriel de
H'(a;b)). On peut le munir du produit scalaire de H'(a;b) et de la norme as-
sociée. Pour montrer qu’il est complet, il suffit de démontrer qu’il est fermé car
c’est un sous-espace vectoriel de 'espace complet H!(a;b) (voir théoréme [1)).
Pour celd on utilise le théoréme [13| donnant la continuité de ’application trace
~p. En effet I'image réciproque d’un fermé par une application continue est un
fermé (voir ??). Or ici v, ' ({0}) = V;(0) et {0} est un fermé donc V;(0) est un
fermé. On conclut donc que V;(0), muni du produit scalaire de H'(a;b) et de la
norme associée, est un espace de Hilbert.

De la méme maniére, en utilisant le théoréme [13| donnant la continuité de 'ap-
plication trace ~,, on obtient que V,(0), muni du produit scalaire de H!(a;b) et
de la norme associée, est un espace de Hilbert. O

2.1.2 Relévements

Lemma 7 Soient A et i deux réels.
1. Il existe R e H'(a;b) telle que R(a) = \.

17
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2. Il existe R e H'(a;b) telle que R(b) = p.
A

3. Il existe R € H'(a;b) telle que R(a) = R(b) = p.
Preuve :
1. La fonction R définie par R(z) = \, Vx € [a;b] est dans H'(a;b) et vérifie
R(a) = A
2. La fonction R définie par R(z) = \, Va € [a;b] est dans H'(a;b) et vérifie
R(b) = p.

3. La fonction R définie par R(x) = /\Tzl: + pi=z, Vo € [a;b] est dans
H(a;b) et vérifie R(a) = X et R(b) = p.
O

2.1.3 Etude de I’application E?“”\b

Definition 20 Soient f €, A\, et Ay deux réels. On définit l'application E}‘“)‘b
de H'(a;b) a valeurs réelles par

£ (0) J F@)o(2)dz + Aav(a) + Ao (b). (2.1.3)

Lemma 8 Soient f € L?(a;b), \y et Ny deux réels. I’ application E;‘“Ab définie
par est linéaire continue. Il existe donc une constante C > 0 telle que

Yv e H'(a;b)

L3 @)] < ol 10y (2.1.4)

Preuve : En utilisant les applications traces 7, et 7, définies en (|1.4.18)) et

(1.4.19), on a Yv € H'(a;b),
Ly (v) f F@)o(x)dz + Aaa(v) + A (v).

Donc E;‘“’A” est une application linéaire de H!(a;b) & valeurs réelles par linéarité
de l'intégrale et des applications traces 7y, et 7, (voir théoréme .

Comme ,C’\‘“’\b est linéaire, pour montrer sa continuité, d’aprés le théoréme
??, il est nécessaire et suffisant d’établir I'inégalité ( - On a, Yv € H'(a;b),

£ ()] < | J F@y(@)de] + Aava@)] + Mo 0)]. (2.1.5)

Comme f et v sont dans L?(a;b), on peut appliquer I'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

b
||| Hert@dsl = (100 pa0m| < 1510 191200
a

En utilisant (??) sur v nous avons

|f F @@l < 112wy 0 o)
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En utilisant les inégalités (1.4.21) et (1.4.22)) de continuité des applications li-
néaires 7, et 7y, Uinégalité (2.1.5) devient, Vv € H(a;b),

1232 @) < (1] 2gay + (Aal + PDCD)) [0l 11 0y - (2.1.6)
O

2.1.4 Etude de l’application A%

™m,p,q,C
Definition 21 Soient m,p,q,c € L*(a;b) et ag, ap € R. On définit l’application
A%aa de H'(a;b) x H'(a;b) @ valeurs réelles par, Yu,v € H'(a;b),

m,p,q,C

b
Aag,% (u,v) f m( (z)dx +J. p(x)u(z)v' (z)dx
b
+,[ q(z)u (z)v(x )d:c—i—f c(z)u(z)v(z)dz
+agu(a)v(a) + apu(b)v(b). (2.1.7)

Lemma 9 Soient m,p,q,c € L (a;b) et aq, p € R. L'application Apae - dé-
finie par est bilinéaire continue sur H'(a;b) x H'(a;b). Il existe donc
une constante C 4 > 0 telle que

Vu,ve H (a;b) AR o(u,0)] < Ca lul g 0y 100 a1 gaspy - (2.1.8)

m,p,q,Cc

Preuve : Pour simplifier les notations, on pose A = Ajz
En utilisant les applications traces v, et v, définies en (|1 4.18) et (1.4.19),
on a Yu,v € H(a;b),

b b b
A(u,v) = J m(z)u ()0 (z)dx +J p(x)u(z)v (z)dx +J q(z)u' (z)v(x)dz

b
" j (@) u(x)o(2)d + ova (1) 7a(v) + asm(u)y(o).

a

Donc A est une application bilinéaire de H'(a;b) x H'(a;b) a valeurs réelles par
linéarité de l'intégrale, de ’opérateur de dérivation et des applications traces 7,
et 7, (voir théoréme [13).

D’apreés le théoréme ?7, pour établir la continuité de A, sachant qu’elle est
bilinéaire, il est nécessaire et suffisant de prouver l'inégalité (2.1.8])
On a, Yu,v € H'(a;b),

A% ) f (@) (o) () | dz + f:|p(z>u( 2)\de + f lg(@)u(@)o(@)|dz

,[ |e(x (@)|dz + [ava(u)va (V)] + lasyp(u) W (v)|- (2.1.9)

Comme u,v,u, v € L?(a;b), le théoréme (inégalité de Holder) donne uv €
L' (a;b), u'v' € L*(a;b) et
||UUHL1(a;b) < ||UHL2((1,b) HUHL2(0,;I))
<

HU/U/HLl(a;b) ”u HLZ(a;b) H?) ”Lz(a?b) '
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Par hypotheése m et ¢ sont dans L™ (a;b), le théoréme donne, cuv € L*(a;b),
mu'v' € L'(a;b) et

”CuvHLl(a;b) S ||CHLT~‘(a;b) HUUHLl(a;b)
||mu/v' HLl(a;b) S ”m”Lm (a;b) ||ulv/||L1(a;b) ’
ce qui nous donne
HCU’U”Ll(a;b) < HC||L‘3°(a;b) ||u||L2(a;b) ”U||L2(a;b) (2110)
Hmulv/”Ll(a;b) < HmHLﬁ(a;b) HulHLQ(a;b) HUIHLQ(a;b) (2111)

Comme p, g € L™ (a;b), on obtient aussi

Hp|\Lw(a;b) H“”m(a;b) ||”||L2(a;b) (2.1.12)
HqHLC’J(a;b) HuHLz(a;b) ”v“Lz(a;b) (2113)

lpuv]| ;s (a;b)

)

<
”qUUHL1 (asb) <

Pour majorer les termes |, Yo (4)va ()] €t |apys(u)y,(v)| dans (2.1.9), on uti-
lise les inégalités (1.4.21) et (|1.4.22)) provenant de la continuité des applications

linéaires trace v, et 7. On obtient donc

lawu(@)o(@)] < 1l C2 ul sy 0] 71 (0 (2.1.14)
lanu()o(®)] < 1ablC2 [l g1 0y 10571 (0 (2.1.15)
(2.1.16)

En utilisant (2.1.10) & (2.1.15)), 'inégalité (2.1.9) on obtient

A O < Il iy 1] gy 1] 22y + (el + 100D Tt oy 1022 o

+(HC||Lm(a;b) + Hp”Lm(a;b) + Hq“L"ﬁ(a;b)) ||u||L2(a;b) HU||L2(a;b)

Or par définition de la norme H'(a;b) on a Hu\ﬁ{l(a;b) = ||u||2L2(a;b) + ”ulHi?(a;b)
et donc

HUHLQ(a;b) < HuHHl(a;b) et ”’U’IHLZ(a;b) < “u”Hl(a;b) : (2117)
On obtient alors l'inégalité (2.1.8) avec
Ca= ||mHLw(a;b) + HCHLw(a;b) + HpHLw(a;b) + H‘J”Lw(a;b) + (Joa| + |ab|)C$-

O

Lemma 10 Soient m,p,q,c € L*(a;b) et aq, ap € R. On note B,,, le réel véri-
fiant
m(z) = B p.p. dans [a;D], (2.1.18)

et po et uy les réels donnés par

pa = 0 = 5(b(a) +ala)), = + 3 (p(B) +a(b)) (2119
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On suppose que p,q € H'(a;b) et qu’il existe By € R tel que

1
c(z) — §(p(x) +q(z)) = Bo p.p- dans [a;b]. (2.1.20)
L’application Af . est H'(a; b)—elliptique si
Bm >0, /80 >0, Ha 2 0 et Ho = 0 (2121)
On a ,
Yu e H'(a;b), A e (1) Z v g g (2.1.22)
avec
v = min(Bm,, fo) (2.1.23)

Preuve : Pour simplifier les notations, on pose A = AJ=.% .
On a, Yu € H'(a;b),

b

b
A(u,u) = J m(z)|u' (x)]*dr + J, (p(x) + q(2))u(z)u (z)dx

a

b
+ J, c(@)|u(z)Pdz + aglu(a)]* + ap|u(b)]? (2.1.24)

Comme u € H'(a;b), on a u? € H'(a;b) (Démonstration ..., & faire?). De plus
b 1 b
f (p(x) + g(x))u(z)u’(x)dr = §f (p(x) + q(2))(w?(x)) dz

et comme p et ¢ sont dans H!(a;b), on peut utiliser la formule d’intégration par

parties pour obtenir
b 1 1
f (p(2)+q(2))u(z)v (z)dx = —*f (P(I)+Q(I))'U2($)dl’+§[(p($)+Q($))U2($)]Z~

a 2 a

L’équation (2.1.24) peut donc s’écrire, Yu € H'(a;b),

A = [ m@@ra + [ (o - 30 + o)) ra

a

+ palu(@)]? + slu(b)? (2.1.25)

En utilisant ((2.1.18)) et (2.1.20), on obtient

b
f m(z)| (z)2dz = B Hu'||2p(a;b) , Vue H'(a;b)(2.1.26)

b
[ (ct0) = 5060 + ) ) 1) > ol e M @sti2120)

On a alors la minoration, Yu € H'(a;b),

2
A(ua UJ) > ﬂm ||ul||L2(a;b) dx + 60 HU’Hi?(a;b)
tualu(@)]? + polu(d) (2.1.28)
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En utilisant les hypothéses (2.1.21), on obtient min(S,,,5y) > 0 et, Yu €
H'(a;b),

A(Uvu) = min(ﬁmﬁo) (HUIHQL%G;()) + ||u||i2(a;b)> :
= min(By, o) ”u“iﬂ(a;b) :

O

Lemma 11 Soient m,p,q,c € L*(a;b) et aq,ap € R. On note B,,, le réel véri-
fiant

m(x) = By p.p. dans [a; 1], (2.1.29)
On suppose que p,q € H'(a;b) et qu’il existe By € R tel que
1
c(x) — §(p(m) +q(x))" = Bo p.p. dans [a;b]. (2.1.30)
L application A7z est Hl (a; b)—elliptique si
Bm >0 et By>— B (2.1.31)
Cp()
On a
Vue Hi(ash), At (u,0) > v [ul o) (2.1.32)
avec
min(By,, Bo) si Bg >0
v=2 Bm+BCpHQ) (2.1.33)

| Bo <
Tr oy SO

. o . — pam.on
Preuve : Pour simplifier les notations, on pose A = A7 .

Comme H{(a;b) © H'(a;b), Péquation (2.1.25) est aussi vérifiée pour u €
H}(a;b). On obtient donc, Yu € Hg (a;b),

b
Alu,u) = J’m(x)|u'(x)|2dz

b
+f (c(:v) — %(p(:c) + q(:r))’) |u(x)|*da. (2.1.34)

On a alors la minoration, Yu € H}(a;b),
2 2
Al w) = B [0 [ 2 g1y 4 + Bo el o0 (2.1.35)
Cas By > 0. L’inégalité (2.1.35)) devient
Vu € Hy(a;b), Alu,u) = v ulf gy -
avec v = min(f,,, Bo) > 0.
Cas By < 0. On peut utiliser I'inégalité de Poincaré (1.4.17) sur H{ (a;b) (qui

n’est pas vraie sur H'(a;b)) : 3C,(22) > 0 telle que

2
Vu € Hy(a;b), [ul7s g < Co(Q) /] e (2.1.36)
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On en déduit alors, Yu € H}(a;b),
el 2y + 19 [ 2 ayy < 1+ Col @) [y (2.1.37)

En utilisant I'inégalité (2.1.36]), on minore le terme en f ||u||2L2(a;b) < 0 dans

I'inégalité pour obtenir
Vue Hy(a;b), A(w,u) = B [0/ + BoCol) [0}z
> (B + BoCo(D) [/ o

Comme par hypothése 5, + 5oCp(£2) > 0, on peut utiliser (2.1.37) pour avoir

Vu e Hy(a;b), A(u,u) = v [ul ) (2.1.38)
_ Bm + ﬂOOP(Q)
avecy——1+cp(Q) > 0. O

Lemma 12 Soient m,c € L (a;b), p,q € H*(a;b) et ag,a, € R. On note B,
le réel vérifiant
m(z) = Bm p.p. dans [a;b], (2.1.39)

et uy le réel donné par

o =+ 5 (0(0) + a(0))

On suppose qu’il existe By € R tel que

1
c(z) — i(p(x) +q(z)) = Bo p.p. dans [a;b]. (2.1.40)
L’application A5t . est Vo (0)—elliptique si
B >0 (2.1.41)

et si l'une des conditions suivantes et vérifiée :

(Ch) Bo > —% et 2 0

(Cy) Bo >0 et —%g’ﬁ‘)) <up <0
B0 Cp (2

(Cs) 02 f> gy of —Caireiay < <0.

o Cy et Cp(Y) sont respectivement la constante de continuité de lapplication
trace ~y, (voir théoréme et la constante de Poincaré (voir proposition @
On a

Vu € Va(0), A% (u,u) = v |ulf gy, (2.1.42)
avec
min(Bm,, Bo) siup =0 et Py >0,
ﬁm + 60017(9) i = 0 et BO < 07
- C2(1+ Cp(Q) (2.1.43)
min(ﬁ’ma 60) + /-“)C'% 51 flp = 0 et /60 > 07 o
Bm + BoCp(£2) 2
C 0 et <0,
C2(1+ C,(Q) +mwCy sipn <0 et By
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. . .  ana
Preuve : Pour simplifier les notations, on pose A = Afa.% .

Comme V,(0) c H'(a;b), ’équation (2.1.25) est aussi vérifiée pour u € V,(0).
On obtient donc, Yu € V,(0),

b
A(u,u) = Jm(x)|u'(x)|2dx
b
# [ (e = 5000 + ) ) @) P + ofu(h) 214

a

On a la minoration, Yu € V,(0),
2
A(u, U) = Bm ||u/HL2(a;b) dx + BO ”U”iz(a;b) + /J/b|u(b)|2 (2145)

Cas up = 0 et By > 0. On a alors, Yu € V,(0),

Alu, u)

2 2
B [0 [ 12 aspy 4 + Bo [l L2 (asp)

=
= min(ﬁmaﬁ@)(Hu,”iQ(a;b) + ||u||i2’(a;b)) = min(ﬁm,ﬁo) Hu“ill(a;b)

avec min(B,, 5o) > 0.
Cas up = 0 et By < 0. On peut utiliser I'inégalité de Poincaré (1.4.17) sur
Vo(0) (qui n’est pas vraie sur H'(a;b)) : 3C,(£2) > 0 telle que

Vu e Va(0), Julzgam < Co(@) [ 20) - (2.1.46)
On en déduit alors, Yu € V,(0),
el 2 ey + ||U'||2Lz<a;b> < (L+Cp() || ) (2.1.47)

En utilisant I'inégalité (2.1.46)), on minore le terme en [y HuHiz(a;b) < 0 dans

I'inégalité (2.1.45) pour obtenir
2 2
Vu e Va(o)’ A(U,U) = Bm Hu/”Lz(a;b) + ﬁOCP(Q) ”uIHL2(a;b)
2
= (Bm + LoCp()) Hul||L2(a;b)
Comme par hypothése §,, + SoCp(£2) > 0, on peut utiliser (2.1.47) pour avoir

Bm + BoCr(2)
Yu e Va(O), A(u,u) = Wp(ﬁz)

6m + 60CP(Q)
1+ Cp(2)
Cas up < 0 et By > 0. Par la continuité de ’application linéaire trace -,
(voir théoréme [13) on a, Yu € V,(0),

lull 1 sy - (2.1.48)

> 0.

Sous la condition (C4), on a

|u(b)| = |7b(u)| < C"/ “u”Hl(a;b)

et donc
usu(®)? = wC2 [l (o) - (2.1.49)
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De l'inégalité (2.1.45), on en déduit Yu € V,(0),

Alws) = By -+ B gy + 0% sy
mln(ﬁmaﬁo)(uulHLQ a;b) + HUHL2 ab)) + MbC HuHH1 (a;b)
(mln(ﬁma BO) + :U’bC ) ”’U’”H1 (asb)
Sous la condition (Cs), on a (min(B,,, Bo) + m,ci) > 0.

Cas iy <0 et By < 0. En utilisant les inégalités (2.1.46)) et (2.1.49) on ob-
tient

Vu e Vo(0), A(u,u) = B o’ ”Lz (apy T BoCp(Q) HLz(a o T Nbc ||U||H1 (asb)

VWV WV

= (ﬂm + ﬂOC ”’LL ||L2(a b) + ;U’bC ||U’||H1 (asb)

Comme par hypothése 5, + 5oCp(£2) > 0, on peut utiliser (2.1.47) pour avoir

B + BoCp(2)
Vu € Vo (0), A(u,u) = (1+C(p§2) + Mbci 1wl g1 (i)

Bm+BoCyp (1)

Sous I'hypotheése (C3), on a =538 + 1y C2 > 0. O

Lemma 13 Soient m,c € L (a;b), p,q € H*(a;b) et ag,a € R. On note B,
le réel vérifiant
m(zx) = Bm p.p. dans [a;b], (2.1.50)
et p, le réel donné par
1
fa = aa = 5(p(a) + q(a)).
On suppose qu’il existe By € R tel que

1
c(z) — i(p(a:) +q(z)) = Bo p.p- dans [a;b)]. (2.1.51)
L’application A5t . est Vi (0)—elliptique si
B >0 (2.1.52)
et si l'une des conditions suivantes et vérifiée :
(C1) Bo > _% et g =0
(CQ) Bo >0 et M<u <0
m C

(Cs)  02f0>—clny et %m()))<ua<0

ot Cy et Cp(Y) sont respectivement la constante de continuité de l’application
trace 7y, (voir théoréme et la constante de Poincaré (voir proposition @
On a

Vu € %( ) Aaa,p(?t;c(u7u) =V ”u”él(a;b) (2153)
avec
min(Byn, o) Sipa =0 et By >0,
. Q
B + FoCy(82) G e >0 et By <0
, C2(1+ Cy(Q) (2.1.54)
| min(Bm, Bo) + mC3 si g =0 et o >0, "
Q
B + BoCp(S) C? sipg<0 et fo<0
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Preuve : La démonstration est simmilaire & celle du lemme [I2] O

2.2 Probléme mixte Robin-Dirichlet

Soient a,b € R, a < b. On considére le probléme aux limites suivants :

—(mu’) + cu = f dans (a,b),
m(a)u'(a) + agu(a) = ga (2.2.1)
u(b) = up

ot f € L%(a;b), m,ce€ L*(a;b) et ga, up, o trois réels avec a, < 0. On note 3,
et B,, les deux réels vérifiant

Va €la;b], c(x) = B. et m(x) = B, > 0 p.p. dans Ja; b[

et C, > 0 la constante de Poincaré qui, Yv € H'(a;b) telle que v(a) = 0 ou
v(b) = 0, nous donne

b b
J |o(x)|?dx < CPJ |V (z)|?dzx.

On suppose que

Bm
Cp(Q)

6c>_

2.2.1 Formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle associée au probléme (2.2.1), on
multiplie par une fonction test quelconque v suffisamment réguliére et on intégre
sur [a;b]. On suppose, bien str, que les fonctions u, m, c¢ et f suffisamment
réguliéres pour que l'intégration ait un sens et que I’on puisse utiliser la formule
d’intégration par partie (??). On obtient donc

b

- f b(m(x)u’(x))'v(m)dw + f c(@)u(z)o(z)de = Lbf(x)v(x)dx

a a
On effectue ensuite une intégration par partie entre mu’ et v pour obtenir

b b b
f m(z)u (x)v (z)dz — [m(z)u' (z)v(z)] + f c(x)u(x)v(z)dr = f f(z)v(z)dx

a

La condition aux limites en a donne m(a)u'(a) = g, — agu(a). Par contre, on
suppose v(b) = 0 car sinon le terme m(b)u'(b)v(b) imposerait que u’ soit défini
en b, alors que pour le reste u’ € L?(a;b) suffit.

On définit les ensembles

Vu(0) = {veH'(a;d)|v(b) =0}
Vo(up) = {ve HY(a;b) | v(b) = up}.

Une formulation variationnelle s’écrit alors sous la forme :
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{ Trouver u € V, tel que (2.2.2)

A(u,v) = L(v), Yve W.
avec V = Vy(up), W = V3(0),
b b

A(u,v) = | m(z)u'(z)v' (z)dz + f c(z)u(z)v(z)dr — agu(a)v(a) (2.2.3)

a a

et

Lw)=| flx)v(z)dx — g.v(a). (2.2.4)

Théoréme 28 Soient f € L?(a;b), c € L*(a;b) et m € L*(a;b). Alors u solu-
tion H?(a;b) de si et seulement si u solution H?(a;b) de

—(mu') +cu = f ausens de L*(a;b) (2.2.5)
m(a)u'(a) + agu(a) = gq (2.2.6)
u(d) = up (2.2.7)

Preuve :

Soit u solution H?(a;b) de (2.2.5)-(2.2.6)-(??). Comme ¢ € L*(a;b),
on a cu € L?(a;b). On a alors (mu’)’ = cu — f € L?(a;b). On peut donc
multiplier par une fonction v € L?(a;b) et intégrer pour obtenir,
Vv e L?(a;b),

b
- | @y @)y o(e)ds +J (@) u()o(w)de = J f@y(@)dz. (2.2.8)
Ensuite, pour appliquer la formule d’intégration par parties (??7) a mu' et
v, il faut que mu’ € H'(a;b) et v € H'(a;b). On a vu que (mu')’ € L*(a;b).
Comme m € L*(a;b) et v’ € L?(a;b), on a mu' € L*(a;b) et donc mu’ €
H'(a;b). En prenant v € H'(a;b) < L?(a;b), on peut appliquer (7?) pour

obtenir
b
- [ (@) dm—jnz (@) — [m() (@)o(@)]2
Or, en utilisant (2.2.6), on obtient
(@) (@@, = mb) b)o(b) — mia) (a)v(a)

= m(b)u'(b)v(b) + agu(a)v(a) — gov(a)

Sur le bord Dirichlet, on choisit d’imposer v(b) = 0, c’est & dire de choisir
v e Vy(0) € HY(a;b). L’équation (2.2.12)) devient alors Yv € V;(0)
b
J m(z)u (z)v' (z)dx +J c(z)u(z)v(z)dr — azu(a)v(a)
- [ seee — guvta)

Donc u € H?(a;b) est solution de la formulation variationnelle (2.2.2).
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Soit u solution H?(a;b) de la formulation variationnelle (2.2.2). Comme
CFr(Q) < V4(0), on a
A(u,v) = L(v), Yve CF(Q)

c’est a dire

f bm(:c)u'( W (z)dz + f bc(x)u(z)v(a:)dz

a

Jf z)dz, Yve CF(Q). (2.2.9)

On en déduit alors, Yv e CF (1),

J le(x |dw+ff dzx|.

Comme u et v sont dans L?(a;b), on obtient d’aprés le théoréme ?7, uv €
L'(a;b) et on peut alors utiliser I'inégalité de Holder entre et ¢ € L™ (a;b)
et uv

(2.2.10)

j e(@)u(@)o(@)]de < el gy 160] 11 oy

Une nouvelle application de l'inégalite de Holder entre u et v, permet
d’obtenir

j e(@)ul@e(@)lde < el g oy 16l 12 gy 102ty -

Comme f et u sont dans L?(a;b), on obtient d’aprés le théoréme de
Cauchy-Schwarz 77,

<l ez aspy 190 22 gagn) -

En utilisant ces deux derniéres inégalités [2.2.14] devient, Yv € CF (),

v'(x)dx

< (HCHLw(a;b) Hu”L2(a;b) + Hf||L2(a;b)) ||U||L2(a;b) :

D’aprés le lemme 77, on obtient que mu’ est dérivable au sens faible dans
L?(a;b) et on note (mu')’ € L?(a;b) sa dérivée faible telle que

b b
J m(x)u' (x)v' (z)dr = —J (m(z)u' (x)) v(z)dx.
L’équation peut donc s’écrire

b
,[ ((m(2)u' () + c(z)u(z) — f(z)) v(z)dz = 0, Yv e CF(Q).

a

D’aprés le corollaire 7?7, ceci permet de conclure que

(m(z)u'(x)) + c(x)u(z) — f(x) = 0 presque partout dans [a;b]. (2.2.11)
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Il reste & montrer que u vérifie les conditions aux limites et (7).
Comme u € Vi(up), la condition (??) est immeédiatement vérifée. Pour
obtenir , on utilise la formule d’intégration par partie entre mu’ et
v. En effet, on a mu’ € L?(a;b) et (mu') € L?(a;b) donc mu' € H'(a;b)
et on obtient, Yv € V,(0),

b b
f m(x)u'(x)v' (z)dr = —J (m(z)u' (x)) v(z)dx — m(a)u' (a)v(a).

a

De formulation variationnelle (2.2.2) on en déduit, Yv € V;(0),
b

b
—j (m(z)v' (2)) v(z)dx — m(a)u'(a)v(a) + J c(x)u(z)v(z)dr — agu(a)v(a)

§ f(@)o(2)dz — gav(a).
Oou encore

b
J (=(m(2)u'(2)) + c(z) = f(2)) v(z)dz = (m(a)u'(a) + aqu(a) - ga) v(a).

En utilisant (2.2.15]), on a alors
(m(a)u'(a) + aqu(a) — go) v(a) =0, Yo € V;(0)

et donc en choisissant v(z) = (b—x)/(b—a) qui est dans V,(0) et telle que
v(a) = 1 on obtient

m(a)u'(a) + agu(a) — g, = 0.

2.2.2 Quelques résultats préliminaires

Les relévements

Lemma 14 Soient u, et up deux réels.
1. Il existe R € H'(a;b) telle que R(a)
2. Il existe R € H'(a;b) telle que R(b) b-
3. Il existe R € H'(a;b) telle que R(a) = u, et R(b) = .

Ug-

Preuve :
1. La fonction R € P? définie par R(x) = u,, Vx € [a;b] est dans H'(a;b) et
vérifie R(a) = uq.
2. La fonction R € PV définie par R(z) = uyp, Vx € [a;b] est dans H'(a;b) et
vérifie R(b) = up.
3. La fonction R € P! définie par R(z) = uaz—:g +uy 3=, Vo € [a; b] est dans
H(a;b) et vérifie R(a) = u, et R(b) = up.
O
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Etude de V4(0) et Vj(up)

Lemma 15 L’espace V;(0) = {v e H'(a;b) | v(b) = 0} muni du produit scalaire
de H'(a;b) et de la norme associée, est un espace de Hilbert.

Par contre, si up # 0, Vy(up) = {v € H (a;b) | v(b) = up} n'est pas un espace
de Hilbert.

Preuve : Si up # 0, Vp(up) n’est pas un espace de Hilbert car ce n’est pas un
espace vectoriel. En effet,

Vu,v € Vp(up), u+vé¢ Vy(up),

puisque (u + v)(b) = 2uy!

V5(0) est lui un espace vectoriel (c’est méme un sous-espace vectoriel de
H'(a;b)). On peut le munir du produit scalaire de H'(a;b) et de la norme as-
sociée. Pour montrer qu’il est complet, il suffit de démontrer qu’il est fermé car
c’est un sous-espace vectoriel d'un espace complet (H(a;b)). Pour cela on utilise
la continuité de I’application trace v, définie en (?7?). En effet I'image réciproque
d’un fermé par une application continue est un fermé. Or ici v, ' ({0}) = V;(0)
et {0} est un fermé donc V,(0) est un fermé. On conclut donc que V;(0), muni
du produit scalaire de H!(a;b) et de la norme associée, est un espace de Hilbert.

O

Etude de I’application £

Lemma 16 Soient f € L*(a;b) et g, € R. L’application L : H'(a;b) — R
définie par

b
Yve H'(a;b), L(v) = J f@)v(x)dz — gav(a)
est linéaire continue. Il existe donc une constante C' > 0 telle que
Vue H'(a:b) [£(0)] < C [0l (2.2.12)

Preuve : En fait, en utilisant 'application trace 7, définie en (??), on a Vv €
H'(a;b),

b
£0) = | F@)ela)de - (o).
a
Donc £ est une application linéaire de H'(a;b) a valeurs réelles par linéarité de

lintégrale et de I’application trace v, (voir lemme ?7).
Pour montrer la continuité, il suffit d’établir (2.2.12f). On a

b
I£(v)] < If f(@)o(z)de| + |ga7va(v)]- (2.2.13)

Comme f et v sont dans L?(a;b), on peut appliquer 'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

b
[ Her@dsl = (100 sa0m| < 1510 1912200
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En utilisant (?7?) sur v nous avons

| f F@o(@del < 1 2y 0] o)
L’inégalité (2.2.13) devient, en utilisant la continuité de ’application linéaire
Yas
£ < (122t + 1901Ca ) 10l 1y - (2.2.14)

O

Etude de l’application A

Lemma 17 Soient m,c € L*(a;b) et a, € R. L’application a : H'(a;b) x
H'(a;b) — R définie par

Al v) J m(z (2)dz + fb (2)u(z)o(x)dz — apula)v(a)

a

est bilinéaire continue. Il existe donc une constante C, > 0 telle que
Vu,v e H'(a:6) AW, o) < Ca sy 10l 1 o) (2.2.15)

Preuve : En utilisant I'application trace -y, définie en (??), on a Vu,v € H'(a;b),

Afu,v) f ()i (2)o'(0)da + | " e ul@)ol@)ds — o)1)

a

Donc a est une application bilinéaire de H'(a;b) x H'(a;b) & valeurs réelles par
linéarité de 'intégrale et de 'application trace v, (voir lemme ?7).
Pour montrer la continuité de 'application bilinéaire A, il suffit de montrer

215). On a

b
Al 0] < | o' (@) ()fde + j e(w)u(@)o@)|dz + aava(w)a(v)]
(2.2.16)
Comme u,v,u’,v" € L*(a;b), nous avons, d’aprés l'inégalité de Holder (??),
uv € L (a;b), u'v' € L(a;b) et
”uvHLl(a;b) < ||UHL2(a;b) HUHL2(a;b)
HU/U/HLl(a;b) <

Par hypothése m et ¢ sont dans L*(a;b), nous avons, d’aprés l'inégalité de
Holder (?7), cuv € L'(a;b), mu'v' € L'(a;b) et

[l 2 oy 192y -

”CU’UHLl(a;b) < HCHL‘D(CL;b) Huv”Ll(a;b)
”mu/U/HLl(a;b) S ml g oy ”uIUI”Ll(a;b) :

ce qui nous donne

j ez )u(z)o(a)ldz

j ) (@) ()] d

lewvl s ay < el oy otz 100 2o 2-2:17)

Hmule”Ll(a;b) < ml g o) H“/HLz(a;b) ””I”@(%:gj&
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Pour majorer le terme |y, ()7, (v)| dans (2.2.15)), on utilise 'inégalité (?7?)
provenant de la continuité de I’application linéaire trace v,. On obtient donc

latu(@)o(@)] < 10l C2 1t gty [0 511y - (2.2.19)

En utilisant (2.2.17)), (2.2.18) et (2.2.19)) dans I'inégalité ([2.2.16)) nous obtenons

|A(’U/7’U)| < ”m”L@(%;b) ”ul||L2(a;b) HUIHLZ(a;b) + HC”L@(a;b) Hu”L2(a;b) ”U”Lz(a;b)
+|a(1|0a ”u“Hl(a;b) ”U”Hl(a;b)

Or par définition de la norme H'(a;b) nous avons HuHip(a;b) = ||u\|i2(a;b) +
Hu’||iz(a;b) et donc
[l oy < Nl sty €6 [ oy < Il oy (2.2.20)
On obtient alors I'inégalité (2.2.15)) avec
Co =m0 oy + 1€l Lo ay + lalC3-

O

Lemma 18 Soient m,c € L*(a;b) et un réel o, < 0. On note B, et By, les deux
réels vérifiant

Va €la;b], c(x) = B. et m(z) = B >0 p.p. dans Ja; b[

et 0 la constante de Poincaré qui, Yv € H'(a;b) telle que v(a) = 0 ou
v(b) =0, nous donne

ﬁQ
o V

b b
J () Pz < opf W (2)|2d.
1. L’application a est H'(Q)—elliptique si 5. > 0. On a
Alu,w) = vl Fr gy » Yue HY(Q), (2.2.21)

avec v = min(fBp, B.) > 0.
2. L’application a est Vi,(0)—elliptique si 3. > —%’:. On a

A, ) = vulf gy » Yo € Vo(0), (2.2.22)
avec
min(Bm, Be) >0 si B. >0
v ﬁ’qiifpcp >0 sif.<0
Preuve :

1. On a Yu € H'(a;b),

b b
alu,u) = f m(a) ()2 dz + j () () P — aglu(a)?

a
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En utilisant les hypothéses sur «,, ¢ et m, on obtient
Vue H (a;b), A(u,u) = B Hu’”iz(a;b) + B HuHQLz(a;b) . (2.2.23)
Donc, comme S, > 0 et 5. > 0, on a
Ve H(a5), A, u) > min(Bms B) (1020 + 1olaia ) -
2. Comme V,(0) € H'(a;b), on obtient & partir de
Vu e Vo(0), A, w) = B [0}y + Be [l 7200 - (2.2.24)
Cas f. > 0. L'inégalité (2.2.24) devient
Vu € Vi(0), Aluu) > v fulp s

avec v = min(S,,, 8.) > 0.
Cas . < 0. Comme u € V;(0), on peut utiliser 'inégalité de Poincaré (?7)
sur V,(0) (qui n’est pas vraie sur H'(a;b)) : 3C, > 0 telle que

2
Vu € Vy(0), Jul72(any < Cp I oty - (2.2.25)
On en déduit alors, Yu € V;(0),
2 2 2

”u“L?(a;b) + ||uIHL2(a;b) < (1 + Cp) Hu,||L2(a;b) . (2226)
En utilisant l'inégalité (2.2.25)), on minore le terme en 3. ”U”iz(a;b) <0

dans 'inégalité ([2.2.24]) pour obtenir

2 2
Vu € VL(O)’ ‘A(u’u) = ﬁm ||UIHL2(a;b) + 6001’ Hu/||L2(a;b)
2
> (B + BeCy) U/ HLZ(a;b)

Comme par hypothese §,, + 8.Cp > 0, on peut utiliser ([2.2.26)) pour avoir
Yu e V4(0), Alu,u) =v HuHip(a;b) . (2.2.27)

Brm + BCp

> 0.
1+C,

avec vV =

2.2.3 Existence et unicité

Pour montrer V'existence et 'unicité d’une solution au probléme (2.2.2)), on
va utiliser un relévement R € H'(a;b) de uy, tel que R(b) = wup. La formulation
variationnelle ([2.2.2) est équivalente a

Trouver u =w + R eV, tel que
{ Alw + R,v) = L(v), Yo e W. (2.2.28)
ou encore
Trouver w = u — R e W, tel que (2.2.29)
A(w,v) = L(v) — A(R,v), Yve W. -
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2.3 Probléme mixte Robin-Dirichlet

Soient a,b € R, a < b. On considére le probléme aux limites suivants :

—(mu') + cu = f  dans (a,b),
u(a) = U (2.3.1)
m(b)u'(b) + apu(b) = gy

2.3.1 Formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle associée au probléeme (2.3.1]), on
multiplie par une fonction test quelconque v suffisamment réguliére et on intégre
sur [a;b]. On suppose, bien str, que les fonctions u, m, c¢ et f suffisamment
réguliéres pour que l'intégration ait un sens et que I’on puisse utiliser la formule
d’intégration par partie (??). On obtient donc

- f b(m(x)u’(x))'v(x)dx + J b c(z)u(z)v(z)ds = Lb f(@)yo(z)de

a

On effectue ensuite une intégration par partie entre mu’ et v pour obtenir

b b b
f m(x)u (x)' (x)de — [m(x)u’ (x)v(x)]% + f c(z)u(z)v(z)dr = f f(x)v(z)dx

a

La condition aux limites en b donne m(b)u’(b) = g» — apu(b). Par contre, on
suppose v(a) = 0 car sinon le terme m(a)u'(a)v(a) imposerait que ' soit défini
en a, alors que pour le reste v’ € L?(a;b) suffit.
On définit les ensembles

Vo(0) = {ve HY(a;b) | v(a) =0}

Vao(ua) = {ve HY(a;b) | v(a) = u.}.

Une formulation variationnelle s’écrit alors sous la forme :

{ Trouver u € V,(uq), tel que (2.3.2)

A(u,v) = L(v), Yv e V,(0).

A(u,v) = | m(z)u ()0 (x)dz + f c(z)u(z)v(z)dz + apu(d)v(b)  (2.3.3)

et

L(v)=| flz)v(z)dz+ gpv(b). (2.3.4)

Théoréme 29 Soient f € L?(a;b), m,ce€ L* (a;b) et gy, uq, aup trois réels avec
ap = 0. On note . et By, les deux réels vérifiant

Vz €layb], c(z) = B. et m(x) = B p-p. dans Ja;b[.
On note C,(Y) la constante de Poincaré de la proposition|1.4.16, Sous les condi-
tions
Bm
Cp(Q)

la formulation variationnelle m admet une unique solution.

Bm >0 et B.>—

(2.3.5)
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Preuve : On remarque tout d’abord que

Vu € Vy(uq), Yo e Vy(0) A(u,v) = A-%% (u,v)

m,0,0,c

et

Pour obtenir I’existence et 'unicité de la formulation variationnelle @ , il
suffit de vérifier que l'on est dans le champ d’application du théoreme [26] de
Lax-Milgram. En effet
e D’aprés le théoréme [27| V,,(0), muni du produit scalaire de H!(a;b) et de
la norme associée, est un espace de Hilbert.
e Comme V,(0) ¢ H'(a;b) et d’apreés le lemme [8] 'application £ est li-
néaire et continue de V,(0) & valeurs dans R.
e Comme V,(0) c H'(a;b) et d’aprés le lemme ??, 'application A est bili-
néaire et continue de V,(0) x V,(0) a valeurs dans R.
e D’aprés le lemme 7?7, si

Vo e V,(0) L(v) = L} (v).

Brm

Bm >0 et BC>_CP(Q)

Papplication A est V,(0)—elliptique.

Puisque V,(uq) # V,(0), on ne peut appliquer directement le théoréme de
Lax-Milgram sur la formulation variationnelle .

Pour contourner le probléme on utilise un relévement : d’aprés le lemme
il existe R € H'(a;b) telle que R(a) = u,. On écrit une nouvelle formulation
variationnelle déduite de en prenant u = w + R :

{ Trouver w € V,(0), tel que (2.3.6)

A(w,v) = Lr(v), Yv e V4(0).

avec
Lr(v) = L(v) — A(R,v), Yv e V,(0)

Pour obtenir Pexistence et I'unicité de la formulation variationnelle (2.3.6), il
suffit de vérifier que l'on est dans le champ d’application du théoreme [26] de
Lax-Milgram :
e d’aprés le théoréme 27 V,(0), muni du produit scalaire de H'(a;b) et de
la norme associée, est un espace de Hilbert.
e Comme V,(0) ¢ H'(a;b) et d’aprés le lemme |8 I'application £ est li-
néaire et continue de V,(0) & valeurs dans R.
D’aprés le lemme ?7?, application A est bilinéaire et continue de H'(a;b) x
H'(a;b) a valeurs dans R. On en déduit que application v — A(R,v) est
linéaire et continue de V,(0) & valeurs dans R.
L’application Lr est donc linéaire et continue de V,(0) & valeurs dans
R.
e Comme V,(0) € H'(a;b) et d’aprés le lemme ??, 'application A est bili-
néaire et continue de V,(0) x V,(0) & valeurs dans R.
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e D’apreés le lemme 77, si

Prm

Bm >0 et ﬁc>—m

Papplication A est V,(0)—elliptique.
On note wg € V,(0) "'unique solution de et on pose u = wr + R. On
aue H'(a;b) et u(a) = wgr(a) + R(a) = u,, cest a dire u € V,(ug).
Comme
A(wg,v) = Lr(v), Yv € V,(0)

on obtient
A(u — R,v) = L(v) — A(R,v), Yv e V,(0)

et donc, par bilinéarité de A,
A(u,v) = L(v), Yv e V,(0).

La fonction u = wg + R € V,(0) est solution de la formulation variationnelle
(2.3.2)).
L’unicité découle de la coercivité de A. En effet, soient u; et us deux solutions

de ([2:3:2).Alors, Yv € V,(0),
A(ug,v) = L(v) et Aug,v) = L(v).
Par différence et en utilisant la bilinéarité de A, on obtient
A(uy —ug,v) =0, Yo e V,(0).

Comme u; et us sont dans V,(ug), u; — us € V,(0). En choisissant v = u; — ug
dans ’équation précédente, on a

Aug —ug,u; —ug) = 0.

D’aprés le lemme 77, comme par hypothése

B

Bm >0 et BC>_C,,(Q)

Papplication A est V,(0)—elliptique. Il existe donc v > 0 tel que
A, v) Z v [V (g Y0 € Va(0).
On en déduit
A(ur —ug,uy —uz) =02 v|u; — U‘Q”ill(a;b)

et donc

”ul - UQHHl(a;b) =0

ce qui démontre que u; = uy dans H'(a;b). N
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Théoréme 30 Soient f € L%(a;b), c € L*(a;b) et m € L*(a;b). Alors u solu-
tion H?(a;b) de si et seulement si u solution H?(a;b) de

—(mu) +cu = f ausens de L*(a;b) (2.3.7)
u(a) = uq (2.3.8)
m(b)u'(b) + apu(b) = gp (2.3.9)

Preuve :

Soit u solution H?(a;b) de (2.3.7)-(2.3.8)-(2.3.9). Comme c € L (a;b),
on a cu € L?(a;b). On a alors (mu’)’ = cu — f € L?(a;b). On peut donc
multiplier par une fonction v € L?(a;b) et intégrer pour obtenir,
Vv e L?(a;b),

—Jb(m(x)u'(x)) o(e)de + J e(@yu(@)o(z)de = J f(@yo(z)de. (23.10)

a

Ensuite, pour appliquer la formule d’intégration par parties a
mu’ et v, il faut que mu’ € H'(a;b) et ve H'(a;b). On a vu que (mu') €
L?(a;b). Comme m € L*(a;b) et u’ € L?(a;b), on a mu’ € L?(a;b) et donc
mu’ € H'(a;b). En prenant v € H'(a;b) < L?(a;b), on peut appliquer

(1.4.24)) pour obtenir

. fb( (o)l (@) o(2) e = f (@) (2)0'(@)dz — [m(e ) (@)o(@)]}

a

Or, en utilisant ([2.3.8), on obtient

[m(a)d (z)o(@)]; = m(b)u' (b)v(b) —m(a)u'(a)v(a)
= —apu(b)v(b) + gpv(b) — m(a)u’(a)v(a)

Sur le bord Dirichlet, on choisit d’imposer v(a) = 0, c’est a dire de choisir
v e V,(0) € H'(a;b). L’équation (2.3.10) devient alors Yv € V;(0)

b
m(z)u (z)v' (z)dx +J c(z)u(z)v(z)dx + apu(b)v(b)

J f(z)v(x)dx + gpo(b).

Donc u € H?(a;b) est solution de la formulation variationnelle (2.3.2).
Soit u solution H?(a;b) de la formulation variationnelle (2.3.2). Comme
CF(Q) c V,(0), on a

A(u,v) = L(v), Yve CF(Q)

c’est a dire

b

Jb m(z)u (z)v' (z)dx + J c(x)u(z)v(x)dz

a a

= Jb f@)v(z)dz, Yve CF(Q). (2.3.11)
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On en déduit alors, Yv € CF (1),

J’ e |dx+ff dx|.

Comme u et v sont dans L?(a;b), on obtient d’aprés le théoréme 7, uv €
L'(a;b) et on peut alors utiliser I'inégalité de Holder entre et ¢ € L™ (a;b)
et uv

(2.3.12)

f (@) u(@)o(@)|dz < el 0 oy 1601 11 0y -

Une nouvelle application de l'inégalite de Holder entre u et v, permet
d’obtenir

j e(@)u@)o(@)lde < lel g oy 10l 22 0y 10 22ty -

Comme f et u sont dans L?(a;b), on obtient d’aprés le théoréme de
Cauchy-Schwarz [

T| < HfHL2(a;b) ”v”Lz(a;b) :

En utilisant ces deux derniéres inégalités [2.3.12| devient, Yv € CF(Q),

Ul(x)dx < (HCHL‘I‘(a;b) HuHLQ(a;b) + Hf||L2(a;b)) ”’U”LQ(a;b) :

D’aprés le lemme 77, on obtient que mu’ est dérivable au sens faible dans
L?(a;b) et on note (mu') € L?(a;b) sa dérivée faible telle que

b b
J m(z)u (x)v' (z)dz = —J (m(z)u' (x)) v(z)dx.
L’équation (2.3.11)) peut donc s’écrire

b
J (m(z)u/(2)) + c(z)u(z) — f(x)) v(z)dz = 0, Yve CF(Q).

a

D’aprés le corollaire [2| ceci permet de conclure que
(m(z)u'(z)) + c(z)u(z) — f(x) = 0 presque partout dans [a;b]. (2.3.13)

Il reste & montrer que u vérifie les condltlons aux limites (2.3.8) et (2.3.9).
Comme u € V,(u,), la condition est 1mmed1atement verlfee Pour
obtenir , on utilise la formule d’intégration par partie (1.4.24f) entre
mu' et v. En effet, on a mu’ € L?(a;b) et (mu')’ € L?(a;b) donc mu' €
H'(a;b) et on obtient, Yv € V4(0),

b b
J m(z)u'(z)v (z)dx = —f (m(z)u'(z)) v(z)dz — m(a)u'(a)v(a).

a
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De formulation variationnelle (2.3.2) on en déduit, Yv € V,(0),

b b
—J (m(x)u'(x)) v(z)dz + m(b)u'(b)v(b) + f c(z)u(z)v(x)dr + apu(b)v(b)

a a

§ fa)v(@)dz + gyo(b).
Oou encore

b
J (=(m(x)u/ () + e(@) = f(2)) v(z)dz = (=m(b)u' (b) — apu(b) + gb) v(b).

a

En utilisant (2.3.13)), on a alors
(—m(b)u’ (b) — apu(b) + gy) v(b) = 0, Vv € V;(0)

et donc en choisissant v(z) = (z — a)/(b — a) qui est dans V,(0) et telle
que v(b) = 1 on obtient

—m(b)u'(b) — apu(b) + gp = 0.

2.4 Discrétisation

On introduit un maillage 7, de l'intervalle [a;b] en N + 1 sous-intervalles
I, = [x; xp41] de longueur hy, = g1 — 2k, pour k € {0,..., N}, avec a = xp <
1 <...<IZN <ITN+1 =b.

Definition 22 On définit X|, espace des éléments de Lagrange de degré r > 1,
par

X7 = {v, € C°([a;]) telles que Vn|[ 1€P", j=0,...,N} (2.4.1)

T53T541

ot P" est I’ensemble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal
ar.

On note
Vi = X} H'Y(a;b) (2.4.2)
Var(N) = X Va()) (2.4.3)
Vi) = Xj nVe(N) (2.4.4)
Voo = X} Hj(a;b) (2.4.5)

Lemma 19 Muni du produit scalaire de H'(a;b) et de la norme induite, les
espaces Vi, Von, Va,n(0) et Vi 1,(0) sont des espaces de Hilbert.
Pour X # 0, Vo 1, (A\) et Vi n(X) ne sont pas des espaces vectoriels.

Lemma 20 L’espace V), est de dimension N +2 et les fonctions (¢;)icqo,... N+1}
de X} définies par

wi(xj) = 0i;,Yi,5€{0,...,N + 1}
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forment une base de Xj.. On a alors

N+1
Yo, € Xj., Ya € [a;b], vp(x) = Z vp(zi)pi(z)
j=0

Corolaire 31 L’espace Vo, = X} n Hl(a;b) est un sous-espace de H'(a;b) de
dimension N et les fonctions (0;)ieq1,...,ny de Vo définies par

wi(xj) = 0i;,Vi,5€{0,...,N + 1}

forment une base de Vyp,. On a alors

N
Yoy, € Von, Vo € [a;0], vp(z) = Z vn(zi)pi(T)

Jj=1



Chapitre 3

En dimension d

3.1 Probléme modéle

Soit  un ouvert borné connexe de R? dont la frontiére I' est C* par mor-
ceaux. Soit I'P et T'F deux parties complémentaires de I :

r=rPurf r?narf=g.

Nous voulons résoudre I’E.D.P. suivante :

—div(IMV u) + div(pu) +{g,Vu) +au = f dans Q (3.1.1)
u = gp surTP? (3.1.2)
aju+MVu,n) = g sur ' (3.1.3)

ol n désigne la normale & I' orientée vers I’extérieur de €.
Les fonctions p: Q — R4 q: Q — R% et M : Q — My(R) sont données.
M est une matrice carrée d’ordre d qui dépend contintiment de la variable

Z=(z1,...,24).
div(MV u) Zdjzd: g, 2v
iv u) = — =
‘ ‘ 61'1 I 6xj
1=17=1
Pour obtenir, sous certaines hypothéses & déterminer, ’existence et 1'uni-

cité d’une solution au probléme (3.1.1)-(3.1.3)-(??) on D’écrit sous une forme

variationnelle équivalente puis on utilise le théoréme de Lax-Milgram ?7.

3.2 Définitions et résultats

On présente ici quelques définitions et résultats utilent a ’étude des formu-
lations variationnelles

3.2.1
Proposition 4 Soient be (WH*(Q))? et ve HY(Q). Alors, on a

——1 iv(b)v? 1 v?
fQ<b,Vv>v— QJQd (b) +2L<b,n> . (3.2.1)

41
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Preuve : On applique la proposition [I2] avec p = ¢ = 2 et 7 = 1. On a donc
vi=vxveWh(Q) et

ov? _9 ov
6:ci B v&xi

Vi e [1,d].

Comme pour i € [1,d], b; € WH*(Q) et v2 € WH(), on peut appliquer le
théoréme 22] pour obtenir

abi 2 2 J 2
v = bi i— | big—
ot = [0t = | baso)
= J biTLﬂJQ -2 biﬁv
r o Oz;
En sommant sur i on obtient ([3.2.1)). Il

Théoréme 32 Soient u € H2(Q), v € HY(Q) et M; ; € WL (Q) pour i,j €
[1,d]. Alors, on a

L MV 4, Vo) = L div(MV u)v + L MV u,nv. (3.2.2)

Preuve : Comme u € H%(), on a, pour j € [1,d], £~ € W'2(Q). En utilisant
J
la proposition avec p = ¢ = 2 et r = 1, pour 57“] e Wh2(Q) et M ; €
WL%(Q) on obtient
Ju

Vi,j € [1,d] Mm‘g
J

e Wh2(Q).
On est alors sous les hypothéses du théoréme [22] et on a, Vi, j € [1,d]
ou Ov ou 0 ou
Mijr—75- = M 2— i— | A |\ M5
J;z J aJCj (?SEZ J 7 ( J 6:c]> V(U)n JQ &ri < J 6;1:]) v

N
u 0 ou
Mid g, L o (Mi’jax) v

En sommant sur ¢ et j on obtient (3.2.2). O

3.2.2 Etude de l’application L}
Definition 23 Soient f € L*(Q) et g € L?>(T'f). On définit I’application [,? de

HY(Q) a valeurs réelles par

£9(v) = L fo+ LR gv. (3.2.3)

Lemma 21 Soient f € L*(Q) et g € L*(I'®). L’application L4 définie par
est linéaire continue : il existe une constante C > 0 telle que

Yoe HYQ) |£5(0)] < C ol g, - (3.2.4)
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Preuve : La linéarité de £? est immédiate par linéarité de l'intégrale. Pour
démontrer la continuité, il suffit d’établir (3.2.4). On a, Vv € H*(Q)

Juusr
'R

Comme f et v sont dans L?(£2), on peut appliquer 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

[,

Comme v € H'(Q), on a alors

I
LR gv LR 9= (v)

et d’apres le théoréme de trace on a~ypr(v) € L2(I'f). On peut donc appliquer
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

L
'R

De part la continuité de ’application linéaire yr=, il existe une constante C,, > 0

‘J‘ R gv
r

Au final, en utilisant (3.2.5) et (3.2.6), nous obtenons (3.2.4) avec C' = | f|| 12(q) +
O

Cy ||9HL2(FR) :

1£5(0)] < Uf .

— < 0D paqn| < Iy Il -

<A lpz o) vl ) - (3.2.5)

De plus

< ||9HL2(FR) H’YFR(U)HLZ(FR) .

< Cyllgl 2oy [0l g (o) - (3.2.6)

3.2.3 Etude de lapplication Af;

Definition 24 Soient M, ;,pi,q:,a0 € L*(Q), pour i,j € [1,d] et p e L*(T).
On définit l'application Ay, , . de HY(Q) x HY(2) a valeurs réelles par, Yu,v €
H(Q),

»P,q,a0

Al p.g.ap (V) = f <MVU,VU>+j agu
Q Q

_L (u<p,V0>—<Vu,q>v)+f puv.  (3.2.7)

r

Lemma 22 (Bilinéarité et continuité) Soient M ;,p;,q;, a0 € L™ (), pour
i,j €[1,d] et pe L™(T). L’application Aﬁ’p’q’ao définie par (W est bilinéaire
continue sur H'(Q) x H'(Q) et il existe une constante C4 > 0 telle que

Vu,v e HYQ) AL 0 oo (1 0)] < Ca il sy 10l - (3.2.8)
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Preuve : Pour simplifier les notations, on pose A = A{\Lﬂ,p,q,ag'
La bilinéarité de A{(&pﬁq,ao est immédiate par linéarité de 'intégrale, de I’'opé-
rateur V, ...
Pour démontrer la continuité, il suffit d’établir (3.2.8).
Soient u,v € H*(£2), on a
f aguv
Q

+ UQWu,qw

A, v)| < +

L<Mvu,vv>

+ +

Lu@,vw

f puv
r

On étudie chacun des termes dans ’inégalité.
e Majoration du terme en ag :

f apuv Sj |aguv].
Q Q

Comme H'() c L?(), on a, d’aprés le théoréme [7, uv € L(9). De plus
ag € L*(Q), V'inégalité de Holder donne alors

|, taousl < ol g ool

Une nouvelle application de I'in¢galité de Holder a [|uv] ;1 g, donne

L laouv] < ol g Il 2 ey 1ol ey -

En utilisant (?7?), on obtient

U aguv
Q

e Majoration du terme en M :

< laol o ey et sy 1ol 1 g - (3.2.9)

UQ<MVu,Vv>

d d
<22
i=1j=1

Comme pour 4,5 € [1,d], M; ; € L*(Q
u v ELI(Q

JM ou Ov
Q

> 6117]‘ 6zz

), 2L e L2(Q) et £ e L?(Q), on

3 (“‘11

cx
et 'inégalité de Holder donne

a, d’aprés le théoréeme ,

d d
ou Ov
MV u, Vo) < My e |22 22 .
J;z ;1;:1 CILZ) | 025 O L)
Notons Cy = i,]nel[?i},(dﬂ ML 5 Lo(Q) - Par application de I'inégalité de Holder
A Ju v .
a oxj 0w ‘ , on Obtlent
d d
J 0
f MV u, Vo) gCMZ ou v
. =210 2o 1912 o)
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Or, par propriété de la norme |.[| 1y, on a

Vue 1N, Vie[Ldl, |2 <lulpg, (3210
0; L2(Q)
ce qui donne
[ 019 0.90)| < il ol B:21)
¢ Majoration du terme en p :
d v
u{p,Vuyl < fpi—u
UQ @ ’ ;1 al Oz

o

Comme pour i € [1,d], p; € L”(), £~ € L*(Q) et ue H'(Q) c L*(Q),

on a, d’aprés le théoréme u(% € L1(Q) et 'inégalité de Holder donne

d
ov
u®, V)| < ) Pill oo vz :
‘Jﬂ ; Lz 0z; LY(Q)
Notons Cp = _nﬁ%ﬂ Ipill = () - Par application de I'inégalité de Holder a
i€[1,
‘u v , on obtient
cxg LI(Q)
<l ov
u{p,Vuvy| < C, — U .
Jrevol<aX|i] | o
En appliquant (3.2.10) et (??), on a
[ v@. 70| <aG o Il (3:2.12)
e Majoration du terme en q :
Comme pour i € [1,d], ¢; € L™(£2), on a aussi
[ oo v | < dCylulen 1ol (3:2.13)

avec Cg = nax, lgill L (@) -

e Majoration du terme en fx :
On a, par définition de 'application trace yr (|1.4.26))

L/ﬂw = UFMF(U)%@)

< f e () )]

Comme 7 (u) et yr(v) sont dans L?(T"), d’aprés le théoréme ~r(u)yr(v) €
LY(T'). De plus 4 € L*(T'), on peut donc appliquer I'inégalité de Holder

pour obtenir
U Huv
r

< Il ooy I (e ()] oy -
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Une nouvelle application de I'inégalité de Hélder & [ yr (u)yr (v)| 1 1y donne

U Huv
r

D’apreés le théoréme de trace [I7], il existe une constante C, > 0 telle que

< el oy e @l 2oy [ye (@)l 2y -

Yw e H'(Q), |yr(w)l oy < Oy lwl g gy -

On obtient alors

U puv
r

En regroupant les inégalités (3.2.9), (3.2.11)), (3.2.12] (3.2.13) et (3.2.14)), on
obtient (3.2.8) avec

Ca = [[ao]l s () + d*Cri + d(Cp + Cq) + C3 1l oy > 0.

< G il oy 1l oy 0l o - (3.2.14)

O

Lemma 23 (coercivité) Soient M; ; € L™ (), pour i,j € [1,d], ap € L*(2),
pe L*(T) et p,q,e (WL (Q))L. On suppose qu’il eviste « >0, BeR et veR
telle que

VE e RY, (M(Z)E, &) = €] pour presque tout & € Q. (3.2.15)
1
3 div(p(Z) — q(&)) + ao(Z) = B pour presque tout & € ) (3.2.16)
et 1
w(@) — 5 P(&) — q(@),n(Z)) = v pour presque tout & € T. (3.2.17)

L’application A@p 2.0 définie par W est V — elliptique pour
o V=H}Q) si

o
/8> _@’
o V=HYQ) si
min(a, 3)
B >0 et v> W,
o V=H} () si
a o+ BC

et v>—

8 >

G CZA[TE|(CE + 1)

Preuve : Pour simplifier les notations, on pose A = A},
Soit u € H'(2), on a

P,q,a0 "

A(u,u) = L MV u,Vuy + L agu?

—Jﬂu@—q,Vu>+Luu2.



3.2. DEFINITIONS ET RESULTATS 47

Comme (p—q) € (W1 (Q))4 et u e H(Q), on obtient en utilisant la proposition
dl

JQ@—q,Vu>u = —%L div(p — q)u® + %L(p—q,n}uQ

et donc
A(u,u) = JQ MV u,Vuy+ L (; div(p — q) + (Io) »
+L (“_ ;@—q,n>) u?, Yue H'(Q) (3.2.18)

« V= H(Q)
On a alors, Yu € H}(Q),

A(u,u) = JQ MV u,Vuy+ JQ (; divip —q) + a0> u?.

En utilisant (3.2.15) et (3.2.16)), on obtient

Au,u) = a |V U||2L2(Q) + 8 HUHQL?(Q) .
Si 8 > 0 on obtient directement
Afuyu) > min(a, 8) [ull g Yu e HHQ),

On suppose maintenant que 3 < 0. Comme u € Hg(£2) on peut utiliser
I'inégalité de Poincaré (1.4.34) pour obtenir

Blull?iq) = BCEIV ul?sq) (3.2.19)

et donc

Alu,u) = (o + BOE) [V ul (g -
Si a + BC2 > 0, on peut alors utiliser I'inégalité (1.4.35) pour obtenir

a+ BCE

Al u) > C3+1

lulFriq) Yue H5(Q).

e V=HYQ)
En utilisant (3.2.15)), (3.2.16) et (3.2.17), on obtient

A, u) = |V ulfag) + B lulfz) + v [l 7z -
Si 8> 0et v >0 on obtient directement
A(u,u) = min(a, 8) |ul} o) Yue H' ().

On suppose maintenant que 5 > 0 et v < 0. Par continuité de ’application
linéaire trace sur I, (voir théoréme il existe Cp > 0 telle que

[y(W)] < Cr u] g1 (q) -

Ce qui entraine
2 2
lullz 2y < CRIT] ull g -

On obtient donc

A(u,u) > (min(e, 8) + vCR[T)) HUH?—F(Q) :
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o V= H&A’FD(Q)
En utilisant (3.2.15), (3.2.16) et (3.2.17)), on obtient

2 2 2
A(u,u) Z ||V ulfeqg) + B lullz2 ) + v lullz2 sy -
Si 8> 0et v =0 on obtient directement
Afuyu) > min(a, 8) Jul? ) Yu e He o ().

On suppose maintenant 3 < 0. Comme u € Hj 1. (€2) et mes(I'?) > 0, on

peut utiliser I'inégalité de Poincaré (1.4.34)) pour obtenir ((3.2.19) et donc
2 2
Alu,u) = (a+ BCR) |V ulp2 ) + v |l -
Si a + BC3 > 0, on peut alors utiliser I'inégalité ((1.4.35) pour obtenir

a+ BCE

> - 70
Alw,v) = CZ+1

2 2
lullgr ) + v lullpzry -
Done, si 8> —&s et v >0, 0n a

Q

a+ BCE

> 770
Alu,u) = C3 +1

”u”ill(ﬂ) Vu e H&,FD (€2).

On suppose maintenant que 3 > 70%22 et v < 0. Par continuité de ’ap-

plication linéaire trace sur I'®, (voir théoréme il existe Crr > 0 telle
que
[v(u)] < Cre |l g1(g) -
Ce qui entraine
lullZ2 (ory < CRalTE] [ulF g -

On obtient alors

A

a+ BCE )

a1t VC?RirRl) [ulltn @y Vo€ Ho o (9.
Q

On a donc coercivité si

oY a+ BCE
B>—— et v> -t
e CETI(CE + 1)

3.3 Formulation variationnelle
Pour obtenir une formulation variationnelle associée au probléme (3.1.1)-

(3.1.2)-(3.1.3), on multiplie (3.1.1) par une fonction suffisamment réguliére v et

on intégre sur € :

J (—divIM V u) + div(pu) +<q,V u) + apu) v = J fo (3.3.1)
Q Q
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Ensuite, on utilise les propositions [ et [32] Pour cela, on suppose ...
On obtient donc Yv € H(Q)

L(MVu,Vv)— L (ulp,Vv)y—{q,Vuyv) +L apguv
—L(MVu,n)v +L<p,n>uv = L fo

Pour la prise en compte de la condition aux limites (3.1.2), on prends u €
(Q) et ve H} .5() ce qui donne

H.;D,FD
f MV u,Voy— (up,Vvy—<{q,Vuyv) + aguv
Q
- <MVu,n>v+J @,n}uvzf fv
R TR Q
On utilise maintenant la condition aux limites (3.1.3) pour obtenir, Yv € Hj 1.n ()
f MV u,Voy— (ulp,Vvy—{g,Vuyv) + aguv
Q

+ JFR (a1 + {p,m))uv = L fo+ LR 9gRY

Plus précisement on a

Théoréme 33 Soient M, ; € WH*(Q) pour i,j € [1,d]. ap € L*(), p,q,€
(Wl,Z:(Q))d'

... Alors u € H?(Q) est solution du probléeme (3.1.1)-(3.1.2)-(3.1.9) si et
seulement si elle est solution de la formulation variationnelle :

1
Trouver u € HgD#FD

() n H?(Q) telle que

AP (4, 0) = L97(v) Yo € H po(9) (3.3.2)

Preuve : On a déja démontrer que si u € H?(Q) est solution du probléme

(3.1.1)-(3.1.2)-(3.1.3)) alors u est solution de (3.3.2).

Il reste & démontrer la réciproque. On suppose donc qu’il existe u € Hng ro(Q2)n
H?(Q) vérifiant (3.3.2). Comme Cg"(Q) € Hjj 15 (€2), on a

AP (4 0) = £97(0) Yo e CF(Q).

Clest a dire, Yv € CF(Q)

J [MV u,V vy — (ulp,Vv)y—{g,Vuyv) + apuv] = J fo
Q Q

Comme Ci (Q) € Hyj 1r(Q), on ay(v) = 0. En utilisant les formules (3.2.2) et
..., on obtient

f(—div(MVu)+div(pu)+<q,Vu>+aou—f)‘U=0» Vo e CF(9).
Q
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Comme — div(MV u) +div(pu) +{q, V u)+aou— f € L*(Q), d’aprés le corollaire
on a

— div(M V u) + div(pu) +{g, Vu) + apu — f = 0 dans L*(9Q). (3.3.3)

Par hypothése, u € HngID(Q) et donc la condition aux limites 1) est
automatiquement vérifiée.

Pour retrouver (3.1.3)), on utilise les formules (3.2.2)) et ... dans (3.3.2) pour

aboutir &
f (—div(IMV u) + div(pu) +<q,V u) + agu — f)v
Q
= f (MVu,ny+ aju—ggr)v, Yve H& ro(9)
IR ’

On obtient, grace a (3.3.3)),
J;R (MVu,ny+au—gr)v=0, Yve H&FD ()

Or d’apreés le théoreme ??, siv € H} 1.5 () alors v(v) € L*(I'). Ona (MV u,n)+
aju — gg € L*(TF). De plus, d’aprés le théoréme HY2(I'E) est dense dans
L?(I'R). 1l existe donc une suite (wy,),=o de H/2(T'F) telle que

lim [w, — MV u,n)+aiu—gr)|pz2rry = 0.

n—w

A finir ... O

Théoréme 34 Sous les hypothéses ... la formulation variationnelle ad-
met une unique solution.

Preuve : Comme gp € HY?(T'P), il existe R € H*(Q) telle que vro(R) = gp.
Dans ce cas le probléme variationnelle

Trouver w € Hj 1

(Q) telle que

A5 D (w,v) = LY (0) = A g T (Ryv) Yo e H) 1o (Q)

M,p.q,a0 M,p.g,a0 (334)

admet une unique solution. En effet, cette formulation variationnelle vérifie les
hypothéses du théoréme de Lax-Milgram.

.... A DETAILLER ....

On pose u = w+ R qui est clairement dans H;D,FD (Q). Alors u vérifie lb
ce qui donne l’existence.

Pour ’unicité, on suppose qu’il existe u; et us dans H!

gp,I'P
(3-3.2). On a alors

Ag,ﬁ;f:;l?(ul —ug,v) =0 Yve H&FD (Q)

(Q) vérifiant

1
Or uy —us € HO,FD

(©), ce qui entraine
A% +{p,n)

M.p.q,a0 (’LL1 — Ug,U1 — UQ) =0.
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L’application Ay, ;flpg?

C > 0 (constante de coercivité) telle que

étant coercive sur H&FD (©2), on en déduit qu’il existe

0= Am +{p,n)

M (uy — ug, u1 = ug) = C Juy — w23 (o

et donc u; = u2. O
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Chapitre 4

En dimension 2

4.1 Probléme modéle

Soit £ un ouvert borné connexe de R? dont la frontiére I' est C' par mor-
ceaux. Soit I'P et T'F deux parties complémentaires de I :

r=rPurf r?arf=g.

Nous voulons résoudre I’E.D.P. suivante :

—divIMVu) +au = f dans Q (4.1.1)
u = gp surIP (4.1.2)
amu+MVuny = g surI'F (4.1.3)

ol n désigne la normale & I' orientée vers 'extérieur de 2. M est une matrice
carrée d’ordre 2 symétrique qui dépend continiiment de la variable & = (1, 23).

202 ou
dlvMVuzzz [”0 ]

Pour obtenir, sous certaines hypothéses & déterminer, ’existence et 1'uni-
cité d’une solution au probléme (4.1.1))-(4.1.2)-(4.1.3) on ’écrit sous une forme
variationnelle équivalente puis on utilise le théoréme de Lax-Milgram ?7.

4.2 Formulation variationnelle continue

Pour obtenir une formulation variationnelle associée au probléme (4.1.1)-

(4.1.2))-(4.1.3), on multiplie (4.1.1) par une fonction suffisamment réguliére v et

on intégre sur € :

L (a0(@)u(@) — (div(MV 0))(@)) v(&)dA) = L F@u(@)dE)  (4.2.1)

93
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Lemma 24 Soit Q un ouvert borné connexe de R? de frontiére T', C' par mor-
ceauz. Alors, Yu € H*(Q),, Yv e HY(Q), et Vi,j € {1,...,d} M;; € H'(Q)

Jo div(M V) (@)0(&) @) o)
4.2.2
— o MV u)(Z), V v(Z)) dQ(z +SF (MV u)(Z),n(z)) v(&)dl(Z),

Preuve : On a

Ldiv(MVu)( iz f axz[ i ] o(&)d0E)

ou
or Mij oz,

(77)

| [M(,f“] @@ =~ | M, (f)(f;@);;@)dsz(f)+ (K2 (f)%@)w(ﬁ)m(m)drm

(Q) et v e HY(Q), on peut donc appliquer la formule de Green

et donc
. . 6 4 4 . ou
@ i=1j=1 x’ i:lj:l r T
ce qui prouve le résultat. O

En se placant sous les hypothéses du lemme précédent, devient
§o @0 (@)u(@)v(Z)dQZ) + [ (Vv (&), MV u))(Z)) dQZ) — Lv(f) (M V u)(Z),n(Z)) dl'(Z)

fo (@) 5 dQ( T)
(4.2.3)
On décompose ensuite l'intégrale sur le bord

L o(@) (MY u)(@),n(@)) dT (&) = j v(@) (MY u) (&), n(&)) dT'(&) + j o(@)((MV u)(@),n(&)) dT 4
On utilise la condition de Robin sur I'® pour obtenir

J U(f)<(MVU)(f)7n(f)>dF(f)=J gR(f)U(f)dF(f)—J a1 (Z)u(@)v(&)dD ().
TR TR

'R

Pour éviter d’avoir & définir proprement (M'V u) sur I'”, on choisit v de telle
sorte d’annuler l'intégrale sur le bord Dirichlet : vrp = 0. L’équation (4.2.3)
devient alors

§o a0 @) u(@)v(@)dUE) + [V 0(E), MV 0))(&)) dUZ) + §.r a1 (F)u(&)0(Z)dT (&)

So f(@)v(@)dQ(z +SFRgR Z)v()dl ()
(4.2.4)

Definition 25 On définit H;,FD(Q) par

Hgl,FD(Q) ={ue H'(Q) | uro =gn} (4.2.5)
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Lemma 25 Muni du produit scalaire de H'(Y), H} ., () est un espace de
Hilbert. Soit g € L*(T'P), g # 0 alors Hg1 ro () n'est pas un espace de Hilbert.

Preuve :

O

Une formulation variationnelle associée au probléme (4.1.1))-(4.1.2)-(4.1.3)
s’écrit :

trouver u € H!

gp.r0 (§2), tel que

A(u,v) = L(v) Yv e Hy (), (4.2.6)
avec

Au,v) = L Vo(Z), MV ) (&) + ao(Z)u(Z)v(Z)dQ(Z)

+ J ar (F)u(E)v(F)dD ()

Théoréme 35 Sous les hypothéses .... Siu € H?(Q), alors u solution du pro-

bleme (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.9) si et seulement u solution de .

Preuve :

O

Tl n’est pas possible d’utiliser directement le théoréme ?? (de Lax-Milgram)
pour obtenir existence et unicité d’une solution de la formulation variationnelle
E21d).

Comme gp € HY?(I'P), il existe un relévement Rp € H*(Q) tel que vro(Rp) =
gp. Supposons u soit solution de (4.2.14), on pose w = uw — Rp, alors w €
Hé,r b () et, par bilinéarité de A, w est solution de la formulation variation-
nelle

trouver w € H&’FD (Q), tel que
A(w,v) = Lp(v) Yv e Hy1p(), (4.2.7)

avec

ED(’U) = E(v) - A(RD,U).

On remarque tout de suite que cette formulation variationnelle est indépendante
de u solution de (4.2.14) ; elle ne dépend que du relévement Rp. Donc, si l'on
obtient l'existence de w solution de (4.2.7) alors v = w + Rp appartient a

Hng.FD (Q) et est solution de (4.2.14).
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Lemma 26 L’application L : H'(a;b) — R est linéaire continue.

Preuve : A faire ... O

Lemma 27 L’application A : H(a;b) x H'(a;b) — R est bilinéaire continue.

Preuve : A faire ... O

Théoréme 36 Sous les hypothéses ... la formulation variationnelle (4.2.14
admet une unique solution.

Preuve : On va vérifier que l'on est sous les hypothéses du théoréeme ?7? (de
Lax-Milgram). O

4.2.1 Probléme homogéne associé

Le probléme homogéne associé & (4.1.144.1.244.1.3)) consiste & prendre gp = 0
et a chercher ug € Hé o solution de

—div(IMVug) + apug = f dans Q (4.2.8)
u = 0 surI'P (4.2.9)
arug + MV ug,n) gr sur ' (4.2.10)

En multipliant (4 par une fonction test v € H! 0.rp> 0N obtient

[ @@ @ - @119 w)@) @@ = [ s@v@i0@ @2
En utilisant la formule de Green nous avons
L o(@)(div(MV u))#)dE) = — f (V o(@), (MY u))(E)) dAZ)
" f; o(@) ((MV u0)(E), n(@)) dT'(Z)

Comme vjrp = 0, Péquation (4.2.11)) devient

J V&), MV ug))(&)) + ao(E)uo (&) v(Z)dQUE)
J MV ug) (&), n(E)) dT (Z) (4.2.12)
j F(@)0(@)do@)
On définit H! 1., (Q) par
Hyro(Q) ={ue H(Q) | wro =gp} (4.2.13)

Une formulation variationnelle associée au probléme (4.1.1)-(4.1.3)-(??) s’écrit
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1
trouver u € HgD,FD’

tel que
A(u,v) = L(v) Yve H&ID’ (4.2.14)

Alu,v) = L(VU(E),(MVu))(a?)>+a0(:i')u(5:')v(a?)d(2(i)
+ f ay (F)u(Z)v(F)dD ()

et

L(v) = Qf(9?)7J(ﬂ73)659(~"'f)Jrj 9r(@)v(Z)dl(Z).

'R

4.3 Eléments finis de degré un (P!)

4.3.1 Triangulation

Nous découpons d’abord 2 en petits éléments. Nous les choisissons ici de
forme triangulaire, mais nous pourrions également envisager une décomposition
en petits rectangles, par exemple. Les triangles doivent satisfaire & la

Definition 26 On appelle triangulation de ), une famille Ty, de triangles Ty, k =
1,...,0me, ayant les propriétés suivantes :
(i) Uintersection entre deuz triangles distincts est soit vide, soit réduite a
une coté entier ou a un point ;
(ii) tous les coins de la frontiére T' sont des sommets de triangles de Tp;
(iii) réciproquement, soit

Nme

Q) = U Ty, (4.3.1)
k=1

(remarquer que Qy, est fermé) ; tous les coins de Ty, = 08y, doivent étre
sur 1
(iv) les triangles ne sont pas dégénérés, ie. ils ne sont pas d’aire nulle.

A
Remarque 3 nous avons
G=JTw et (\Th =0 (4.3.2)
k=1 k=1

Les sommets de tous les triangles de 7, sont les sommets de la triangu-
lation. S’agissant d'une approximation par éléments finis P!, nous verrons que
ces sommets sont aussi les noceuds de la triangulation, ie. les points ot nous
allons calculer la solution du probléme discret. Il y a donc ici coincidence entre
les notions de sommets et de noeuds du maillage, coincidence qui n’aurait pas
lieu pour une approximation par éléments finis d’ordre quelconque.

La triangulation 7, & nme triangles, nq sommets et ny sommets situés sur
I';,. Cette triangulation est indexée par h qui est la longueur du plus grand des
cotés de tous ses triangles.
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4.3.2 Structure de données associée au maillage

On utilise 3 tableaux (un tableau de réels 4, 4 tableaux d’entiers me, ql, be et
bel) et 2 entiers (nq et nye) pour stocker les informations relatives au maillage ;
il s’agit de :

nom type dimension descriptif

ng entier 1 nombre total de nceuds du maillage
(number of nodes)

Nme entier 1 nombre de triangles
(number of mesh elements)

Npe entier 1 nombre d’arétes sur le bord I'y,,
(number of boundary elements)

q réels 2 X ng d(w, j) est a-éme coordonnée du j-éme
sommet, o € {1,2} et i € {1,...,nq}. Le

j-éme sommet sera aussi noté 4’ avec
a, =4q(1,5) et aj =a(2, j)
(nodes)

me entier 3 X Dipe me(S, k) indice de stockage, dans le
tableau ¢, du (-éme sommet du tri-
angle d’indice k, 5 € {1,2,3} et k €
{1,..., nme}-
(mesh elements)

be entier 2 X Npe be(w, 1) indice de stockage, dans le ta-
bleau ¢, du a-éme sommet de ’aréte
d’indice [ appartenant au bord I'y,, o €
{1,2} et L€ {1,...,npe}.
(boundary elements)

ql entier 1 x nq ql(?) indique si le iéme sommet est un
point strictement intérieur du domaine
Q (ql(i) = 0 « q* ¢ 'y, sinon indique le

numéro du bord, i € {1,...,n4}.
(nodes label)

bel entier 1 X npe bel(l) indique le numéro du bord d’ap-
partenance de l'aréte I, [ € {1,...,npe}.
(boundary elements label)

mel  entier 1 X Npye mel(k) indique la region dans laquelle

est le triangle Tk, k € {1,..., e}
(mesh elements label)

Pour illustrer cette structure, nous allons générer a ’aide de FreeFEM++un
maillage du disque unité ou la frontiére I" sera réunion des quatre quarts de cercle

(voir figure 4.3.1))
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FIGURE 4.3.1 — Disque & mailler avec 4 bords

Voici le code FreeFEM+-+- :

Listing 4.1 — fichier disque4.edp
real R=1.0; //rayon du disque

int N=3; // nombre de discrétisation pour un quart de cercle

border gammal (t=0,pi/2) // Bord I'y
{x=Rx*cos(t);y=Rx«sin(t);label=1;};

border gamma2(t=pi/2,pi) // Bord I'

{x=Rxcos(t);y=Rxsin(t);label=2;};
border gamma3(t=pi,3*pi/2) // Bord I's

{x=Rxcos(t);y=Rxsin(t);label=3;};
border gammad(t=3+pi/2,2xpi) // Bord I'x

{x=Rx*cos(t);y=Rxsin(t);label=4;};

mesh Th = buildmesh ( gammal (N)+gamma2(N)
+gamma3 (N)+gammad (N) ) ;

plot (Th,ps="disque4 .eps" ,wait=true);

savemesh (Th," disque4 —"4+R+"—"4+N+".msh") ;

Pour obtenir un maillage de petite taille, nous avons délibérement choisi un
petit nombre de points sur le bord : chaque quart de cercle sera discrétisé avec
N = 3 points.

Voici le fichier disque4-1-3.msh généré :

Listing 4.2 — fichier disque4-1-3.msh

20 26 12 // Nq, Nme, Nbe
—0.866025403784 0.5 2 // 9, 9y, ql(1)
—0.579246826544 0.262259524467 0  // 42, 43, ql(2)
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11 6 1 // be(1,11), be(2,11), bel(11)
6 5 1 // be(1,12), be(2,12), bel(12)
La représentation classique du maillage est donnée en Fig.
FIGURE 4.3.2 — Maillage obtenu avec FreeFEM -+
Apreés lecture, les tableaux sont :
q : [2x20 double]
me : [3x26 int32]
ql : [2023210030100304044 4]
mel : [00000000000000000000000000]
be : [2x12 double]
bel : [444333222111]
Ny 20
Nime 26
Npe : 12
ol les tableaux 4, me et be sont respectivement donnés par
1 2 3 17 18 19 20
—0.8660 | —0.5792 | —0.5000 | --- 0.2887 | —0.0000 0.8660 0.5000
0.5000 0.2623 0.8660 | --- | —0.5000 | —1.0000 | —0.5000 | —0.8660

TABLE 4.1 — Tableau q associé au maillage disque4-1-3.msh

1 2 3 4 24 25 26
17 |15 | 10 | 14 4 117115
2011912 |13 2 116 |11
19 116 | 15| 9 112110

TABLE 4.2 — Tableau me associé au maillage disque4-1-3.msh
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

18120119149 |14 |53 |1]16|11| 6
2011916 (9|14 |18[3|1[4]|11] 6 |5

TABLE 4.3 — Tableau be associé au maillage disque4-1-3.msh

Numéro des triangle

El

o
e iNelie!
N

SCVEVANAS
/ \-/\-/-\

FIGURE 4.3.3 — Maillage avec numérotation
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q'°: 3eme sommet de T,
et 2eme/sommet de I'arete N°3

\

------------- \

q20 :2eme sommet de T,
et 1er sommet de 'arete N°2

q17 : 1er sommet de T1

FI1GURE 4.3.4 — Maillage avec numérotation : triangle T;

63
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Algorithme 4.3.1 Lecture d’un maillage FreeFEM++

Données : Filename : nom du fichier de maillage généré par FreeFEM++
Résultat : nq :

nme
Npe
q

ql
me
mel
be
bel

1: Fonction g, e, Tbe, 4 dl, | READMESHFREEF EM (Filename)
me, mel, be, bel

fid =OuvRrIR(Filename,"r")
[Rg, Dme, Dhe | < LIRE(fid,"%d %d %d")
Pour i < 1 a4 n, faire
[a(1,4),q(2,%),ql(?)] «LirRE(fid,"%1f %1f %d")
Fin Pour
Pour k <~ 1 a n,, faire
[me(1, k), me(2, k), me(3, k), mel(k)] —LIRE(fid,"%d %d %d %d")
Fin Pour
Pour [ < 1 a ny, faire
[be(1,1),be(2,1),bel(l)] «LIRE(fid,"%d %d %d")
Fin Pour
13: FERMER(fid)
14: Fin Fonction

R B A

_ = =
N o= O

4.4 Formulation variationnelle discrétisée

L’inconvénient de la formulation variationnelle continue (??) est d’étre posée
sur des espaces fonctionnels de dimension infinie. L’idée est donc d’approcher
ceux-ci par des espaces de dimension finie et d’écrire, dans ces espaces, une
nouvelle formulation variationnelle dite discrétisée. On espére bien sir que la
solution de la formulation variationnelle discrétisée sera une «bonney» approxi-
mation de la solution de (?7).

On définit I'espace fonctionnel H} (Qy) par

H}L(Qh) Z{UhIQhHR| ’UhECO(Qh) (441)

et VkE{l,...,nme} vh‘TkEPl(Tk)} o
ott C%(€y,) est 'espace des fonctions continues sur Qj, et P1(T}) est 'espace des
polyndmes de degrés 1 sur 7.

Proposition 5 (Lucquin-Pironneau, page 43) Les fonctions de H\(Qy,) sont
entierement déterminées par leurs valeurs en chacun des sommets du maillage.
La dimension de lespace Hj(Q,) est égale au mombre de sommets n, de la
triangulation. O
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Definition 27 (Lucquin-Pironneau, page 44) Définissons la i-éme fonction
chapeau p; associée au neud d’indice ¢ de la maniére suivante :

1. @; est continue de Qp, dans R,
2. p; est affine sur Ty, pour chaque indice k € {1, ... npe}
3. @i(d7) =6 4.
A

Proposition 6 (Lucquin-Pironneau, page 45) L’ensemble {‘Pi}ie{l g} forme
une base de H}(S2,). O

En conséquence, toute fonction de H} (2),) peut s’exprimer comme combinaison
linéaire des fonctions de base.

FIGURE 4.4.1 — fonction de base 12

Nouv avons

Lemma 28 Soit j € {1,...,1n4}, notons T; l’ensemble des indices des triangles
tel que 47 soit un de leur sommet :
T ={ke{l,....,nme} t.q. @ €Ty} (4.4.2)

Le support de la fonction ¢; est la réunion des triangles T}, tels que &7 € Ty i.e.

o

Vje{l,...,nq}, suppyp; = U T (4.4.3)
keT;
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FIGURE 4.4.2 — fonction de base 17

FI1GURE 4.4.3 — fonction de base
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Par exemple sur le maillage disque4-1-3.msh, nous avons (voir Fig. 4.4.1]

T3 et L3

Tio = {3,8,17,19,23,25}
Tim = {1,6,7,13,23,25}
Too = {1,6}

Notons
TP = {z’e {1,....nq} | q"eth}

et
T ={1,...,n}\Z¥

Par construction, nous avons
P AT, =F et IP T, = {1,...,n4}
Notons V}, 'espace des fonctions tests donné par
Vi, = {vn € Hy(Q) | VA € TP, vy (d') =0} (4.4.4)

Lemma 29 L’espace V, est un espace de Hilbert de dimension #7Ip. L’en-
semble {‘pi}iezh forme une base de Vj,. ¢

Definition 28 La formulation variationnelle discréte est :

trowver up, € H}(Qp) N Hng’FD tel que
An(un,v) = Ly(vn), Yo € Vj (4.4.5)
avec
Ap(up,vp) = 5 (Von(), MV up))(Z)) + ao(Z)un(Z) v (€)d2 ()
+ - a1 (Z)up, (Z)vp, (Z)dT 1 (Z)
" (4.4.6)
Lo = | F@u@a0n@ + [ on@u@ari@. (447

A

Théoréme 37 Sous les hypothéses du théoréme (??), le probleme variationnel
admet une unique solution. De plus

lu —unfy < hfu]??7?

A TERMINER... *
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4.5 Ecriture matricielle de la formulation varia-
tionnelle discrétisée

Lemma 30 La formulation variationnelle discréte de la définition |28 est équi-
valente @

trouver up, € HL(Qy) tel que
o Vi€ Ih
fg [(Vi) MVuy, + aunpi| (@)dQ (x)
' +
L (@) ()T () (4.5.1)
| tep@ae + | gren@ar@
Qp Tyt
e Vi€ I}?
up(9:) = gp(d:) (4.5.2)
¢

Puisque up, € H} (1), nous pouvons l’exprimer comme combinaison linéaire
des fonctions de base ¢; :

uney) = S Usps(e,y) (45.3)

j=1
ot U; sera une approximation de la fonction u solution de (??) au point @/ :
Uj X U(qj).

La fonction uj, sera complétement déterminée si nous pouvons évaluer le vecteur
U e R,
En remplacant u, par (4.5.3) dans (4.5.114.5.2)) nous obtenons 1’équivalence

entre la formulation variationnelle discréte de la définition et

Trouver U € R™a tel que
o Viel,

Zq: U, <L [(V:)"MV; + aopjpi] (€)d (x)
J’_

Lhn (ar; ‘Pi)(x)dfh(x)) (4.5.4)

j (i) (@)dz) + j (9r1)(@)dT(x)
Qp

FhR

° VieI,?

U;=gp(%) (4.5.5)
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Nous obtenons bien un systéme linéaire de nq équations & ng inconnues

Lemma 31 Trouver uy solution de la formulation variationnelle discrétisée
(@) est équivalent a

Trouwver U € R" tel que
AU =b

ot A € My, (R) et be R vérifient
o Viel, Vie{l,...,ng}

Ay = JQ [(V:)"MV; + aopjpi] (2)dn (x)
+ | (a1ppi)(x)dl(x)
TR
b = | U@ + | red@)r)
e VieIP Vje{l,...,ny}

et l'on a

un(z,y) = Y, Uspi(,y).

Jj=1

4.5.1 Calcul sur un triangle

Soit T' un triangle régulier défini par ses 3 sommets (dans le sens direct)
(a', 4% ¢%).

Lemma 32 L’aire du triangle T, notée |T)|, est

] G gy 1
|T|=§det q %y 1 (4.5.6)
@ q 1
¢

Lemma 33 Soit P(x,y) = ax + By + v le polynéme vérifiant P(q*) = P,,
Ya e {1,2,3}. Alors

a=——det | P, q. 1],
2|T :
7l Py q§ 1
1 Qé Pl 1
=——det|¢>? P, 1
B 2T et | ¢z P2 ;

9
] w
;a
-
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1 %
= —det
LT Rl
qx

P,
P,
Py

K QR
QW e =

¢

Definition 29 (Fonctions de base locales) Sur un triangle, nous appelons
fonctions de base locales les trois fonctions affines (91, P2, P3) vérifiant
V(a,B) € {1,2,3}?

@a(qﬁ) = 50@5'
[ |
Lemma 34 Nous avons V(x,y) €T
- 1 . ) )
Pi(ew) = 5 (¢ —ap)x = (6 — @)y + (@2 — 4,43))
~ 1
Ga(x,y) = o7 (@) —ap)z + (an — )y — (024 — 4,03))
- 1
P3(x,y) = ST ((qy — a)x — (a5 — @)y + (a2q) — 4543)) -
¢
Lemma 35 Nous avons V(x,y) €T
~ 1 q2 _ q3>
Voi(x,y) = =— | %
901( y) 2|T| <qﬁ _ q%
. - q1>
Voo (r,y) = == | '}
) 1 (¢ — q2>
Vos(z,y) = == 4 ¥).
¢
Lemma 36 Nous avons
a1~ 2|T|m!nlp!
meRGRdT = 4.5.7
J‘Tcpl P2¥3 (m+n+p+2)! ( )
¢

4.6 Assemblage de matrices du type |, f;;(z,y)dvdy

Les fonctions (f; ;);%_, sont définies sur ), & valeurs réelles. Nous supposons
que leurs supports sont tels que :

V(i,j) € {1,--- ,nq} supp fi; = suppp; N supp p; (4.6.1)
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Par exemple, nous étudierons les cas

fi,j(l',y) = Sﬁz(%y)% xay)

fij(x,y) = (Veix,y), Voi(z,y))
fij(x,y) = cl@,y)pi(z,y)p(z,y)
fij(zy) = (Veiz,y), M(z,y)V,(z,y))

ol ¢ est une fonction de j & valeurs réelles et M est une fonction de Q a
valeurs dans M 5(R).
Nous voulons calculer la matrice A € My, »,(R) de composantes

A= j fij(x,y)dxdy
Qp

Grace aux propriétés de la triangulation, nous avons

Nme Nme

Qh_UTk et ﬂTk—

et donc

Nme

Aij =D ATy
k=1
ou

A j(Ty) = fij(z,y)dzdy.
Tk

Nous allons maintenant écrire un algorithme simpliste (& ne surtout pas
implémenter) permettant de calculer la matrice A.

Algorithm 4.6.1 Algorithme simple pour le calcul de la matrice A de compo-
santes

A= J’ fij(x,y)dxdy
n

sous les hypotheéses (4.6.1)

Données : Mesh :  structure maillage
(fij)ij—1 : ensemble des fonctions

Résultat : A : matrice creuse de dimensions ng x ng
1: A<0 > Initialisation & 0 de la matrice creuse A
2: Pour 7 < 1 a nq faire > boucle sur les sommets
3 Pour j < 1 a4 nq faire > boucle sur les sommets
4: Pour k < 1 a n,, faire > boucle sur les triangles
5: A(Zvj) - A(Za.]) + STk fi,j (.13, y)dxdy
6: Fin Pour
7 Fin Pour
8: Fin Pour

Nous allons «optimisery cet algorithme. Pour celé, nous permutons les boucles
sur les sommets avec la boucle sur les triangles :
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Algorithm 4.6.2 Algorithme simple avec permutation pour le calcul de la
matrice A de composantes

Aij =J fij(z,y)dxdy
Qp

sous les hypothéses (4.6.1)

Données : Mesh :  structure maillage
( fi,j)?f;:l :  ensemble des fonctions

Résultat : A : matrice creuse de dimensions ng x ng
1: A0 = Initialisation & 0 de la matrice creuse A
2: Pour k < 1 i n,,. faire > boucle sur les triangles
3: Pour i < 1 & n, faire > boucle sur les sommets
4: Pour j < 1 a n, faire > boucle sur les sommets
5: A(Z,]) - A(Z’]) + STk fi,j (J?, y)dxdy
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

Nous remarquons que si Ty nsupp fi; = & alors §. f; j(z,y)dzdy = 0. Ce
qui veut dire, sous les hypotheéses (4.6.1)) :

si Ti N (suppy; nsupp ;) = &  alors fij(x,y)dzdy = 0
Tk

ou encore

si q'¢Tpou @&/ ¢ T alors fij(x,y)dedy =0
Tk

Donc, dans les boucles en i et j (algorithme lignes [3 et [) les seules valeurs
ayant une contribution non nécessairement nulle sont obtenues pour i € me(:, k)
et 7 € me(:, k). Ceci nous permet d’écrire

Algorithm 4.6.3 Algorithme optimisé pour le calcul de la matrice de A de
composantes

Aij =J fij(z,y)dxdy
Qp

sous les hypotheéses (4.6.1)

Données : Mesh :  structure maillage
(fij)ij—1 = ensemble des fonctions
Résultat : A : matrice creuse de dimensions ng x ng
:A<—0 > Initialisation & 0 de la matrice creuse A
: Pour k < 1 a ny, faire > boucle sur les triangles
Pour a < 1 a 3 faire > boucle sur les 3 sommets du triangle T}

1« me(a, k)
Pour g < 1 4 3 faire  boucle sur les 3 sommets du triangle T}

A
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6: Jj < me(B,k)

7 A, j) < AL, 5) + §7, fij(z,y)dzdy
8: Fin Pour

9: Fin Pour

10: Fin Pour

Une autre facon de I’écrire est d’utiliser les matrices élémentaires qui, pour un
triangle donné, vont contenir I’ensemble des 3 x 3 contributions non nécessaire-
ment nulles. Notons A¢(Ty) € M3y3(R) la matrice définie par

(A (T}))ors = fT Fone(eny o) (@, y)ddy
k

Pour calculer cette matrice, nous avons juste besoin des 3 sommets du triangle
T, et des 9 fonctions (fmc(a,k),mc(ﬁ,k))iﬂ:l

Algorithm 4.6.4 Matrice élémentaire

Données : (fa,3)3 5, : ensemble de 3 x 3 fonctions
définies sur le triangle T
(at,q%,q3) . les 3 sommets du triangle T

Résultat : A° : matrice élémentaire 3 x 3

1: Fonction A® — MATELEM( 4", 4%, A%, (fa,5)2 5-1)

2 Pour o < 1 a 3 faire

3: Pour § «— 1 a 3 faire

4: Ac(i, j) < \p fa,(2, y)dody

5: Fin Pour

6 Fin Pour

7: Fin Fonction

Le calcul des intégrales |, fo,5(x, y)dxdy se fera, suivant les fonctions fi j;, soit
de maniére exacte soit & I’aide de méthodes d’intégration numérique.
L’algorithme utilisant les matrices élémentaires peut alors s’écrire :

Algorithm 4.6.5 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la. matrice de A

Données : Mesh :  structure maillage
(fl-wj)?;-:l :  ensemble des fonctions
Résultat : A : matrice creuse de dimensions ng x ng
1: A0 = Initialisation & 0 de la matrice creuse A
2: Pour k < 1 a n,,. faire > boucle sur les triangles
A¢ —«MATELEM (qme(Lk) ’ qme(27k), qme(B,k)’ (fi,j)i,jeme(:,k))
Pour o < 1 a 3 faire > boucle sur les 3 sommets du triangle Ty

i «— me(q, k)

Pour § «— 1 a 3 faire = boucle sur les 3 sommets du triangle T},
j < me(B, k)
A(i,j) < Al j) + A%(a, B)
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8: Fin Pour
9: Fin Pour
10: Fin Pour

4.6.1 Application : f; ;(z,y) = vi(x,y)p;(z,y)

Definition 30 (Matrice de masse) Notons M la matrice d’ordre ng dont

Uélément (i,j) € {1, ,nq}? est donné par
Mij = | wilz,y)p;(z,y)dedy. (4.6.2)
h
Cette matrice est appelée matrice de masse. A

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 31 (Matrice de masse élémentaire) Soit T un triangle régulier
défini par ses trois sommets (q',q>,q®) de R%. Notons ¢, la fonction de base
locale affine associée au point ¢, o € {1,2,3} vérifiant po(q®) = 0a5. On
définit alors Me(T) la matrice 3 x 3 de composante

(ME(T))a s = jT Bol,y)@p (. y)ddy.
A

Comme nous venons de le voir, pour assembler cette matrice il suffit pour cela
d’étre en mesure de calculer , pour chaque triangle 7' de la triangulation, la
matrice élémentaire M¢(T) € Mj 3(R) dont la composante («,3) € {1,2,3}?
est donnée par

2D = | Gale.)os(ws)dody
En effet, nous avons Vk € {1, -+ ,npe}
V(%y) € Tk7 Va e {17273}a (pmc(oz,k)(xay) = @a(ﬂﬁ,y)

De part la formule (4.5.7) nous avons

o (211
MT)=20 (1 2 1 (4.6.3)
12
11 2

ot on note |T'| l'aire du triangle 7.
On a alors

Algorithm 4.6.6 Matrice élémentaire de masse

Données : |T| : aire du triangle
Résultat : M® : matrice élémentaire de masse 1}

1: Fonction M « ELEMMASSMAT( |T)
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2 1
2 Return M¢€ « % 1 2
1 1

N = =

3: Fin Fonction

Nous pouvons alors réécrire I'algorithme [.6.5] pour obtenir I’algorithme d’as-
semblage de la matrice de masse :

Algorithm 4.6.7 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de composantes Sﬂh wi(x,y)p;(z, y)dedy
Données :
ng :  nombre de sommets
Nme :  nombre de triangles
me :
areas : tableau de ny,e réels ou areas(k) = |Tk|
Résultat : M : matrice creuse de dimensions nq x nq (définition

: Fonction M < MASSASSEMBLING( N, Iiye, IN€, areas)
M0 = Initialisation & 0 de la matrice creuse M
Pour k£ < 1 a n,, faire > boucle sur les triangles
M — ELEMMASSMAT (areas(k))
Pour o < 1 a 3 faire
i «— me(a, k)
Pour § < 1 a 3 faire
j — me(B, k)
M(i, ) — M, ) + M(a, B)
10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return M
14: Fin Fonction

4.6.2 Application : f; j(z,y) = c(z,y)pi(z,y)p;(z,y)

Definition 32 Notons Ml la matrice d’élément (i,j) € {1,--- ,ny}> donnée
par

ML = L c(z,y)pi(z, y)e;(x,y)dedy. (4.6.4)
A

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 33 Soit T un triangle régulier défini par ses trois sommets (q*, ¢, ¢®)
de R?. Notons ¢ la fonction de base locale affine associée au point ¢%, o €
{1,2,3} vérifiant ¢o(q®) = Sa.p. On définit alors MLN(T) la matrice 3 x 3 de
composante

(Me,[c] (T))oz,B = J,T C(.’E, y)(ﬁa (.’IJ, y)@ﬁ (.Z‘, y)dmdy
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Pour calculer les intégrales, nous pouvons approcher la fonction ¢ par

3
z,y) ~ Y, ey (2, y)
y=1

avec ¢y = c(q")
Ce qui donne

3
(MeLl(T Z f (2, 9) B, y) B () ddly

De part la formule (4.5.7) nous avons

|T| 3c1 +co +c3 Cl+C2+C?3 Cl+ 2 4 c3
Mmeld (T) ~ 0 cate+ % ca+3ctes F+ CQ +c3 (4.6.5)
C1+%2+03 %4—624—63 Cl+CQ+3C3

ot on note |T| aire du triangle T.
On a alors

Algorithm 4.6.8 Matrice élémentaire de masse avec fonction

Données : |T| : aire du triangle
c :  tableau contenant les 3 valeurs de la fonction
aux 3 sommets du triangle
Résultat : M°® : matrice élémentaire de masse avec fonction

1: Fonction M*¢ «— ELEMMASSFMAT( [T, ¢)
3citecates catet+d a+F e
2: Return M°¢ « % c) + CQ + c3 c1+ 3co +c3 % + co +c3
1+ % +c G teatez o+t 33
3: Fin Fonction

Nous pouvons alors réécrire ’algorithme pour obtenir ’algorithme d’as-
semblage de la matrice M[c]

Algorithm 4.6.9 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de composantes SQ} c(z,y) iz, y)p(z, y)dedy

Données :
nqg :  nombre de sommets
Nme :  nombre de triangles
me :
areas @ tableau de ny. réels ou areas(k) = |Tk|
Tec :  tableau de nq réels contenant les valeurs de
la fonction ¢ aux sommets du maillage
Résultat : M : matrice creuse de dimensions nq x nq (définition )

1: Fonction M «— MASSFASSEMBLING( ns,nt, me, areas, T'c )
2: M0 = Initialisation a 0 de la matrice creuse M
3: Pour k <~ 1 a n,, faire > boucle sur les triangles
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4 M — FoNcMASSEFELEM (areas(k), Tc(me(:, k)))
5 Pour o < 1 a 3 faire

6: i« me(a, k)

7 Pour § «— 1 a 3 faire

8 j < me(B, k)

2 M(i,j) — M(i, ) + M(a, B)

10: Fin Pour

11: Fin Pour

12: Fin Pour

13: return M

14: Fin Fonction

4.6.3 Application : f; ;j(z,y) =<V yi(z,y),V;(z,v))
Definition 34 (Matrice de rigidité) Notons R la matrice d’ordre n, d’élé-
ment (i,j) € {1,--+ ,nq}* donné par

Ry = j (V i(,9), V () dady. (4.6.6)
Qp

Cette matrice est appelée matrice de rigidité. A

La propriété (4.6.1)) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

lier défini par ses trois sommets (¢!, q%,¢%) de R%. Notons ¢, la fonction de
base locale affine associée au point ¢, « € {1,2,3} vérifiant $o(q°) = 04.5. On
définit alors R¢(T') la matrice 3 x 3 de composante

(RE(T)) o = L Valz,y) Vs, y)dedy.

En utilisant le lemme nous obtenons
Re(T)
(= —¢) (& —237 ¢t —q"y (P-4 —¢) (4.6.7)
am (P —d ¥ - ) (P—d'.d—d') (&F—d.d )
G- -¢) G- —d) = d —d%)

On a alors

Algorithm 4.6.10 Matrice élémentaire de rigidité

Données : |T| : aire du triangle
" ql,¢%, ¢ : les 3 sommets du triangle
Résultat : R°(T) : matrice élémentaire de rigidité (4.6.7)

1: Fonction R® « ELEMSTIFFMAT( |T),¢',¢?, ¢%)
2: U — q2 — q3
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3: vV — q3 — q1
4: w «— q1 - q2
wuy (uw,v)  (u,w)
5. Return R « ﬁ wuy vy (v,w)
w,uy {wv) {ww)

6: Fin Fonction

Nous pouvons alors réécrire ’algorithme pour obtenir ’algorithme d’as-
semblage de la matrice de rigidité R :

Algorithm 4.6.11 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de composantes SQh Vyi(z,y),Vi(z,y))dedy

Données :
ng nombre de sommets
Nme :  nombre de triangles
me
q
areas : tableau de np, réels ou areas(k) = |Tj|
Résultat : R : matrice creuse de dimensions ny x n, (définition

1: Fonction R < STIFFASSEMBLING( ns,nt,d, me, areas )

2: R <0 = Initialisation & 0 de la matrice creuse R
3: Pour k <~ 1 a n,, faire > boucle sur les triangles
4: R¢ «— ELEMSTIFFMAT( areas(k),
q(:,me(1, k)),d(:, me(2, %)), d(:, me(3, k)))
5 Pour o < 1 a 3 faire
6: 1« me(a, k)
7: Pour 8 <« 1 a 3 faire
8 J < me(B, k)
9 R(i,j) < R(i, j) + R*(ev, B)
10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return R

14: Fin Fonction

4.6.4 Application : f; j(z,y) = (Vyi(z,y), M(x,y) V p;(x,y))

Definition 36 Soit M une fonction continue de Q, & valeurs dans Ma2(R).
Nous supposons que la matrice M(z,y) est symétriqgue. Nous notons

i) = (ot ) (o)

miz  Ma22
et RM la matrice d’ordre n, d’élément (i,5) € {1,--+ ,ny}? donné par
R = | Vil ). M(@,9) V 05w, 9) dody. (46.8)
h

A
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La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 37 Soit T un triangle régulier défini par ses trois sommets (q', ¢%, )
de R?. Notons @ la fonction de base locale affine associée au point ¢%, o €
{1,2,3} vérifiant ¢o(q®) = du.5. On définit alors RM¢(T) la matrice 3 x 3 de
composante

RUDe(T) = L (V Gal,y), Mz, y) V 35, y)) dady.
A

Les fonctions ¢, sont affines sur le triangle T, leur gradient est donc constant
( voir lemme 35| pour les formules explicites ). Notons Y(z,y) € T

- 1 [aq
V(pa(x,y) - ﬁ <ba>

nous avons alors

RE\%@(T) = 4&‘2 [aaag fT ma1(z,y)dzdy + bobg fT maa(x, y)drdy

+(anbs + baag)f m12($7y)dxdy]
T

Ensuite, nous utilisons la formule d’interpolation (??) pour approcher les dif-
férentes intégrales. De fait, cette formule consiste & approcher la fonction &
intégrer par sa projection dans ’espace des fonctions de base locale. Nous avons

donc
T
[ mastes = 5 (nas(a) + a6 + )

et

Lemma 37 Soit T un triangle régulier défini par ses trois sommets (q*,q?, ¢°)
de R%. Nous avons, Yo, B € {1,2,3}

. 1
RUDE(T) x —— (aaasMy 1 (T) + babsMa 2(T) + (aabg + baag) M o(T))

AT
(4.6.9)
avec, YV 1,v € {1,2}
1
My (T) = 3 (mu,u(ql) + m#,u(q2) + m#,v(QB)) (4.6.10)
et
a; = qé,—qf}, b = ¢ —¢
az = qy—qg, by = qy—q;
a3 = qy—dq,;, b3 = @ —q
¢

On a alors
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Algorithm 4.6.12 Matrice élémentaire de rigidité avec ...

Données : |T| 1 aire du triangle
q¢',¢%,¢> : les 3 sommets du triangle
™ :  tableau de 3 réels tels que

TM(1) = My 1(T),
TM(Q) = MLQ(T) et
TM(3) = M2(T)
Résultat : R¢ : matrice élémentaire de rigidité avec ...

1: Fonction RIM-¢ « ELEMSTIFFMMAT( [T, ¢", ¢%, ¢*, TM)

2: 'u,<—q2—q3
3: ’l)<—(]3—(]1
4: w<—q1—q2

5 A ( TM(3) —TM(2))

—TM(2) TM(1)
{u, Auy  (u, Avy  (u, Aw)
6:  Return RIMe — ﬁ ,Auy (v, Avy (v, Aw)
(w, Auy (w,Av) (w,Aw)
7: Fin Fonction

Nous venons de voir que pour le calcul approché de la matrice élémentaire
nous n’avons pas besoin des fonctions mq1, mi2 et mos mais uniquement des 3
valeurs My (T), My2(T) et May(T) définies par Pour I’algorithme d’as-
semblage, nous supposerons le tableau TM de dimension 3 x ny,. préalablement
initialisé & l’aide des fonctions mq1, mi2 et maoo.

Algorithm 4.6.13 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de composantes SQ} NV i(z,y),M(z,y) V ¢,(x,y)) dedy

Données :
ng :  nombre de sommets
Nppe :  nombre de triangles
me
q
areas : tableau de np, réels ou areas(k) = |T}]|
™ :  tableau de 3 X n,, réels tels que
TM(1, k) = Mi 1(Tk),
TM(Q, k) = MLQ(Tk) et
TN(3, k) = My o(Ty).
Résultat : RM . matrice creuse de dimensions ng x nq (définition

1: Fonction R « STirrMASSEMBLING( ng, Nie, 4, me, areas, TM )

2: RMI — 0 = Initialisation a 0 de la matrice creuse RIMI

3: Pour k <~ 1 a n,, faire > boucle sur les triangles

4: RMLe  ErLemMSTIFFMMAT(  areas(k),
q(:, me(1, k)),d(:,me(2, k)),d(:, me(3, k)),
TM(:, k)

5: Pour o < 1 a 3 faire

6: 1« me(a, k)
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7: Pour 5 < 1 a 3 faire
8: j < me(B, k)
: R (i, j) — RMI(GG, j) + RE(a, B)
10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return RM

14: Fin Fonction

4.6.5 Application : f; ;(z,y) = c(x,y)%(x,y)goj(x,y)

Definition 38 Notons K. la matrice d’ordre ng dont l’élément (i,7) € {1,--- ,ng}?
est donné par

(K1 = [ ctoa) St st )dady (46.11)
A

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 39 Avec les notations usuelles, on définit alors Kot (T') la matrice
3 x 3 de composante

(ks9D)) = [ clon)F2 @ )patw)dady, Vi) € 1,31
A

Les fonctions ¢, sont affines sur le triangle 7', leur gradient est donc constant
( voir lemme [35| pour les formules explicites ). On note V(x,y) € T

- 1 [aq
V Galz,y) = ﬁ (%)
nous avons alors, Y(a, 3) € [1,3]?,
elel o _ Laf ;
(Im) = 5 ), e n)ate)drdy

Ensuite, on approche la fonction ¢ par IIj, (() ¢) et on note ¢, = ¢(d,) pour
v € [1,3]. On obtient alors

3
e[ i
(’Cga (T))aﬁ T Z:: f @y (2,y)Pp(x,y)dudy
a “
% — MP(T) Co
20T] “

B
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ot M®(T) est la matrice de Masse élémentaire sur le triangle T' (voir définition

. On a donc

1 “
IC?[C](T) ~ ﬁ/\/le(T) Co (a1 as a3)
C3
QLE?;} 2 (a1 az as)
2|T| 12 1 1 2 cs
1 2c1 +co +c3
~ B c1 +2ca+c3 (al az a3)
c1 +ca + 2c3

Cette formule est exacte si ¢ est affine sur 7.
On a alors

Algorithm 4.6.14 Matrice élémentaire K21 (T)

Données : qé, q?ﬁ qi : les composantes en y des 3 sommets du triangle T
Tec . tableau de 3 réels tels que
Te(a) = ¢(9%), Ya e [1,3]
Résultat : K¢ : matrice élémentaire K2(T).
1: Fonction K¢ « ELEMKCXMAT(q;,qi,qZ, c)
9 Uy — Q2 — 3
3: Ug «— qg - q%
4: ug <« qg — Q%
5 vy <« 2Te(1) + Te(2) + Te(3)
6 vy «— Te(l) + 2T¢(2) + Te(3)
7 vy «— Te(l) + Te(2) +2T¢(3)

viur  Viu2  U1U3
8: Return K¢ « i Vol Vol VaUsg

V3uyp UV3U2 UV3U3
9: Fin Fonction

Algorithm 4.6.15 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice ICg[f] de composantes

0p; .
(K105 = [ clo) S ey (o, y)dody, V(i) € [Lng

Qp
Données :
nqg :  nombre de sommets
Nye : nombre de triangles
me
q
Tec :  tableau de nq réels tels que

Tc(i) = e(a(:, 1))
Résultat : ICg[f] :  matrice creuse de dimensions ng x nqg
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1: Fonction Kl KCXASSEMBLING( ns, nt,d, me, T'c )

2: Kl o = Initialisation 4 0 de la matrice creuse KL
3: Pour k£ < 1 a n,, faire > boucle sur les triangles
4: K¢ «— ElemKcexMat(  d(2,me(1,k)),d(2, me(2, k)),d(2, me(3, k)),
Tc(me(:, k)))

5 Pour o < 1 a 3 faire

6: i — me(a, k)

7: Pour 5 « 1 a 3 faire

8: .7 <~ me(ﬁ? k)

9: K5, 5) < K5, 5) + Ko (o, )
10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return ICQ[EC]

14: Fin Fonction

4.6.6 Application : f; j(z,y) = c(z,y) aa‘g (z,9)p;(z,y)

Definition 40 Notons K la matrice d’ordre ng dont lélément (i,7) € {1, ,ng}?
est donné par

0pi

(K = [ el S e v)dody (46.12)
Qp Yy

A

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 41 Avec les notations usuelles, on définit alors ICZ’[C] (T') la matrice
3 x 3 de composante

(5 (1) = | elir) 52 e, )ps(o )dody. Yo ) € L3P

A
Comme pour le calcul de ICgc], on a
2c1 4+ co +c3
/C?[c] (T) =~ o c1+ 2¢co +c3 (qg -2 ql—-q¢ - q}o)
c1 + co + 2c3
Cette formule est exacte si ¢ est affine sur 7.
Algorithm 4.6.16 Matrice élémentaire ICZ’[C] (1)
Données : 4l,92,q3 : les composantes en x des 3 sommets du triangle T'.

Tc :  tableau de 3 réels tels que
Te(a) = ¢(9%), Yae [1,3]

Résultat : K¢ : matrice élémentaire IC;’[C] (T).
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: Fonction K¢ « ELEMKcYMat(al,q2,q3, Tc)

Up < qi - qi

Uy «— q; — Qg

us < Qi - qgla

vy <« 2T¢(1) + Te(2) + Te(3)

vy « Te(l) + 2T¢(2) + Te(3)

vy « Te(l) + Te(2) +2T¢(3)
viu1 ViU  vi1us

Return K¢ « i VU1 VUg V2Us3
V3U1 V3Uz V3Uus

9: Fin Fonction

Algorithm 4.6.17 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice IC@[,C] de composantes

ot = | o(,9) 22 (2, y)py a,y)dady, V(i) € [1,ng]%

Qn oy
Domnnées :
nq nombre de sommets
Nye : nombre de triangles
me
q
Tec :  tableau de nq réels tels que

Résultat : ICZ[,C]

Tc(i) = c(q(:,9)).

matrice creuse de dimensions ngq x nq

1: Fonction ICLCJ «— KCYASSEMBLING( ns,nt,d,me, Tc )
K o & Initialisation & 0 de la matrice creuse Kl

Pour k < 1 a ny, faire

> boucle sur les triangles

K¢ «— ElemKcyMat( d(2,me(1,k)),d(2, me(2,k)),d(2, me(3, k)),

Tc(me(:, k)))
Pour o < 1 a 3 faire
i < me(a, k)
Pour 8 « 1 a 3 faire
J < me(B, k)
K, 5) < K5, 5) + Ke(a, B)
Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour
return ICZ[,C]

14: Fin Fonction
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4.6.7 Application : f;;(z,y) = 5 % (2, ), v)ei(z,y)

Definition 42 Notons G\ la matrice d’ordre ng dont Uélément (i,7) € {1,--- ,ng}?
est donné par

dc
Qn a

(Gl = (z,9)pi(x, y)@; (z,y)dwdy. (4.6.13)

A

La propriété (4.6.1)) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 43 Avec les notations usuelles, on définit alors gi’[c] (T) la matrice
3 x 3 de composante

(G&leN, 5(T) = g;(x Y)Pa(z,y)@s(x, y)dady, Y(a, ) € [1,3]?

A

Pour approcher cette matrice, on peut projeter la fonction ¢ dans X}. On a
alors, V(x,y) € T,

3
c(z,y) ~ (Mne)(z,y) = Y, &dy(,y)

avec &, = ¢(d,). On approche alors £¢ sur 7' par

a ~_3 ¢
oc ng 7,

Les fonctions ¢, sont affines sur le triangle 7', leur gradient est donc constant
( voir lemme [35| pour les formules explicites ). On note V(x,y) € T

et

On obtient alors, V(a, 8) € [1, 3]?,

€,|c I/CE ~ ~
(D0 s(@) = 35 | Gale.v)pslany)dudy.
T Jr
Ce qui donne en utilisant la matrice de masse élémentaire (voir définition [31))

e,[c] _ e
Gr 2|T|M (T)
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c’est & dire, en utilisant la relation (4.6.3)),

Vg

eld o
G 24

— =N
[ NS

1
1. (4.6.14)
2

Cette formule est exacte si ¢ est affine sur 7'
On a alors

Algorithm 4.6.18 Matrice élémentaire Qi’[c] (T)

Données : q;, Qfﬁ qg : les composantes en y des 3 sommets du triangle T
Tec :  tableau de 3 réels tels que
Te(a) = ¢(9%), Ya e [1,3]
Résultat : G¢ : matrice élémentaire g;i’[C] (T).

1: Fonction G¢ « ELEMGCXMAT(QI;7 qi,qi c)
2: Uy < q2 - q3

3: Ug «— qg — qqil
4
5

f_ o8

U3<—qy_qy

Vg < Tc(1) xuy + Tc(2) *ug + Tc(3) * ug
2 11
6: Return G¢ < 55 |1 2 1
1 11

7: Fin Fonction

Algorithm 4.6.19 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice gg[f] de composantes

Jc

@i = | 5@ )eie.y)es (@ y)dady, ¥, 5) € [Lng]*
Qp, 0%

Domnnées :

nq :  nombre de sommets

Nye : nombre de triangles

me

q

Tec :  tableau de nq réels tels que

Tc(i) = c(a(:,9)).

Résultat : g[cc] :  matrice creuse de dimensions ng x nq

1: Fonction gg[f] «— GOXASSEMBLING( 1y, Nye, 9, me, Tc )

2: g[f] —0 > Initialisation & 0 de la matrice creuse Q:EC]
3: Pour k <~ 1 a n,, faire > boucle sur les triangles
1 G° — BlemGexMat(  a(2, me(1,K)), A(2, me(2, k), a(2, me(3, k)),

Te(me(:, k)))
Pour o < 1 a 3 faire
8 1« me(a, k)
T Pour 5 « 1 a 3 faire

o«
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8: j < me(B, k)

9 MG, 5) < a6, 5) + G°(a. 8)
10: Fin Pour

11: Fin Pour

12: Fin Pour

13: return QSEC]

14: Fin Fonction

4.6.8 Application : f; ;(z,y) = o % (g, y)pi(, y)e;(z,y)

Definition 44 Notons Q?EC] la matrice d’ordre ng dont Uélément (i, j) € {1,-++ ,nqy}>
est donné par
. oc
G = ) g, @wei@y)e(@y)dedy. (4.6.15)
h
A

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 45 Avec les notations usuelles, on définit alors g;’[c] (T) la matrice
3 x 3 de composante

(Gl o 5(T) = 26 (x,9) a2, y)@p(x, y)dedy, Y(a, B) € [1,3]?

De maniére similaire & (??), on note

3

vy = Z Cyby,

r=1

ot b, est donné par (?7). On obtient alors, V(a, ) € [1, 3]?,

el
Gy 2|T|M (T)

c’est & dire, en utilisant la relation (4.6.3)),

1
gold ~ ;i 1 2 (4.6.16)
11

DO =

Cette formule est exacte si ¢ est affine sur 7.
On a alors

Algorithm 4.6.20 Matrice élémentaire gj’[c] (T)
Données : 9,492,932 : les composantes en x des 3 sommets du triangle T
Tc :  tableau de 3 réels tels que
Te(a) = ¢(9%), Ya e [1,3]

Résultat : G¢ : matrice élémentaire QZ’[C] (T).
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: Fonction G¢ « ELEMGCcYMAT(AL, a2, @2, ¢)

(751 <—Qi—(l§
UQFq;t—Qg
U3<—Qi—qgla

vy — Tc(1) # ug + Te(2) # ug + T'e(3) * ug
2 11

Return G¢ — 3% (1 2 1
1 11

7: Fin Fonction

Algorithm 4.6.21 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice g&c] de composantes

@i = | 5@ mele.npseddy, ¥(i.7) € [Lna]?
h
Données :
ng nombre de sommets
Nme nombre de triangles
me
q
Tec tableau de nq réels tels que

Résultat : Gl

Te(i) = c(a(:,4)).

matrice creuse de dimensions nq x nq

1: Fonction gl[f] «— GCYASSEMBLING( ns,nt,q, me, Tc )

110
Pour k <« 1 a ny, faire
G¢ « ElemGcyMat(
Tec(me(:, k)))
Pour o < 1 a 3 faire
i« me(a, k)
Pour 8 « 1 a 3 faire
J < me(B, k)
WG, 5) < Gi6,5) + G°(a. 8)
Fin Pour
Fin Pour
Fin Pour
return Q,LEC]

14: Fin Fonction

o Initialisation & 0 de la matrice creuse gg[f]

> boucle sur les triangles

q(1,me(1,k)),d(1, me(2, k)),d(1, me(3, k)),

4.6.9 Application : f;; = (p,V ¢, ¢,

Definition 46 Soit p une application de Q0 & valeurs dans R%. On note IC[é’] la

matrice d’ordre ng dont l’élément (i,j) € {1,--- ,nq}> est donné par
K8 = | @),V eil2,9)) 5w, y)dady. (4.6.17)

Qp
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A

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 47 Avec les notations usuelles, on définit alors IC@[”] (T') la matrice
3 x 3 de composante

(k) = fT ®(,9),V Gal2,)) ¢p(w,y)drdy, ¥(o, B) € [1,3]*

p : Q - R?

)~ oo = (100)

et

_ dp; Op;
P, Voi)y=p 5y T P2 P

On obtient alors
K%[P] (T) — ’C;v[pl] (T) + ]CZv[pQ](T)

et
K& = k] 4 cleel,

Algorithm 4.6.22 Algorithme de calcul de la matrice IC[é’] de composantes

(G0 = | @),V @il )iy, VG ) € [ nal™
h

Données :

ng :  nombre de sommets

Ne :  nombre de triangles

me

q

Tp :  tableau de 2 x nq réels tels que

Tp(:, ) = p(a(:, i)

Résultat : IC[é’] :  matrice creuse de dimensions nq x nq

1: Fonction IC[V”] «— KGRADPASSEMBLING( ns, nt,d, me, Tp )
IC[é’] «—  KcxAssembling(ns, nt,d, me, Tp(1, :))
+KcyAssembling(ns, nt, d, me, Tp(2,:))
return IC[é’]
4: Fin Fonction

@




90 CHAPITRE 4. EN DIMENSION 2

4.6.10 Application : f;; = div(p)pip;

Definition 48 Soit p une application de Q & valeurs dans R%2. On note g([ﬂl la
matrice d’ordre n, dont l’élément (i,7) € {1,--- ,nq}? est donné par
(68 = | VD))ol p)es (e y)drdy. (4.6.18)
h
A

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 49 Avec les notations usuelles, on définit alors gg;?’] (T) la matrice
3 x 3 de composante

(0511) = | av)v)pa (o) oy, Vi) € [1.3]

a)

On a
p : Q - R?
. _ (p(z,y)
(l',y) p(.T,y) (pz(%:u))
et P P
oy = P O
div(p) = " + oy
On obtient alors
Gan (1) = G )(T) + g r=)(T)

et
GPl = glnl 4 glpel,

Algorithm 4.6.23 Algorithme de calcul de la matrice Q([fi’\], de composantes

(@i = | ) )i )5 0), VG, ) € [Lnal*
h
Données :

ng :  nombre de sommets

nye - nombre de triangles

me :

q

Tp 1 tableau de 2 x nq réels tels que

Tp(:,1) = p(a(: 7))

Résultat : gffi’l :  matrice creuse de dimensions nq x nqg

1: Fonction gc[{;l < GDIVPASSEMBLING( ns,nt,d, me, Tp )
Qc[fi"], «—  GexAssembling(ns, nt, d, me, T'p(1, :))
+GceyAssembling(ns, nt, d, me, T'p(2,:))
return g(g’;l
4: Fin Fonction

g
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4.6.11 Application : f;; = div(py;)p;

Definition 50 Soit p une application de Q & valeurs dans R?. On note D,[fi’l la

matrice d’ordre ng dont U'élément (i,7) € {1,--- ,nq}? est donné par
) = [ v ple o) oo )dody. (4619
h

A

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction f; ; est évidemment vérifiée.
Nous définissons alors

Definition 51 Avec les notations usuelles, on définit alors D;}[Vp] (T') la matrice
3 x 3 de composante

(52) = | div 0l )30 ) 65(a)dady, V(o 5) € [1.3°

On a
p : Q — R?

p1(z,y)
(z,y) = plz,y) = <p2(17,y))

et

div(pu) = div(pu) + {p,Vuy.
On obtient alors

DEPIT) = G5 + keGP (T)
et

Dl =6 + k¢

Algorithm 4.6.24 Algorithme de calcul de la matrice D(E’i'l de composantes

(D), = j div(p(e, y) i (. 9)) 25 (. 9), V(i ) € [1 nglP-

Données :
g :  nombre de sommets
Ngme : nombre de triangles
me
q
Tp :  tableau de 2 x nq réels tels que
Tp(:, i) = p(d(:, 1))
Résultat : D(g’i’]v :  matrice creuse de dimensions ng x ng

1: Fonction D([l’i’l «— DDIVPASSEMBLING( ns,nt,d, me, Tp )

PN

N G —  KgradpAssembling(ns, nt,d, me, T'p)

+GdivpAssembling(ns, nt,d, me, T'p)
return D([ﬁl
4: Fin Fonction

bl
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4.7 composante du type {. g;;(v,y)dv(z,y)

Les fonctions (g; ;); 5, sont définies sur I';, & valeurs réelles. Nous supposons
que leurs supports sont tels que :

Y(i,7) €{l,--- ,nq} suppg;; =suppy; Nnsuppp; NIy (4.7.1)

Par exemple, nous étudierons les cas

gij(x,y) = wilz,y)ei(r,y)
9ij(7,y) w(z, y)ei(x, y)p;(2,y)

ol w est une fonction de I'j, & valeurs réelles.
Nous voulons calculer la matrice B € M, n,(R) de composantes

B, - j gi.5(@ y)dv(z, )
I'p

En notant
FELZ) _ ]qbe(l,l);qbe(Q,l)[

et en utilisant les propriétés de la triangulation, nous avons

Npe
Tw =TV et V(lm)e{l, - me}?l#m TV =@ (4.7.2)
=1

et donc
Npe

Bij =), L(U gij(x, y)dy(z,y)
=1 h

Nous allons maintenant écrire un algorithme simpliste (& ne surtout pas implé-
menter) permettant de calculer la matrice B.

Algorithm 4.7.25 Algorithme Simple pour le calcul de la matrice B €
My ng(R) de composantes

B, = J gij(z,y)dy(x,y)

Ty

sous les hypothéses (4.7.1)).

Données : Mesh :  structure maillage
n .
(9ij)i—1 : ensemble des fonctions
Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq x nq

de composante B; ; = Srh 9i.j (7, y)dy(z,y)

1: B0 = Initialisation & 0 de la matrice creuse B
2: Pour i < 1 a4 nq faire > boucle sur les sommets
3: Pour j < 1 a4 n, faire > boucle sur les sommets
4: Pour [ < 1 a ny,, faire > boucle sur les arétes de I'y,
5: B(i,j) < B(i,j) + SFS) 93,5 (@, y)dy(z, y)

6: Fin Pour

7: Fin Pour
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8: Fin Pour

Nous allons optimiser cet algorithme. Pour cela nous permutons les boucles
sur les noeuds avec la boucle sur les arétes :

Algorithm 4.7.26 Algorithme simple avec permutation pour le calcul de la
matrice B € My, (R) de composantes

B, = J gij(x,y)dy(z,y)
T'p

sous les hypothéses (4.7.1)).

Données : Mesh . structure maillage
(9ij)i5-1 = ensemble des fonctions

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq x nq
1: B0 o Initialisation a O de la matrice creuse B
2: Pour [ < 1 a ny,, faire > boucle sur les arétes de I',
3: Pour i < 1 a n4 faire > boucle sur les sommets
4 Pour j < 1 a n, faire > boucle sur les sommets
5 B(Z’]) - B(lv.]) + SFEI) giJ(x? y)d’Y(‘T7 y)
6: Fin Pour L
7 Fin Pour
8: Fin Pour

Nous remarquons que

si I‘;Ll) Nnsuppg;; = & alors Jm gi.j(z,y)dy(x,y) = 0.
r

h

Ce qui veut dire :

si. T} n (supp i nsuppy;) = @ alors JU) 9i.5(x, y)dy(z,y) = 0
r

h

ou encore
si q' ¢ Fg) ou ¢ ¢ FS) alors f(l) gij(z,y)dy(z,y) =0
I—‘h.
Donc, dans les boucles en i et j (algorithme [4.7.26 ligneset les seules valeurs

ayant une contribution non nécessairement nulle sont obtenues pour ¢ € be(:, 1)
et j € be(:,1). Ceci nous permet d’écrire

Algorithm 4.7.27 Algorithme optimisé pour le calcul de la matrice B €
My, n,(R) de composantes

By, = j 915 (@ 9)dv(z, )
'y

sous les hypotheéses (4.7.1).
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Données : Mesh :  structure maillage
(9ij)ig—1 = ensemble des fonctions

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq x nq
1: B« 0 > Initialisation & 0 de la matrice creuse B
2: Pour [ < 1 a ny, faire = boucle sur les arétes de I',
3: Pour ¢t < 1 a 2 faire = boucle sur les 2 extrémités de Fg)
4: 7 be(ﬂ, l)
5: Pour v < 1 A 2 faire = boucle sur les 2 extrémités de I‘Ell)
6: j < be(v,)
7: B(lvj HB(%]) +SFEZ) gi,j(‘r7y)d'7(xvy)
8: Fin Pour '
9: Fin Pour

10: Fin Pour

Une autre fagon de l’écrire est d’utiliser les matrices élémentaires qui, pour
une aréte de I'j, donnée, vont contenir ’ensemble des 2 x 2 contributions non

nécessairement nulles. Notons IB%Q(FS)) € May2(R) la matrice définie par

ol
(]B (FEL)))/,L,IJ = J,F(l) gbc(#,l),bc(y,l)(mv y)d’}/(aja y)
h

Pour calculer cette matrice, nous avons juste besoin des 2 extrémités de ’aréte
l .
Fg) et des 4 fonctions (gbe(#’l),be(u’l))iwzl

Algorithm 4.7.28 Matrice élémentaire associée & une aréte du bord

Données : (gu.)i,—; : ensemble de 2 x 2 fonctions
définies sur l'aréte A
(at,q?) : les 2 extrémités de Iaréte A =]ql; q?[
Résultat : B® : matrice élémentaire 2 x 2

: Fonction B® — BELEMMAT( 4", 9%, (gu)5 —1)
Pour [t < 1 & 2 faire
Pour v < 1 & 2 faire
B* (Ma V) - Sgl g,u,u(l', y)df}/(x’ y)
Fin Pour
Fin Pour
: Fin Fonction

TS w

2
Le calcul des intégrales Sgl guv(x,y)dy(x,y) se fera, suivant les fonctions gu u,
soit de maniére exacte soit a ’aide de méthodes d’intégration numérique.

L’algorithme utilisant les matrices élémentaires peut alors s’écrire :
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Algorithme 4.7.1 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice B € M, (R) de composante

B, ; = ,[ gi.j(x,y)dy(x,y).
Ty

Données : Mesh :  structure maillage
(gi,j)?;:l :  ensemble des fonctions

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq x nq

1: B<0 = Initialisation & 0 de la matrice creuse B
2: Pour [ < 1 a ny,, faire > boucle sur les arétes de I',
B¢ «BELEMMAT (qbe(l’l), qbe(27l)7 (gi,j)i7jebe(;7l))
Pour /¢ < 1 a 2 faire > boucle sur les 2 extrémités de I’g
i < be(i,1)

)

Pour v « 1 a 2 faire > boucle sur les 2 extrémités de Fg)

3

4

5

6: J < be(V, l)
7 B(i,7) « B(i,j) + Be(4,v)
8 Fin Pour

9 Fin Pour

10: Fin Pour

4.7.1 Application : g, ;(z,y) = vi(z,y)¢;(z,y)

Definition 52 Notons B la matrice d’ordre n, dont l’élément (i,j) € {1,--- ,nq}?
est donné par

B, = J i, y)0i (@, Y1, ). (4.7.3)
Tn
A

La propriété (4.7.1) sur le support de la fonction g; ; est évidemment vérifiée.

Definition 53 Soit | € {1,--- ,npe}. Notons i = be(1,1) et j = be(2,1). La
matrice élémentaire associée a l’aréte I‘S) est définie par

( " ) FELD @z(xay)%(fﬂ,y) 90]($7y)(p](x’y) 7( y) ( )
A
Soit [ € {1,--- ,npe}, en effectuant le changement de variables

'Yl(t) — (qbc(l,l) _ qbc(2,l))t + qbc(l,l)7

nous obtenons

| eia i@ aares = 001 [ etz
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- e e
oil |F§L)| _ qu (L) _ gbe(2,D) H
Par définition des fonctions de base, nous obtenons

1—t sii=be(l,l),

pi(n(t) =4 t si i = be(2,1),
0 sinomn.

Nous avons donc

Lemma 38 Soit A = ]ql, q2[ ot q' et ¢* sont deux points distincts de R?. La
matrice élémentaire associée o l'aréte A est donnée par

|“4|J (11—_tt (115_ t)) QL.

B°(A) = |“2| (1 ;) (4.7.5)
¢

Une autre facon d’obtenir la formule est d’utiliser la formule numé-
rique d’intégration de Simpson (??7) qui sera exacte pour notre cas (puisque
formule exacte pour les polynémes d’ordre inférieur ou égale a 3). Notons
i = be(1,!) et j = be(2,1). Nous avons par construction des fonctions de base

c’est a dire

pi(d) = (@) =1
@i(qf)?%(q])ﬁ ,
Pi(S5E) = oy (S4Y) = §
et donc
B = B (pi@)pu(a) + Api( T )pr L) + i@ )pu()
_
BT = T (i(@)es (@) + 4o TE D)y (T5L) + i)y (@)
_
N ,
(BT Mes = L (o3(@)ps(a) + a5 (D)o (L5L) + 50 o5 (@)
_ Iy
- 3

Nous pouvons donc écrire

Algorithm 4.7.29 Matrice élémentaire associée a une aréte du bord
Données : |A| : longueur de l'aréte A
Résultat : B° : matrice élémentaire 2 x 2

1: Fonction B¢ «— BELEMMASSMAT( |A|)

. e(_@Ql
2: B 6(1 2)

3: Fin Fonction
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L’algorithme d’assemblage de la matrice B3, basé sur 'algorithme [£.7.] est donc

Algorithm 4.7.30 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice B € M, ,,(R) de composante

B, = L i, 1)0; (@, 9)dr(z, y).

Données : nq :  Nombre de noeuds du maillage
Npe : Nombre d’arétes du bord
be :  tableau de 2 x ny. entiers
lar :  tableau de ny. réels

lar(l) est la longueur de I‘g)

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq x nqg

1: Fonction B « BMASSASSEMBLING( 1y, Dlpe, be, lar)

2: B<0 > Initialisation & O de la matrice creuse B

3: Pour [ < 1 a ny, faire = boucle sur les arétes de I',
B¢ «—~BELEMMAssMaT(lar (1))

4 Pour 1t «— 1 a 2 faire = boucle sur les 2 extrémités de Fg)

5 i < be(i,1)

6 Pour v < 1 a 2 faire = boucle sur les 2 extrémités de Fg)

7: j < be(v,l)

8 B(i,j) « B(i,j) + B¢(1,v)

9: Fin Pour

10: Fin Pour

11: Fin Pour

12: Fin Fonction

472 Application : g, (z,y) = w(z, y)oi(x, y)o;(z, y)

Definition 54 Soit w une application de Ty, & valeurs réelles. Notons B! la
matrice d’ordre ng dont l’élément (i,j) € {1, -+ ,nq}? est donné par

Bl =J w(z, y)pi(z,y)e;(z,y)v(z,y). (4.7.6)
Tn
A
La propriété (4.7.1) sur le support de la fonction g; ; est évidemment vérifiée.

Definition 55 Soit | € {1,--- ,npec}. Notons i = be(1,1) et j = be(2,1). La

S ) N R l po
matrice élémentaire associée a l’aréte FEL) est définie par

[w],e Dy _ wl(z pi(z,y)pi(w,y) %(ﬂf,y)@j(%y) T
g )_Lgp (@) («m(x,y)@j(x,y) soj(x,y)%(%y» (@)

(4.7.7)
A
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Notons N
wp(z,y) = Z w;pi(z,y)
i=1
ouVie{l, - - ,ng}

wi — w(q?) si q'eTly
710 sinon

wpp, est donc une approximation P sur I';, de la fonction w et nous obtenons
2
w(@,y) pw ~ D7 Whe(a,) Poe(rn) (T ¥)
A=1

Soit I € {1, -+ ,npe}. Notons i = be(1,1) et j = be(2,1). Nous obtenons

Blle(ry))

~
a1

_ viy) i@ y)ey @y 4
wi fpo (w?(x,y)%(w,y) %(%y)@?(w,y)) h(z,9)
+
A v (@ y)ei(@y) iz y)ei(@y) o
v Lgv (G ey ae

En effectuant le changement de variables
n(t) = (@ —a)t+a,
nous obtenons

Blde(r})

~
=~

1 3 2
0) @3 (mi(t)) 0 (i(t)p; (i(t))
w"”'ﬁ( n(®) i)’ )dt

@i (n(t))e;( @i(n(t))e; (n(t))
+
1 2 2
0 @7 (1(1)) ei(n(t)e;(n (t))>
T J dt
wsll 'L (%(%(t))wf(w(t)) 23 (n (1))
oil |F§Ll)| _ que(l,l) _ gbe(2.) H
Par définition des fonctions de base, nous avons VI € {1,--- npe}, Vp €
{17 e anq}
1—t sip=be(l,l),
ep(n(t)) =4 1 si p = be(2,1),

0 sinon.

Nous avons donc

Lemma 39 Soit A = ]ql, q2[ ol ¢ et ¢> sont deux points distincts de R?. Soit
w une fonction de A a valeurs réelles. La matrice élémentaire associée a 'aréte
A est donnée par

Blwle(A)

~
~

Lra—1)? t(1—t)? L =02 12(1—t)
“’1|A|L <t(1—t)2 t2(1—t)) d““’?'A'L <t2(1—t) #3 )dt
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ot wy = w(ql) et wy = w(q?). Ce qui donne

12 w1 + wo wy + 3’LU2

Bwle( ) = Al <3w1 T w2 Wi Wy > (4.7.8)

¢

Une autre facon d’obtenir la formule est d’utiliser la formule numé-
rique d’intégration de Simpson (??) qui sera exacte pour notre cas (puisque
formule exacte pour les polynémes d’ordre inférieur ou égale a 3). Notons
1 =be(1,1) et j = be(2,1). Nous avons par construction des fonctions de base

et donc

BE )y~ w5 () + a0d(152 )+<p3(qj))
b w T () (@) + A7) (£52) +

1%

Bz~ willl ((Re)(@) + 4(eke) (L5 + (o))
+ w B (i) (@) + 4pied) (T42) + (0i0?)(@) )
~ ‘Fl(;)l(wz—i-wj)

wH (D) (@) + A (42) + (o) (@)

HFE”\ i a+q i
+ R (3@ + 403 () + o3 (@)

~
~

(BLwLe (D), 5

1%

Nous pouvons donc écrire

Algorithm 4.7.31 Matrice élémentaire associée & une aréte du bord

Données : |A| :  longueur de 'aréte A
wi,we : valeurs de la fonction w
aux extrémités de ’aréte.
Résultat : Blwle :  matrice élémentaire 2 x 2

1: Fonction BlUl¢ — BELEMMASSWMAT( |A|, wy,ws)

3wy + we  wi + we
2: [w],e ﬂ

B T w1 +we  wi + 3ws
3: Fin Fonction

L’algorithme d’assemblage de la matrice Bl*l basé sur I’algorithme 4.7.1] est
donc
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Algorithm 4.7.32 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice BI*l € M,,_, (R) de composante

Bz'[,l;] = L w(z, y)pi(z,y)p;(z,y)dy(z,y).
h

Données : nq :  Nombre de nceuds du maillage
n,e : nombre d’arétes sur le bord.
be :  tableau de 2 x ny. entiers
lar :  tableau de ny réels

lar(l) est la longueur de FS).
nqg :  nombre de noeuds du maillage.
Tf :  tableau de nq réels

Tf(i) = w(d’) si a4’ € Ty,
Tf(i) =0siq' ¢ Ty,
Résultat : B[] : matrice creuse de dimensions nq x n,,.

1: Fonction Bl*] « BMASSWASSEMBLING( g, Dpe, be, lar, Tf)

2: Bl — 0 o Initialisation & 0 de la matrice creuse B[]

3: Pour [ < 1 a ny, faire > boucle sur les arétes de I'y,
Blvle « BELEMMAssWMart(lar(1), Tf(be(1,1)), Tf(be(2,1)))

4 Pour it < 1 4 2 faire = boucle sur les 2 extrémités de I‘Ell)

5 1« be(i,1)

6 Pour v « 1 a 2 faire = boucle sur les 2 extrémités de Fg)

7: Jj < be(v,l)

8 B, ) « BM1(i, ) + Blwhe(u,v)

9 Fin Pour

10: Fin Pour

11: Fin Pour

12: Fin Fonction

4.8 Assemblage de vecteurs

4.8.1 Composantes du type SQh f(x,y)pi(x, y)dxdy

Definition 56 Soit f une application «suffisamment réguliéres de Qp, & valeurs
dans R. Notons SU1 le vecteur de dimension ng dont I’élément i € {1,...,ns}
est donné par

sHl - (@ )i, y)dady (4.8.1)

A

Notons fj ’approximation P; de la fonction f :

fa@y) = 3 F@)p; ().
j=1
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Nous avons alors
Z f(@) f pi(x,y)p;(z, y)dedy

Notons F le vecteur de dimension ng, tel que F; = f(4°). En utilisant la dé-
finition B0l de la matrice de masse M nous obtenons 1’écriture matricielle trés
simple

S ~ MF

Algorithme 4.8.1 Algorithme de calcul du vecteur SI/] de composante

ST = | f(a,y)ei(e, y)dady
Qp
Données : n; :  nombre de nceuds du maillage.
M : matrice de masse d’ordre ng (voir définition
F :  vecteur de dimension ng,
tel que F; = f(q%).
Résultat : SU/] :  vecteur de dimension ng.

1: Fonction S/l « VEcSoURCE(n,, M, F)
2: S[f] —M=F

3: Fin Fonction

4.8.2 Composantes du type ;. g(z,y)pi(z,y)dls(2,y)

Definition 57 Soit g une application de T, & valeurs réelles. Notons V191 le
vecteur de dimension ns dont l’élément i € {1,...,ns} est donné par

Vit - L 9(x, y)pi(z, y)dln(z,y) (4.8.2)
A

Notons
gn(z,y) = > Gipi(x,y)
i=1

ol G est le vecteur de dimension ng de composante i € {1,--- ,ng}

o g(qi) si g e Iy
Gi = { 0 sinon

gn|r, est donc une approximation Py sur I', de la fonction g et nous obtenons

2
V(z,y) €Ty glay) ~ Z e Phe(r1) (T3 Y)
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En utilisant la matrice B (voir définition , nous avons immediatement

vl ~ BG

Algorithme 4.8.2 Algorithme de calcul du vecteur V19! de composante

L o, 9)ps(x, y)dTn (2, y)

Données : ng : nombre de noeuds du maillage.
B :  matrice de masse d’ordre ng (voir définition
G : vecteur de dimension ng,
{ g(q0") sl ¢ eTly
G, = .
0 sinon
Résultat : VI :  vecteur de dimension ng.

1: Fonction V19 «— VECSOURCEBORD(n,, B,G)
2. VUl B«G

3: Fin Fonction

4.8.3 Condition de Dirichlet

La prise en compte des conditions de Dirichlet ne se fera qu’une fois la ma-
trice globale et le second membre assemblé. En effet, pour faciliter la program-
mation, les algorithmes d’assemblage ne tiennent pas compte des conditions de
Dirichlet.
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Algorithme 4.8.3 Modication de la matrice et du second membre pour tenir
compte des conditions de Dirichlet

Données : LD : Liste des numéros du bord Dirichlet.
Ng nombre de noeuds du maillage.
A matrice d’ordre ng.
b vecteur de dimension n.
G vecteur de dimension ng,
G — { gp(d®) si die F?
! 0 sinon
Résultat : A : matrice d’ordre ng.
b vecteur de dimension ng.
1: Fonction [A,b] « CLDIRICHLET(ng, A, b, ql, LD, G)
2 LB <0 > tableau de dimension ng
3 Pour [ < 1 a n, faire > boucle sur les arétes du bord
4 Si bel(l) e LD alors > ie. |qPe(tl); qbe@D[c TP
5: Pour o < 1 a 2 faire
6 i < be(a,l)
7 Si LB(i) == 0 alors
8 LB(i) < 1
9: A(Z,:) <0 > Mise a zéro de la ligne ¢
10: A1) < 1
11: b(i) « G(i)
12: Fin Si
13: Fin Pour
14: Fin Si
15: Fin Pour

16: Fin Fonction

4.9 Validations des algorithmes

Pour la validation des différents algorithmes, on utilise la méthode des élé-
ments finis P; comme une méthode d’intégration sur le domaine (2.

Soient u et v deux fonctions définies sur 2 & valeurs dans R. On note U et
V les deux vecteurs de R™ de composantes respectives u; = u(q*) et v; = v(q).

Soit T le triangle quelconque de sommets (4',92, q®). On note U et V les
deux vecteurs de R? de composantes respectives u, = u(4%) et vs = v(d?).
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4.9.1 Matrices M et M*(T)

Sur €, on a

Z(9)

o~

1%

S 5

~

1%

S

Qn

S
S
3

S

1%

=
<.

1

-
Il
Il

3
»
3
»

%

.
Il
—_
<.
Il
ul

Sur le triangle 7', on obtient

Z(T)

u(z, y)v(z, y)dedy ~ f

My, (u) (z, y)p (v
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u(z, y)v(z, y)dzdy

) (z,y)dzdy

(Z um(x,y)) (Z vj%‘(ar,y)) dzdy
i=1 j=1
Ui v; L pi(z,y)p;(x,y)drdy

uivj/\/ljvi = <MU, V> .

Iy, () (@, y)II; (v) (2, y)dzdy

T

, L Bl )25 . y)dady ~ MDYV,

Propriété 1 Les matrices M et M¢(T) sont symétriques et on a

~
o

f ula, y)o(e, y)ddy
Q

J u(z,y)v(z, y)dady =~
T

L’équation est exacte si Q = Qp, u
est exacte si u et v sont affines sur

MU, V), (4.9.1)
(MDY, (4.9.2)
=10, (u) et v = I, (v) . L’équation

T.

Test 1 Test 2
Q —  Cercle unité Q = [0,1] x [0,1]
wz,y) = 1 wz,y) = 1
o(z,y) =1 o(ry) = 1
I =7 ~ (MU, V)= I =1 = (MU, V)
(T) = |7 (T) = |7
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Test 3 Test 4
Q = [0,1] x [0,1] Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) = x4y u(z,y) = —2z+y
v(z,y) = x—y v(z,y) = br—3y
I(Q) =0 = MU,V 0 =-9 = wmu,v)

4.9.2 Matrices M1 et Meld(T)

Sur ©, on a

7(9) j cla)ul.y)o(a.)dady

ns ns

IR LZ (@, y)ei(x, y)e;(x, y)dedy
h

i=1j=1

ns ns

S v mld = <M[C]U,V>

i=1j=1

<M[nh<c>]U7V>.

%

%

Sur le triangle T on obtient

Z(T)

f (&, y)ule, y)o(, y)dedy
T

IIh(u)(x,yﬂIh(v)($,y)dxdy

&
g

3 3
~ YD als Lc(az,y)@a(as,ywmx,y)dxdyz<M@=“<T)U,V>
a=1p=1
~ <Me[nh<c>](T)U,f/>

Propriété 2 Les matrices MU et M&L(T) sont symétriques et on a

1%

L cla e g )dady x (MDY (4.9.3)

1%

J c(z, y)u(z, y)v(z, y)dedy <Me’[n"(c)] (1)U, f/> . (4.9.4)
T

L’équation est exacte si Q = Qp, et si les fonctions u, v et ¢ sont dans
X}L. L’équation est exacte si u, v et ¢ sont affines sur T.
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Test 1

Q = [0,1] x [0,1]

u(z,y) = 1

v(z,y) = 1

c(z,y) =1

I@)=[0=1 = (MIUV)= 0,

(T) = |7

Test 2 Test 3

e = [0,1] x[0,1] Q = [0,1] x [0,1]
u(,y) = x4y u(z, y) = 3z+4y
oy = z-y v(z,y) = —r+2y
cley) = T4y co(z,y) = 223y
I@=0 = MHUV) Q) =-5 = (MUUV)

4.9.3 Matrices R et R°(T)

Sur €2, on a

(@) L<Vu<x,y),w<x,y>>dwdy

%

L (VT () (2, ), VI, (0) (2, ) dedy

ns ns

~ ). Zuwjf V oi(,y), V o;(x, ) dedy

1=17j=

ns mns

ZZuzvj Rj: ~{RU,V>.

i=1j=

%

Sur le triangle 7" on obtient

(T)

J NVu(z,y), Vo(z,y))dedy

DI RVENCIR ERENTE

a=1p=1

(RO, V).

%

%
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Propriété 3 Les matrices R et R¢(T) sont symétriques et on a

\ NV u(z,y),Vo(x,y))dedy

J; NVu(z,y),Vo(z,y))dedy =

1%

(RU,V>,

<R6(T)ff, f/> .
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(4.9.5)

(4.9.6)

L’équation est ezacte si Q0 = Qp,, et si u,v € X}. L’équation est
evacte si u et v sont affines sur T.

Test 1

Q = [0,1] x [0,1]

wzy) = 1

v(z,y) = quelconque

I(Q) =0 = (RU,V)

et on a RU =0

I(T)=0 = <R€(T V>

et on a RE(TYT =0

Test 2 Test 3

Q = [0,1] x [0,1] Q = [0,1] x [0, 1]
u(z,y) = z+y u(z, y) = 3z+y
v(zy) = x—y v(z,y) = —T+2
I(Q) =0 = (RU,V) I(Q) = -1 = (RU,V)

4.9.4 Matrices RIM et RIMe(T)

Sur le domaine 2, on a

_ jﬂ<M<x,y>w<x,y>,w<x,y>>dxdy

(%)

1%

Qp,

ns ns
DI
i=1j=1

ns mns

%

M(z, y) VI, (u) (2,y), VI, (v) (z,y)) dedy

jﬂ Mz, 9)V 0i(2,9), V 5 () dedy

~ Z 2 uiij%I] N <R[M]U,V>

i=1j=1

~ <R[Hh<M>1U, V> .
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Sur un triangle 7" on obtient

T) = fT<M(x,y>w<x,y),ww»dmdy

Propriété 4 Si M est symétrique alors les matrices RIM et RIML¢(T) le sont
ausst et on a

%

j M(z,y) Vu(z,y), Vo(z,y)) dedy <R[Hh(M)]U,V>, (4.9.7)
Q

1%

fT (M(z,y) V u(z, ), V o(z,y)) dedy <R[Hh(M)]’e(T)Ij, f/> (4.9.8)

L’équation est exacte si 0 = Qy, et si u, v et chacunes des compo-
santes de Ml sont dans X}. L’ équation est exacte si u, v et chacunes des
composantes de M sont affines sur T.

Test 1
Q = [0,1] x [0,1]
uw(z,y) =1
v(z,y) = quelconque
1 0
M(z,y) =
0 1

() =0 = (RMy,v)

et on a RMy =0
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Test 2 Test 3
Q = [0,1] x [0,1] Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) = 1 u(z,y) = 3z+vy
v(zy) = x—y o(z,y) = —r+2y
M(z.y) _ z+y 3r+y Mz, y) _ z+y 3r+y
Jx+y x—2 3x+y x—2
Q=0 = (RMy,v) Q) =6 = (RMyU,v)

4.9.5 Matrices K7 et K5I(T)

Sur le domaine 2, on a

7(Q)

| oS sy
Q

1%

[ etrn T ey, o) sy
Qn

ns mns

Z Z U UJJ c(x y (x,y)p;j(z,y)dzdy

i=175=1

Q

ns mns

o 3D gy (K <IC“]UV>

i=17=1

~ </C§Ih<6>]U, V> .

Sur un triangle T" on obtient

ou
2T) = | clo) G (w)olay)dody
T X
3 3 ~
- 0
) “a”ﬁf c(z,y) 50 (@, 9)@;(z,y)dxdy
a=1p=1 T
~ </c5 [CJ(T)ﬁ,f/>
~ </C§v[Hh(C>J(T)fJ,V>
Propriété 5 On a
ou .
| ctwn @ty ~ (KO, (4.9.9)
Q

fT c(m,y)g—z(x,y) (x,y)dzdy =~ <ICe In( T)[NJ,‘N/> (4.9.10)
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L’équation est ezacte si Q0 = Qy,, et siu, v et c sont dans X}. L équation
4.9.10) est exacte si u, v et ¢ sont affines sur T.

Test 1
Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) =1
v(x,y) = quelconque
c(z,y) = quelconque

Q) =0 = <IC9[CH"(C)]U,V>

et on a ki = o

) =0 = (k"N TT, V)

et on a g nte)] (T)U =0

Test 2 Test 3

Q = [0,1] x [0,1] Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) = 2r+y u(z,y) = 2x—8y
v(z,y) = z—y v(z,y) = 6z +4y
c(z,y) = —z+y c(z,y) = —2z+3y
Q) =-1 = </CLC]U,V> Q) =5 = <K£C]U,v>

4.9.6 Matrices K7 et Ko19(T)

De maniére similaire au paragraphe précédent, on obtient

Propriété 6 On a
ou
| e twetasydady
Q dy

ou
L c(29) 5 (o) ol )dady

%

~
~

<IC?[JH*L(C)]U, V> , (4.9.11)

<,C;,[nh<c>](T)zj7V>. (4.9.12)

L’équation (14.9.11) est exacte si Q0 = Qy, et siu, v et c sont dans X}. L équation
(]4.9.1?]) est exacte si u, v et c sont affines sur T.

On note

fu}
=
!

I

(T = JT c

(2,9 9 ()0 )y
Yy
(z,y) ZZ (z,y)v(z, y)dzdy.
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Test 1
Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) = 1
v(z,y) = quelconque
c(z,y) = quelconque

Q) =0 = <ICZ[,H’I(C)]U,V>

et on a Kl = o

I(T)=0 = <K§’[H"(C)](T)ﬁ,f/>

et on a KM@Yy = o
Test 2 Test 3
Q = [0,1] x [0,1] Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) = 2x+y u(z,y) = 20—3y
v(z,y) = z-y o(r,y) = 20-2
c(x,y) = —z+vy c(x,y) = —2z+3y
Q) = -1 = </cgc]U,V> Q) =3 = <1C£C1U,V>

4.9.7 Matrices G19 et Go1(T)

Sur le domaine 2, on a

dc
Q) = 6*(337 y)u(z, y)v(z,y)dedy
Q ox
0
~ a*c.Hh (u) (z,y)}, (v) (z,y)dzdy
Qh T

> 3w |

i=1j=1 Q

%

oc
) F (z,y)p;(z,y)drdy

ns mns

> ) D wy(@) ~ (MU V)

i=1j=1

(e v),

1%
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Sur un triangle 7" on obtient

I(T) = j(z7y)u(x7y)v(m7y)dxdy

1%

3 3
- oc - -
2 2 el | (@, y)@ile, y)@; (@, y)dedy
T 0T

1%
RS
Q
8] o
Y
3
h
<
~

Propriété 7 On a

4

%(:ﬂ, y)u(z,y)v(z, y)dedy =~ <QL“h/<c>]U, V> : (4.9.13)
Q

P .

=yl ydedy ~ (GEMONDDV). (4.9.14)
T 0T
L’équation (14.9.13]) est exacte si Q) = Qy, et siu, v et c sont dans X}. L’équation
(]4.9.14) est exacte st u, v et c sont affines sur T.

Test 1
Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) = quelconque
v(z,y) = quelconque
c(zy) = 1

@) =0 = (¢Muv)

et on a (el — o

I(T)=0 = <g27[“h(0” (T)ﬁ,f/>

et on a gy = 0

Test 2 Test 3

Q = [0,1] x [0,1] 0 = [0,1] x [0,1]
u(z, y) - 24y w(z,y) = 2a—2y
v(z,y) = z-y v(z,y) = w44y
oz, y) - —z+4y c(zy) = —2w+3y
Q) = -1 = <g£f]U,V> Q) =1 = <g£f]U,v>
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4.9.8 Matrices G\7 et Go1(T)

De maniére similaire au paragraphe précédent, on obtient

Propriété 8 On a

dc

oc ~ (gl
Qay(fzay)U(fI@@/)U(iI@y)dfcdy ~ <gy U,V>, (4.9.15)
dc L.
T;y(x7y)U(x7y)v(x7y)dxdy ~ <g;’[Hh(c>](T)U,V>. (4.9.16)

L’équation d4.9.13) est exacte si Q2 = Qp,, et siu, v et c sont dans X}. L’équation
44.9.1@) est exacte si u, v et ¢ sont affines sur T.

Test 1
Q = [0,1] x [0,1]
u(x,y) = quelconque
v(z,y) = quelconque
c(z,y) = 1

Q) =0 = <g£“h<c>]u,v>

et on a QIEH"(C)] =0

I(T)=0 = <Q§’[H"(C)](T)I?,V>

et on a golln@liry — o
Test 2 Test 3
e = [0,1] x[0,1] Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) = 2r+y u(z,y) = 2r—2
v(y) =ty v(z,y) = br+dy
c@,y) = Tty c(r,y) = —2z+3y
- - @ov) | [10-) - (@)
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4.9.9 Matrices IC[VP] et IC%[”] (T)

Sur le domaine 2, on a

() = jﬂ@my>,Vu<x,y>>v<x,y>dxdy

1%

\ P, y), VI (u) (2, 9)) My (v) (2, y)dedy

DD iy @)V i) oy, )dody
i=17=1

ns mns

>0 > i (kKB ~ (KB, V)

i=1j=1

<,C[vnh(p)]U’ V> _

%

1%

Sur un triangle T" on obtient

(1) = f D(,y),V ue, y)y v, y)drdy

1%

3 3
) 2 7 L@(m,y»wi(ay)>¢j<x,y>dxdy

(007

~ </CV’[H" ()] (T)f], f/>

1%

Propriété 9 On a

%

j p(x,y), Vulz,y))v(z,y)dedy <IC[VH"(1’)]U, V> ) (4.9.17)
Q

| @t Vutpyvpisy ~ (KFODEVY). @915
T
Léquation ([{.9.17) est exacte si Q = Q,, et siu, v et les composantes de p sont

dans X,%. L’équation (]4.9.1§|) est exacte si u, v et les composantes de p sont
affines sur T.
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Test 1
Q = [0,1] x [0,1]
u(r,y) = 1
v(z,y) = quelconque
p(z,y) = vy
r—y
@) =0 = (kE®lyv)
et on 2 K@y _
I(T)=0 = <,C )] ()7 >
et on a ICV n"(”)]( )[j
Test 2 Test 3
Q = [0,1] x[0,1] Q = [0,1] x [0,1]
uey) = 2ty ey = 203y
v(@,y) = 7Y (z,9) = 3z —2y
p(x,y) _ | p(z,y) _
T =2y 3z +y
() = -4 <,C[vnh<p)1U,v> I(Q) = —42 <,C[vnh(p)]U7V>

4.9.10 Matrices G

Sur le domaine 2, on a

(%)

1%

ns ns

%

i=145=1

ns ns

i=175=1

Q

et GoPI(T)

L div(p(z, y))u(z, y)o(z, y)dzdy

CHlUADY

jﬂ div(p(z, y))TTy (u) (2, )T, (v) (2, y)dady

PIDILLY f div(p(e,y))pi(w,1)¢; (@, y)dady

> > uivs(GRh ~ (BlU.V)
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Sur un triangle 7" on obtient

(1) =

~
~

1%

~
~

Propriété 10 On

fﬂ div(p(e, y))ule, y)o(e, y)dady ~
| divtote. e o dady ~

Léquation ([{.9.19) est exacte si Q) = Qy,, et siu, v et les composantes de p sont

! ?

3 3
D 3% s | divlo(e. )i ) o )dody

a=1p=1

CHAPITRE 4. EN DIMENSION 2

div(p(z, y))u(e, y)o(z, y)dzdy

(g5 @yo.v)

<g§i\[lnh (»)]

dans X}. L’équation 44.9.2{]) est exacte si u, v et les composantes de p sont

affines sur T.

(T)f],f/>

Test 1
Q [0,1] x [0,1]
u(z,y) quelconque
v(z,y) quelconque
p(z,y) o

r—y

7(Q) = 0 <g Hh(P)]U’V>
et on a g(g?vh @] _
I(T) = 0 <g M ®)] ()7, f/>
et on a gl l-I"(’D)]( T)=0

<gd11-£/h (»)] U, V> \

<Q &M@l )IJ’,V>. (4.9.20)
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Test 2 Test 3
0 = [0,1] x [0,1] Q0 = [0,1] x [0,1]
u(,y) = 2r+y u(,y) = 22-3y
v(z,y) = -y o(z,y) = 3r—2y
—T+y T — 2y
p(z,y) = p(z,y) =
r—2y 3z +y
7(Q) = _% <g£1i-{;h(p)]U’V Q) = % <gdwh(‘P)]U V>
4.9.11 Matrices D? et DSP(T)
Sur le domaine 2, on a
@) = | divlplepule )l g)dody
< [ dvlpe ) () )1 () (o) dody
h
DY uzv;f divlp(z, y)pi(z, y)]g; (x, y)dzdy
i=1j=1
~ Z Z ;v ( Dg’;}, )i ~ <gd1]U V>
i=1j=1
<anh(p)]U, V> )
Sur un triangle 7' on obtient
1) = | divlpeg)ute ol y)dody
T
3 3
< N D) i | divip(e )6 (e 0] o) dody
a=1p=1 T
~ (D @o.v
~ <DZ [Hh(l’) U V>
Propriété 11 On a
J div[p(z, y)u(z, y)|o(z, y)dedy  ~ < @)y V> (4.9.21)
Q

| divtote. pyute. )l y)dady

%

<D§~i\[]flh(l’)] (

U, f/>. (4.9.22)
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Léquation ({.9.21) est exacte si Q = Qy, et siu, v et les composantes de p sont
dans X,ll. L’équation (14.9.2%) est exacte si u, v et les composantes de p sont

affines sur T.

Test 1
Q = [0,1] x[0,1]
u(z,y) = quelconque
v(w,y) = quelconque
T4y
p(l'vy) =
r—=y
() =0 = <Ddrfv'°(””U,V>
et on a Dg{,h(p) U=0
I(T)=0 = <D T (2] (7 f,>
et on a Ddivn"(”)]( U =
Test 2 Test 3
2 = [0,1] x [0,1] Q = [0,1] x [0,1]
u(z, y) = 2z+ty u(z,y) = 2x—3y
v(@,y) = 7y v(z,y) = 3z —2y
—r+y €r — 2y
p(z,y) = p(z,y) -
-2 3z +y
() = -1 (PPl v) ||z =-% - (DirPluv)
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4.9.12 Matrices B et B°(E)

Sur ©, on a

() u(z, y)v(z,y)dy(z,y)

11, (u) (!E7 y)Hh (U) (J}, y)d’y(‘% y)

<Z uipi(2,y ) (Z Uj%’(xvy)) dy(z,y)

=1

h

%

f vi(T,y)p;(z,y)dy(z,y)

2
i [ 5 s s

2w

—(BU, V).

Sur l’arréte E, sur bord I';,, on obtient
I(E) = J u(z,y)v(z, y)dedy ~ J Iy (u) (@, )k () (2, y)dy (@, y)y
E T

i ZQI J B, y) s (z, y)dedy ~ <M ff,f/>.

%

Propriété 12 Les matrices B et B¢(E) sont symétriques et on a

Lu(x,mv(x,y)dv(:c,y) (4.9.23)

2
N
o
S
S
>

(4.9.24)

%
P
%3
5
S
<
~~

f u(z, y)o(z, g ()
E

L’équation est exacte si ' =Ty, u = I, (u) et v =11} (v) . L’équation
/.9.24)) est exacte siu et v sont affines sur E.

Test 1 Test 1
Q = [0,1] x [0,1] QO —01] % [0.1]
uwy) =1 u(wy) = 77
(zy) =1 v(z,y) = 72
=4 = <BUV) M) =77 = (BU,Vy=17
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Test 3 Test 4
Q = [0,1] x [0,1] Q = [0,1] x [0,1]
u(z,y) = 7?7 u(z,y) = 7?7
v(z,y) = 7?7 v(z,y) = 77
I(Q) =77 = (MU,V) I(Q) =77 ~ (MU,V)

4.10 Résumé

Soient 2 un domaine de R? et ), un maillage associé (voir ...)
Soient u € HY(Q) et v e HY(Q).
On note U (resp. V) le vecteur de R" tel que U; = u(q) (resp. V; = v(q?)).

Soit M une fonction continue de Q & valeurs dans M 2(R). On suppose que
la matrice M(z,y) est symétrique. On note

mi1 Mmi2
M(z,y) = (z,9)
mi2 Ma22

4.10.1 T = {§, u(z,y)v(x,y)dzdy

Matrice globale M e My n, (R)

M — MassAssembling(ng, e, me, areas)

Matrice élémentaire M(T) € M3 3(R)

M€ «— ElemMassMat(|T])

Approximation Py de Z (MU,V)

avec
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4.10.2 T = {§, c(x, y)u(z, y)v(z,y)dedy

Matrice globale Mld e My n, (R)

(algo. [4.6.9 M — MassFAssembling(ng, nye, e, areas, ¢)
Matrice élémentaire MeN(T) e M3 3(R)

(algo. 4.6.8 M¢ « ElemMassFMat( |T, ¢)

Approximation Py de Z <./\/l [y, V>

avec

361 +G+8 G+Ea+E G+ 246
|7

MOT) ~

51-‘1-524-673 1+ 3¢ + 3 %-ﬁ-ég-ﬁ-ég

51+%+53 %+52+53 ¢1 + ¢ + 3¢3

4.10.3 T ={{,(Vu(z,y),Vo(z,y))dedy

Matrice globale R e My, n,(R)

(algo. 4.6.11 R «StiffAssembling(ng, e, 4, me, areas)
Matrice élémentaire Re(T) € M3 3(R)

(algo. [4.6.10 R¢ —ElemStiffMat(|T|, ¢', ¢%, ¢°)

Approximation P; de Z (RU,V)

WU, Uy U, VY (UW)
o RUT) = gy | (V.U (V, V) (VW)

WUy W, vy (W,w)
avecU=¢>— >, V=¢"—q¢' et W=¢q"'—¢°

4.10.4 T = {§, (M(z,y) Vu(z,y), Vo(z,y))dedy

Matrice globale RM e M, o, (R)

(algo. 4.6.11 RMI Stiff MAssembling(ng, ime, 9, me, areas, TM)
Matrice élémentaire RMLe(T) € M3 3(R)

(algo. 4.6.12 RIMLe « ElemStiffMMat (|T|, a', 4%, a®, TM)

Approximation Py de Z <R[M]U,V>
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ou
(u, Auy  (u,Av) {u,Aw)
rMLe ﬁ (v, Auy (v,Av) (v,Aw)
(w, Auy (w,Av) (w,Aw)
avec
u=¢-¢ v=¢—-¢, w=q¢"-¢
et

4.10.5 T = ({,c(z,y)3(z,y)v(z,y)dzdy

Matrice globale Kl e My ng(R)

(algo. [4.6.15 Kk — KcexAssembling(ng, nme, 9, me, ¢)
Matrice élémentaire et (T) e M33(R)

(algo. 4.6.14 Kot (T) « ElemKexMat(qy, 942, 943, ¢)

Approximation Py de Z <ICQ[L-C]U,V>

ou
1
kel = —vu?
T = o
avec
261 + Gy + C3 Q-qa
V=la+2,m+é|etU=|d-q

1+ G2 + 203 q, —4q;

4.10.6 Z={f, c(x,y)g—Z(x,y)v(Ly)d:vdy

Matrice globale ng[f] € My, (R)

(algo. 4.6.17, ICZ[,C] «— KcyAssembling(ng, e, 9, me, ¢)
Matrice élémentaire ICZ’[C] (T) e M33(R)

(algo. 4.6.16 KT « ElemKexMat(al, a2, a3, ¢)

Approximation Py de Z <IC?[,C]U,V>




4.10. RESUME 123

ou ]
Kol = —vu!
7D =5
avec
2¢1 4+ Co + C3 Qi—QZ
V=lé+20m+e|etlU=]q —q

1+ G2 + 203 Q2 —ql

4.10.7 I = {{, Z(z, y)u(z, y)v(z,y)dzdy

Matrice globale gile Mg g (R)

(algo. [4.6.19 gl GexAssembling(ng, nime, 9, me, €)
Matrice élémentaire gi’[c] (T) e M3 3(R)

(algo. 4.6.18 G¢ < ElemGexMat(q,, 42,93, ¢)

Approximation P; de Z <Q;£C]U,V>

ol
2 1 1
elel(py = Y=
G (M =501 2 1
111
avec

Vo = G (U — @) + &(L —a)) + &3(dy — a2).

4.10.8 I ={f, Z—;(x,y)u(x,y)v(:v,y)dxdy

Matrice globale @EC] € Muyn,(R)

(algo. 4.6.19 ,EC] «— GceyAssembling(ng, nme, 9, me, €)
Matrice élémentaire QZ’[C] (T') e M3 3(R)

(algo. |4.6.18 G¢ « ElemGceyMat(qy, q?, 43, ¢)

Approximation Py de Z <QZ[JC]U ,V>

ou
2 1 1
e,[c] _ W
gD =5, 01 2 1
1 1 1
avec

vy = (B —a2) + E(ah — a3) + E3(a% —al).



124 CHAPITRE 4. EN DIMENSION 2

4.10.9 T = {§,p(z,y),Vu(z,y))v(z,y)dedy

Matrice globale K[é’] € My n, (R)

K2l 4 cle]

Matrice élémentaire Kg[p] (T) e M33(R)
K%[P] (T) « ,C;a[Pl](T) +lCz’[p2](T)

Approximation P; de Z <IC[§]U,V>

4.10.10 Z = {§, div(p(z, y))u(z, y)v(z, y)dzdy

Matrice globale g([f\], € My, n, (R)
gl — gl 4+ g

Matrice élémentaire Qe’[p] (T) e M3 3(R)

div

gev[P] (T) gi’[*’“](T) + g??[p?] (T)

div

Approximation Py de Z <g([§lU, V>

4.10.11 7 = {§, div (p(z, y)u(z,y)) v(x, y)dzdy

Matrice globale D([f:]v € Muyn,(R)
o gl gf

Matrice élémentaire Dfﬂgp] (T) e M3 3(R)
D (T) < G + kGP(T)

Approximation Py de Z <D([£lU,V>
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Matrice | Matrice élémentaire
2 1 1
M M) =151 2
1 1 2
3crtceates catetd o+ %t
ML MEN(T) ~ T cite+S a+3ctes LAt
ci+ %G +e3 FHcates crtcert3e3
O, Uy U, VY UW)
- RUT) = ay | (V,UY (V,Vy (VW)
WUy W, V) W,W)
avec U =¢> -2, V=¢>—q- et W =¢q' —¢>
4.10.12 Matrices globales
Formulation intégrale Approximation Py
S, u(z, y)v(x, y)dedy MU,V
¢, c(z, y)u(z, y)v(z, y)dzedy (MET, V)
o Vul@,y),Vo(z,y))dedy (RU,V)
§§o, M(z,y) Vulz,y), Vo(z,y))dedy | (RMU, V)
[l el v) %( y)v(, y)dady (v
S clz,y ?—“( y)v(x,y)drdy <IC3[,C]U, V>
50, 22 (2, y)u(z, y)v(z, y)dzdy <Q£C]U, V>
o £ (2, y)u(e, y)o(e, y)dudy (du.v)
o, @(z,y), Vu(z, y))v(z,y)dedy <IC[VP]U,V>
{5, divp(z, y)u(z, y)o(z, y)dudy (gkluv
§fo div (. y)uz,y) v, y)dedy | (DEUV)




	Rappels
	Espace vectoriel
	Espaces vectoriels normés
	espaces Lp()
	Notations et résultats
	Dérivation faible dans  L2()
	Espaces de Sobolev
	Résultats généraux


	En dimension 1
	Définitions et résultats
	Espaces de Hilbert et autres ...
	Relèvements
	Etude de l'application Lfa,b
	Etude de l'application Am,p,q,ca,b

	Problème mixte Robin-Dirichlet
	Formulation variationnelle
	Quelques résultats préliminaires
	Existence et unicité

	Problème mixte Robin-Dirichlet
	Formulation variationnelle

	Discrétisation

	En dimension d
	Problème modèle
	Définitions et résultats
	...
	Etude de l'application Lfg
	Etude de l'application AM,p-.4,q-.4,a0

	Formulation variationnelle

	En dimension 2
	Problème modèle
	Formulation variationnelle continue
	Problème homogène associé

	Eléments finis de degré un (P1)
	Triangulation
	Structure de données associée au maillage

	Formulation variationnelle discrétisée
	Ecriture matricielle de la formulation variationnelle discrétisée
	Calcul sur un triangle

	Assemblage de matrices du type h fi,j(x,y) dx dy
	Application : fi,j(x,y)=i(x,y)j(x,y)
	Application : fi,j(x,y)=c(x,y)i(x,y)j(x,y)
	Application : fi,j(x,y)="4678840 -.4i(x,y),-.4j(x,y) "5679844 
	Application : fi,j(x,y)="4678840 -.4i(x,y), M(x,y)-.4j(x,y) "5679844 
	Application : fi,j(x,y)=c(x,y)ix(x,y)j(x,y)
	Application : fi,j(x,y)=c(x,y)iy(x,y)j(x,y)
	Application : fi,j(x,y)=cx(x,y)i(x,y)j(x,y)
	Application : fi,j(x,y)=cy(x,y)i(x,y)j(x,y)
	Application : fi,j="4678840 p-.4,-.4i "5679844 j
	Application : fi,j=div(p-.4)ij
	Application : fi,j=div(p-.4 i)j

	composante du type h gi,j(x,y) d(x,y)
	Application : gi,j(x,y)=i(x,y)j(x,y)
	Application : gi,j(x,y)=w(x,y)i(x,y)j(x,y)

	Assemblage de vecteurs
	Composantes du type h f(x,y)i(x,y)dx dy
	Composantes du type h g(x,y)i(x,y)dh(x,y)
	Condition de Dirichlet

	Validations des algorithmes
	Matrices M et Me(T)
	Matrices M[c] et Me,[c](T)
	Matrices R et Re(T)
	Matrices R[M] et R[M],e(T)
	Matrices Kx[c] et Kxe,[c](T)
	Matrices Ky[c] et Kye,[c](T)
	Matrices Gx[c] et Gxe,[c](T)
	Matrices Gy[c] et Gye,[c](T)
	Matrices K-.4[p-.4] et K-.4e,[p-.4](T)
	Matrices Gdiv[p-.4] et Gdive,[p-.4](T)
	Matrices Ddiv[p-.4] et Ddive,[p-.4](T)
	Matrices B et Be(E)

	Résumé
	I=u(x,y) v(x,y) dxdy
	I=c(x,y) u(x,y) v(x,y) dxdy
	I="4678840 -.4u(x,y),-.4v(x,y) "5679844  dxdy
	I="4678840 M(x,y)-.4u(x,y),-.4v(x,y) "5679844  dxdy
	I=c(x,y)ux(x,y) v(x,y)dxdy
	I=c(x,y)uy(x,y) v(x,y)dxdy
	I=cx(x,y) u(x,y) v(x,y)dxdy
	I=cy(x,y) u(x,y) v(x,y)dxdy
	I="4678840 p-.4(x,y),-.4u(x,y) "5679844  v(x,y)dxdy
	I=div(p-.4(x,y)) u(x,y) v(x,y)dxdy
	I=div(p-.4(x,y)u(x,y)) v(x,y)dxdy
	Matrices globales



