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Chapitre 1

Rappels

1.1 Espace vectoriel

De�nition 1 Soit K � R ou C. un espace vectoriel sur K est un ensemble
non vide V dont les éléments sont appelés vecteurs muni d'une opération binaire
appelée addition � : V � V Ñ V et d'une multiplication scalaire . : K� V Ñ V
tel que pV,�q est un groupe commutatif, i.e.,

@x, y, z P V, px� yq � z � x� py � zq,
D0 P V tel que @x P V, x� 0 � x,

@x P V, D � x P V tel que x� p�xq � 0,

@x, y P V, x� y � y � x

la multiplication scalaire satisfaisant @x, y P V, α, β P K

pα� βq.x � α.x� β.x,

α.px� yq � α.x� α.y,

α.pβ.xq � pαβq.x,
1.x � x.

De�nition 2 Soient U et V deux espaces vectoriels sur K et une application
L : U Ñ V. Le noyau de L noté kerL est l'ensemble tu P U tel que Lpuq �
0u. L'image de L noté ImpLq est l'ensemble tLpuq P V tel que u P Uu. Cette
application est linéaire si

@x, y P U, @α, β P K, Lpαx� βyq � αLpxq � βLpyq.
De�nition 3 Soit E, F et G trois espaces vectoriels sur un corps K. Soit ϕ :
E�F ÝÑ G une application. On dit que ϕ est bilinéaire si et seulement si elle
est linéaire en chacune de ses variables, c'est à dire : @px, x1q P E2, @py, y1q P F 2,
@λ P K :

ϕpx� x1, yq � ϕpx, yq � ϕpx1, yq
ϕpx, y � y1q � ϕpx, yq � ϕpx, y1q
ϕpλx, yq � λϕpx, yq
ϕpx, λyq � λϕpx, yq

7



8 CHAPITRE 1. RAPPELS

De�nition 4 Soit V un espace vectoriel sur K. Nous dirons qu'un sous-ensemble
W de V est un sous-espace de V s'il est stable pour les opérations de V, c'est
à dire si @x, y PW, @α P K

x� y PW
αx PW.

W est alors un espace vectoriel pour l'addition et la multiplication scalaire hé-
ritée de V.

1.2 Espaces vectoriels normés

De�nition 5 Une norme sur un espace vectoriel E est une application notée
généralement }}E de E dans R, possédant les propriétés suivantes :

}x}E ¥ 0 @x P E
}x}E � 0 Ø x � 0
}λx}E � }λ} }x}E @x P E,@λ P C
}x� y}E ¤ }x}E � }Y }E

Un espace vectoriel normé est un espace vectoriel muni d'une norme.

Proposition 1 Soient E et F deux espaces vectoriels normés et f une appli-
cation de E vers F . Alors les trois propriétés suivantes sont équivalentes.

1. L'application f est continue.

2. L'image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert de E.

3. L'image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé de E.

Proposition 2 Soient E et F deux espaces vectoriels normés et f une appli-
cation linéaire de E vers F, f est continue si et seulement si DC ¡ 0 tel que
@x P E, }fpxq}F ¤ C }x}E .
Remarque 1 Si E est de dimension �nie et si g est une application linéaire
de E dans F alors g est continue.

De�nition 6 Soit E un espace vectoriel muni de la norme }.}E . On dit qu'une
suite pxnqn¥0 de E est une suite de Cauchy si elle véri�e la propriété suivante,
appelée critère de Cauchy :

@ε ¡ 0, DN P N; @pp, qq P N2, p ¥ N et q ¥ N ùñ }xp � xq}E   ε. (1.2.1)

De�nition 7 On dit qu'un espace vectoriel normé pE, }.}Eq est complet si
toute suite de Cauchy de E est convergente.
Un espace de Banach est un espace vectoriel normé complet.

Théorème 1 Un sous-espace vectoriel d'un espace complet est complet si et
seulement si il est fermé.

Corolaire 2 Un sous-espace vectoriel de dimension �nie d'un espace complet
est complet.

Corolaire 3 Un espace vectoriel normé de dimension �nie est complet.
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De�nition 8 Soit V un espace vectoriel. On appelle produit scalaire sur V une
forme bilinéaire xu, vy de V � V dans R, dé�nie positive :

xu, uy ¥ 0 @u P V et xu, uy � 0 ô u � 0.

Théorème 4 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit V un espace vectoriel muni
du produit scalaire x., .yV . L'inégalité de Cauchy-Schwarz est alors véri�ée :

| xu, vyV | ¤ xu, uy1{2V xv, vy1{2V @u, v P V. (1.2.2)

De�nition 9 On appelle espace de Hilbert un espace vectoriel muni d'un
produit scalaire, complet pour la norme associée.

1.3 espaces LppΩq

De�nition 10 On dé�nit l'espace LppΩq pour 1 ¤ p   8 comme étant l'espace
des fonctions mesurables de puissance p�ème intégrable sur Ω.
On dé�nit l'espace L8pΩq comme étant l'espace des fonctions mesurables f es-
sentiellement bornées sur Ω (i.e. DC ¡ 0 telle que |fpxq|   C presque partout
dans Ω).

Théorème 5 Muni du produit scalaire

xf, gyL2pΩq �
»

Ω

fpxqgpxqdx,

l'espace L2pΩq est un espace de Hilbert.

Muni de la norme

}f}LppΩq �
�»

Ω

|fpxq|p

1{p

,

l'espace LppΩq est un espace de Banach.

Muni de la norme

}f}L8pΩq � infpC P R� tel que |fpxq|   C p.p. dans Ωq,

l'espace L8pΩq est un espace de Banach.

Théorème 6 Si Ω est un ouvert borné de Rd alors

LppΩq � LqpΩq, pour 1 ¤ q ¤ p ¤ 8

Théorème 7 (Inégalité de Hölder) Soit Ω un ouvert de RN . Soit 1 ¤ p ¤
8. On désigne par p1 l'exposant conjugué de p, dé�ni par 1

p � 1
p1 � 1. Soient

f P LppΩq et g P Lp1pΩq. Alors fg P L1pΩq et

}fg}L1 ¤ }f}Lp }g}Lp1 . (1.3.1)
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1.4 Notations et résultats

Soit Ω un ouvert borné de Rd dont la frontière Γ est C1 par morceaux. Soit
ΓD et ΓR deux partie complémentaires de Γ :

Γ � ΓD Y ΓR, ΓD X ΓR � H.
Soit α � pα1, . . . , αdq P Nd et v une application sur A � Rd. On note alors

|α| � °d
i�1 αi et

Dαv � Bαv
Bα1

1 . . . Bαdd
.

1.4.1 Dérivation faible dans L2pΩq

De�nition 11 On dit que deux fonctions mesurables sont égales presque par-

tout s'il existe un ensemble E � Ω tel que la mesure de Lebesgue de E est nulle
et fpxq � gpxq @x P ΩzE.
De�nition 12 On note C8c pΩq (ou DpΩq) l'espace des fonctions C8 à support
compact dans Ω.

Théorème 8 L'espace C8c pΩq est dense dans L2pΩq, c'est à dire que pour tout
f P L2pΩq il existe une suite ϕn P C8c pΩq telle que

lim
nÑ8

}f � ϕn}L2pΩq � 0. (1.4.1)

Corolaire 9 Soit f P L2pΩq. Si»
Ω

fpxqϕpxqdx � 0, @ϕ P C8c pΩq (1.4.2)

alors fpxq � 0 presque partout dans Ω.

De�nition 13 ([?, Page 83]) Soit Ω un ouvert de Rd. Soit v P L2pΩq. On
dit que v est dérivable au sens faible dans L2pΩq s'il existe d fonctions
pwiqdi�1 P pL2pΩqqd, telles que, , @ϕ P C8c pΩq, @i P t1, . . . , du,»

Ω

vpxq BϕBxi pxqdx � �
»

Ω

wipxqϕpxqdx. (1.4.3)

Chaque wi est appelée la i�ème dérivée faible de v et notée désormais Bv
Bxi
.

Lemma 1 ([?, Page 86]) Soit v P L2pΩq. S'il existe une constante C ¡ 0 telle
que, @ϕ P C8c pΩq, @i P t1, . . . , du,����»

Ω

vpxq BϕBxi pxqdx
���� ¤ C }ϕ}L2pΩq , (1.4.4)

alors v est dérivable au sens faible.

De�nition 14 Soit σσσ P pL2pΩqqd. On dit que σσσ admet une divergence au sens

faible dans L2pΩq s'il existe une fonction w P L2pΩq telle que, @ϕ P C8c pΩq,»
Ω

xσσσpxq,∇∇∇ϕpxqy dx � �
»

Ω

wpxqϕpxqdx. (1.4.5)

La fonction w est appelée divergence faible de σσσ et notée désormais divσσσ.
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Lemma 2 Soit σσσ P pL2pΩqqd. S'il existe une constante C ¡ 0 telle que, @ϕ P
C8c pΩq, ����»

Ω

xσσσpxq,∇∇∇ϕpxqy dx
���� ¤ C }ϕ}L2pΩq , (1.4.6)

alors σσσ admet une divergence au sens faible.

De�nition 15 Soit Ω un ouvert de Rd, α � pα1, . . . , αdq P Nd et v P L2pΩq. On
dit que v est α-dérivable au sens faible dans L2pΩq s'il existe une fonction
w P L2pΩq, telles que, , @ϕ P C8c pΩq,»

Ω

vpxqDαϕpxqdx � �
»

Ω

wpxqϕpxqdx. (1.4.7)

La fonction w est appelée la α-ème dérivée faible de v et notée désormais Dαv.

Remarque 2 De la même façon, on peut dé�nir les dérivées faibles dans LppΩq.

1.4.2 Espaces de Sobolev

De�nition 16 Pour tout entier m ¥ 1, on appelle espace de Sobolev d'ordre m
sur Ω l'espace

HmpΩq �  
v P L2pΩq t.q. @α P Nd, |α| ¤ m; Dαv P L2pΩq au sens faible

(
.

(1.4.8)
Plus généralement, on note Wm,ppΩq l'espace dé�ni pour tout entier m ¥ 0 et
p P v1,8w par
Wm,ppΩq �  

v P LppΩq t.q. @α P Nd, |α| ¤ m; Dαv P LppΩq au sens faible
(
.

(1.4.9)

Théorème 10 Muni du produit scalaire

xu, vyHmpΩq �
¸

|α|¤m

»
Ω

DαuDαvdx (1.4.10)

et de la norme associée

}u}HmpΩq � xu, uy1{2HmpΩq (1.4.11)

l'espace HmpΩq est un espace de Hilbert.

Théorème 11 Muni de la norme

}u}Wm,ppΩq �
¸

|α|¤m

}Dαu}LppΩq (1.4.12)

l'espace Wm,ppΩq est un espace de Banach.

Théorème 12 (Produit [?, Page 35]) Soit Ω un ouvert de Rd et pp, q, rq P
v1,8v3 tels que 1

p � 1
q � 1

r . L'application

W 1,ppΩq �W 1,qpΩq Ñ W 1,rpΩq
pu, vq ÞÑ uv

(1.4.13)

est bien dé�nie, bilinéaire continue et on a, @pu, vq P W 1,ppΩq � W 1,qpΩq et
@i P v1, dw

B
Bxi puvq �

Bu
Bxi v � u

Bv
Bxi . (1.4.14)
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Résultats en dimension d � 1

Soit Ω �sa; br, �8   a   b   8.
Lemma 3 ([?, Page 87]) Pour toute fonction v P H1pa, bq et pour tout x, y P
ra; bs, on a

vpyq � vpxq �
» y
x

v1psqds. (1.4.15)

Plus généralement, pour tout x P ra; bs, l'application v Ñ vpxq, dé�nie de
H1pa, bq dans R, est une forme linéaire continue sur H1pa, bq. En particulier,
toute fonction v P H1pa, bq est continue sur ra; bs et il existe une constante
CpΩq ¡ 0 telle que @v P H1pa, bq

|vpxq| ¤ CpΩq }v}H1pa,bq , @x P ra; bs (1.4.16)

Proposition 3 (Inégalité de Poincaré) Soit Ω �sa; br, �8   a   b   8
et v P H1pΩq véri�ant vpaq � 0 ou vpbq � 0. Alors, il existe une constante
CP pΩq ¡ 0 telle que » b

a

|vpxq|2dx ¤ CP pΩq
» b
a

|v1pxq|2dx. (1.4.17)

Théorème 13 (de trace) Soit Ω �sa; br, �8   a   b   8. Les applications
traces

γa : H1pa, bq Ñ R
v ÞÑ vpaq , (1.4.18)

γb : H1pa, bq Ñ R
v ÞÑ vpbq (1.4.19)

et
γ0 : H1pa, bq Ñ R2

v ÞÑ pvpaq, vpbqq (1.4.20)

sont des applications linéaires continues. En particulier, il existe une constante
CcpΩq ¡ 0 telle que @v P H1pΩq

|γapvq| ¤ CcpΩq }v}H1pa,bq , (1.4.21)

|γbpvq| ¤ CcpΩq }v}H1pa,bq (1.4.22)

et
|γ0pvq| � pvpaq2 � vpbq2q1{2 ¤

?
2CcpΩq }v}H1pa,bq . (1.4.23)

Théorème 14 Si u, v P H1pa; bq alors» b
a

u1pxqvpxqdx � �
» b
a

upxqv1pxqdx� rupxqvpxqsba (1.4.24)

Si u P H2pa; bq et v P H1pa; bq alors» b
a

u2pxqvpxqdx � �
» b
a

u1pxqv1pxqdx� �
u1pxqvpxq�b

a
(1.4.25)
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Résultats en dimension d

Théorème 15 Soit Ω un ouvert borné de Rd dont la frontière Γ est C1 par
morceaux. Alors, si m ¡ d

2 , l'espace H
mpΩq est un sous-espace de C0pΩ̄q et

l'injection canonique de HmpΩq dans C0pΩ̄q est continue.
Théorème 16 [?, Page 90]Si Ω un ouvert borné de Rd de classe Cm, ou bien
si Ω � Rd�, alors C8c pΩ̄q est dense dans HmpΩq
Théorème 17 (Théorème de trace) Soit Ω un ouvert borné de Rd dont la
frontière Γ est C1 par morceaux. Alors l'application trace γΓ dé�nie par

γΓ : H1pΩq Ñ L2pΓq
v ÞÑ γΓpvq � v|Γ

(1.4.26)

est une application linéaire continue. Il existe donc une constante C ¡ 0 telle
que

}γΓpvq}L2pΓq ¤ C }v}H1pΩq . (1.4.27)

De�nition 17 Pour α Ps0, 1s et A partie de Rd, C0,αpAq est l'espace des fonc-
tions α-höldériennes bornées sur A, muni de la norme

}u}C0,αpAq � sup
A
|u| � sup

px,yqPA2,x�y

|upxq � upyq|
|x� y|α .

Plus généralement, on

Théorème 18 (Théorème de trace[?, Page 49]) Soit Ω un ouvert borné de
Rd dont la frontière Γ est C1 par morceaux. Alors les applications traces γΓ dé-
�nies pour p P v1,8v par

γΓ : W 1,ppΩq Ñ LppΓq
v ÞÑ γΓpvq � v|Γ

(1.4.28)

et pour p � 8 par

γΓ : W 1,8pΩq Ñ C0,1pΓq
v ÞÑ γΓpvq � v|Γ

(1.4.29)

sont linéaires continues.

Théorème 19 (Théorème de trace) Soit Ω un ouvert borné de Rd dont la
frontière Γ est C1 par morceaux. Soit ΓD et ΓR deux parties complémentaires
de Γ :

Γ � ΓD Y ΓR, ΓD X ΓR � H,
avec mespΓDq ¡ 0.
Alors, l'application trace γΓD dé�nie par

γΓD : H1pΩq Ñ L2pΓDq
v ÞÑ γΓD pvq � v|ΓD

(1.4.30)

est une application linéaire continue. Il existe donc une constante C ¡ 0 telle
que

}γΓD pvq}L2pΓDq ¤ C }v}H1pΩq . (1.4.31)
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De�nition 18 On note Hk{2pΓDq, k ¥ 1 l'espace dé�ni par

Hk{2pΓDq �  
v P L2pΓDq | Dw P HkpΩq tel que γΓD pwq � v.

(
(1.4.32)

Théorème 20 ([?, Page 94]) L'espace H1{2pΓDq est un sous-espace dense de
L2pΓDq. Muni de la norme

}v}H1{2pΓDq � inf
!
}w}H1pΩq tel que γΓD pwq � v.

)
(1.4.33)

c'est un espace de Banach (et même un espace de Hilbert).

Théorème 21 (Inégalité de Poincaré) Soit Ω un ouvert borné connexe de
Rd de frontière Γ, C1 par morceaux, et ΓD une partie de sa frontière telle que
mespΓDq ¡ 0. Soit V dé�ni par

V �  
v P H1pΩq | v � 0 sur ΓD

(
.

Alors V muni du produit scalaire de H1pΩq est un espace de Hilbert et il existe
une constante CpΩq ¡ 0 telle que

@v P V, }v}L2pΩq ¤ CΩ }∇∇∇ v}L2pΩq (1.4.34)

et
@v P V, }v}2H1pΩq ¤ pC2

Ω � 1q }∇∇∇ v}2L2pΩq (1.4.35)

Théorème 22 (Formule de Green[?, Page 67]) Soit Ω un ouvert borné connexe
de Rd de frontière Γ, C1 par morceaux et pp, qq P v1,8v2 tels que 1

p � 1
q � 1. Si

u PW 1,ppΩq et v PW 1,qpΩq alors @i P v1, dw on a»
Ω

Bu
Bxi vdx � �

»
Ω

u
Bv
Bxi dx�

»
Γ

uvnidσ, (1.4.36)

où ni est la i�ème composante du vecteur nnn P Rd, normale à Γ dirigée vers
l'extérieur de Ω.

Théorème 23 (Formule de Green) Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd
de frontière Γ, C1 par morceaux. Alors, @u, v P H1pΩq, @i P t1, . . . , du,»

Ω

Bu
Bxi vdx � �

»
Ω

u
Bv
Bxi dx�

»
Γ

uvnidσ, (1.4.37)

où ni est la i�ème composante du vecteur nnn P Rd, normale à Γ dirigée vers
l'extérieur de Ω.

Théorème 24 (Formule de Green) Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd
de frontière Γ, C1 par morceaux. Alors, @u P H2pΩq, @v P H1pΩq,

�
»

Ω

p∆uqvdx �
ḑ

i�1

»
Ω

Bu
Bxi

Bv
Bxi dx�

»
Γ

Bu
Bnvdσ. (1.4.38)

Théorème 25 Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd de frontière Γ, C1 par
morceaux. Alors, @bbb P pW 1,8pΩqqd et @v P H1pΩq, on a»

Ω

xbbb,∇∇∇ vy v � 1

2

»
Ω

divpbbbqv2 � 1

2

»
Γ

xbbb,nnny v2 (1.4.39)
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1.4.3 Résultats généraux

Théorème 26 (Théorème de Lax-Milgram) On suppose

1. V un espace de Hilbert sur R de norme }.}V .
2. L est une application linéaire de V à valeurs réelles.

3. L est une application continue sur V, c'est à dire qu'il existe une constante
C ¡ 0 telle que

@v P V, |Lpvq| ¤ C }v}V . (1.4.40)

4. A est une application bilinéaire de V � V à valeurs réelles.

5. A est une application continue sur V � V, c'est à dire qu'il existe une
constante M ¡ 0 telle que

@u, v P V, |Apu, vq| ¤M }u}V }v}V . (1.4.41)

6. A est V -elliptique (coercive sur V � V ), c'est à dire qu'il existe une
constante ν ¡ 0 telle que

@v P V, Apv, vq| ¥ ν }v}2V . (1.4.42)

Alors, le problème variationnel"
Trouver u P V tel que

Apu, vq � Lpvq, @v P V (1.4.43)

admet une unique solution.

De�nition 19 (problème de Galerkin) Soit V un espace de Hilbert réel et
Vh un sous-espace de dimension �nie. L'approximation interne ou le problème
de Galerkin associé à (1.4.43) est dé�ni par"

Trouver uh P Vh, tel que
Apuh, vhq � Lpvhq, @vh P Vh. (1.4.44)

Lemma 4 Sous les hypothèses du théorème 26 de Lax-Milgram , le problème de
Galerkin (1.4.44) admet une unique solution. Cette solution peut s'obtenir en
résolvant un système linéaire de matrice dé�nie positive.

Lemma 5 (de Céa) Sous les hypothèses du théorème de Lax-Milgram 26, la
solution u de (1.4.43) et la solution uh de (1.4.44) véri�ent

}u� uh}V ¤ M

ν
inf
vhPVh

}u� vh}V . (1.4.45)

Si, de plus, A est symétrique, alors on a

}u� uh}V ¤
c
M

ν
inf
vhPVh

}u� vh}V . (1.4.46)

Lemma 6 Sous les hypothèses du théorème de Lax-Milgram 26, et en supposant
qu'il existe un sous-espace V � V dense dans V et une application rh de V dans
Vh (appelée opérateur d'interpolation) tels que

lim
hÑ0

}v � rhpvq}V � 0 @v P V. (1.4.47)

Alors la méthode d'approximation variationnelle interne converge, c'est à dire
si u est la solution de (1.4.43) et uh la solution de (1.4.44)

lim
hÑ0

}u� uh}V � 0. (1.4.48)



16 CHAPITRE 1. RAPPELS



Chapitre 2

En dimension 1

2.1 Dé�nitions et résultats

On présente ici quelques dé�nitions et résultats utilent à l'étude de formu-
lations variationnelles

2.1.1 Espaces de Hilbert et autres ...

Théorème 27 Soient les ensembles dé�nis pour tout λ réel par

Vapλq � tv P H1pa; bq | vpaq � λu (2.1.1)

Vbpλq � tv P H1pa; bq | vpbq � λu.. (2.1.2)

Alors Vapλq et Vbpλq, munis du produit scalaire de H1pa; bq et de la norme
associée, sont des espaces de Hilbert si et seulement si λ � 0.

Preuve : Si λ � 0, alors @u, v P Vapλq on a u� v R Vapλq puisque upaq� vpaq �
λ � 2λ. Donc Vapλq n'est pas un espace vectoriel ! De même pour Vbpλq.

Vbp0q est lui un espace vectoriel (c'est même un sous-espace vectoriel de
H1pa; bq). On peut le munir du produit scalaire de H1pa; bq et de la norme as-
sociée. Pour montrer qu'il est complet, il su�t de démontrer qu'il est fermé car
c'est un sous-espace vectoriel de l'espace complet H1pa; bq (voir théorème 1).
Pour celà on utilise le théorème 13 donnant la continuité de l'application trace
γb. En e�et l'image réciproque d'un fermé par une application continue est un
fermé (voir ??). Or ici γ�1

b pt0uq � Vbp0q et t0u est un fermé donc Vbp0q est un
fermé. On conclut donc que Vbp0q, muni du produit scalaire de H1pa; bq et de la
norme associée, est un espace de Hilbert.
De la même manière, en utilisant le théorème 13 donnant la continuité de l'ap-
plication trace γa, on obtient que Vap0q, muni du produit scalaire de H1pa; bq et
de la norme associée, est un espace de Hilbert. l

2.1.2 Relèvements

Lemma 7 Soient λ et µ deux réels.

1. Il existe R P H1pa; bq telle que Rpaq � λ.

17
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2. Il existe R P H1pa; bq telle que Rpbq � µ.

3. Il existe R P H1pa; bq telle que Rpaq � λ et Rpbq � µ.

Preuve :

1. La fonction R dé�nie par Rpxq � λ, @x P ra; bs est dans H1pa; bq et véri�e
Rpaq � λ.

2. La fonction R dé�nie par Rpxq � λ, @x P ra; bs est dans H1pa; bq et véri�e
Rpbq � µ.

3. La fonction R dé�nie par Rpxq � λx�ba�b � µx�ab�a , @x P ra; bs est dans

H1pa; bq et véri�e Rpaq � λ et Rpbq � µ.

l

2.1.3 Etude de l'application Lλa,λbf

De�nition 20 Soient f P, λa et λb deux réels. On dé�nit l'application Lλa,λbf

de H1pa; bq à valeurs réelles par

Lλa,λbf pvq �
» b
a

fpxqvpxqdx� λavpaq � λbvpbq. (2.1.3)

Lemma 8 Soient f P L2pa; bq, λa et λb deux réels. L'application Lλa,λbf dé�nie
par (2.1.3) est linéaire continue. Il existe donc une constante C ¡ 0 telle que

@v P H1pa; bq |Lλa,λbf pvq| ¤ C }v}H1pa;bq . (2.1.4)

Preuve : En utilisant les applications traces γa et γb dé�nies en (1.4.18) et
(1.4.19), on a @v P H1pa; bq,

Lλa,λbf pvq �
» b
a

fpxqvpxqdx� λaγapvq � λbγbpvq.

Donc Lλa,λbf est une application linéaire deH1pa; bq à valeurs réelles par linéarité
de l'intégrale et des applications traces γa et γb (voir théorème 13).

Comme Lλa,λbf est linéaire, pour montrer sa continuité, d'après le théorème

??, il est nécessaire et su�sant d'établir l'inégalité (2.1.4). On a, @v P H1pa; bq,

|Lλa,λbf pvq| ¤ |
» b
a

fpxqvpxqdx| � |λaγapvq| � |λbγbpvq|. (2.1.5)

Comme f et v sont dans L2pa; bq, on peut appliquer l'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

|
» b
a

fpxqvpxqdx| �
���xf, vyL2pa;bq

��� ¤ }f}L2pa;bq }v}L2pa;bq .

En utilisant (??) sur v nous avons

|
» b
a

fpxqvpxqdx| ¤ }f}L2pa;bq }v}H1pa;bq .
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En utilisant les inégalités (1.4.21) et (1.4.22) de continuité des applications li-
néaires γa et γb, l'inégalité (2.1.5) devient, @v P H1pa; bq,

|Lλa,λbf pvq| ¤
�
}f}L2pa;bq � p|λa| � |λb|qCcpΩq

	
}v}H1pa;bq . (2.1.6)

l

2.1.4 Etude de l'application Aαa,αb
m,p,q,c

De�nition 21 Soient m, p, q, c P L8pa; bq et αa, αb P R. On dé�nit l'application
Aαa,αb
m,p,q,c de H

1pa; bq �H1pa; bq à valeurs réelles par, @u, v P H1pa; bq,

Aα,β
m,p,q,cpu, vq �

» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

ppxqupxqv1pxqdx

�
» b
a

qpxqu1pxqvpxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx
�αaupaqvpaq � αbupbqvpbq. (2.1.7)

Lemma 9 Soient m, p, q, c P L8pa; bq et αa, αb P R. L'application Aαa,αb
m,p,q,c dé-

�nie par (2.1.7) est bilinéaire continue sur H1pa; bq � H1pa; bq. Il existe donc
une constante CA ¡ 0 telle que

@u, v P H1pa; bq |Aαa,αb
m,p,q,cpu, vq| ¤ CA }u}H1pa;bq }v}H1pa;bq . (2.1.8)

Preuve : Pour simpli�er les notations, on pose A � Aαa,αb
m,p,q,c.

En utilisant les applications traces γa et γb dé�nies en (1.4.18) et (1.4.19),
on a @u, v P H1pa; bq,

Apu, vq �
» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

ppxqupxqv1pxqdx�
» b
a

qpxqu1pxqvpxqdx

�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αaγapuqγapvq � αbγbpuqγbpvq.

Donc A est une application bilinéaire de H1pa; bq�H1pa; bq à valeurs réelles par
linéarité de l'intégrale, de l'opérateur de dérivation et des applications traces γa
et γb (voir théorème 13).

D'après le théorème ??, pour établir la continuité de A, sachant qu'elle est
bilinéaire, il est nécessaire et su�sant de prouver l'inégalité (2.1.8.)
On a, @u, v P H1pa; bq,

|Aα,β
m,cpu, vq| ¤

» b
a

|mpxqu1pxqv1pxq|dx�
» b
a

|ppxqupxqvpxq|dx�
» b
a

|qpxqupxqvpxq|dx

�
» b
a

|cpxqupxqvpxq|dx� |αaγapuqγapvq| � |αbγbpuqγbpvq|. (2.1.9)

Comme u, v, u1, v1 P L2pa; bq, le théorème (7) (inégalité de Holder) donne uv P
L1pa; bq, u1v1 P L1pa; bq et

}uv}L1pa;bq ¤ }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq��u1v1��
L1pa;bq

¤ ��u1��
L2pa;bq

��v1��
L2pa;bq

.
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Par hypothèse m et c sont dans L8pa; bq, le théorème (7) donne, cuv P L1pa; bq,
mu1v1 P L1pa; bq et

}cuv}L1pa;bq ¤ }c}L8pa;bq }uv}L1pa;bq��mu1v1��
L1pa;bq

¤ }m}L8pa;bq

��u1v1��
L1pa;bq

.

ce qui nous donne

}cuv}L1pa;bq ¤ }c}L8pa;bq }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq (2.1.10)��mu1v1��
L1pa;bq

¤ }m}L8pa;bq

��u1��
L2pa;bq

��v1��
L2pa;bq

(2.1.11)

Comme p, q P L8pa; bq, on obtient aussi

}puv}L1pa;bq ¤ }p}L8pa;bq }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq (2.1.12)

}quv}L1pa;bq ¤ }q}L8pa;bq }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq (2.1.13)

Pour majorer les termes |αaγapuqγapvq| et |αbγbpuqγbpvq| dans (2.1.9), on uti-
lise les inégalités (1.4.21) et (1.4.22) provenant de la continuité des applications
linéaires trace γa et γb. On obtient donc

|αaupaqvpaq| ¤ |αa|C2
γ }u}H1pa;bq }v}H1pa;bq , (2.1.14)

|αbupbqvpbq| ¤ |αb|C2
γ }u}H1pa;bq }v}H1pa;bq , (2.1.15)

(2.1.16)

En utilisant (2.1.10) à (2.1.15), l'inégalité (2.1.9) on obtient

|Apu, vq| ¤ }m}L8pa;bq

��u1��
L2pa;bq

��v1��
L2pa;bq

� p|αa| � |αb|qC2
γ }u}H1pa;bq }v}H1pa;bq

�p}c}L8pa;bq � }p}L8pa;bq � }q}L8pa;bqq }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq

Or par dé�nition de la norme H1pa; bq on a }u}2H1pa;bq � }u}2L2pa;bq � }u1}2L2pa;bq

et donc

}u}L2pa;bq ¤ }u}H1pa;bq et
��u1��

L2pa;bq
¤ }u}H1pa;bq . (2.1.17)

On obtient alors l'inégalité (2.1.8) avec

CA � }m}L8pa;bq � }c}L8pa;bq � }p}L8pa;bq � }q}L8pa;bq � p|αa| � |αb|qC2
γ .

l

Lemma 10 Soient m, p, q, c P L8pa; bq et αa, αb P R. On note βm, le réel véri-
�ant

mpxq ¥ βm p.p. dans ra; bs, (2.1.18)

et µa et µb les réels donnés par

µa � αa � 1

2
pppaq � qpaqq, µb � αb � 1

2
pppbq � qpbqq (2.1.19)
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On suppose que p, q P H1pa; bq et qu'il existe β0 P R tel que

cpxq � 1

2
pppxq � qpxqq1 ¥ β0 p.p. dans ra; bs. (2.1.20)

L'application Aαa,αb
m,p,q,c est H

1pa; bq�elliptique si

βm ¡ 0, β0 ¡ 0, µa ¥ 0 et µb ¥ 0 (2.1.21)

On a
@u P H1pa; bq, Aαa,αb

m,p,q,cpu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq (2.1.22)

avec
ν � minpβm, β0q (2.1.23)

Preuve : Pour simpli�er les notations, on pose A � Aαa,αb
m,p,q,c.

On a, @u P H1pa; bq,

Apu, uq �
» b
a

mpxq|u1pxq|2dx�
» b
a

pppxq � qpxqqupxqu1pxqdx

�
» b
a

cpxq|upxq|2dx� αa|upaq|2 � αb|upbq|2 (2.1.24)

Comme u P H1pa; bq, on a u2 P H1pa; bq (Démonstration ..., à faire ?). De plus» b
a

pppxq � qpxqqupxqu1pxqdx � 1

2

» b
a

pppxq � qpxqqpu2pxqq1dx

et comme p et q sont dans H1pa; bq, on peut utiliser la formule d'intégration par
parties (1.4.24) pour obtenir» b
a

pppxq�qpxqqupxqu1pxqdx � �1

2

» b
a

pppxq�qpxqq1u2pxqdx�1

2
rpppxq�qpxqqu2pxqsba.

L'équation (2.1.24) peut donc s'écrire, @u P H1pa; bq,

Apu, uq �
» b
a

mpxq|u1pxq|2dx �
» b
a

�
cpxq � 1

2
pppxq � qpxqq1



|upxq|2dx

� µa|upaq|2 � µb|upbq|2 (2.1.25)

En utilisant (2.1.18) et (2.1.20), on obtient» b
a

mpxq|u1pxq|2dx ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
, @u P H1pa; bq(2.1.26)» b

a

�
cpxq � 1

2
pppxq � qpxqq1



|upxq|2dx ¥ β0 }u}2L2pa;bq , @u P H1pa; bq(2.1.27)

On a alors la minoration, @u P H1pa; bq,

Apu, uq ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
dx� β0 }u}2L2pa;bq

�µa|upaq|2 � µb|upbq|2 (2.1.28)
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En utilisant les hypothèses (2.1.21), on obtient minpβm, β0q ¡ 0 et, @u P
H1pa; bq,

Apu, uq ¥ minpβm, β0q
���u1��2

L2pa;bq
� }u}2L2pa;bq

	
.

¥ minpβm, β0q }u}2H1pa;bq .

l

Lemma 11 Soient m, p, q, c P L8pa; bq et αa, αb P R. On note βm, le réel véri-
�ant

mpxq ¥ βm p.p. dans ra; bs, (2.1.29)

On suppose que p, q P H1pa; bq et qu'il existe β0 P R tel que

cpxq � 1

2
pppxq � qpxqq1 ¥ β0 p.p. dans ra; bs. (2.1.30)

L'application Aαa,αb
m,p,q,c est H

1
0 pa; bq�elliptique si

βm ¡ 0 et β0 ¡ � βm
CppΩq (2.1.31)

On a
@u P H1

0 pa; bq, Aαa,αb
m,p,q,cpu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq (2.1.32)

avec

ν �
$&%

minpβm, β0q si β0 ¡ 0
βm � β0CppΩq

1� CppΩq si β0 ¤ 0
(2.1.33)

Preuve : Pour simpli�er les notations, on pose A � Aαa,αb
m,p,q,c.

Comme H1
0 pa; bq � H1pa; bq, l'équation (2.1.25) est aussi véri�ée pour u P

H1
0 pa; bq. On obtient donc, @u P H1

0 pa; bq,

Apu, uq �
» b
a

mpxq|u1pxq|2dx

�
» b
a

�
cpxq � 1

2
pppxq � qpxqq1



|upxq|2dx. (2.1.34)

On a alors la minoration, @u P H1
0 pa; bq,

Apu, uq ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
dx� β0 }u}2L2pa;bq . (2.1.35)

Cas β0 ¡ 0. L'inégalité (2.1.35) devient

@u P H1
0 pa; bq, Apu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq .

avec ν � minpβm, β0q ¡ 0.
Cas β0 ¤ 0. On peut utiliser l'inégalité de Poincaré (1.4.17) sur H1

0 pa; bq (qui
n'est pas vraie sur H1pa; bq) : DCppΩq ¡ 0 telle que

@u P H1
0 pa; bq, }u}2L2pa;bq ¤ CppΩq

��u1��2

L2pa;bq
. (2.1.36)
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On en déduit alors, @u P H1
0 pa; bq,

}u}2L2pa;bq �
��u1��2

L2pa;bq
¤ p1� CppΩqq

��u1��2

L2pa;bq
. (2.1.37)

En utilisant l'inégalité (2.1.36), on minore le terme en β0 }u}2L2pa;bq ¤ 0 dans

l'inégalité (2.1.35) pour obtenir

@u P H1
0 pa; bq, Apu, uq ¥ βm

��u1��2

L2pa;bq
� β0CppΩq

��u1��2

L2pa;bq

¥ pβm � β0CppΩqq
��u1��2

L2pa;bq

Comme par hypothèse βm � β0CppΩq ¡ 0, on peut utiliser (2.1.37) pour avoir

@u P H1
0 pa; bq, Apu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq . (2.1.38)

avec ν � βm � β0CppΩq
1� CppΩq ¡ 0. l

Lemma 12 Soient m, c P L8pa; bq, p, q P H1pa; bq et αa, αb P R. On note βm,
le réel véri�ant

mpxq ¥ βm p.p. dans ra; bs, (2.1.39)

et µb le réel donné par

µb � αb � 1

2
pppbq � qpbqq.

On suppose qu'il existe β0 P R tel que

cpxq � 1

2
pppxq � qpxqq1 ¥ β0 p.p. dans ra; bs. (2.1.40)

L'application Aαa,αb
m,p,q,c est Vap0q�elliptique si

βm ¡ 0 (2.1.41)

et si l'une des conditions suivantes et véri�ée :

pC1q β0 ¡ � βm
CppΩq

et µb ¥ 0

pC2q β0 ¡ 0 et �minpβm,β0q
C2
γ

  µb   0

pC3q 0 ¥ β0 ¡ � βm
CppΩq

et � βm�β0CppΩq
C2
γp1�CppΩqq

  µb   0.

où Cγ et CppΩq sont respectivement la constante de continuité de l'application
trace γb (voir théorème 13) et la constante de Poincaré (voir proposition 3).

On a
@u P Vap0q, Aαa,αb

m,p,q,cpu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq (2.1.42)

avec

ν �

$''''''&''''''%

minpβm, β0q si µb ¥ 0 et β0 ¡ 0,
βm � β0CppΩq
C2
γp1� CppΩq si µb ¥ 0 et β0 ¤ 0,

minpβm, β0q � µbC
2
γ si µb ¥ 0 et β0 ¡ 0,

βm � β0CppΩq
C2
γp1� CppΩq � µbC

2
γ si µb   0 et β0 ¤ 0,

(2.1.43)
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Preuve : Pour simpli�er les notations, on pose A � Aαa,αb
m,p,q,c.

Comme Vap0q � H1pa; bq, l'équation (2.1.25) est aussi véri�ée pour u P Vap0q.
On obtient donc, @u P Vap0q,

Apu, uq �
» b
a

mpxq|u1pxq|2dx

�
» b
a

�
cpxq � 1

2
pppxq � qpxqq1



|upxq|2dx� µb|upbq|2.(2.1.44)

On a la minoration, @u P Vap0q,

Apu, uq ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
dx� β0 }u}2L2pa;bq � µb|upbq|2. (2.1.45)

Cas µb ¥ 0 et β0 ¡ 0. On a alors, @u P Vap0q,

Apu, uq ¥ βm }u1}2L2pa;bq dx� β0 }u}2L2pa;bq

¥ minpβm, β0qp}u1}2L2pa;bq � }u}2L2pa;bqq � minpβm, β0q }u}2H1pa;bq

avec minpβm, β0q ¡ 0.
Cas µb ¥ 0 et β0 ¤ 0. On peut utiliser l'inégalité de Poincaré (1.4.17) sur

Vap0q (qui n'est pas vraie sur H1pa; bq) : DCppΩq ¡ 0 telle que

@u P Vap0q, }u}2L2pa;bq ¤ CppΩq
��u1��2

L2pa;bq
. (2.1.46)

On en déduit alors, @u P Vap0q,

}u}2L2pa;bq �
��u1��2

L2pa;bq
¤ p1� CppΩqq

��u1��2

L2pa;bq
. (2.1.47)

En utilisant l'inégalité (2.1.46), on minore le terme en β0 }u}2L2pa;bq ¤ 0 dans

l'inégalité (2.1.45) pour obtenir

@u P Vap0q, Apu, uq ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
� β0CppΩq

��u1��2

L2pa;bq

¥ pβm � β0CppΩqq
��u1��2

L2pa;bq

Comme par hypothèse βm � β0CppΩq ¡ 0, on peut utiliser (2.1.47) pour avoir

@u P Vap0q, Apu, uq ¥ βm � β0CppΩq
1� CppΩq }u}2H1pa;bq . (2.1.48)

Sous la condition pC1q, on a
βm � β0CppΩq

1� CppΩq ¡ 0.

Cas µb   0 et β0 ¡ 0. Par la continuité de l'application linéaire trace γb,
(voir théorème 13) on a, @u P Vap0q,

|upbq| � |γbpuq| ¤ Cγ }u}H1pa;bq

et donc

µb|upbq|2 ¥ µbC
2
γ }u}2H1pa;bq . (2.1.49)
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De l'inégalité (2.1.45), on en déduit @u P Vap0q,
Apu, uq ¥ βm }u1}2L2pa;bq dx� β0 }u}2L2pa;bq � µbC

2
γ }u}H1pa;bq

¥ minpβm, β0qp}u1}2L2pa;bq � }u}2L2pa;bqq � µbC
2
γ }u}2H1pa;bq

¥ pminpβm, β0q � µbC
2
γq }u}2H1pa;bq

Sous la condition pC2q, on a pminpβm, β0q � µbC
2
γq ¡ 0.

Cas µb   0 et β0 ¤ 0. En utilisant les inégalités (2.1.46) et (2.1.49) on ob-
tient

@u P Vap0q, Apu, uq ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
� β0CppΩq

��u1��2

L2pa;bq
� µbC

2
γ }u}H1pa;bq

¥ pβm � β0CppΩqq
��u1��2

L2pa;bq
� µbC

2
γ }u}H1pa;bq

Comme par hypothèse βm � β0CppΩq ¡ 0, on peut utiliser (2.1.47) pour avoir

@u P Vap0q, Apu, uq ¥
�
βm � β0CppΩq

1� CppΩq � µbC
2
γ



}u}H1pa;bq

Sous l'hypothèse pC3q, on a
βm�β0CppΩq

1�CppΩq
� µbC

2
γ ¡ 0. l

Lemma 13 Soient m, c P L8pa; bq, p, q P H1pa; bq et αa, αb P R. On note βm,
le réel véri�ant

mpxq ¥ βm p.p. dans ra; bs, (2.1.50)

et µa le réel donné par

µa � αa � 1

2
pppaq � qpaqq.

On suppose qu'il existe β0 P R tel que

cpxq � 1

2
pppxq � qpxqq1 ¥ β0 p.p. dans ra; bs. (2.1.51)

L'application Aαa,αb
m,p,q,c est Vbp0q�elliptique si

βm ¡ 0 (2.1.52)

et si l'une des conditions suivantes et véri�ée :

pC1q β0 ¡ � βm
CppΩq

et µa ¥ 0

pC2q β0 ¡ 0 et �minpβm,β0q
C2
γ

  µa   0

pC3q 0 ¥ β0 ¡ � βm
CppΩq

et � βm�β0CppΩq
C2
γp1�CppΩqq

  µa   0.

où Cγ et CppΩq sont respectivement la constante de continuité de l'application
trace γa (voir théorème 13) et la constante de Poincaré (voir proposition 3).

On a
@u P Vbp0q, Aαa,αb

m,p,q,cpu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq (2.1.53)

avec

ν �

$''''''&''''''%

minpβm, β0q si µa ¥ 0 et β0 ¡ 0,
βm � β0CppΩq
C2
γp1� CppΩq si µa ¥ 0 et β0 ¤ 0,

minpβm, β0q � µbC
2
γ si µa ¥ 0 et β0 ¡ 0,

βm � β0CppΩq
C2
γp1� CppΩq � µbC

2
γ si µa   0 et β0 ¤ 0,

(2.1.54)
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Preuve : La démonstration est simmilaire à celle du lemme 12. l

2.2 Problème mixte Robin-Dirichlet

Soient a, b P R, a   b. On considère le problème aux limites suivants :$&%
�pmu1q1 � cu � f dans pa, bq,
mpaqu1paq � αaupaq � ga
upbq � ub

(2.2.1)

où f P L2pa; bq, m, c P L8pa; bq et ga, ub, αa trois réels avec αa ¤ 0. On note βc
et βm les deux réels véri�ant

@x Psa; br, cpxq ¥ βc et mpxq ¥ βm ¡ 0 p.p. dans sa; br

et Cp ¡ 0 la constante de Poincaré qui, @v P H1pa; bq telle que vpaq � 0 ou
vpbq � 0, nous donne » b

a

|vpxq|2dx ¤ Cp

» b
a

|v1pxq|2dx.

On suppose que

βc ¡ � βm
CppΩq .

2.2.1 Formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle associée au problème (2.2.1), on
multiplie par une fonction test quelconque v su�samment régulière et on intègre
sur ra; bs. On suppose, bien sûr, que les fonctions u, m, c et f su�samment
régulières pour que l'intégration ait un sens et que l'on puisse utiliser la formule
d'intégration par partie (??). On obtient donc

�
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx �
» b
a

fpxqvpxqdx

On e�ectue ensuite une intégration par partie entre mu1 et v pour obtenir» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx� rmpxqu1pxqvpxqsba �
» b
a

cpxqupxqvpxqdx �
» b
a

fpxqvpxqdx

La condition aux limites en a donne mpaqu1paq � ga � αaupaq. Par contre, on
suppose vpbq � 0 car sinon le terme mpbqu1pbqvpbq imposerait que u1 soit dé�ni
en b, alors que pour le reste u1 P L2pa; bq su�t.
On dé�nit les ensembles

Vbp0q � tv P H1pa; bq | vpbq � 0u
Vbpubq � tv P H1pa; bq | vpbq � ubu.

Une formulation variationnelle s'écrit alors sous la forme :
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"
Trouver u P V, tel que

Apu, vq � Lpvq, @v PW. (2.2.2)

avec V � Vbpubq, W � Vbp0q,

Apu, vq �
» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αaupaqvpaq (2.2.3)

et

Lpvq �
» b
a

fpxqvpxqdx� gavpaq. (2.2.4)

Théorème 28 Soient f P L2pa; bq, c P L8pa; bq et m P L8pa; bq. Alors u solu-
tion H2pa; bq de (2.2.2) si et seulement si u solution H2pa; bq de

� pmu1q1 � cu � f au sens de L2pa; bq (2.2.5)

mpaqu1paq � αaupaq � ga (2.2.6)

upbq � ub (2.2.7)

Preuve :
ð Soit u solution H2pa; bq de (2.2.5)-(2.2.6)-(??). Comme c P L8pa; bq,
on a cu P L2pa; bq. On a alors pmu1q1 � cu � f P L2pa; bq. On peut donc
multiplier (2.2.5) par une fonction v P L2pa; bq et intégrer pour obtenir,
@v P L2pa; bq,

�
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx �
» b
a

fpxqvpxqdx. (2.2.8)

Ensuite, pour appliquer la formule d'intégration par parties (??) à mu1 et
v, il faut quemu1 P H1pa; bq et v P H1pa; bq. On a vu que pmu1q1 P L2pa; bq.
Comme m P L8pa; bq et u1 P L2pa; bq, on a mu1 P L2pa; bq et donc mu1 P
H1pa; bq. En prenant v P H1pa; bq � L2pa; bq, on peut appliquer (??) pour
obtenir

�
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx �
» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx� rmpxqu1pxqvpxqsba

Or, en utilisant (2.2.6), on obtient

rmpxqu1pxqvpxqsba � mpbqu1pbqvpbq �mpaqu1paqvpaq
� mpbqu1pbqvpbq � αaupaqvpaq � gavpaq

Sur le bord Dirichlet, on choisit d'imposer vpbq � 0, c'est à dire de choisir
v P Vbp0q � H1pa; bq. L'équation (2.2.12) devient alors @v P Vbp0q» b

a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αaupaqvpaq

�
» b
a

fpxqvpxqdx� gavpaq.

Donc u P H2pa; bq est solution de la formulation variationnelle (2.2.2).
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ñ Soit u solution H2pa; bq de la formulation variationnelle (2.2.2). Comme
C8
c pΩq � Vbp0q, on a

Apu, vq � Lpvq, @v P C8
c pΩq

c'est à dire » b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx

�
» b
a

fpxqvpxqdx, @v P C8
c pΩq. (2.2.9)

On en déduit alors, @v P C8
c pΩq,�����

» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx
����� ¤

» b
a

|cpxqupxqvpxq|dx�
�����
» b
a

fpxqvpxqdx
����� . (2.2.10)

Comme u et v sont dans L2pa; bq, on obtient d'après le théorème ??, uv P
L1pa; bq et on peut alors utiliser l'inégalité de Holder entre et c P L8pa; bq
et uv » b

a

|cpxqupxqvpxq|dx ¤ }c}L8pa;bq }uv}L1pa;bq .

Une nouvelle application de l'inégalite de Holder entre u et v, permet
d'obtenir » b

a

|cpxqupxqvpxq|dx ¤ }c}L8pa;bq }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq .

Comme f et u sont dans L2pa; bq, on obtient d'après le théorème de
Cauchy-Schwarz ??,�����

» b
a

fpxqvpxqdx
����� ¤ }f}L2pa;bq }v}L2pa;bq .

En utilisant ces deux dernières inégalités 2.2.14 devient, @v P C8
c pΩq,�����

» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx
����� ¤ p}c}L8pa;bq }u}L2pa;bq � }f}L2pa;bqq }v}L2pa;bq .

D'après le lemme ??, on obtient que mu1 est dérivable au sens faible dans
L2pa; bq et on note pmu1q1 P L2pa; bq sa dérivée faible telle que» b

a

mpxqu1pxqv1pxqdx � �
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx.

L'équation (2.2.13) peut donc s'écrire» b
a

�pmpxqu1pxqq1 � cpxqupxq � fpxq� vpxqdx � 0, @v P C8
c pΩq.

D'après le corollaire ??, ceci permet de conclure que

pmpxqu1pxqq1 � cpxqupxq � fpxq � 0 presque partout dans ra; bs. (2.2.11)
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Il reste à montrer que u véri�e les conditions aux limites (2.2.6) et (??).
Comme u P Vbpubq, la condition (??) est immédiatement vérifée. Pour
obtenir (2.2.6), on utilise la formule d'intégration par partie entre mu1 et
v. En e�et, on a mu1 P L2pa; bq et pmu1q1 P L2pa; bq donc mu1 P H1pa; bq
et on obtient, @v P Vbp0q,» b

a

mpxqu1pxqv1pxqdx � �
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx�mpaqu1paqvpaq.

De formulation variationnelle (2.2.2) on en déduit, @v P Vbp0q,

�
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx�mpaqu1paqvpaq �
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αaupaqvpaq
�³b

a
fpxqvpxqdx� gavpaq.

ou encore» b
a

��pmpxqu1pxqq1 � cpxq � fpxq� vpxqdx � �
mpaqu1paq � αaupaq � ga

�
vpaq.

En utilisant (2.2.15), on a alors�
mpaqu1paq � αaupaq � ga

�
vpaq � 0, @v P Vbp0q

et donc en choisissant vpxq � pb�xq{pb�aq qui est dans Vbp0q et telle que
vpaq � 1 on obtient

mpaqu1paq � αaupaq � ga � 0.

l

2.2.2 Quelques résultats préliminaires

Les relèvements

Lemma 14 Soient ua et ub deux réels.

1. Il existe R P H1pa; bq telle que Rpaq � ua.

2. Il existe R P H1pa; bq telle que Rpbq � ub.

3. Il existe R P H1pa; bq telle que Rpaq � ua et Rpbq � ub.

Preuve :

1. La fonction R P P0 dé�nie par Rpxq � ua, @x P ra; bs est dans H1pa; bq et
véri�e Rpaq � ua.

2. La fonction R P P0 dé�nie par Rpxq � ub, @x P ra; bs est dans H1pa; bq et
véri�e Rpbq � ub.

3. La fonction R P P1 dé�nie par Rpxq � ua
x�b
a�b �ub x�ab�a , @x P ra; bs est dans

H1pa; bq et véri�e Rpaq � ua et Rpbq � ub.

l
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Etude de Vbp0q et Vbpubq
Lemma 15 L'espace Vbp0q � tv P H1pa; bq | vpbq � 0u muni du produit scalaire
de H1pa; bq et de la norme associée, est un espace de Hilbert.
Par contre, si ub � 0, Vbpubq � tv P H1pa; bq | vpbq � ubu n'est pas un espace
de Hilbert.

Preuve : Si ub � 0, Vbpubq n'est pas un espace de Hilbert car ce n'est pas un
espace vectoriel. En e�et,

@u, v P Vbpubq, u� v R Vbpubq,

puisque pu� vqpbq � 2ub!
Vbp0q est lui un espace vectoriel (c'est même un sous-espace vectoriel de

H1pa; bq). On peut le munir du produit scalaire de H1pa; bq et de la norme as-
sociée. Pour montrer qu'il est complet, il su�t de démontrer qu'il est fermé car
c'est un sous-espace vectoriel d'un espace complet (H1pa; bq). Pour celà on utilise
la continuité de l'application trace γb dé�nie en (??). En e�et l'image réciproque
d'un fermé par une application continue est un fermé. Or ici γ�1

b pt0uq � Vbp0q
et t0u est un fermé donc Vbp0q est un fermé. On conclut donc que Vbp0q, muni
du produit scalaire de H1pa; bq et de la norme associée, est un espace de Hilbert.
l

Etude de l'application L

Lemma 16 Soient f P L2pa; bq et ga P R. L'application L : H1pa; bq Ñ R
dé�nie par

@v P H1pa; bq, Lpvq �
» b
a

fpxqvpxqdx� gavpaq

est linéaire continue. Il existe donc une constante C ¡ 0 telle que

@v P H1pa; bq |Lpvq| ¤ C }v}H1pa;bq (2.2.12)

Preuve : En fait, en utilisant l'application trace γa dé�nie en (??), on a @v P
H1pa; bq,

Lpvq �
» b
a

fpxqvpxqdx� gaγapvq.

Donc L est une application linéaire de H1pa; bq à valeurs réelles par linéarité de
l'intégrale et de l'application trace γa (voir lemme ??).

Pour montrer la continuité, il su�t d'établir (2.2.12). On a

|Lpvq| ¤ |
» b
a

fpxqvpxqdx| � |gaγapvq|. (2.2.13)

Comme f et v sont dans L2pa; bq, on peut appliquer l'inégalité de Cauchy-
Schwarz :

|
» b
a

fpxqvpxqdx| �
���xf, vyL2pa;bq

��� ¤ }f}L2pa;bq }v}L2pa;bq .
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En utilisant (??) sur v nous avons

|
» b
a

fpxqvpxqdx| ¤ }f}L2pa;bq }v}H1pa;bq .

L'inégalité (2.2.13) devient, en utilisant la continuité de l'application linéaire
γa,

|Lpvq| ¤
�
}f}L2pa;bq � |ga|Ca

	
}v}H1pa;bq . (2.2.14)

l

Etude de l'application A

Lemma 17 Soient m, c P L8pa; bq et αa P R. L'application a : H1pa; bq �
H1pa; bq Ñ R dé�nie par

Apu, vq �
» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αaupaqvpaq

est bilinéaire continue.Il existe donc une constante Ca ¡ 0 telle que

@u, v P H1pa; bq |Apu, vq| ¤ Ca }u}H1pa;bq }v}H1pa;bq . (2.2.15)

Preuve : En utilisant l'application trace γa dé�nie en (??), on a @u, v P H1pa; bq,

Apu, vq �
» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αaγapuqγapvq

Donc a est une application bilinéaire de H1pa; bq�H1pa; bq à valeurs réelles par
linéarité de l'intégrale et de l'application trace γa (voir lemme ??).

Pour montrer la continuité de l'application bilinéaire A, il su�t de montrer
(2.2.15). On a

|Apu, vq| ¤
» b
a

|mpxqu1pxqv1pxq|dx�
» b
a

|cpxqupxqvpxq|dx� |αaγapuqγapvq|.
(2.2.16)

Comme u, v, u1, v1 P L2pa; bq, nous avons, d'après l'inégalité de Holder (??),
uv P L1pa; bq, u1v1 P L1pa; bq et

}uv}L1pa;bq ¤ }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq��u1v1��
L1pa;bq

¤ ��u1��
L2pa;bq

��v1��
L2pa;bq

.

Par hypothèse m et c sont dans L8pa; bq, nous avons, d'après l'inégalité de
Holder (??), cuv P L1pa; bq, mu1v1 P L1pa; bq et

}cuv}L1pa;bq ¤ }c}L8pa;bq }uv}L1pa;bq��mu1v1��
L1pa;bq

¤ }m}L8pa;bq

��u1v1��
L1pa;bq

.

ce qui nous donne» b
a

|cpxqupxqvpxq|dx � }cuv}L1pa;bq ¤ }c}L8pa;bq }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq(2.2.17)» b
a

|mpxqu1pxqv1pxq|dx � ��mu1v1��
L1pa;bq

¤ }m}L8pa;bq

��u1��
L2pa;bq

��v1��
L2pa;bq
(2.2.18)
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Pour majorer le terme |αaγapuqγapvq| dans (2.2.15), on utilise l'inégalité (??)
provenant de la continuité de l'application linéaire trace γa. On obtient donc

|αaupaqvpaq| ¤ |αa|C2
γ }u}H1pa;bq }v}H1pa;bq . (2.2.19)

En utilisant (2.2.17), (2.2.18) et (2.2.19) dans l'inégalité (2.2.16) nous obtenons

|Apu, vq| ¤ }m}L8pa;bq }u1}L2pa;bq }v1}L2pa;bq � }c}L8pa;bq }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq

�|αa|C2
a }u}H1pa;bq }v}H1pa;bq

Or par dé�nition de la norme H1pa; bq nous avons }u}2H1pa;bq � }u}2L2pa;bq �
}u1}2L2pa;bq et donc

}u}L2pa;bq ¤ }u}H1pa;bq et
��u1��

L2pa;bq
¤ }u}H1pa;bq . (2.2.20)

On obtient alors l'inégalité (2.2.15) avec

Ca � }m}L8pa;bq � }c}L8pa;bq � |αa|C2
γ .

l

Lemma 18 Soient m, c P L8pa; bq et un réel αa ¤ 0. On note βc et βm les deux
réels véri�ant

@x Psa; br, cpxq ¥ βc et mpxq ¥ βm ¡ 0 p.p. dans sa; br
et Cp ¡ 0 la constante de Poincaré qui, @v P H1pa; bq telle que vpaq � 0 ou
vpbq � 0, nous donne » b

a

|vpxq|2dx ¤ Cp

» b
a

|v1pxq|2dx.

1. L'application a est H1pΩq�elliptique si βc ¡ 0. On a

Apu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq , @u P H1pΩq, (2.2.21)

avec ν � minpβm, βcq ¡ 0.

2. L'application a est Vbp0q�elliptique si βc ¡ �βm
Cp
. On a

Apu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq , @u P Vbp0q, (2.2.22)

avec

ν �
$&%

minpβm, βcq ¡ 0 si βc ¡ 0
βm � βcCp

1� Cp
¡ 0 si βc ¤ 0

Preuve :

1. On a @u P H1pa; bq,

apu, uq �
» b
a

mpxq|u1pxq|2dx�
» b
a

cpxq|upxq|2dx� αa|upaq|2
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En utilisant les hypothèses sur αa, c et m, on obtient

@u P H1pa; bq, Apu, uq ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
� βc }u}2L2pa;bq . (2.2.23)

Donc, comme βm ¡ 0 et βc ¡ 0, on a

@u P H1pa; bq, Apu, uq ¥ minpβm, βcq
���u1��2

L2pa;bq
� }u}2L2pa;bq

	
.

2. Comme Vbp0q � H1pa; bq, on obtient à partir de (2.2.23)

@u P Vbp0q, Apu, uq ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
� βc }u}2L2pa;bq . (2.2.24)

Cas βc ¡ 0. L'inégalité (2.2.24) devient

@u P Vbp0q, Apu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq .

avec ν � minpβm, βcq ¡ 0.

Cas βc ¤ 0. Comme u P Vbp0q, on peut utiliser l'inégalité de Poincaré (??)

sur Vbp0q (qui n'est pas vraie sur H1pa; bq) : DCp ¡ 0 telle que

@u P Vbp0q, }u}2L2pa;bq ¤ Cp
��u1��2

L2pa;bq
. (2.2.25)

On en déduit alors, @u P Vbp0q,
}u}2L2pa;bq �

��u1��2

L2pa;bq
¤ p1� Cpq

��u1��2

L2pa;bq
. (2.2.26)

En utilisant l'inégalité (2.2.25), on minore le terme en βc }u}2L2pa;bq ¤ 0

dans l'inégalité (2.2.24) pour obtenir

@u P Vbp0q, Apu, uq ¥ βm
��u1��2

L2pa;bq
� βcCp

��u1��2

L2pa;bq

¥ pβm � βcCpq
��u1��2

L2pa;bq

Comme par hypothèse βm�βcCp ¡ 0, on peut utiliser (2.2.26) pour avoir

@u P Vbp0q, Apu, uq ¥ ν }u}2H1pa;bq . (2.2.27)

avec ν � βm � βcCp
1� Cp

¡ 0.

l

2.2.3 Existence et unicité

Pour montrer l'existence et l'unicité d'une solution au problème (2.2.2), on
va utiliser un relèvement R P H1pa; bq de ub tel que Rpbq � ub. La formulation
variationnelle (2.2.2) est équivalente à"

Trouver u � w �R P V, tel que
Apw �R, vq � Lpvq, @v PW. (2.2.28)

ou encore "
Trouver w � u�R PW, tel que
Apw, vq � Lpvq �ApR, vq, @v PW. (2.2.29)
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2.3 Problème mixte Robin-Dirichlet

Soient a, b P R, a   b. On considère le problème aux limites suivants :$&%
�pmu1q1 � cu � f dans pa, bq,
upaq � ua
mpbqu1pbq � αbupbq � gb

(2.3.1)

2.3.1 Formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle associée au problème (2.3.1), on
multiplie par une fonction test quelconque v su�samment régulière et on intègre
sur ra; bs. On suppose, bien sûr, que les fonctions u, m, c et f su�samment
régulières pour que l'intégration ait un sens et que l'on puisse utiliser la formule
d'intégration par partie (??). On obtient donc

�
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx �
» b
a

fpxqvpxqdx

On e�ectue ensuite une intégration par partie entre mu1 et v pour obtenir» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx� rmpxqu1pxqvpxqsba �
» b
a

cpxqupxqvpxqdx �
» b
a

fpxqvpxqdx

La condition aux limites en b donne mpbqu1pbq � gb � αbupbq. Par contre, on
suppose vpaq � 0 car sinon le terme mpaqu1paqvpaq imposerait que u1 soit dé�ni
en a, alors que pour le reste u1 P L2pa; bq su�t.
On dé�nit les ensembles

Vap0q � tv P H1pa; bq | vpaq � 0u
Vapuaq � tv P H1pa; bq | vpaq � uau.

Une formulation variationnelle s'écrit alors sous la forme :

"
Trouver u P Vapuaq, tel que

Apu, vq � Lpvq, @v P Vap0q. (2.3.2)

avec

Apu, vq �
» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αbupbqvpbq (2.3.3)

et

Lpvq �
» b
a

fpxqvpxqdx� gbvpbq. (2.3.4)

Théorème 29 Soient f P L2pa; bq, m, c P L8pa; bq et gb, ua, αb trois réels avec
αb ¥ 0. On note βc et βm les deux réels véri�ant

@x Psa; br, cpxq ¥ βc et mpxq ¥ βm p.p. dans sa; br.
On note CppΩq la constante de Poincaré de la proposition 1.4.16. Sous les condi-
tions

βm ¡ 0 et βc ¡ � βm
CppΩq . (2.3.5)

la formulation variationnelle (2.3.2) admet une unique solution.
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Preuve : On remarque tout d'abord que

@u P Vapuaq, @v P Vap0q Apu, vq � A�α,0
m,0,0,cpu, vq

et
@v P Vap0q Lpvq � L0,gb

f pvq.
Cas ua � 0 :

Pour obtenir l'existence et l'unicité de la formulation variationnelle (2.3.2), il
su�t de véri�er que l'on est dans le champ d'application du théorème 26 de
Lax-Milgram. En e�et

 D'après le théorème 27 Vap0q, muni du produit scalaire de H1pa; bq et de
la norme associée, est un espace de Hilbert.

 Comme Vap0q � H1pa; bq et d'après le lemme 8, l'application L est li-
néaire et continue de Vap0q à valeurs dans R.

 Comme Vap0q � H1pa; bq et d'après le lemme ??, l'application A est bili-
néaire et continue de Vap0q � Vap0q à valeurs dans R.

 D'après le lemme ??, si

βm ¡ 0 et βc ¡ � βm
CppΩq

l'application A est Vap0q�elliptique.

Cas ua � 0 :

Puisque Vapuaq � Vap0q, on ne peut appliquer directement le théorème 26 de
Lax-Milgram sur la formulation variationnelle (2.3.2).

Pour contourner le problème on utilise un relèvement : d'après le lemme 7
il existe R P H1pa; bq telle que Rpaq � ua. On écrit une nouvelle formulation
variationnelle déduite de 2.3.2 en prenant u � w �R :"

Trouver w P Vap0q, tel que
Apw, vq � LRpvq, @v P Vap0q. (2.3.6)

avec
LRpvq � Lpvq �ApR, vq, @v P Vap0q

Pour obtenir l'existence et l'unicité de la formulation variationnelle (2.3.6), il
su�t de véri�er que l'on est dans le champ d'application du théorème 26 de
Lax-Milgram :

 d'après le théorème 27 Vap0q, muni du produit scalaire de H1pa; bq et de
la norme associée, est un espace de Hilbert.

 Comme Vap0q � H1pa; bq et d'après le lemme 8, l'application L est li-
néaire et continue de Vap0q à valeurs dans R.
D'après le lemme ??, l'applicationA est bilinéaire et continue deH1pa; bq�
H1pa; bq à valeurs dans R. On en déduit que l'application v ÞÑ ApR, vq est
linéaire et continue de Vap0q à valeurs dans R.
L'application LR est donc linéaire et continue de Vap0q à valeurs dans
R.

 Comme Vap0q � H1pa; bq et d'après le lemme ??, l'application A est bili-
néaire et continue de Vap0q � Vap0q à valeurs dans R.
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 D'après le lemme ??, si

βm ¡ 0 et βc ¡ � βm
CppΩq

l'application A est Vap0q�elliptique.
On note wR P Vap0q l'unique solution de (2.3.6) et on pose u � wR �R. On

a u P H1pa; bq et upaq � wRpaq �Rpaq � ua, c'est à dire u P Vapuaq.
Comme

ApwR, vq � LRpvq, @v P Vap0q
on obtient

Apu�R, vq � Lpvq �ApR, vq, @v P Vap0q
et donc, par bilinéarité de A,

Apu, vq � Lpvq, @v P Vap0q.

La fonction u � wR � R P Vap0q est solution de la formulation variationnelle
(2.3.2).
L'unicité découle de la coercivité de A. En e�et, soient u1 et u2 deux solutions
de (2.3.2).Alors, @v P Vap0q,

Apu1, vq � Lpvq et Apu2, vq � Lpvq.

Par di�érence et en utilisant la bilinéarité de A, on obtient

Apu1 � u2, vq � 0, @v P Vap0q.

Comme u1 et u2 sont dans Vapuaq, u1 � u2 P Vap0q. En choisissant v � u1 � u2

dans l'équation précédente, on a

Apu1 � u2, u1 � u2q � 0.

D'après le lemme ??, comme par hypothèse

βm ¡ 0 et βc ¡ � βm
CppΩq

l'application A est Vap0q�elliptique. Il existe donc ν ¡ 0 tel que

Apv, vq ¥ ν }v}2H1pa;bq , @v P Vap0q.

On en déduit

Apu1 � u2, u1 � u2q � 0 ¥ ν }u1 � u2}2H1pa;bq

et donc

}u1 � u2}H1pa;bq � 0

ce qui démontre que u1 � u2 dans H1pa; bq. l



2.3. PROBLÈME MIXTE ROBIN-DIRICHLET 37

Théorème 30 Soient f P L2pa; bq, c P L8pa; bq et m P L8pa; bq. Alors u solu-
tion H2pa; bq de (2.3.2) si et seulement si u solution H2pa; bq de

� pmu1q1 � cu � f au sens de L2pa; bq (2.3.7)

upaq � ua (2.3.8)

mpbqu1pbq � αbupbq � gb (2.3.9)

Preuve :
ð Soit u solution H2pa; bq de (2.3.7)-(2.3.8)-(2.3.9). Comme c P L8pa; bq,
on a cu P L2pa; bq. On a alors pmu1q1 � cu � f P L2pa; bq. On peut donc
multiplier (2.3.7) par une fonction v P L2pa; bq et intégrer pour obtenir,
@v P L2pa; bq,

�
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx �
» b
a

fpxqvpxqdx. (2.3.10)

Ensuite, pour appliquer la formule d'intégration par parties (1.4.24) à
mu1 et v, il faut que mu1 P H1pa; bq et v P H1pa; bq. On a vu que pmu1q1 P
L2pa; bq. Comme m P L8pa; bq et u1 P L2pa; bq, on a mu1 P L2pa; bq et donc
mu1 P H1pa; bq. En prenant v P H1pa; bq � L2pa; bq, on peut appliquer
(1.4.24) pour obtenir

�
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx �
» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx� rmpxqu1pxqvpxqsba

Or, en utilisant (2.3.8), on obtient

rmpxqu1pxqvpxqsba � mpbqu1pbqvpbq �mpaqu1paqvpaq
� �αbupbqvpbq � gbvpbq �mpaqu1paqvpaq

Sur le bord Dirichlet, on choisit d'imposer vpaq � 0, c'est à dire de choisir
v P Vap0q � H1pa; bq. L'équation (2.3.10) devient alors @v P Vbp0q» b

a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αbupbqvpbq

�
» b
a

fpxqvpxqdx� gbvpbq.

Donc u P H2pa; bq est solution de la formulation variationnelle (2.3.2).
ñ Soit u solution H2pa; bq de la formulation variationnelle (2.3.2). Comme
C8
c pΩq � Vap0q, on a

Apu, vq � Lpvq, @v P C8
c pΩq

c'est à dire » b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx�
» b
a

cpxqupxqvpxqdx

�
» b
a

fpxqvpxqdx, @v P C8
c pΩq. (2.3.11)
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On en déduit alors, @v P C8
c pΩq,�����

» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx
����� ¤

» b
a

|cpxqupxqvpxq|dx�
�����
» b
a

fpxqvpxqdx
����� . (2.3.12)

Comme u et v sont dans L2pa; bq, on obtient d'après le théorème 7, uv P
L1pa; bq et on peut alors utiliser l'inégalité de Holder entre et c P L8pa; bq
et uv » b

a

|cpxqupxqvpxq|dx ¤ }c}L8pa;bq }uv}L1pa;bq .

Une nouvelle application de l'inégalite de Holder entre u et v, permet
d'obtenir » b

a

|cpxqupxqvpxq|dx ¤ }c}L8pa;bq }u}L2pa;bq }v}L2pa;bq .

Comme f et u sont dans L2pa; bq, on obtient d'après le théorème de
Cauchy-Schwarz 4,�����

» b
a

fpxqvpxqdx
����� ¤ }f}L2pa;bq }v}L2pa;bq .

En utilisant ces deux dernières inégalités 2.3.12 devient, @v P C8
c pΩq,�����

» b
a

mpxqu1pxqv1pxqdx
����� ¤ p}c}L8pa;bq }u}L2pa;bq � }f}L2pa;bqq }v}L2pa;bq .

D'après le lemme ??, on obtient que mu1 est dérivable au sens faible dans
L2pa; bq et on note pmu1q1 P L2pa; bq sa dérivée faible telle que» b

a

mpxqu1pxqv1pxqdx � �
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx.

L'équation (2.3.11) peut donc s'écrire» b
a

�pmpxqu1pxqq1 � cpxqupxq � fpxq� vpxqdx � 0, @v P C8
c pΩq.

D'après le corollaire 2, ceci permet de conclure que

pmpxqu1pxqq1 � cpxqupxq � fpxq � 0 presque partout dans ra; bs. (2.3.13)

Il reste à montrer que u véri�e les conditions aux limites (2.3.8) et (2.3.9).
Comme u P Vapuaq, la condition (2.3.8) est immédiatement vérifée. Pour
obtenir (2.3.9), on utilise la formule d'intégration par partie (1.4.24) entre
mu1 et v. En e�et, on a mu1 P L2pa; bq et pmu1q1 P L2pa; bq donc mu1 P
H1pa; bq et on obtient, @v P Vbp0q,» b

a

mpxqu1pxqv1pxqdx � �
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx�mpaqu1paqvpaq.
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De formulation variationnelle (2.3.2) on en déduit, @v P Vap0q,

�
» b
a

pmpxqu1pxqq1vpxqdx�mpbqu1pbqvpbq �
» b
a

cpxqupxqvpxqdx� αbupbqvpbq
�³b

a
fpxqvpxqdx� gbvpbq.

ou encore» b
a

��pmpxqu1pxqq1 � cpxq � fpxq� vpxqdx � ��mpbqu1pbq � αbupbq � gb
�
vpbq.

En utilisant (2.3.13), on a alors��mpbqu1pbq � αbupbq � gb
�
vpbq � 0, @v P Vbp0q

et donc en choisissant vpxq � px � aq{pb � aq qui est dans Vap0q et telle
que vpbq � 1 on obtient

�mpbqu1pbq � αbupbq � gb � 0.

l

2.4 Discrétisation

On introduit un maillage τh de l'intervalle ra; bs en N � 1 sous-intervalles
Ik � rxk;xk�1s de longueur hk � xk�1�xk, pour k P t0, . . . , Nu, avec a � x0  
x1   . . .   xN   xN�1 � b.

De�nition 22 On dé�nit Xr
h, espace des éléments de Lagrange de degré r ¥ 1,

par

Xr
h � tvh P C0pra; bsq telles que vh|rxj ;xj�1s P Pr, j � 0, . . . , Nu (2.4.1)

où Pr est l'ensemble des polynômes à coe�cients réels de degré inférieur ou égal
à r.

On note

Vh � X1
h XH1pa; bq (2.4.2)

Va,hpλq � X1
h X Vapλq (2.4.3)

Vb,hpλq � X1
h X Vbpλq (2.4.4)

V0,h � X1
h XH1

0 pa; bq (2.4.5)

Lemma 19 Muni du produit scalaire de H1pa; bq et de la norme induite, les
espaces Vh, V0,h, Va,hp0q et Vb,hp0q sont des espaces de Hilbert.
Pour λ � 0, Va,hpλq et Vb,hpλq ne sont pas des espaces vectoriels.

Lemma 20 L'espace Vh est de dimension N�2 et les fonctions pϕiqiPt0,...,N�1u

de X1
h dé�nies par

ϕipxjq � δij ,@i, j P t0, . . . , N � 1u



40 CHAPITRE 2. EN DIMENSION 1

forment une base de X1
h. On a alors

@vh P X1
h, @x P ra; bs, vhpxq �

N�1̧

j�0

vhpxiqϕipxq

Corolaire 31 L'espace V0h � X1
h XH1

0 pa; bq est un sous-espace de H1pa; bq de
dimension N et les fonctions pϕiqiPt1,...,Nu de V0h dé�nies par

ϕipxjq � δij ,@i, j P t0, . . . , N � 1u

forment une base de V0h. On a alors

@vh P V0h, @x P ra; bs, vhpxq �
Ņ

j�1

vhpxiqϕipxq



Chapitre 3

En dimension d

3.1 Problème modèle

Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd dont la frontière Γ est C1 par mor-
ceaux. Soit ΓD et ΓR deux parties complémentaires de Γ :

Γ � ΓD Y ΓR, ΓD X ΓR � H.
Nous voulons résoudre l'E.D.P. suivante :

� divpM∇∇∇uq � divppppuq � xqqq,∇∇∇uy � a0u � f dans Ω (3.1.1)

u � gD sur ΓD (3.1.2)

a1u� xM∇∇∇u,nnny � gR sur ΓR (3.1.3)

où nnn désigne la normale à Γ orientée vers l'extérieur de Ω.
Les fonctions ppp : Ω Ñ Rd, qqq : Ω Ñ Rd et M : Ω ÑMdpRq sont données.
M est une matrice carrée d'ordre d qui dépend continûment de la variable

~xxx � px1, . . . , xdq.
divpM∇∇∇uq �

ḑ

i�1

ḑ

j�1

B
Bxi

�
Mij

Bu
Bxj

�
Pour obtenir, sous certaines hypothèses à déterminer, l'existence et l'uni-

cité d'une solution au problème (3.1.1)-(3.1.3)-(??) on l'écrit sous une forme
variationnelle équivalente puis on utilise le théorème de Lax-Milgram ??.

3.2 Dé�nitions et résultats

On présente ici quelques dé�nitions et résultats utilent à l'étude des formu-
lations variationnelles

3.2.1 ...

Proposition 4 Soient bbb P pW 1,8pΩqqd et v P H1pΩq. Alors, on a»
Ω

xbbb,∇∇∇ vy v � �1

2

»
Ω

divpbbbqv2 � 1

2

»
Γ

xbbb,nnny v2. (3.2.1)

41
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Preuve : On applique la proposition 12 avec p � q � 2 et r � 1. On a donc
v2 � v � v PW 1,1pΩq et

Bv2

Bxi � 2v
Bv
Bxi @i P v1, dw.

Comme pour i P v1, dw, bi P W 1,8pΩq et v2 P W 1,1pΩq, on peut appliquer le
théorème 22 pour obtenir»

Ω

Bbi
Bxi v

2 �
»

Γ

γpbiqγpv2qni �
»

Ω

bi
B
Bxi pv

2q

�
»

Γ

biniv
2 � 2

»
Ω

bi
Bv
Bxi v

En sommant sur i on obtient (3.2.1). l

Théorème 32 Soient u P H2pΩq, v P H1pΩq et Mi,j P W 1,8pΩq pour i, j P
v1, dw. Alors, on a»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy � �
»

Ω

divpM∇∇∇uqv �
»

Γ

xM∇∇∇u,nnny v. (3.2.2)

Preuve : Comme u P H2pΩq, on a, pour j P v1, dw, Bu
Bxj

PW 1,2pΩq. En utilisant

la proposition 12, avec p � q � 2 et r � 1, pour Bu
Bxj

P W 1,2pΩq et Mi,j P
W 1,8pΩq on obtient

@i, j P v1, dw Mi,j
Bu
Bxj PW

1,2pΩq.

On est alors sous les hypothèses du théorème 22 et on a, @i, j P v1, dw»
Ω

Mi,j
Bu
Bxj

Bv
Bxi �

»
Γ

γ

�
Mi,j

Bu
Bxj



γpvqni �

»
Ω

B
Bxi

�
Mi,j

Bu
Bxj



v

�
»

Γ

Mi,j
Bu
Bxj vni �

»
Ω

B
Bxi

�
Mi,j

Bu
Bxj



v

En sommant sur i et j on obtient (3.2.2). l

3.2.2 Etude de l'application Lgf
De�nition 23 Soient f P L2pΩq et g P L2pΓRq. On dé�nit l'application Lgf de

H1pΩq à valeurs réelles par

Lgf pvq �
»

Ω

fv �
»

ΓR
gv. (3.2.3)

Lemma 21 Soient f P L2pΩq et g P L2pΓRq. L'application Lgf dé�nie par
(3.2.3) est linéaire continue : il existe une constante C ¡ 0 telle que

@v P H1pΩq |Lgf pvq| ¤ C }v}H1pΩq . (3.2.4)
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Preuve : La linéarité de Lgf est immédiate par linéarité de l'intégrale. Pour

démontrer la continuité, il su�t d'établir (3.2.4). On a, @v P H1pΩq

|Lgf pvq| ¤
����»

Ω

fv

����� ����»
ΓR
gv

����
Comme f et v sont dans L2pΩq, on peut appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz :����»

Ω

fv

���� � ���xf, vyL2pΩq

��� ¤ }f}L2pΩq }v}L2pΩq .

Comme v P H1pΩq, on a alors����»
Ω

fv

���� ¤ }f}L2pΩq }v}H1pΩq . (3.2.5)

De plus ����»
ΓR
gv

���� � ����»
ΓR
gγΓRpvq

����
et d'après le théorème de trace 19, on a γΓRpvq P L2pΓRq.On peut donc appliquer
l'inégalité de Cauchy-Schwarz :����»

ΓR
gv

���� ¤ }g}L2pΓRq }γΓRpvq}L2pΓRq .

De part la continuité de l'application linéaire γΓR , il existe une constante Cγ ¡ 0
telle que ����»

ΓR
gv

���� ¤ Cγ }g}L2pΓRq }v}H1pΩq . (3.2.6)

Au �nal, en utilisant (3.2.5) et (3.2.6), nous obtenons (3.2.4) avec C � }f}L2pΩq�
Cγ }g}L2pΓRq . l

3.2.3 Etude de l'application Aµ
M,ppp,qqq,a0

De�nition 24 Soient Mi,j , pppi, qqqi, a0 P L8pΩq, pour i, j P v1, dw et µ P L8pΓq.
On dé�nit l'application Aµ

M,ppp,qqq,a0
de H1pΩq�H1pΩq à valeurs réelles par, @u, v P

H1pΩq,

Aµ
M,ppp,qqq,a0

pu, vq �
»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy �
»

Ω

a0uv

�
»

Ω

pu xppp,∇∇∇ vy � x∇∇∇u,qqqy vq �
»

Γ

µuv. (3.2.7)

Lemma 22 (Bilinéarité et continuité) Soient Mi,j , pppi, qqqi, a0 P L8pΩq, pour
i, j P v1, dw et µ P L8pΓq. L'application Aµ

M,ppp,qqq,a0
dé�nie par (3.2.7) est bilinéaire

continue sur H1pΩq �H1pΩq et il existe une constante CA ¡ 0 telle que

@u, v P H1pΩq |Aµ
M,ppp,qqq,a0

pu, vq| ¤ CA }u}H1pΩq }v}H1pΩq . (3.2.8)
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Preuve : Pour simpli�er les notations, on pose A � Aµ
M,ppp,qqq,a0

.

La bilinéarité de Aµ
M,ppp,qqq,a0

est immédiate par linéarité de l'intégrale, de l'opé-
rateur ∇∇∇, ...

Pour démontrer la continuité, il su�t d'établir (3.2.8).
Soient u, v P H1pΩq, on a

|Apu, vq| ¤
����»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy
����� ����»

Ω

a0uv

����
�
����»

Ω

u xppp,∇∇∇ vy
����� ����»

Ω

x∇∇∇u,qqqy v
����� ����»

Γ

µuv

���� .
On étudie chacun des termes dans l'inégalité.

 Majoration du terme en a0 :����»
Ω

a0uv

���� ¤ »
Ω

|a0uv|.

Comme H1pΩq � L2pΩq, on a, d'après le théorème 7, uv P L1pΩq. De plus
a0 P L8pΩq, l'inégalité de Hölder donne alors»

Ω

|a0uv| ¤ }a0}L8pΩq }uv}L1pΩq .

Une nouvelle application de l'inégalité de Hölder à }uv}L1pΩq , donne»
Ω

|a0uv| ¤ }a0}L8pΩq }u}L2pΩq }v}L2pΩq .

En utilisant (??), on obtient����»
Ω

a0uv

���� ¤ }a0}L8pΩq }u}H1pΩq }v}H1pΩq . (3.2.9)

 Majoration du terme en M :����»
Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy
���� ¤ ḑ

i�1

ḑ

j�1

����»
Ω

Mi,j
Bu
Bxj

Bv
Bxi

����
Comme pour i, j P v1, dw, Mi,j P L8pΩq, Bu

Bxj
P L2pΩq et Bv

Bxi
P L2pΩq, on

a, d'après le théorème 7, Bu
Bxj

Bv
Bxi

P L1pΩq et l'inégalité de Hölder donne
����»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy
���� ¤ ḑ

i�1

ḑ

j�1

}Mi,j}L8pΩq
���� BuBxj BvBxi

����
L1pΩq

.

Notons CM � max
i,jPv1,dw

}Mi,j}L8pΩq . Par application de l'inégalité de Hölder

à
��� Bu
Bxj

Bv
Bxi

���
L1pΩq

, on obtient

����»
Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy
���� ¤ CM

ḑ

i�1

ḑ

j�1

���� BuBxj
����
L2pΩq

���� BvBxi
����
L2pΩq
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Or, par propriété de la norme }.}H1pΩq , on a

@u P H1pΩq, @j P v1, dw,
���� BuBxj

����
L2pΩq

¤ }u}H1pΩq (3.2.10)

ce qui donne����»
Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy
���� ¤ d2CM }u}H1pΩq }v}H1pΩq (3.2.11)

 Majoration du terme en ppp :����»
Ω

u xppp,∇∇∇ vy
���� ¤ ḑ

i�1

»
Ω

����pppi BvBxiu
����

Comme pour i P v1, dw, pppi P L8pΩq, Bv
Bxi

P L2pΩq et u P H1pΩq � L2pΩq,
on a, d'après le théorème 7, u Bv

Bxi
P L1pΩq et l'inégalité de Hölder donne����»

Ω

u xppp,∇∇∇ vy
���� ¤ ḑ

i�1

}pppi}L8pΩq
����u BvBxi

����
L1pΩq

.

Notons Cppp � max
iPv1,dw

}pppi}L8pΩq . Par application de l'inégalité de Hölder à���u Bv
Bxi

���
L1pΩq

, on obtient

����»
Ω

u xppp,∇∇∇ vy
���� ¤ Cppp

ḑ

i�1

���� BvBxi
����
L2pΩq

}u}L2pΩq .

En appliquant (3.2.10) et (??), on a����»
Ω

u xppp,∇∇∇ vy
���� ¤ dCppp }u}H1pΩq }v}H1pΩq (3.2.12)

 Majoration du terme en qqq :
Comme pour i P v1, dw, qqqi P L8pΩq, on a aussi����»

Ω

v xqqq,∇∇∇uy
���� ¤ dCqqq }u}H1pΩq }v}H1pΩq (3.2.13)

avec Cqqq � max
iPv1,dw

}qqqi}L8pΩq .
 Majoration du terme en µ :
On a, par dé�nition de l'application trace γΓ (1.4.26)����»

Γ

µuv

���� �
����»

Γ

µγΓpuqγΓpvq
����

¤
»

Γ

|µγΓpuqγΓpvq|

Comme γΓpuq et γΓpvq sont dans L2pΓq, d'après le théorème 7, γΓpuqγΓpvq P
L1pΓq. De plus µ P L8pΓq, on peut donc appliquer l'inégalité de Hölder
pour obtenir ����»

Γ

µuv

���� ¤ }µ}L8pΓq }γΓpuqγΓpvq}L1pΓq .
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Une nouvelle application de l'inégalité de Hölder à }γΓpuqγΓpvq}L1pΓq donne����»
Γ

µuv

���� ¤ }µ}L8pΓq }γΓpuq}L2pΓq }γΓpvq}L2pΓq .

D'après le théorème de trace 17, il existe une constante Cγ ¡ 0 telle que

@w P H1pΩq, }γΓpwq}L2pΓq ¤ Cγ }w}H1pΩq .

On obtient alors����»
Γ

µuv

���� ¤ C2
γ }µ}L8pΓq }u}H1pΩq }v}H1pΩq . (3.2.14)

En regroupant les inégalités (3.2.9), (3.2.11), (3.2.12, (3.2.13) et (3.2.14), on
obtient (3.2.8) avec

CA � }a0}L8pΩq � d2CM � dpCppp � Cqqqq � C2
γ }µ}L8pΓq ¡ 0.

l

Lemma 23 (coercivité) Soient Mi,j P L8pΩq, pour i, j P v1, dw, a0 P L8pΩq,
µ P L8pΓq et ppp,qqq, P pW 1,8pΩqqd. On suppose qu'il existe α ¡ 0, β P R et ν P R
telle que

@ξξξ P Rd, xMp~xxxqξξξ, ξξξy ¥ α }ξξξ}2 pour presque tout ~xxx P Ω. (3.2.15)

1

2
divppppp~xxxq � qqqp~xxxqq � a0p~xxxq ¥ β pour presque tout ~xxx P Ω (3.2.16)

et

µp~xxxq � 1

2
xpppp~xxxq � qqqp~xxxq,nnnp~xxxqy ¥ ν pour presque tout ~xxx P Γ. (3.2.17)

L'application Aµ
M,ppp,qqq,a0

dé�nie par (3.2.7) est V � elliptique pour

 V � H1
0 pΩq si

β ¡ � α

C2
Ω

,

 V � H1pΩq si
β ¡ 0 et ν ¡ �minpα, βq

C2
Γ|Γ|

,

 V � H1
0,ΓD pΩq si

β ¡ � α

C2
Ω

et ν ¡ � α� βC2
Ω

C2
ΓR
|ΓR|pC2

Ω � 1q .

Preuve : Pour simpli�er les notations, on pose A � Aµ
M,ppp,qqq,a0

.

Soit u P H1pΩq, on a

Apu, uq �
»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇uy �
»

Ω

a0u
2

�
»

Ω

u xppp� qqq,∇∇∇uy �
»

Γ

µu2.
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Comme pppp�qqqq P pW 1,8pΩqqd et u P H1pΩq, on obtient en utilisant la proposition
4 »

Ω

xppp� qqq,∇∇∇uyu � �1

2

»
Ω

divpppp� qqqqu2 � 1

2

»
Γ

xppp� qqq,nnnyu2

et donc

Apu, uq �
»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇uy �
»

Ω

�
1

2
divpppp� qqqq � a0



u2

�
»

Γ

�
µ� 1

2
xppp� qqq,nnny



u2, @u P H1pΩq (3.2.18)

 V � H1
0 pΩq

On a alors, @u P H1
0 pΩq,

Apu, uq �
»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇uy �
»

Ω

�
1

2
divpppp� qqqq � a0



u2.

En utilisant (3.2.15) et (3.2.16), on obtient

Apu, uq ¥ α }∇∇∇u}2L2pΩq � β }u}2L2pΩq .

Si β ¡ 0 on obtient directement

Apu, uq ¥ minpα, βq }u}2H1pΩq @u P H1
0 pΩq.

On suppose maintenant que β ¤ 0. Comme u P H1
0 pΩq on peut utiliser

l'inégalité de Poincaré (1.4.34) pour obtenir

β }u}2L2pΩq ¥ βC2
Ω }∇∇∇u}2L2pΩq (3.2.19)

et donc
Apu, uq ¥ pα� βC2

Ωq }∇∇∇u}2L2pΩq .

Si α� βC2
Ω ¡ 0, on peut alors utiliser l'inégalité (1.4.35) pour obtenir

Apu, uq ¥ α� βC2
Ω

C2
Ω � 1

}u}2H1pΩq @u P H1
0 pΩq.

 V � H1pΩq
En utilisant (3.2.15), (3.2.16) et (3.2.17), on obtient

Apu, uq ¥ α }∇∇∇u}2L2pΩq � β }u}2L2pΩq � ν }u}2L2pΓq .

Si β ¡ 0 et ν ¥ 0 on obtient directement

Apu, uq ¥ minpα, βq }u}2H1pΩq @u P H1pΩq.
On suppose maintenant que β ¡ 0 et ν   0. Par continuité de l'application
linéaire trace sur Γ, (voir théorème 17) il existe CΓ ¡ 0 telle que

|γpuq| ¤ CΓ }u}H1pΩq .

Ce qui entraine
}u}2L2pΓq ¤ C2

Γ|Γ| }u}2H1pΩq .

On obtient donc

Apu, uq ¥ �
minpα, βq � νC2

Γ|Γ|
� }u}2H1pΩq .
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 V � H1
0,ΓD pΩq

En utilisant (3.2.15), (3.2.16) et (3.2.17), on obtient

Apu, uq ¥ α }∇∇∇u}2L2pΩq � β }u}2L2pΩq � ν }u}2L2pΓRq .

Si β ¡ 0 et ν ¥ 0 on obtient directement

Apu, uq ¥ minpα, βq }u}2H1pΩq @u P H1
0,ΓD pΩq.

On suppose maintenant β ¤ 0. Comme u P H1
0,ΓD pΩq et mespΓDq ¡ 0, on

peut utiliser l'inégalité de Poincaré (1.4.34) pour obtenir (3.2.19) et donc

Apu, uq ¥ pα� βC2
Ωq }∇∇∇u}2L2pΩq � ν }u}2L2pΓq .

Si α� βC2
Ω ¡ 0, on peut alors utiliser l'inégalité (1.4.35) pour obtenir

Apu, uq ¥ α� βC2
Ω

C2
Ω � 1

}u}2H1pΩq � ν }u}2L2pΓq .

Donc, si β ¡ � α
C2

Ω
et ν ¥ 0, on a

Apu, uq ¥ α� βC2
Ω

C2
Ω � 1

}u}2H1pΩq @u P H1
0,ΓD pΩq.

On suppose maintenant que β ¡ � α
C2

Ω
et ν   0. Par continuité de l'ap-

plication linéaire trace sur ΓR, (voir théorème 19) il existe CΓR ¡ 0 telle
que

|γpuq| ¤ CΓR }u}H1pΩq .

Ce qui entraine
}u}2L2pΓRq ¤ C2

ΓR |ΓR| }u}2H1pΩq .

On obtient alors

Apu, uq ¥
�
α� βC2

Ω

C2
Ω � 1

� νC2
ΓR |ΓR|



}u}2H1pΩq @u P H1

0,ΓD pΩq.

On a donc coercivité si

β ¡ � α

C2
Ω

et ν ¡ � α� βC2
Ω

C2
Γ|Γ|pC2

Ω � 1q .

l

3.3 Formulation variationnelle

Pour obtenir une formulation variationnelle associée au problème (3.1.1)-
(3.1.2)-(3.1.3), on multiplie (3.1.1) par une fonction su�samment régulière v et
on intègre sur Ω :»

Ω

p� divpM∇∇∇uq � divppppuq � xqqq,∇∇∇uy � a0uq v �
»

Ω

fv (3.3.1)
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Ensuite, on utilise les propositions 4 et 32. Pour celà, on suppose ...
On obtient donc @v P H1pΩq»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy �
»

Ω

pu xppp,∇∇∇ vy � xqqq,∇∇∇uy vq �
»

Ω

a0uv

�
»

Γ

xM∇∇∇u,nnny v �
»

Γ

xppp,nnnyuv �
»

Ω

fv

Pour la prise en compte de la condition aux limites (3.1.2), on prends u P
H1
gD,ΓD

pΩq et v P H1
0,ΓD pΩq ce qui donne»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy � pu xppp,∇∇∇ vy � xqqq,∇∇∇uy vq � a0uv

�
»

ΓR
xM∇∇∇u,nnny v �

»
ΓR
xppp,nnnyuv �

»
Ω

fv

On utilise maintenant la condition aux limites (3.1.3) pour obtenir, @v P H1
0,ΓD pΩq»

Ω

xM∇∇∇u,∇∇∇ vy � pu xppp,∇∇∇ vy � xqqq,∇∇∇uy vq � a0uv

�
»

ΓR
pa1 � xppp,nnnyquv �

»
Ω

fv �
»

ΓR
gRv

Plus précisement on a

Théorème 33 Soient Mi,j P W 1,8pΩq pour i, j P v1, dw. a0 P L8pΩq, ppp,qqq, P
pW 1,8pΩqqd.

... Alors u P H2pΩq est solution du problème (3.1.1)-(3.1.2)-(3.1.3) si et
seulement si elle est solution de la formulation variationnelle :

Trouver u P H1
gD,ΓD

pΩq XH2pΩq telle que

Aa1�xppp,nnny
M,ppp,qqq,a0

pu, vq � LgRf pvq @v P H1
0,ΓD pΩq (3.3.2)

Preuve : On a déjà démontrer que si u P H2pΩq est solution du problème
(3.1.1)-(3.1.2)-(3.1.3) alors u est solution de (3.3.2).

Il reste à démontrer la réciproque. On suppose donc qu'il existe u P H1
gD,ΓD

pΩqX
H2pΩq véri�ant (3.3.2). Comme C80 pΩq � H1

0,ΓD pΩq, on a

Aa1�xppp,nnny
M,ppp,qqq,a0

pu, vq � LgRf pvq @v P C80 pΩq.
C'est à dire, @v P C80 pΩq»

Ω

rxM∇∇∇u,∇∇∇ vy � pu xppp,∇∇∇ vy � xqqq,∇∇∇uy vq � a0uvs �
»

Ω

fv

Comme C80 pΩq � H1
0,ΓD pΩq, on a γpvq � 0. En utilisant les formules (3.2.2) et

..., on obtient»
Ω

p� divpM∇∇∇uq � divppppuq � xqqq,∇∇∇uy � a0u� fq v � 0, @v P C80 pΩq.
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Comme � divpM∇∇∇uq�divppppuq�xqqq,∇∇∇uy�a0u�f P L2pΩq, d'après le corollaire
9 on a

� divpM∇∇∇uq � divppppuq � xqqq,∇∇∇uy � a0u� f � 0 dans L2pΩq. (3.3.3)

Par hypothèse, u P H1
gD,ΓD

pΩq et donc la condition aux limites (3.1.2) est
automatiquement véri�ée.

Pour retrouver (3.1.3), on utilise les formules (3.2.2) et ... dans (3.3.2) pour
aboutir à »

Ω

p� divpM∇∇∇uq � divppppuq � xqqq,∇∇∇uy � a0u� fq v

�
»

ΓR
pxM∇∇∇u,nnny � a1u� gRq v, @v P H1

0,ΓD pΩq

On obtient, grâce à (3.3.3),»
ΓR
pxM∇∇∇u,nnny � a1u� gRq v � 0, @v P H1

0,ΓD pΩq

Or d'après le théorème ??, si v P H1
0,ΓD pΩq alors γpvq P L2pΓRq.On a xM∇∇∇u,nnny�

a1u � gR P L2pΓRq. De plus, d'après le théorème 20, H1{2pΓRq est dense dans
L2pΓRq. Il existe donc une suite pwnqn¥0 de H1{2pΓRq telle que

lim
nÑ8

}wn � pxM∇∇∇u,nnny � a1u� gRq}L2pΓRq � 0.

A �nir ... l

Théorème 34 Sous les hypothèses ... la formulation variationnelle (3.3.2) ad-
met une unique solution.

Preuve : Comme gD P H1{2pΓDq, il existe R P H1pΩq telle que γΓD pRq � gD.
Dans ce cas le problème variationnelle

Trouver w P H1
0,ΓD pΩq telle que

Aa1�xppp,nnny
M,ppp,qqq,a0

pw, vq � LgRf pvq �Aa1�xppp,nnny
M,ppp,qqq,a0

pR, vq @v P H1
0,ΓD pΩq (3.3.4)

admet une unique solution. En e�et, cette formulation variationnelle véri�e les
hypothèses du théorème de Lax-Milgram.

.... A DETAILLER ....
On pose u � w�R qui est clairement dans H1

gD,ΓD
pΩq. Alors u véri�e (3.3.2)

ce qui donne l'existence.
Pour l'unicité, on suppose qu'il existe u1 et u2 dans H1

gD,ΓD
pΩq véri�ant

(3.3.2). On a alors

Aa1�xppp,nnny
M,ppp,qqq,a0

pu1 � u2, vq � 0 @v P H1
0,ΓD pΩq

Or u1 � u2 P H1
0,ΓD pΩq, ce qui entraine

Aa1�xppp,nnny
M,ppp,qqq,a0

pu1 � u2, u1 � u2q � 0.
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L'application Aa1�xppp,nnny
M,ppp,qqq,a0

étant coercive sur H1
0,ΓD pΩq, on en déduit qu'il existe

C ¡ 0 (constante de coercivité) telle que

0 � Aa1�xppp,nnny
M,ppp,qqq,a0

pu1 � u2, u1 � u2q ¥ C }u1 � u2}2H1pΩq

et donc u1 � u2. l
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Chapitre 4

En dimension 2

4.1 Problème modèle

Soit Ω un ouvert borné connexe de R2 dont la frontière Γ est C1 par mor-
ceaux. Soit ΓD et ΓR deux parties complémentaires de Γ :

Γ � ΓD Y ΓR, ΓD X ΓR � H.

Nous voulons résoudre l'E.D.P. suivante :

� divpM∇∇∇uq � a0u � f dans Ω (4.1.1)

u � gD sur ΓD (4.1.2)

a1u� xM∇∇∇u,nnny � gR sur ΓR (4.1.3)

où nnn désigne la normale à Γ orientée vers l'extérieur de Ω. M est une matrice
carrée d'ordre 2 symétrique qui dépend continûment de la variable ~xxx � px1, x2q.

divpM∇∇∇uq �
2̧

i�1

2̧

j�1

B
Bxi

�
Mij

Bu
Bxj

�

Pour obtenir, sous certaines hypothèses à déterminer, l'existence et l'uni-
cité d'une solution au problème (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.3) on l'écrit sous une forme
variationnelle équivalente puis on utilise le théorème de Lax-Milgram ??.

4.2 Formulation variationnelle continue

Pour obtenir une formulation variationnelle associée au problème (4.1.1)-
(4.1.2)-(4.1.3), on multiplie (4.1.1) par une fonction su�samment régulière v et
on intègre sur Ω :»

Ω

pa0p~xxxqup~xxxq � pdivpM∇∇∇uqqp~xxxqq vp~xxxqdΩp~xxxq �
»

Ω

fp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq (4.2.1)

53
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Lemma 24 Soit Ω un ouvert borné connexe de Rd de frontière Γ, C1 par mor-
ceaux. Alors, @u P H2pΩq,, @v P H1pΩq, et @i, j P t1, . . . , du Mij P H1pΩq³

Ω
divpM∇∇∇uqp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq

�
� ³

Ω
xpM∇∇∇uqp~xxxq,∇∇∇ vp~xxxqy dΩp~xxxq � ³

Γ
xpM∇∇∇uqp~xxxq,nnnp~xxxqy vp~xxxqdΓp~xxxq,

(4.2.2)

Preuve : On a»
Ω

divpM∇∇∇uqp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq �
ḑ

i�1

ḑ

j�1

»
Ω

B
Bxi

�
Mij

Bu
Bxj

�
vp~xxxqdΩp~xxxq

or Mij
Bu
Bxj

P H1pΩq et v P H1pΩq, on peut donc appliquer la formule de Green

(??)»
Ω

B
Bxi

�
Mij

Bu
Bxj

�
p~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq � �

»
Ω

Mijp~xxxq BuBxj p
~xxxq BvBxi p

~xxxqdΩp~xxxq�
»

Γ

Mijp~xxxq BuBxj p
~xxxqvp~xxxqnipxqdΓp~xxxq.

et donc»
Ω

divpM∇∇∇uqp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq � �
ḑ

i�1

ḑ

j�1

»
Ω

Mijp~xxxq BuBxj p
~xxxq BvBxi p

~xxxqdΩp~xxxq�
ḑ

i�1

ḑ

j�1

»
Γ

Mijp~xxxq BuBxj p
~xxxqnipxqvp~xxxqdΓp~xxxq.

ce qui prouve le résultat. l

En se plaçant sous les hypothèses du lemme précédent, (4.2.1) devient³
Ω
a0p~xxxqup~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq � ³

Ω
x∇∇∇ vp~xxxq, pM∇∇∇uqqp~xxxqy dΩp~xxxq �

»
Γ

vp~xxxq xpM∇∇∇uqp~xxxq,nnnp~xxxqy dΓp~xxxq
�³

Ω
fp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq

(4.2.3)
On décompose ensuite l'intégrale sur le bord»

Γ

vp~xxxq xpM∇∇∇uqp~xxxq,nnnp~xxxqy dΓp~xxxq �
»

ΓD
vp~xxxq xpM∇∇∇uqp~xxxq,nnnp~xxxqy dΓp~xxxq�

»
ΓR
vp~xxxq xpM∇∇∇uqp~xxxq,nnnp~xxxqy dΓp~xxxq.

On utilise la condition de Robin (4.1.3) sur ΓR pour obtenir»
ΓR
vp~xxxq xpM∇∇∇uqp~xxxq,nnnp~xxxqy dΓp~xxxq �

»
ΓR
gRp~xxxqvp~xxxqdΓp~xxxq�

»
ΓR
a1p~xxxqup~xxxqvp~xxxqdΓp~xxxq.

Pour éviter d'avoir à dé�nir proprement pM∇∇∇uq sur ΓD, on choisit v de telle
sorte d'annuler l'intégrale sur le bord Dirichlet : v|ΓD � 0. L'équation (4.2.3)
devient alors³

Ω
a0p~xxxqup~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq � ³

Ω
x∇∇∇ vp~xxxq, pM∇∇∇uqqp~xxxqy dΩp~xxxq � ³

ΓR
a1p~xxxqup~xxxqvp~xxxqdΓp~xxxq

�³
Ω
fp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq � ³

ΓR
gRp~xxxqvp~xxxqdΓp~xxxq

(4.2.4)

De�nition 25 On dé�nit H1
g,ΓD pΩq par

H1
g,ΓD pΩq �

 
u P H1pΩq | u|ΓD � gD

(
(4.2.5)
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Lemma 25 Muni du produit scalaire de H1pΩq, H1
0,ΓD pΩq est un espace de

Hilbert. Soit g P L2pΓDq, g � 0 alors H1
g,ΓD pΩq n'est pas un espace de Hilbert.

Preuve :
l

Une formulation variationnelle associée au problème (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.3)
s'écrit :

trouver u P H1
gD,ΓD

pΩq, tel que

Apu, vq � Lpvq @v P H1
0,ΓD pΩq, (4.2.6)

avec

Apu, vq �
»

Ω

x∇∇∇ vp~xxxq, pM∇∇∇uqqp~xxxqy � a0p~xxxqup~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq

�
»

ΓR
a1p~xxxqup~xxxqvp~xxxqdΓp~xxxq

et

Lpvq �
»

Ω

fp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq �
»

ΓR
gRp~xxxqvp~xxxqdΓp~xxxq.

Théorème 35 Sous les hypothèses .... Si u P H2pΩq, alors u solution du pro-
blème (4.1.1)-(4.1.2)-(4.1.3) si et seulement u solution de (4.2.14).

Preuve :
l

Il n'est pas possible d'utiliser directement le théorème ?? (de Lax-Milgram)
pour obtenir existence et unicité d'une solution de la formulation variationnelle
(4.2.14).

Comme gD P H1{2pΓDq, il existe un relèvementRD P H1pΩq tel que γΓD pRDq �
gD. Supposons u soit solution de (4.2.14), on pose w � u � RD, alors w P
H1

0,ΓD pΩq et, par bilinéarité de A, w est solution de la formulation variation-
nelle

trouver w P H1
0,ΓD pΩq, tel que

Apw, vq � LDpvq @v P H1
0,ΓD pΩq, (4.2.7)

avec
LDpvq � Lpvq �ApRD, vq.

On remarque tout de suite que cette formulation variationnelle est indépendante
de u solution de (4.2.14) ; elle ne dépend que du relèvement RD. Donc, si l'on
obtient l'existence de w solution de (4.2.7) alors u � w � RD appartient à
H1
gD,ΓD

pΩq et est solution de (4.2.14).
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Lemma 26 L'application L : H1pa; bq Ñ R est linéaire continue.

Preuve : A faire ... l

Lemma 27 L'application A : H1pa; bq �H1pa; bq Ñ R est bilinéaire continue.

Preuve : A faire ... l

Théorème 36 Sous les hypothèses ... la formulation variationnelle (4.2.14)
admet une unique solution.

Preuve : On va véri�er que l'on est sous les hypothèses du théorème ?? (de
Lax-Milgram). l

4.2.1 Problème homogène associé

Le problème homogène associé à (4.1.1-4.1.2-4.1.3) consiste à prendre gD � 0
et à chercher u0 P H1

0,ΓD solution de

� divpM∇∇∇u0q � a0u0 � f dans Ω (4.2.8)

u0 � 0 sur ΓD (4.2.9)

a1u0 � xM∇∇∇u0,nnny � gR sur ΓR (4.2.10)

En multipliant (4.2.8) par une fonction test v P H1
0,ΓD , on obtient»

Ω

pa0p~xxxqu0p~xxxq � pdivpM∇∇∇u0qqp~xxxqq vp~xxxqdΩp~xxxq �
»

Ω

fp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq (4.2.11)

En utilisant la formule de Green nous avons»
Ω

vp~xxxqpdivpM∇∇∇u0qqp~xxxqdΩp~xxxq � �
»

Ω

x∇∇∇ vp~xxxq, pM∇∇∇u0qqp~xxxqy dΩp~xxxq

�
»

Γ

vp~xxxq xpM∇∇∇u0qp~xxxq,nnnp~xxxqy dΓp~xxxq

Comme v|ΓD � 0, l'équation (4.2.11) devient»
Ω

x∇∇∇ vp~xxxq, pM∇∇∇u0qqp~xxxqy � a0p~xxxqu0p~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq

�
»

ΓR
vp~xxxq xpM∇∇∇u0qp~xxxq,nnnp~xxxqy dΓp~xxxq

�
»

Ω

fp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq

(4.2.12)

On dé�nit H1
g,ΓD pΩq par

H1
g,ΓD pΩq �

 
u P H1pΩq | u|ΓD � gD

(
(4.2.13)

Une formulation variationnelle associée au problème (4.1.1)-(4.1.3)-(??) s'écrit :
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trouver u P H1
gD,ΓD

, tel que

Apu, vq � Lpvq @v P H1
0,ΓD , (4.2.14)

avec

Apu, vq �
»

Ω

x∇∇∇ vp~xxxq, pM∇∇∇uqqp~xxxqy � a0p~xxxqup~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq

�
»

ΓR
a1p~xxxqup~xxxqvp~xxxqdΓp~xxxq

et

Lpvq �
»

Ω

fp~xxxqvp~xxxqdΩp~xxxq �
»

ΓR
gRp~xxxqvp~xxxqdΓp~xxxq.

4.3 Eléments �nis de degré un pP 1q

4.3.1 Triangulation

Nous découpons d'abord Ω en petits éléments. Nous les choisissons ici de
forme triangulaire, mais nous pourrions également envisager une décomposition
en petits rectangles, par exemple. Les triangles doivent satisfaire à la

De�nition 26 On appelle triangulation de Ω, une famille Th de triangles Tk, k �
1, . . . ,nme, ayant les propriétés suivantes :

(i) l'intersection entre deux triangles distincts est soit vide, soit réduite à
une coté entier ou à un point ;

(ii) tous les coins de la frontière Γ sont des sommets de triangles de Th;
(iii) réciproquement, soit

Ωh �
nme¤
k�1

Tk (4.3.1)

(remarquer que Ωh est fermé) ; tous les coins de Γh � BΩh doivent être
sur Γ;

(iv) les triangles ne sont pas dégénérés, ie. ils ne sont pas d'aire nulle.
N

Remarque 3 nous avons

Ωh �
nme¤
k�1

Tk et
nme£
k�1

�
Tk � H (4.3.2)

Les sommets de tous les triangles de Th sont les sommets de la triangu-
lation. S'agissant d'une approximation par éléments �nis P 1, nous verrons que
ces sommets sont aussi les n÷uds de la triangulation, ie. les points où nous
allons calculer la solution du problème discret. Il y a donc ici coïncidence entre
les notions de sommets et de n÷uds du maillage, coïncidence qui n'aurait pas
lieu pour une approximation par éléments �nis d'ordre quelconque.

La triangulation Th à nme triangles, nq sommets et nf sommets situés sur
Γh. Cette triangulation est indexée par h qui est la longueur du plus grand des
cotés de tous ses triangles.
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4.3.2 Structure de données associée au maillage

On utilise 3 tableaux (un tableau de réels q, 4 tableaux d'entiers me, ql, be et
bel) et 2 entiers (nq et nme) pour stocker les informations relatives au maillage ;
il s'agit de :

nom type dimension descriptif
nq entier 1 nombre total de n÷uds du maillage

(number of nodes)
nme entier 1 nombre de triangles

(number of mesh elements)
nbe entier 1 nombre d'arêtes sur le bord Γh,

(number of boundary elements)
q réels 2� nq qpα, jq est α-ème coordonnée du j-ème

sommet, α P t1, 2u et i P t1, . . . ,nqu. Le
j-ème sommet sera aussi noté qj avec
qj
x � qp1, jq et qj

y � qp2, jq
(nodes)

me entier 3� nme mepβ, kq indice de stockage, dans le
tableau q, du β-ème sommet du tri-
angle d'indice k, β P t1, 2, 3u et k P
t1, . . . ,nmeu.
(mesh elements)

be entier 2� nbe bepα, lq indice de stockage, dans le ta-
bleau q, du α-ème sommet de l'arête
d'indice l appartenant au bord Γh, α P
t1, 2u et l P t1, . . . ,nbeu.
(boundary elements)

ql entier 1� nq qlpiq indique si le ième sommet est un
point strictement intérieur du domaine
Ω (qlpiq � 0 ô qi R Γh sinon indique le
numéro du bord, i P t1, . . . ,nqu.
(nodes label)

bel entier 1� nbe belplq indique le numéro du bord d'ap-
partenance de l'arête l, l P t1, . . . ,nbeu.
(boundary elements label)

mel entier 1� nme melpkq indique la region dans laquelle
est le triangle Tk, k P t1, . . . ,nmeu.
(mesh elements label)

Pour illustrer cette structure, nous allons générer à l'aide de FreeFEM++un
maillage du disque unité où la frontière Γ sera réunion des quatre quarts de cercle
(voir �gure 4.3.1)
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Γ
1

Γ
2

Γ
3

Γ
4

Figure 4.3.1 � Disque à mailler avec 4 bords

Voici le code FreeFEM++ :

Listing 4.1 � �chier disque4.edp

real R=1.0; // rayon du disque
int N=3; // nombre de discrétisation pour un quart de cercle
border gamma1( t=0, p i /2) // Bord Γ1

{x=R∗cos ( t ) ; y=R∗ sin ( t ) ; label=1;};
border gamma2( t=pi /2 , p i ) // Bord Γ2

{x=R∗cos ( t ) ; y=R∗ sin ( t ) ; label=2;};
border gamma3( t=pi , 3∗ pi /2) // Bord Γ3

{x=R∗cos ( t ) ; y=R∗ sin ( t ) ; label=3;};
border gamma4( t=3∗pi /2 ,2∗ pi ) // Bord Γ4

{x=R∗cos ( t ) ; y=R∗ sin ( t ) ; label=4;};

mesh Th = buildmesh ( gamma1(N)+gamma2(N)
+gamma3(N)+gamma4(N) ) ;

plot (Th, ps="disque4 . eps " ,wait=true ) ;

savemesh(Th, " disque4�"+R+"�"+N+".msh") ;

Pour obtenir un maillage de petite taille, nous avons délibérement choisi un
petit nombre de points sur le bord : chaque quart de cercle sera discrétisé avec
N � 3 points.

Voici le �chier disque4-1-3.msh généré :

Listing 4.2 � �chier disque4-1-3.msh

20 26 12 // nq, nme, nbe

�0.866025403784 0 .5 2 // q1
x, q1

y, qlp1q
�0.579246826544 0.262259524467 0 // q2

x, q2
y, qlp2q
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�0.5 0.866025403784 2 // q3
x, q3

y, qlp3q
�1 1.22460635382 e�16 3 // q4

x, q4
y, qlp4q

6.12303176911 e�17 1 2 // q5
x, q5

y, qlp5q
0 .5 0.866025403784 1 // q6

x, q6
y, qlp6q

�0.158493650014 0.524519052007 0 // q7
x, q7

y, qlp7q
�0.433960984027 �0.11887024084 0 // q8

x, q8
y, qlp8q

�0.866025403784 �0.5 3 // q9
x, q9

y, qlp9q
0.183012699972 0.183012699972 0 // q10

x , q10
y , qlp10q

0.866025403784 0 .5 1 // q11
x , q11

y , qlp11q
�0.0528312207692 �0.158493650014 0 // q12

x , q12
y , qlp12q

�0.288675135364 �0.5 0 // q13
x , q13

y , qlp13q
�0.5 �0.866025403784 3 // q14

x , q14
y , qlp14q

0.524519052007 �0.158493650014 0 // q15
x , q15

y , qlp15q
1 �2.44921270764e�16 4 // q16

x , q16
y , qlp16q

0.288675133315 �0.5 0 // q17
x , q17

y , qlp17q
�1.83690953073e�16 �1 4 // q18

x , q18
y , qlp18q

0.866025403784 �0.5 4 // q19
x , q19

y , qlp19q
0 .5 �0.866025403784 4 // q20

x , q20
y , qlp20q

17 20 19 0 // mep1, 1q, mep2, 1q, mep3, 1q, melp1q
15 19 16 0 // mep1, 2q, mep2, 2q, mep3, 2q, melp1q
10 12 15 0 // mep1, 3q, mep2, 3q, mep3, 3q, melp1q
14 13 9 0 // mep1, 4q, mep2, 4q, mep3, 4q, melp1q
14 18 13 0 // mep1, 5q, mep2, 5q, mep3, 5q, melp1q
18 20 17 0 // mep1, 6q, mep2, 6q, mep3, 6q, melp1q
18 17 13 0 // mep1, 7q, mep2, 7q, mep3, 7q, melp1q
7 8 12 0 // mep1, 8q, mep2, 8q, mep3, 8q, melp1q
7 10 6 0 // mep1, 9q, mep2, 9q, mep3, 9q, melp1q
3 7 5 0 // mep1, 10q, mep2, 10q, mep3, 10q, melp10q
3 1 2 0 // mep1, 11q, mep2, 11q, mep3, 11q, melp11q
10 11 6 0 // mep1, 12q, mep2, 12q, mep3, 12q, melp12q
19 15 17 0 // mep1, 13q, mep2, 13q, mep3, 13q, melp13q
16 11 15 0 // mep1, 14q, mep2, 14q, mep3, 14q, melp14q
5 7 6 0 // mep1, 15q, mep2, 15q, mep3, 15q, melp15q
8 9 13 0 // mep1, 16q, mep2, 16q, mep3, 16q, melp16q
12 8 13 0 // mep1, 17q, mep2, 17q, mep3, 17q, melp17q
2 4 8 0 // mep1, 18q, mep2, 18q, mep3, 18q, melp18q
12 10 7 0 // mep1, 19q, mep2, 19q, mep3, 19q, melp19q
2 8 7 0 // mep1, 20q, mep2, 20q, mep3, 20q, melp20q
3 2 7 0 // mep1, 21q, mep2, 21q, mep3, 21q, melp21q
4 9 8 0 // mep1, 22q, mep2, 22q, mep3, 22q, melp22q
13 17 12 0 // mep1, 23q, mep2, 23q, mep3, 23q, melp23q
4 2 1 0 // mep1, 24q, mep2, 24q, mep3, 24q, melp24q
17 15 12 0 // mep1, 25q, mep2, 25q, mep3, 25q, melp25q
15 11 10 0 // mep1, 26q, mep2, 26q, mep3, 26q, melp26q
18 20 4 // bep1, 1q, bep2, 1q, belp1q
20 19 4 // bep1, 2q, bep2, 2q, belp2q
19 16 4 // bep1, 3q, bep2, 3q, belp3q
4 9 3 // bep1, 4q, bep2, 4q, belp4q
9 14 3 // bep1, 5q, bep2, 5q, belp5q
14 18 3 // bep1, 6q, bep2, 6q, belp6q
5 3 2 // bep1, 7q, bep2, 7q, belp7q
3 1 2 // bep1, 8q, bep2, 8q, belp8q
1 4 2 // bep1, 9q, bep2, 9q, belp9q
16 11 1 // bep1, 10q, bep2, 10q, belp10q
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11 6 1 // bep1, 11q, bep2, 11q, belp11q
6 5 1 // bep1, 12q, bep2, 12q, belp12q

La représentation classique du maillage est donnée en Fig. 4.3.2

Figure 4.3.2 � Maillage obtenu avec FreeFEM++

Après lecture, les tableaux sont :
q : [2x20 double]
me : [3x26 int32]
ql : [2 0 2 3 2 1 0 0 3 0 1 0 0 3 0 4 0 4 4 4]
mel : [0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
be : [2x12 double]
bel : [4 4 4 3 3 3 2 2 2 1 1 1]
nq : 20
nme : 26
nbe : 12

où les tableaux q, me et be sont respectivement donnés par

1 2 3 17 18 19 20

�0.8660 �0.5792 �0.5000 � � � 0.2887 �0.0000 0.8660 0.5000
0.5000 0.2623 0.8660 � � � �0.5000 �1.0000 �0.5000 �0.8660

Table 4.1 � Tableau q associé au maillage disque4-1-3.msh

1 2 3 4 24 25 26

17 15 10 14 � � � 4 17 15
20 19 12 13 � � � 2 15 11
19 16 15 9 � � � 1 12 10

Table 4.2 � Tableau me associé au maillage disque4-1-3.msh
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

18 20 19 4 9 14 5 3 1 16 11 6
20 19 16 9 14 18 3 1 4 11 6 5

Table 4.3 � Tableau be associé au maillage disque4-1-3.msh
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Figure 4.3.3 � Maillage avec numérotation
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Algorithme 4.3.1 Lecture d'un maillage FreeFEM++

Données : Filename : nom du �chier de maillage généré par FreeFEM++
Résultat : nq :

nme :
nbe :
q :
ql :
me :
mel :
be :
bel :

1: Fonction

�
nq,nme,nbe, q, ql,
me,mel,be,bel

�
Ð ReadMeshFreeFEM(Filename)

2: fid �Ouvrir(Filename,"r")
3: rnq,nme,nbes ÐLire(�d,"%d %d %d")
4: Pour iÐ 1 à nq faire
5: rqp1, iq, qp2, iq, qlpiqs ÐLire(�d,"%lf %lf %d")
6: Fin Pour
7: Pour k Ð 1 à nme faire
8: rmep1, kq,mep2, kq,mep3, kq,melpkqs ÐLire(�d,"%d %d %d %d")
9: Fin Pour

10: Pour lÐ 1 à nbe faire
11: rbep1, lq,bep2, lq,belplqs ÐLire(�d,"%d %d %d")
12: Fin Pour
13: Fermer(�d)
14: Fin Fonction

4.4 Formulation variationnelle discrétisée

L'inconvénient de la formulation variationnelle continue (??) est d'être posée
sur des espaces fonctionnels de dimension in�nie. L'idée est donc d'approcher
ceux-ci par des espaces de dimension �nie et d'écrire, dans ces espaces, une
nouvelle formulation variationnelle dite discrétisée. On espère bien sûr que la
solution de la formulation variationnelle discrétisée sera une �bonne� approxi-
mation de la solution de (??).

On dé�nit l'espace fonctionnel H1
hpΩhq par

H1
hpΩhq � tvh : Ωh Ñ R | vh P C0pΩhq

et @k P t1, . . . ,nmeu vh|Tk P P1pTkq
( (4.4.1)

où C0pΩhq est l'espace des fonctions continues sur Ωh et P1pTkq est l'espace des
polynômes de degrès 1 sur Tk.

Proposition 5 (Lucquin-Pironneau, page 43) Les fonctions de H1
hpΩhq sont

entièrement déterminées par leurs valeurs en chacun des sommets du maillage.
La dimension de l'espace H1

hpΩhq est égale au nombre de sommets nq de la
triangulation. l
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De�nition 27 (Lucquin-Pironneau, page 44) Dé�nissons la i-ème fonction
chapeau ϕi associée au n÷ud d'indice i de la manière suivante :

1. ϕi est continue de Ωh dans R,
2. ϕi est a�ne sur Tk, pour chaque indice k P t1, . . . ,nmeu
3. ϕipqjq � δi,j .

N

Proposition 6 (Lucquin-Pironneau, page 45) L'ensemble tϕiuiPt1,...,nqu
forme

une base de H1
hpΩhq. l

En conséquence, toute fonction de H1
hpΩhq peut s'exprimer comme combinaison

linéaire des fonctions de base.
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Figure 4.4.1 � fonction de base ϕ12

Nouv avons

Lemma 28 Soit j P t1, . . . ,nqu, notons Tj l'ensemble des indices des triangles
tel que qj soit un de leur sommet :

Tj �
 
k P t1, . . . ,nmeu t.q. qj P Tk

(
(4.4.2)

Le support de la fonction ϕj est la réunion des triangles Tk tels que qj P Tk i.e.

@j P t1, . . . ,nqu, suppϕj �
8�¤

kPTj

Tk (4.4.3)

�



66 CHAPITRE 4. EN DIMENSION 2

19

20

1

16

2

6

13

18

14

17

15

7

11

25

26

5

23

3

14

12

13

12

10

17

4

19

6

9

16

8

8

9

15

7

20

22

18

5

2

10

21

4

24

11

3

1

Figure 4.4.2 � fonction de base ϕ17
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Figure 4.4.3 � fonction de base ϕ20
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Par exemple sur le maillage disque4-1-3.msh, nous avons (voir Fig. 4.4.1,
4.4.2 et 4.4.3)

T12 � t3, 8, 17, 19, 23, 25u
T17 � t1, 6, 7, 13, 23, 25u
T20 � t1, 6u

Notons

IDh �
!
i P t1, . . . ,nqu | qi P Γh

D
)

et

Ih � t1, . . . ,nqu zIDh
Par construction, nous avons

IDh X Ih � H et IDh Y Ih � t1, . . . ,nqu

Notons Vh l'espace des fonctions tests donné par

Vh �
 
vh P H1

hpΩhq | @ qi P ΓD, vhpqiq � 0
(

(4.4.4)

Lemma 29 L'espace Vh est un espace de Hilbert de dimension # Ih. L'en-
semble tϕiuiPIh forme une base de Vh. �

De�nition 28 La formulation variationnelle discrète est :

trouver uh P H1
hpΩhq XH1

gD,ΓD
tel que

Ahpuh, vhq � Lhpvhq, @vh P Vh (4.4.5)

avec

Ahpuh, vhq �
»

Ωh

x∇∇∇ vhp~xxxq, pM∇∇∇uhqqp~xxxqy � a0p~xxxquhp~xxxqvhp~xxxqdΩhp~xxxq

�
»

ΓhR
a1p~xxxquhp~xxxqvhp~xxxqdΓhp~xxxq

(4.4.6)

Lhpvhq �
»

Ωh

fp~xxxqvhp~xxxqdΩhp~xxxq �
»

ΓR
gRp~xxxqvhp~xxxqdΓhp~xxxq. (4.4.7)

N

Théorème 37 Sous les hypothèses du théorème (??), le problème variationnel
(4.4.5) admet une unique solution. De plus

}u� uh}1 ¤ h }u}???

A TERMINER... �



68 CHAPITRE 4. EN DIMENSION 2

4.5 Ecriture matricielle de la formulation varia-

tionnelle discrétisée

Lemma 30 La formulation variationnelle discrète de la dé�nition 28 est équi-
valente à

trouver uh P H1
hpΩhq tel que

 @i P Ih »
Ωh

�p∇ϕiqtM∇uh � a0uhϕi
� pxqdΩhpxq

�»
ΓhR

pa1uhϕiqpxqdΓhpxq
�»

Ωh

pfϕiqpxqdΩpxq �
»

ΓhR
pgRϕiqpxqdΓpxq

(4.5.1)

 @i P IDh
uhpqiq � gDpqiq (4.5.2)

�

Puisque uh P H1
hpΩhq, nous pouvons l'exprimer comme combinaison linéaire

des fonctions de base ϕj :

uhpx, yq �
nq¸
j�1

UUU jϕjpx, yq (4.5.3)

où UUU j sera une approximation de la fonction u solution de (??) au point qj :

UUU j � upqjq.
La fonction uh sera complétement déterminée si nous pouvons évaluer le vecteur
UUU P Rnq .

En remplaçant uh par (4.5.3) dans (4.5.1-4.5.2) nous obtenons l'équivalence
entre la formulation variationnelle discrète de la dé�nition 28 et

Trouver UUU P Rnq tel que
 @i P Ih

nq¸
j�1

UUU j

�»
Ωh

�p∇ϕiqtM∇ϕj � a0ϕjϕi
� pxqdΩhpxq

�»
ΓhR

pa1ϕjϕiqpxqdΓhpxq



�»
Ωh

pfϕiqpxqdΩpxq �
»

ΓhR
pgRϕiqpxqdΓpxq

(4.5.4)

 @i P IDh
UUU i � gDpqiq (4.5.5)
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Nous obtenons bien un système linéaire de nq équations à nq inconnues

Lemma 31 Trouver uh solution de la formulation variationnelle discrétisée
(28) est équivalent à

Trouver UUU P Rnq tel que
AUUU � bbb

où A PMnq,nq
pRq et bbb P Rnq véri�ent

 @i P Ih, @j P t1, . . . ,nqu

Ai,j �
»

Ωh

�p∇ϕiqtM∇ϕj � a0ϕjϕi
� pxqdΩhpxq

�
»

ΓhR
pa1ϕjϕiqpxqdΓpxq

bbbi �
»

Ω

pfϕiqpxqdΩpxq �
»

ΓhR
pgRϕiqpxqdΓhpxq

 @i P IDh , @j P t1, . . . ,nqu

Ai,j �
"

1 si i � j
0 sinon

bbbi � gDpqiq

et l'on a

uhpx, yq �
nq¸
j�1

UUU jϕjpx, yq.

�

4.5.1 Calcul sur un triangle

Soit T un triangle régulier dé�ni par ses 3 sommets (dans le sens direct)
pq1, q2, q3q.

Lemma 32 L'aire du triangle T, notée |T |, est

|T | � 1

2

������det

�� q1
x q1

y 1
q2
x q2

y 1
q3
x q3

y 1

��
������ . (4.5.6)

�

Lemma 33 Soit P px, yq � αx � βy � γ le polynôme véri�ant P pqαq � Pα,
@α P t1, 2, 3u. Alors

α � 1

2|T | det

��P1 q1
y 1

P2 q2
y 1

P3 q3
y 1

�,
β � 1

2|T | det

��q1
x P1 1
q2
x P2 1
q3
x P3 1

�,
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et

γ � 1

2|T | det

��q1
x q1

y P1

q2
x q2

y P2

q3
x q3

y P3

�.
�

De�nition 29 (Fonctions de base locales) Sur un triangle, nous appelons
fonctions de base locales les trois fonctions a�nes pϕ̃1, ϕ̃2, ϕ̃3q véri�ant
@pα, βq P t1, 2, 3u2

ϕ̃αpqβq � δα,β .

�

Lemma 34 Nous avons @px, yq P T

ϕ̃1px, yq � 1

2|T |
�pq2

y � q3
yqx� pq2

x � q3
xqy � pq2

xq
3
y � q2

yq
3
xq
�

ϕ̃2px, yq � 1

2|T |
�pq3

y � q1
yqx� pq1

x � q3
xqy � pq1

xq
3
y � q1

yq
3
xq
�

ϕ̃3px, yq � 1

2|T |
�pq1

y � q2
yqx� pq1

x � q2
xqy � pq1

xq
2
y � q1

yq
2
xq
�
.

�

Lemma 35 Nous avons @px, yq P T

∇ϕ̃1px, yq � 1

2|T |
�
q2
y � q3

y

q3
x � q2

x




∇ϕ̃2px, yq � 1

2|T |
�
q3
y � q1

y

q1
x � q3

x




∇ϕ̃3px, yq � 1

2|T |
�
q1
y � q2

y

q2
x � q1

x



.

�

Lemma 36 Nous avons»
T

ϕ̃m1 ϕ̃
n
2 ϕ̃

p
3dT � 2|T |m!n!p!

pm� n� p� 2q! (4.5.7)

�

4.6 Assemblage de matrices du type
³

Ωh
fi,jpx, yqdxdy

Les fonctions pfi,jqnq

i,j�1 sont dé�nies sur Ωh à valeurs réelles. Nous supposons
que leurs supports sont tels que :

@pi, jq P t1, � � � ,nqu supp fi,j � suppϕi X suppϕi (4.6.1)
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Par exemple, nous étudierons les cas

fi,jpx, yq � ϕipx, yqϕjpx, yq
fi,jpx, yq � x∇ϕipx, yq,∇ϕjpx, yqy
fi,jpx, yq � cpx, yqϕipx, yqϕjpx, yq
fi,jpx, yq � x∇ϕipx, yq,Mpx, yq∇ϕjpx, yqy

où c est une fonction de Ωh à valeurs réelles et M est une fonction de Ωh à
valeurs dans M2,2pRq.

Nous voulons calculer la matrice A PMnq,nq
pRq de composantes

Ai,j �
»

Ωh

fi,jpx, yqdxdy

Grâce aux propriétés de la triangulation, nous avons

Ωh �
nme¤
k�1

Tk et
nme£
k�1

�
Tk � H

et donc

Ai,j �
nmȩ

k�1

Ai,jpTkq

où

Ai,jpTkq �
»
Tk

fi,jpx, yqdxdy.

Nous allons maintenant écrire un algorithme simpliste (à ne surtout pas
implémenter) permettant de calculer la matrice A.

Algorithm 4.6.1 Algorithme simple pour le calcul de la matrice A de compo-
santes

Ai,j �
»

Ωh

fi,jpx, yqdxdy

sous les hypothèses (4.6.1)
Données : Mesh : structure maillage

pfi,jqnq

i,j�1 : ensemble des fonctions

Résultat : A : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: AÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse A
2: Pour iÐ 1 à nq faire � boucle sur les sommets
3: Pour j Ð 1 à nq faire � boucle sur les sommets
4: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
5: Api, jq Ð Api, jq � ³

Tk
fi,jpx, yqdxdy

6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

Nous allons �optimiser� cet algorithme. Pour celà, nous permutons les boucles
sur les sommets avec la boucle sur les triangles :
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Algorithm 4.6.2 Algorithme simple avec permutation pour le calcul de la
matrice A de composantes

Ai,j �
»

Ωh

fi,jpx, yqdxdy

sous les hypothèses (4.6.1)
Données : Mesh : structure maillage

pfi,jqnq

i,j�1 : ensemble des fonctions

Résultat : A : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: AÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse A
2: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
3: Pour iÐ 1 à nq faire � boucle sur les sommets
4: Pour j Ð 1 à nq faire � boucle sur les sommets
5: Api, jq Ð Api, jq � ³

Tk
fi,jpx, yqdxdy

6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

Nous remarquons que si Tk X supp fi,j � H alors
³
Tk
fi,jpx, yqdxdy � 0. Ce

qui veut dire, sous les hypothèses (4.6.1) :

si Tk X psuppϕi X suppϕjq � H alors

»
Tk

fi,jpx, yqdxdy � 0

ou encore

si qi R Tk ou qj R Tk alors

»
Tk

fi,jpx, yqdxdy � 0

Donc, dans les boucles en i et j (algorithme 4.6.2 lignes 3 et 4) les seules valeurs
ayant une contribution non nécessairement nulle sont obtenues pour i P mep:, kq
et j P mep:, kq. Ceci nous permet d'écrire

Algorithm 4.6.3 Algorithme optimisé pour le calcul de la matrice de A de
composantes

Ai,j �
»

Ωh

fi,jpx, yqdxdy

sous les hypothèses (4.6.1)
Données : Mesh : structure maillage

pfi,jqnq

i,j�1 : ensemble des fonctions

Résultat : A : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: AÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse A
2: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
3: Pour αÐ 1 à 3 faire � boucle sur les 3 sommets du triangle Tk
4: iÐ mepα, kq
5: Pour β Ð 1 à 3 faire � boucle sur les 3 sommets du triangle Tk



4.6. ASSEMBLAGE DE MATRICES DU TYPE
³
ΩH

FI,JpX,Y qDXDY 73

6: j Ð mepβ, kq
7: Api, jq Ð Api, jq � ³

Tk
fi,jpx, yqdxdy

8: Fin Pour
9: Fin Pour

10: Fin Pour

Une autre façon de l'écrire est d'utiliser les matrices élémentaires qui, pour un
triangle donné, vont contenir l'ensemble des 3� 3 contributions non nécessaire-
ment nulles. Notons AepTkq PM3�3pRq la matrice dé�nie par

pAepTkqqα,β �
»
Tk

fmepα,kq,mepβ,kqpx, yqdxdy

Pour calculer cette matrice, nous avons juste besoin des 3 sommets du triangle
Tk et des 9 fonctions pfmepα,kq,mepβ,kqq3α,β�1

Algorithm 4.6.4 Matrice élémentaire

Données : pfα,βq3α,β�1 : ensemble de 3� 3 fonctions

dé�nies sur le triangle T
pq1, q2, q3q : les 3 sommets du triangle T

Résultat : Ae : matrice élémentaire 3� 3

1: Fonction Ae Ð MatElem( q1, q2, q3, pfα,βq3α,β�1)
2: Pour αÐ 1 à 3 faire
3: Pour β Ð 1 à 3 faire
4: Aepi, jq Ð ³

T
fα,βpx, yqdxdy

5: Fin Pour
6: Fin Pour
7: Fin Fonction

Le calcul des intégrales
³
T
fα,βpx, yqdxdy se fera, suivant les fonctions fil,jl, soit

de manière exacte soit à l'aide de méthodes d'intégration numérique.
L'algorithme utilisant les matrices élémentaires peut alors s'écrire :

Algorithm 4.6.5 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de A

Données : Mesh : structure maillage
pfi,jqnq

i,j�1 : ensemble des fonctions

Résultat : A : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: AÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse A
2: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles

Ae ÐMatElem�qmep1,kq, qmep2,kq, qmep3,kq, pfi,jqi,jPmep:,kq

�
3: Pour αÐ 1 à 3 faire � boucle sur les 3 sommets du triangle Tk
4: iÐ mepα, kq
5: Pour β Ð 1 à 3 faire � boucle sur les 3 sommets du triangle Tk
6: j Ð mepβ, kq
7: Api, jq Ð Api, jq � Aepα, βq
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8: Fin Pour
9: Fin Pour

10: Fin Pour

4.6.1 Application : fi,jpx, yq � ϕipx, yqϕjpx, yq

De�nition 30 (Matrice de masse) Notons M la matrice d'ordre nq dont
l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2 est donné par

Mij �
»

Ωh

ϕipx, yqϕjpx, yqdxdy. (4.6.2)

Cette matrice est appelée matrice de masse. N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 31 (Matrice de masse élémentaire) Soit T un triangle régulier
dé�ni par ses trois sommets pq1, q2, q3q de R2. Notons ϕ̃α la fonction de base
locale a�ne associée au point qα, α P t1, 2, 3u véri�ant ϕ̃αpqβq � δα,β . On
dé�nit alors MepT q la matrice 3� 3 de composante

pMepT qqα,β �
»
T

ϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy.

N

Comme nous venons de le voir, pour assembler cette matrice il su�t pour celà
d'être en mesure de calculer , pour chaque triangle T de la triangulation, la
matrice élémentaire MepT q P M3,3pRq dont la composante pα, βq P t1, 2, 3u2
est donnée par

Me
α,βpT q �

»
T

ϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy

En e�et, nous avons @k P t1, � � � ,nmeu

@px, yq P Tk, @α P t1, 2, 3u, ϕmepα,kqpx, yq � ϕ̃αpx, yq

De part la formule (4.5.7) nous avons

MepT q � |T |
12

��2 1 1
1 2 1
1 1 2

� (4.6.3)

où on note |T | l'aire du triangle T.
On a alors

Algorithm 4.6.6 Matrice élémentaire de masse

Données : |T| : aire du triangle
Résultat : Me : matrice élémentaire de masse (4.6.3)

1: Fonction Me Ð ElemMassMat( |T |)
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2: Return Me Ð |T |
12

��2 1 1
1 2 1
1 1 2

�
3: Fin Fonction

Nous pouvons alors réécrire l'algorithme 4.6.5 pour obtenir l'algorithme d'as-
semblage de la matrice de masse :

Algorithm 4.6.7 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de composantes

³
Ωh
ϕipx, yqϕjpx, yqdxdy

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
areas : tableau de nme réels où areaspkq � |Tk|
Résultat : M : matrice creuse de dimensions nq � nq (dé�nition 30)

1: Fonction MÐ MassAssembling( nq,nme,me, areas)
2: MÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse M
3: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
4: Me Ð ElemMassMatpareaspkqq
5: Pour αÐ 1 à 3 faire
6: iÐ mepα, kq
7: Pour β Ð 1 à 3 faire
8: j Ð mepβ, kq
9: Mpi, jq ÐMpi, jq �Mepα, βq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return M
14: Fin Fonction

4.6.2 Application : fi,jpx, yq � cpx, yqϕipx, yqϕjpx, yq

De�nition 32 Notons Mrcs la matrice d'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2 donnée
par

Mrcs
ij �

»
Ωh

cpx, yqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy. (4.6.4)

N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 33 Soit T un triangle régulier dé�ni par ses trois sommets pq1, q2, q3q
de R2. Notons ϕ̃α la fonction de base locale a�ne associée au point qα, α P
t1, 2, 3u véri�ant ϕ̃αpqβq � δα,β . On dé�nit alors Me,rcspT q la matrice 3� 3 de
composante

pMe,rcspT qqα,β �
»
T

cpx, yqϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy.

N
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Pour calculer les intégrales, nous pouvons approcher la fonction c par

cpx, yq �
3̧

γ�1

cγϕ̃γpx, yq

avec cγ � cpqγq
Ce qui donne

pMe,rcspT qqα,β �
3̧

γ�1

cγ

»
T

ϕ̃γpx, yqϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy

De part la formule (4.5.7) nous avons

Me,rcspT q � |T |
30

��3c1 � c2 � c3 c1 � c2 � c3
2 c1 � c2

2 � c3
c1 � c2 � c3

2 c1 � 3c2 � c3
c1
2 � c2 � c3

c1 � c2
2 � c3

c1
2 � c2 � c3 c1 � c2 � 3c3

� (4.6.5)

où on note |T | l'aire du triangle T.
On a alors

Algorithm 4.6.8 Matrice élémentaire de masse avec fonction

Données : |T | : aire du triangle
c : tableau contenant les 3 valeurs de la fonction

aux 3 sommets du triangle

Résultat : Me : matrice élémentaire de masse avec fonction (4.6.5)

1: Fonction Me Ð ElemMassFMat( |T |, c)

2: Return Me Ð |T |
30

��3c1 � c2 � c3 c1 � c2 � c3
2 c1 � c2

2 � c3
c1 � c2 � c3

2 c1 � 3c2 � c3
c1
2 � c2 � c3

c1 � c2
2 � c3

c1
2 � c2 � c3 c1 � c2 � 3c3

�
3: Fin Fonction

Nous pouvons alors réécrire l'algorithme 4.6.5 pour obtenir l'algorithme d'as-
semblage de la matrice Mrcs

Algorithm 4.6.9 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de composantes

³
Ωh
cpx, yqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
areas : tableau de nme réels où areaspkq � |Tk|
Tc : tableau de nq réels contenant les valeurs de

la fonction c aux sommets du maillage

Résultat : M : matrice creuse de dimensions nq � nq (dé�nition 32)

1: Fonction MÐ MassFAssembling( ns, nt,me, areas, T c )
2: MÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse M
3: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
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4: Me Ð FoncMasseFElempareaspkq, T cpmep:, kqqq
5: Pour αÐ 1 à 3 faire
6: iÐ mepα, kq
7: Pour β Ð 1 à 3 faire
8: j Ð mepβ, kq
9: Mpi, jq ÐMpi, jq �Mepα, βq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return M
14: Fin Fonction

4.6.3 Application : fi,jpx, yq � x∇∇∇ϕipx, yq,∇∇∇ϕjpx, yqy

De�nition 34 (Matrice de rigidité) Notons R la matrice d'ordre nq d'élé-
ment pi, jq P t1, � � � ,nqu2 donné par

Rij �
»

Ωh

x∇∇∇ϕipx, yq,∇∇∇ϕjpx, yqy dxdy. (4.6.6)

Cette matrice est appelée matrice de rigidité. N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 35 (Matrice de rigidité élémentaire) Soit T un triangle régu-
lier dé�ni par ses trois sommets pq1, q2, q3q de R2. Notons ϕ̃α la fonction de
base locale a�ne associée au point qα, α P t1, 2, 3u véri�ant ϕ̃αpqβq � δα,β . On
dé�nit alors RepT q la matrice 3� 3 de composante

pRepT qqα,β �
»
T

∇ϕ̃αpx, yq.∇ϕ̃βpx, yqdxdy.

N

En utilisant le lemme 35, nous obtenons

RepT q
�

1
4|T |

��
@
q2 � q3, q2 � q3

D @
q2 � q3, q1 � q1

D @
q2 � q3, q1 � q2

D@
q3 � q1, q2 � q3

D @
q3 � q1, q1 � q1

D @
q3 � q1, q1 � q2

D@
q1 � q2, q2 � q3

D @
q1 � q2, q1 � q1

D @
q1 � q2, q1 � q2

D
� (4.6.7)

On a alors

Algorithm 4.6.10 Matrice élémentaire de rigidité

Données :
|T| : aire du triangle
q1, q2, q3 : les 3 sommets du triangle

Résultat : RepT q : matrice élémentaire de rigidité (4.6.7)

1: Fonction Re Ð ElemStiffMat( |T |, q1, q2, q3)
2: uuuÐ q2 � q3



78 CHAPITRE 4. EN DIMENSION 2

3: vvv Ð q3 � q1

4: www Ð q1 � q2

5: Return Re Ð 1
4|T |

��xuuu,uuuy xuuu,vvvy xuuu,wwwy
xvvv,uuuy xvvv,vvvy xvvv,wwwy
xwww,uuuy xwww,vvvy xwww,wwwy

�
6: Fin Fonction

Nous pouvons alors réécrire l'algorithme 4.6.5 pour obtenir l'algorithme d'as-
semblage de la matrice de rigidité R :

Algorithm 4.6.11 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de composantes

³
Ωh
x∇∇∇ϕipx, yq,∇∇∇ϕjpx, yqy dxdy

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
areas : tableau de nme réels où areaspkq � |Tk|
Résultat : R : matrice creuse de dimensions nq � nq (dé�nition 34)

1: Fonction RÐ StiffAssembling( ns, nt, q,me, areas )
2: RÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse R
3: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
4: Re Ð ElemStiffMat( areaspkq,

qp:,mep1, kqq, qp:,mep2, kqq, qp:,mep3, kqqq
5: Pour αÐ 1 à 3 faire
6: iÐ mepα, kq
7: Pour β Ð 1 à 3 faire
8: j Ð mepβ, kq
9: Rpi, jq Ð Rpi, jq �Repα, βq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return R
14: Fin Fonction

4.6.4 Application : fi,jpx, yq � x∇∇∇ϕipx, yq,Mpx, yq∇∇∇ϕjpx, yqy

De�nition 36 Soit M une fonction continue de Ωh à valeurs dans M2,2pRq.
Nous supposons que la matrice Mpx, yq est symétrique. Nous notons

Mpx, yq �
�
m11 m12

m12 m22



px, yq

et RrMs la matrice d'ordre nq d'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2 donné par

RrMs
ij �

»
Ωh

x∇∇∇ϕipx, yq,Mpx, yq∇∇∇ϕjpx, yqy dxdy. (4.6.8)

N
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La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 37 Soit T un triangle régulier dé�ni par ses trois sommets pq1, q2, q3q
de R2. Notons ϕ̃α la fonction de base locale a�ne associée au point qα, α P
t1, 2, 3u véri�ant ϕ̃αpqβq � δα,β . On dé�nit alors RrMs,epT q la matrice 3� 3 de
composante

RrMs,e
α,β pT q �

»
T

x∇∇∇ ϕ̃αpx, yq,Mpx, yq∇∇∇ ϕ̃βpx, yqy dxdy.

N

Les fonctions ϕ̃α sont a�nes sur le triangle T, leur gradient est donc constant
( voir lemme 35 pour les formules explicites ). Notons @px, yq P T

∇∇∇ ϕ̃αpx, yq � 1

2|T |
�
aα
bα



nous avons alors

RrMs,e
α,β pT q � 1

4|T |2

�
aαaβ

»
T

m11px, yqdxdy � bαbβ

»
T

m22px, yqdxdy

�paαbβ � bαaβq
»
T

m12px, yqdxdy
�

Ensuite, nous utilisons la formule d'interpolation (??) pour approcher les dif-
férentes intégrales. De fait, cette formule consiste à approcher la fonction à
intégrer par sa projection dans l'espace des fonctions de base locale. Nous avons
donc »

T

mα,βpx, yq � |T |
3

�
mα,βpq1q �mα,βpq2q �mα,βpq3q�

et

Lemma 37 Soit T un triangle régulier dé�ni par ses trois sommets pq1, q2, q3q
de R2. Nous avons, @α, β P t1, 2, 3u

RrMs,e
α,β pT q � 1

4|T | paαaβM1,1pT q � bαbβM2,2pT q � paαbβ � bαaβqM1,2pT qq
(4.6.9)

avec, @µ, ν P t1, 2u

Mµ,νpT q � 1

3

�
mµ,νpq1q �mµ,νpq2q �mµ,νpq3q� (4.6.10)

et
a1 � q2

y � q3
y, b1 � q3

x � q2
x

a2 � q3
y � q1

y, b2 � q1
x � q3

x

a3 � q1
y � q2

y, b3 � q2
x � q1

x

�

On a alors
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Algorithm 4.6.12 Matrice élémentaire de rigidité avec ...

Données : |T | : aire du triangle
q1, q2, q3 : les 3 sommets du triangle
TM : tableau de 3 réels tels que

TMp1q �M1,1pT q,
TMp2q �M1,2pT q et
TMp3q �M2,2pT q

Résultat : Re : matrice élémentaire de rigidité avec ...

1: Fonction RrMs,e Ð ElemStiffMMat( |T |, q1, q2, q3,TM)
2: uuuÐ q2 � q3

3: vvv Ð q3 � q1

4: www Ð q1 � q2

5: AÐ
�

TMp3q �TMp2q
�TMp2q TMp1q




6: Return RrMs,e Ð 1
4|T |

��xuuu,Auuuy xuuu,Avvvy xuuu,Awwwy
xvvv,Auuuy xvvv,Avvvy xvvv,Awwwy
xwww,Auuuy xwww,Avvvy xwww,Awwwy

�
7: Fin Fonction

Nous venons de voir que pour le calcul approché de la matrice élémentaire
nous n'avons pas besoin des fonctions m11, m12 et m22 mais uniquement des 3
valeurs M11pT q, M12pT q et M22pT q dé�nies par 4.6.10. Pour l'algorithme d'as-
semblage, nous supposerons le tableau TM de dimension 3�nme préalablement
initialisé à l'aide des fonctions m11, m12 et m22.

Algorithm 4.6.13 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice de composantes

³
Ωh
x∇∇∇ϕipx, yq,Mpx, yq∇∇∇ϕjpx, yqy dxdy

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
areas : tableau de nme réels où areaspkq � |Tk|
TM : tableau de 3� nme réels tels que

TMp1, kq �M1,1pTkq,
TMp2, kq �M1,2pTkq et
TMp3, kq �M2,2pTkq.

Résultat : RrMs : matrice creuse de dimensions nq � nq (dé�nition 36)

1: Fonction RrMs Ð StiffMAssembling( nq,nme, q,me, areas,TM )
2: RrMs Ð 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse RrMs

3: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
4: RrMs,e Ð ElemStiffMMat( areaspkq,

qp:,mep1, kqq, qp:,mep2, kqq, qp:,mep3, kqq,
TMp:, kq

5: Pour αÐ 1 à 3 faire
6: iÐ mepα, kq
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7: Pour β Ð 1 à 3 faire
8: j Ð mepβ, kq
9: RrMspi, jq Ð RrMspi, jq �RrMs,epα, βq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return RrMs

14: Fin Fonction

4.6.5 Application : fi,jpx, yq � cpx, yqBϕi

Bx
px, yqϕjpx, yq

De�nition 38 Notons Krcs
x la matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2

est donné par

pKrcs
x qij �

»
Ωh

cpx, yqBϕiBx px, yqϕjpx, yqdxdy. (4.6.11)

N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 39 Avec les notations usuelles, on dé�nit alors Ke,rcsx pT q la matrice
3� 3 de composante�

Ke,rcsx pT q
	
α,β

�
»
T

cpx, yqBϕ̃αBx px, yqϕ̃βpx, yqdxdy, @pα, βq P v1, 3w2

N

Les fonctions ϕ̃α sont a�nes sur le triangle T, leur gradient est donc constant
( voir lemme 35 pour les formules explicites ). On note @px, yq P T

∇∇∇ ϕ̃αpx, yq � 1

2|T |
�
aα
bα



nous avons alors, @pα, βq P v1, 3w2,�

Ke,rcsx pT q
	
α,β

� aα
2|T |

»
T

cpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy

Ensuite, on approche la fonction c par Πh ppq cq et on note cγ � cpqγq pour
γ P v1, 3w. On obtient alors

�
Ke,rcsx pT q

	
α,β

� aα
2|T |

3̧

γ�1

cγ

»
T

ϕ̃γpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy

� aα
2|T |

��MepT q
��c1c2
c3

��
β
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où MepT q est la matrice de Masse élémentaire sur le triangle T (voir dé�nition
31). On a donc

Ke,rcsx pT q � 1

2|T |M
epT q

��c1c2
c3

��
a1 a2 a3

�

� 1

2|T |
|T |
12

��2 1 1
1 2 1
1 1 2

���c1c2
c3

��
a1 a2 a3

�

� 1

24

��2c1 � c2 � c3
c1 � 2c2 � c3
c1 � c2 � 2c3

��
a1 a2 a3

�
Cette formule est exacte si c est a�ne sur T.
On a alors

Algorithm 4.6.14 Matrice élémentaire Ke,rcsx pT q
Données : q1

y, q
2
y, q

3
y : les composantes en y des 3 sommets du triangle T.

Tc : tableau de 3 réels tels que
Tcpαq � cpqαq, @α P v1, 3w

Résultat : Ke : matrice élémentaire Ke,rcsx pT q.

1: Fonction Ke Ð ElemKcxMat(q1
y, q

2
y, q

3
y, c)

2: u1 Ð q2
y � q3

y

3: u2 Ð q3
y � q1

y

4: u3 Ð q1
y � q2

y

5: v1 Ð 2Tcp1q � Tcp2q � Tcp3q
6: v2 Ð Tcp1q � 2Tcp2q � Tcp3q
7: v3 Ð Tcp1q � Tcp2q � 2Tcp3q

8: Return Ke Ð 1
24

��v1u1 v1u2 v1u3

v2u1 v2u2 v2u3

v3u1 v3u2 v3u3

�
9: Fin Fonction

Algorithm 4.6.15 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice Krcs
x de composantes

pKrcs
x qij �

»
Ωh

cpx, yqBϕiBx px, yqϕjpx, yqdxdy, @pi, jq P v1,nqw2.

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
Tc : tableau de nq réels tels que

Tcpiq � cpqp:, iqq.
Résultat : Krcs

x : matrice creuse de dimensions nq � nq
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1: Fonction Krcs
x Ð KcxAssembling( ns, nt, q,me, T c )

2: Krcs
x Ð 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse Krcs

x

3: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
4: Ke Ð ElemKcxMat( qp2,mep1, kqq, qp2,mep2, kqq, qp2,mep3, kqq,

T cpmep:, kqq)
5: Pour αÐ 1 à 3 faire
6: iÐ mepα, kq
7: Pour β Ð 1 à 3 faire
8: j Ð mepβ, kq
9: Krcs

x pi, jq Ð Krcs
x pi, jq �Kepα, βq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return Krcs

x

14: Fin Fonction

4.6.6 Application : fi,jpx, yq � cpx, yqBϕi

By
px, yqϕjpx, yq

De�nition 40 Notons Krcs
y la matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2

est donné par

pKrcs
y qij �

»
Ωh

cpx, yqBϕiBy px, yqϕjpx, yqdxdy. (4.6.12)

N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 41 Avec les notations usuelles, on dé�nit alors Ke,rcsy pT q la matrice
3� 3 de composante

pKe,rcsy qα,βpT q �
»
T

cpx, yqBϕ̃αBy px, yqϕ̃βpx, yqdxdy, @pα, βq P v1, 3w2

N

Comme pour le calcul de Krcs
x , on a

Ke,rcsy pT q � 1

24

��2c1 � c2 � c3
c1 � 2c2 � c3
c1 � c2 � 2c3

��
q3
x�q2

x q1
x � q3

x q2
x � q1

x

�
Cette formule est exacte si c est a�ne sur T.

Algorithm 4.6.16 Matrice élémentaire Ke,rcsy pT q
Données : q1

x, q
2
x, q

3
x : les composantes en x des 3 sommets du triangle T.

Tc : tableau de 3 réels tels que
Tcpαq � cpqαq, @α P v1, 3w

Résultat : Ke : matrice élémentaire Ke,rcsy pT q.
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1: Fonction Ke Ð ElemKcyMat(q1
x, q

2
x, q

3
x, T c)

2: u1 Ð q3
x� q2

x

3: u2 Ð q1
x� q3

x

4: u3 Ð q2
x� q1

x

5: v1 Ð 2Tcp1q � Tcp2q � Tcp3q
6: v2 Ð Tcp1q � 2Tcp2q � Tcp3q
7: v3 Ð Tcp1q � Tcp2q � 2Tcp3q

8: Return Ke Ð 1
24

��v1u1 v1u2 v1u3

v2u1 v2u2 v2u3

v3u1 v3u2 v3u3

�
9: Fin Fonction

Algorithm 4.6.17 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice Krcs
y de composantes

pKrcs
y qij �

»
Ωh

cpx, yqBϕiBy px, yqϕjpx, yqdxdy, @pi, jq P v1,nqw2.

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
Tc : tableau de nq réels tels que

Tcpiq � cpqp:, iqq.
Résultat : Krcs

y : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: Fonction Krcs
y Ð KcyAssembling( ns, nt, q,me, T c )

2: Krcs
y Ð 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse Krcs

y

3: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
4: Ke Ð ElemKcyMat( qp2,mep1, kqq, qp2,mep2, kqq, qp2,mep3, kqq,

T cpmep:, kqq)
5: Pour αÐ 1 à 3 faire
6: iÐ mepα, kq
7: Pour β Ð 1 à 3 faire
8: j Ð mepβ, kq
9: Krcs

y pi, jq Ð Krcs
y pi, jq �Kepα, βq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return Krcs

y

14: Fin Fonction
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4.6.7 Application : fi,jpx, yq �
Bc
Bx
px, yqϕipx, yqϕjpx, yq

De�nition 42 Notons Grcsx la matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2
est donné par

pGrcsx qij �
»

Ωh

Bc
Bx px, yqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy. (4.6.13)

N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 43 Avec les notations usuelles, on dé�nit alors Ge,rcsx pT q la matrice
3� 3 de composante

pGe,rcsx qα,βpT q �
»
T

Bc
Bx px, yqϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy, @pα, βq P v1, 3w

2

N

Pour approcher cette matrice, on peut projeter la fonction c dans X1
h. On a

alors, @px, yq P T,

cpx, yq � pΠhcqpx, yq �
3̧

γ�1

c̃γϕ̃γpx, yq

avec c̃γ � cpqγq. On approche alors Bc
Bx sur T par

Bc
Bx px, yq ��

3̧

γ�1

c̃γ
Bϕ̃γ
Bx px, yq.

Les fonctions ϕ̃γ sont a�nes sur le triangle T, leur gradient est donc constant
( voir lemme 35 pour les formules explicites ). On note @px, yq P T

∇∇∇ ϕ̃γpx, yq � 1

2|T |
�
aγ
bγ



.

et

νx �
3̧

γ�1

c̃γaγ ,

On obtient alors, @pα, βq P v1, 3w2,

pGe,rcsx qα,βpT q � νx
2|T |

»
T

ϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy.

Ce qui donne en utilisant la matrice de masse élémentaire (voir dé�nition 31)

Ge,rcsx � νx
2|T |M

epT q
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c'est à dire, en utilisant la relation (4.6.3),

Ge,rcsx � νx
24

��2 1 1
1 2 1
1 1 2

�. (4.6.14)

Cette formule est exacte si c est a�ne sur T.
On a alors

Algorithm 4.6.18 Matrice élémentaire Ge,rcsx pT q
Données : q1

y, q
2
y, q

3
y : les composantes en y des 3 sommets du triangle T.

Tc : tableau de 3 réels tels que
Tcpαq � cpqαq, @α P v1, 3w

Résultat : Ge : matrice élémentaire Ge,rcsx pT q.

1: Fonction Ge Ð ElemGcxMat(q1
y, q

2
y, q

3
y, c)

2: u1 Ð q2
y � q3

y

3: u2 Ð q3
y � q1

y

4: u3 Ð q1
y � q2

y

5: νx Ð Tcp1q � u1 � Tcp2q � u2 � Tcp3q � u3

6: Return Ge Ð νx
24

��2 1 1
1 2 1
1 1 1

�
7: Fin Fonction

Algorithm 4.6.19 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice Grcsx de composantes

pGrcsx qij �
»

Ωh

Bc
Bx px, yqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy, @pi, jq P v1,nqw2.

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
Tc : tableau de nq réels tels que

Tcpiq � cpqp:, iqq.
Résultat : Grcsx : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: Fonction Grcsx Ð GcxAssembling( nq,nme, q,me, T c )

2: Grcsx Ð 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse Grcsx
3: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
4: Ge Ð ElemGcxMat( qp2,mep1, kqq, qp2,mep2, kqq, qp2,mep3, kqq,

T cpmep:, kqq)
5: Pour αÐ 1 à 3 faire
6: iÐ mepα, kq
7: Pour β Ð 1 à 3 faire
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8: j Ð mepβ, kq
9: Grcsx pi, jq Ð Grcsx pi, jq � Gepα, βq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return Grcsx
14: Fin Fonction

4.6.8 Application : fi,jpx, yq �
Bc
By
px, yqϕipx, yqϕjpx, yq

De�nition 44 Notons Grcsy la matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2
est donné par

pGrcsy qij �
»

Ωh

Bc
By px, yqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy. (4.6.15)

N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 45 Avec les notations usuelles, on dé�nit alors Ge,rcsy pT q la matrice
3� 3 de composante

pGe,rcsy qα,βpT q �
»
T

Bc
By px, yqϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy, @pα, βq P v1, 3w

2

N

De manière similaire à (??), on note

νy �
3̧

γ�1

c̃γbγ ,

où bγ est donné par (??). On obtient alors, @pα, βq P v1, 3w2,

Ge,rcsy � νy
2|T |M

epT q

c'est à dire, en utilisant la relation (4.6.3),

Ge,rcsy � νy
24

��2 1 1
1 2 1
1 1 2

�. (4.6.16)

Cette formule est exacte si c est a�ne sur T.
On a alors

Algorithm 4.6.20 Matrice élémentaire Ge,rcsy pT q
Données : q1

x, q
2
x, q

3
x : les composantes en x des 3 sommets du triangle T.

Tc : tableau de 3 réels tels que
Tcpαq � cpqαq, @α P v1, 3w

Résultat : Ge : matrice élémentaire Ge,rcsy pT q.
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1: Fonction Ge Ð ElemGcyMat(q1
x, q

2
x, q

3
x, c)

2: u1 Ð q3
x� q2

x

3: u2 Ð q1
x� q3

x

4: u3 Ð q2
x� q1

x

5: νy Ð Tcp1q � u1 � Tcp2q � u2 � Tcp3q � u3

6: Return Ge Ð νy
24

��2 1 1
1 2 1
1 1 1

�
7: Fin Fonction

Algorithm 4.6.21 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice Grcsy de composantes

pGrcsy qij �
»

Ωh

Bc
By px, yqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy, @pi, jq P v1,nqw2.

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
Tc : tableau de nq réels tels que

Tcpiq � cpqp:, iqq.
Résultat : Grcsy : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: Fonction Grcsy Ð GcyAssembling( ns, nt, q,me, T c )

2: Grcsy Ð 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse Grcsy
3: Pour k Ð 1 à nme faire � boucle sur les triangles
4: Ge Ð ElemGcyMat( qp1,mep1, kqq, qp1,mep2, kqq, qp1,mep3, kqq,

T cpmep:, kqq)
5: Pour αÐ 1 à 3 faire
6: iÐ mepα, kq
7: Pour β Ð 1 à 3 faire
8: j Ð mepβ, kq
9: Grcsy pi, jq Ð Grcsy pi, jq � Gepα, βq

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Pour
13: return Grcsy
14: Fin Fonction

4.6.9 Application : fi,j � xppp,∇∇∇ϕiyϕj

De�nition 46 Soit ppp une application de Ω à valeurs dans R2. On note Krppps
∇∇∇ la

matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2 est donné par

pKrppps
∇∇∇ qij �

»
Ωh

xppppx, yq,∇∇∇ϕipx, yqyϕjpx, yqdxdy. (4.6.17)
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N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 47 Avec les notations usuelles, on dé�nit alors Ke,rppps∇∇∇ pT q la matrice
3� 3 de composante�

Ke,rppps∇∇∇ pT q
	
α,β

�
»
T

xppppx, yq,∇∇∇ ϕ̃αpx, yqy ϕ̃βpx, yqdxdy, @pα, βq P v1, 3w2

N

On a

ppp : Ω Ñ R2

: px, yq ÞÑ ppppx, yq �
�
p1px, yq
p2px, yq



et

xppp,∇∇∇ϕiy � p1
Bϕi
Bx � p2

Bϕi
By .

On obtient alors

Ke,rppps∇∇∇ pT q � Ke,rp1s
x pT q �Ke,rp2s

y pT q
et

Krppps
∇∇∇ � Krp1s

x �Krp2s
y .

Algorithm 4.6.22 Algorithme de calcul de la matrice Krppps
∇∇∇ de composantes

pKrppps
∇∇∇ qij �

»
Ωh

xppppx, yq,∇∇∇ϕipx, yqyϕjpx, yq, @pi, jq P v1,nqw2.

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
Tp : tableau de 2� nq réels tels que

Tpp:, iq � ppppqp:, iqq
Résultat : Krppps

∇∇∇ : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: Fonction Krppps
∇∇∇ Ð KgradpAssembling( ns, nt, q,me, Tp )

2:
Krppps

∇∇∇ Ð KcxAssembling(ns, nt, q,me, Tpp1, :q)
+KcyAssembling(ns, nt, q,me, Tpp2, :q)

3: return Krppps
∇∇∇

4: Fin Fonction
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4.6.10 Application : fi,j � divppppqϕiϕj

De�nition 48 Soit ppp une application de Ω à valeurs dans R2. On note Grpppsdiv la
matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2 est donné par

pGrpppsdivqij �
»

Ωh

divppppqpx, yqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy. (4.6.18)

N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 49 Avec les notations usuelles, on dé�nit alors Ge,rpppsdiv pT q la matrice
3� 3 de composante�

Ge,rpppsdiv pT q
	
α,β

�
»
T

divppppqpx, yqϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy, @pα, βq P v1, 3w2

N

On a
ppp : Ω Ñ R2

: px, yq ÞÑ ppppx, yq �
�
p1px, yq
p2px, yq



et

divppppq � Bp1

Bx � Bp2

By .
On obtient alors

Ge,rpppsdiv pT q � Ge,rp1s
x pT q � Ge,rp2s

y pT q
et

Grpppsdiv � Grp1s
x � Grp2s

y .

Algorithm 4.6.23 Algorithme de calcul de la matrice Grpppsdiv de composantes

pGrpppsdivqij �
»

Ωh

divppppqpx, yqϕipx, yqϕjpx, yq, @pi, jq P v1,nqw2.

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
Tp : tableau de 2� nq réels tels que

Tpp:, iq � ppppqp:, iqq
Résultat : Grpppsdiv : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: Fonction Grpppsdiv Ð GdivpAssembling( ns, nt, q,me, Tp )

2:
Grpppsdiv Ð GcxAssembling(ns, nt, q,me, Tpp1, :q)

+GcyAssembling(ns, nt, q,me, Tpp2, :q)
3: return Grpppsdiv

4: Fin Fonction
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4.6.11 Application : fi,j � divppppϕiqϕj

De�nition 50 Soit ppp une application de Ω à valeurs dans R2. On note Drppps
div la

matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2 est donné par

pDrppps
divqij �

»
Ωh

div pppppx, yqϕipx, yqqϕjpx, yqdxdy. (4.6.19)

N

La propriété (4.6.1) sur le support de la fonction fi,j est évidemment véri�ée.
Nous dé�nissons alors

De�nition 51 Avec les notations usuelles, on dé�nit alors De,rppps
div pT q la matrice

3� 3 de composante�
De,rppps

div pT q
	
α,β

�
»
T

div pppppx, yqϕ̃αpx, yqq ϕ̃βpx, yqdxdy, @pα, βq P v1, 3w2

N

On a
ppp : Ω Ñ R2

: px, yq ÞÑ ppppx, yq �
�
p1px, yq
p2px, yq



et

divppppuq � divppppuq � xppp,∇∇∇uy .
On obtient alors

De,rppps
div pT q � Ge,rpppsdiv �Ke,rppps∇∇∇ pT q

et
Drppps

div � Grpppsdiv �Krppps
∇∇∇ .

Algorithm 4.6.24 Algorithme de calcul de la matrice Drppps
div de composantes

pDrppps
divqij �

»
Ωh

divpppppx, yqϕipx, yqqϕjpx, yq, @pi, jq P v1,nqw2.

Données :
nq : nombre de sommets
nme : nombre de triangles
me :
q :
Tp : tableau de 2� nq réels tels que

Tpp:, iq � ppppqp:, iqq
Résultat : Drppps

div : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: Fonction Drppps
div Ð DdivpAssembling( ns, nt, q,me, Tp )

2:
Drppps

div Ð KgradpAssembling(ns, nt, q,me, Tp)
+GdivpAssembling(ns, nt, q,me, Tp)

3: return Drppps
div

4: Fin Fonction
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4.7 composante du type
³

Γh
gi,jpx, yqdγpx, yq

Les fonctions pgi,jqnq

i,j�1 sont dé�nies sur Γh à valeurs réelles. Nous supposons
que leurs supports sont tels que :

@pi, jq P t1, � � � ,nqu supp gi,j � suppϕi X suppϕi X Γh (4.7.1)

Par exemple, nous étudierons les cas

gi,jpx, yq � ϕipx, yqϕjpx, yq
gi,jpx, yq � wpx, yqϕipx, yqϕjpx, yq

où w est une fonction de Γh à valeurs réelles.
Nous voulons calculer la matrice B PMnq,nq

pRq de composantes

Bi,j �
»

Γh

gi,jpx, yqdγpx, yq

En notant
Γ
plq
h �

�
qbep1,lq; qbep2,lq

�
et en utilisant les propriétés de la triangulation, nous avons

Γh �
nbe¤
l�1

Γ
plq
h et @pl,mq P t1, � � � ,nbeu2 l � m, Γ

plq
h

£
Γ
pmq
h � H (4.7.2)

et donc

Bi,j �
nbȩ

l�1

»
Γ
plq
h

gi,jpx, yqdγpx, yq

Nous allons maintenant écrire un algorithme simpliste (à ne surtout pas implé-
menter) permettant de calculer la matrice B.

Algorithm 4.7.25 Algorithme Simple pour le calcul de la matrice B P
Mnq,nq

pRq de composantes

Bi,j �
»

Γh

gi,jpx, yqdγpx, yq

sous les hypothèses (4.7.1).
Données : Mesh : structure maillage

pgi,jqnq

i,j�1 : ensemble des fonctions

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq � nq

de composante Bi,j �
³
Γh
gi,jpx, yqdγpx, yq

1: BÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse B
2: Pour iÐ 1 à nq faire � boucle sur les sommets
3: Pour j Ð 1 à nq faire � boucle sur les sommets
4: Pour lÐ 1 à nbe faire � boucle sur les arêtes de Γh
5: Bpi, jq Ð Bpi, jq � ³

Γ
plq
h

gi,jpx, yqdγpx, yq
6: Fin Pour
7: Fin Pour
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8: Fin Pour

Nous allons optimiser cet algorithme. Pour cela nous permutons les boucles
sur les n÷uds avec la boucle sur les arêtes :

Algorithm 4.7.26 Algorithme simple avec permutation pour le calcul de la
matrice B PMnq,nqpRq de composantes

Bi,j �
»

Γh

gi,jpx, yqdγpx, yq

sous les hypothèses (4.7.1).
Données : Mesh : structure maillage

pgi,jqnq

i,j�1 : ensemble des fonctions

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: BÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse B
2: Pour lÐ 1 à nbe faire � boucle sur les arêtes de Γh
3: Pour iÐ 1 à nq faire � boucle sur les sommets
4: Pour j Ð 1 à nq faire � boucle sur les sommets
5: Bpi, jq Ð Bpi, jq � ³

Γ
plq
h

gi,jpx, yqdγpx, yq
6: Fin Pour
7: Fin Pour
8: Fin Pour

Nous remarquons que

si Γ
plq
h X supp gi,j � H alors

»
Γ
plq
h

gi,jpx, yqdγpx, yq � 0.

Ce qui veut dire :

si Γ
plq
h X psuppϕi X suppϕjq � H alors

»
Γ
plq
h

gi,jpx, yqdγpx, yq � 0

ou encore

si qi R Γ
plq
h ou qj R Γ

plq
h alors

»
Γ
plq
h

gi,jpx, yqdγpx, yq � 0

Donc, dans les boucles en i et j (algorithme 4.7.26 lignes 3 et 4) les seules valeurs
ayant une contribution non nécessairement nulle sont obtenues pour i P bep:, lq
et j P bep:, lq. Ceci nous permet d'écrire

Algorithm 4.7.27 Algorithme optimisé pour le calcul de la matrice B P
Mnq,nq

pRq de composantes

Bi,j �
»

Γh

gi,jpx, yqdγpx, yq

sous les hypothèses (4.7.1).
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Données : Mesh : structure maillage
pgi,jqnq

i,j�1 : ensemble des fonctions

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: BÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse B
2: Pour lÐ 1 à nbe faire � boucle sur les arêtes de Γh
3: Pour µÐ 1 à 2 faire � boucle sur les 2 extrémités de Γ

plq
h

4: iÐ bepµ, lq
5: Pour ν Ð 1 à 2 faire � boucle sur les 2 extrémités de Γ

plq
h

6: j Ð bepν, lq
7: Bpi, j Ð Bpi, jq � ³

Γ
plq
h

gi,jpx, yqdγpx, yq
8: Fin Pour
9: Fin Pour

10: Fin Pour

Une autre façon de l'écrire est d'utiliser les matrices élémentaires qui, pour
une arête de Γh donnée, vont contenir l'ensemble des 2 � 2 contributions non

nécessairement nulles. Notons BepΓplq
h q PM2�2pRq la matrice dé�nie par

pBepΓplq
h qqµ,ν �

»
Γ
plq
h

gbepµ,lq,bepν,lqpx, yqdγpx, yq

Pour calculer cette matrice, nous avons juste besoin des 2 extrémités de l'arête

Γ
plq
h et des 4 fonctions pgbepµ,lq,bepν,lqq2µ,ν�1

Algorithm 4.7.28 Matrice élémentaire associée à une arête du bord

Données : pgµ,νq2µ,ν�1 : ensemble de 2� 2 fonctions
dé�nies sur l'arête A

pq1, q2q : les 2 extrémités de l'arête A �s q1; q2r
Résultat : Be : matrice élémentaire 2� 2

1: Fonction Be Ð BElemMat( q1, q2, pgµ,νq2µ,ν�1)
2: Pour µÐ 1 à 2 faire
3: Pour ν Ð 1 à 2 faire
4: Bepµ, νq Ð ³q2

q1 gµ,νpx, yqdγpx, yq
5: Fin Pour
6: Fin Pour
7: Fin Fonction

Le calcul des intégrales
³q2

q1 gµ,νpx, yqdγpx, yq se fera, suivant les fonctions gµ,ν ,
soit de manière exacte soit à l'aide de méthodes d'intégration numérique.

L'algorithme utilisant les matrices élémentaires peut alors s'écrire :
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Algorithme 4.7.1 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice B PMnq,nq

pRq de composante

Bi,j �
»

Γh

gi,jpx, yqdγpx, yq.

Données : Mesh : structure maillage
pgi,jqnq

i,j�1 : ensemble des fonctions

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: BÐ 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse B
2: Pour lÐ 1 à nbe faire � boucle sur les arêtes de Γh

Be ÐBElemMat�qbep1,lq, qbep2,lq, pgi,jqi,jPbep:,lq

�
3: Pour µÐ 1 à 2 faire � boucle sur les 2 extrémités de Γ

plq
h

4: iÐ bepµ, lq
5: Pour ν Ð 1 à 2 faire � boucle sur les 2 extrémités de Γ

plq
h

6: j Ð bepν, lq
7: Bpi, jq Ð Bpi, jq � Bepµ, νq
8: Fin Pour
9: Fin Pour

10: Fin Pour

4.7.1 Application : gi,jpx, yq � ϕipx, yqϕjpx, yq

De�nition 52 Notons B la matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2
est donné par

Bij �
»

Γh

ϕipx, yqϕjpx, yqγpx, yq. (4.7.3)

N

La propriété (4.7.1) sur le support de la fonction gi,j est évidemment véri�ée.

De�nition 53 Soit l P t1, � � � ,nbeu. Notons i � bep1, lq et j � bep2, lq. La
matrice élémentaire associée à l'arête Γ

plq
h est dé�nie par

BepΓplq
h q �

»
Γ
plq
h

�
ϕipx, yqϕipx, yq ϕipx, yqϕjpx, yq
ϕipx, yqϕjpx, yq ϕjpx, yqϕjpx, yq



dγpx, yq (4.7.4)

N

Soit l P t1, � � � ,nbeu, en e�ectuant le changement de variables

γlptq � pqbep1,lq� qbep2,lqqt� qbep1,lq,

nous obtenons»
Γ
plq
h

ϕipx, yqϕjpx, yqdγpx, yq � |Γplq
h |

» 1

0

ϕipγlptqqϕjpγlptqqdt
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où |Γplq
h | �

��qbep1,lq� qbep2,lq
�� .

Par dé�nition des fonctions de base, nous obtenons

ϕipγlptqq �
$&%

1� t si i � bep1, lq,
t si i � bep2, lq,
0 sinon.

Nous avons donc

Lemma 38 Soit A � �
q1, q2

�
où q1 et q2 sont deux points distincts de R2. La

matrice élémentaire associée à l'arête A est donnée par

BepAq � |A|
» 1

0

�p1� tq2 tp1� tq
tp1� tq t2



dt.

c'est à dire

BepAq � |A|
6

�
2 1
1 2



(4.7.5)

�

Une autre façon d'obtenir la formule (4.7.5) est d'utiliser la formule numé-
rique d'intégration de Simpson (??) qui sera exacte pour notre cas (puisque
formule exacte pour les polynômes d'ordre inférieur ou égale à 3). Notons
i � bep1, lq et j � bep2, lq. Nous avons par construction des fonctions de base

ϕipqiq � ϕjpqjq � 1
ϕipqjq � ϕipqjq � 0

ϕipqi � qj

2 q � ϕjpqi � qj

2 q � 1
2

et donc

pBepΓplq
h qq1,1 � |Γ

plq
h |

6

�
ϕipqiqϕipqiq � 4ϕip q

i�qj

2 qϕip q
i�qj

2 q � ϕipqjqϕipqjq
	

� |Γ
plq
h |

3

pBepΓplq
h qq1,2 � |Γ

plq
h |

6

�
ϕipqiqϕjpqiq � 4ϕipqi � qj

2 qϕjpqi � qj

2 q � ϕipqjqϕjpqjq
	

� |Γ
plq
h |

6

pBepΓplq
h qq2,2 � |Γ

plq
h |

6

�
ϕjpqiqϕjpqiq � 4ϕjpqi � qj

2 qϕjpqi � qj

2 q � ϕjpqjqϕjpqjq
	

� |Γ
plq
h |

3

Nous pouvons donc écrire

Algorithm 4.7.29 Matrice élémentaire associée à une arête du bord

Données : |A| : longueur de l'arête A
Résultat : Be : matrice élémentaire 2� 2

1: Fonction Be Ð BElemMassMat( |A|)
2: Be Ð |A|

6

�
2 1
1 2



3: Fin Fonction
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L'algorithme d'assemblage de la matrice B, basé sur l'algorithme 4.7.1, est donc

Algorithm 4.7.30 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul
de la matrice B PMnq,nqpRq de composante

Bi,j �
»

Γh

ϕipx, yqϕjpx, yqdγpx, yq.

Données : nq : Nombre de n÷uds du maillage
nbe : Nombre d'arêtes du bord
be : tableau de 2� nbe entiers
lar : tableau de nbe réels

larplq est la longueur de Γ
plq
h

Résultat : B : matrice creuse de dimensions nq � nq

1: Fonction B Ð BMassAssembling( nq,nbe,be, lar)
2: B Ð 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse B
3: Pour lÐ 1 à nbe faire � boucle sur les arêtes de Γh

Be ÐBElemMassMatplarplqq
4: Pour µÐ 1 à 2 faire � boucle sur les 2 extrémités de Γ

plq
h

5: iÐ bepµ, lq
6: Pour ν Ð 1 à 2 faire � boucle sur les 2 extrémités de Γ

plq
h

7: j Ð bepν, lq
8: Bpi, jq Ð Bpi, jq � Bepµ, νq
9: Fin Pour

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Fonction

4.7.2 Application : gi,jpx, yq � wpx, yqϕipx, yqϕjpx, yq

De�nition 54 Soit w une application de Γh à valeurs réelles. Notons Brws la
matrice d'ordre nq dont l'élément pi, jq P t1, � � � ,nqu2 est donné par

Brws
ij �

»
Γh

wpx, yqϕipx, yqϕjpx, yqγpx, yq. (4.7.6)

N

La propriété (4.7.1) sur le support de la fonction gi,j est évidemment véri�ée.

De�nition 55 Soit l P t1, � � � ,nbeu. Notons i � bep1, lq et j � bep2, lq. La
matrice élémentaire associée à l'arête Γ

plq
h est dé�nie par

Brws,epΓplq
h q �

»
Γ
plq
h

wpx, yq
�
ϕipx, yqϕipx, yq ϕipx, yqϕjpx, yq
ϕipx, yqϕjpx, yq ϕjpx, yqϕjpx, yq



dγpx, yq

(4.7.7)
N
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Notons

whpx, yq �
nq¸
i�1

wiϕipx, yq

où @i P t1, � � � ,nqu
wi �

"
wpqiq si qi P Γh
0 sinon

wh|Γh est donc une approximation P1 sur Γh de la fonction w et nous obtenons

wpx, yq
|Γ

plq
h

�
2̧

λ�1

wbepλ,lqϕbepλ,lqpx, yq

Soit l P t1, � � � ,nbeu. Notons i � bep1, lq et j � bep2, lq. Nous obtenons
Brws,epΓplq

h q
�

wi
³
Γ
plq
h

�
ϕ3
i px, yq ϕ2

i px, yqϕjpx, yq
ϕ2
i px, yqϕjpx, yq ϕipx, yqϕ2

j px, yq


dγpx, yq

�
wj

»
Γ
plq
h

�
ϕ2
i px, yqϕipx, yq ϕipx, yqϕ2

j px, yq
ϕipx, yqϕ2

j px, yq ϕ3
j px, yq



dγpx, yq

En e�ectuant le changement de variables

γlptq � pqi� qjqt� qi,

nous obtenons

Brws,epΓplq
h q

�
wi|Γplq

h |
» 1

0

�
ϕ3
i pγlptqq ϕ2

i pγlptqqϕjpγlptqq
ϕ2
i pγlptqqϕjpγlptqq ϕipγlptqqϕ2

j pγlptqq


dt

�
wj |Γplq

h |
» 1

0

�
ϕ2
i pγlptqq ϕipγlptqqϕ2

j pγlptqq
ϕipγlptqqϕ2

j pγlptqq ϕ3
j pγlptqq



dt

où |Γplq
h | �

��qbep1,lq� qbep2,lq
�� .

Par dé�nition des fonctions de base, nous avons @l P t1, � � � ,nbeu, @p P
t1, � � � ,nqu

ϕppγlptqq �
$&%

1� t si p � bep1, lq,
t si p � bep2, lq,
0 sinon.

Nous avons donc

Lemma 39 Soit A � �
q1, q2

�
où q1 et q2 sont deux points distincts de R2. Soit

w une fonction de A à valeurs réelles. La matrice élémentaire associée à l'arête
A est donnée par

Brws,epAq
�

w1|A|
» 1

0

� p1� tq3 tp1� tq2
tp1� tq2 t2p1� tq



dt� w2|A|

» 1

0

�
tp1� tq2 t2p1� tq
t2p1� tq t3



dt
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où w1 � wpq1q et w2 � wpq2q. Ce qui donne

Brws,epAq � |A|
12

�
3w1 � w2 w1 � w2

w1 � w2 w1 � 3w2



(4.7.8)

�

Une autre façon d'obtenir la formule (4.7.8) est d'utiliser la formule numé-
rique d'intégration de Simpson (??) qui sera exacte pour notre cas (puisque
formule exacte pour les polynômes d'ordre inférieur ou égale à 3). Notons
i � bep1, lq et j � bep2, lq. Nous avons par construction des fonctions de base

ϕipqiq � ϕjpqjq � 1
ϕipqjq � ϕipqjq � 0

ϕipqi � qj

2 q � ϕjpqi � qj

2 q � 1
2

et donc

pBrws,epΓplq
h qq1,1 � wi

|Γ
plq
h |

6

�
ϕ3
i pqiq � 4ϕ3

i p q
i�qj

2 q � ϕ3
i pqjq

	
� wi

||Γ
plq
h |

6

�
pϕ2
iϕjqpqiq � 4pϕ2

iϕjqp q
i�qj

2 q � pϕ2
iϕjqpqjq

	
� |Γ

plq
h |

12 p3wi � wjq

pBrws,epΓplq
h qq1,2 � wi

|Γ
plq
h |

6

�
pϕ2
iϕjqpqiq � 4pϕ2

iϕjqp q
i�qj

2 q � pϕ2
iϕjqpqjq

	
� wi

||Γ
plq
h |

6

�
pϕiϕ2

j qpqiq � 4pϕiϕ2
j qp q

i�qj

2 q � pϕiϕ2
j qpqjq

	
� |Γ

plq
h |

12 pwi � wjq

pBrws,epΓplq
h qq2,2 � wi

|Γ
plq
h |

6

�
pϕiϕ2

j qpqiq � 4pϕiϕ2
j qp q

i�qj

2 q � pϕiϕ2
j qpqjq

	
� wi

||Γ
plq
h |

6

�
ϕ3
j pqiq � 4ϕ3

j p q
i�qj

2 q � ϕ3
j pqjq

	
� |Γ

plq
h |

12 pwi � 3wjq
Nous pouvons donc écrire

Algorithm 4.7.31 Matrice élémentaire associée à une arête du bord

Données : |A| : longueur de l'arête A
w1, w2 : valeurs de la fonction w

aux extrémités de l'arête.

Résultat : Brws,e : matrice élémentaire 2� 2

1: Fonction Brws,e Ð BElemMassWMat( |A|, w1, w2)

2: Brws,e Ð |A|
12

�
3w1 � w2 w1 � w2

w1 � w2 w1 � 3w2



3: Fin Fonction

L'algorithme d'assemblage de la matrice Brws, basé sur l'algorithme 4.7.1, est
donc
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Algorithm 4.7.32 Algorithme optimisé avec matrice élémentaire pour le calcul

de la matrice Brws PMnq,nqpRq de composante

Brws
i,j �

»
Γh

wpx, yqϕipx, yqϕjpx, yqdγpx, yq.

Données : nq : Nombre de n÷uds du maillage
nbe : nombre d'arêtes sur le bord.
be : tableau de 2� nbe entiers
lar : tableau de nbe réels

larplq est la longueur de Γ
plq
h .

nq : nombre de n÷uds du maillage.
Tf : tableau de nq réels

Tfpiq � wpqiq si qi P Γh
Tfpiq � 0 si qi R Γh

Résultat : Brws : matrice creuse de dimensions nq � nq.

1: Fonction Brws Ð BMassWAssembling( nq,nbe,be, lar,Tf)
2: Brws Ð 0 � Initialisation à 0 de la matrice creuse Brws

3: Pour lÐ 1 à nbe faire � boucle sur les arêtes de Γh
Brws,e ÐBElemMassWMatplarplq,Tfpbep1, lqq,Tfpbep2, lqqq

4: Pour µÐ 1 à 2 faire � boucle sur les 2 extrémités de Γ
plq
h

5: iÐ bepµ, lq
6: Pour ν Ð 1 à 2 faire � boucle sur les 2 extrémités de Γ

plq
h

7: j Ð bepν, lq
8: Brwspi, jq Ð Brwspi, jq � Brws,epµ, νq
9: Fin Pour

10: Fin Pour
11: Fin Pour
12: Fin Fonction

4.8 Assemblage de vecteurs

4.8.1 Composantes du type
³
Ωh
fpx, yqϕipx, yqdxdy

De�nition 56 Soit f une application �su�samment régulière� de Ωh à valeurs
dans R. Notons SSSrfs le vecteur de dimension ns dont l'élément i P t1, . . . , nsu
est donné par

SSS
rfs
i �

»
Ωh

fpx, yqϕipx, yqdxdy (4.8.1)

N

Notons fh l'approximation P1 de la fonction f :

fhpx, yq �
nş

j�1

fpqjqϕjpx, yq.
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Nous avons alors

SSS
rfs
i �

nş

j�1

fpqjq
»

Ωh

ϕipx, yqϕjpx, yqdxdy

Notons FFF le vecteur de dimension ns, tel que FFF i � fpqiq. En utilisant la dé-
�nition 30 de la matrice de masse M nous obtenons l'écriture matricielle très
simple

SSSrfs �MFFF

Algorithme 4.8.1 Algorithme de calcul du vecteur SSSrfs de composante

SSS
rfs
i �

»
Ωh

fpx, yqϕipx, yqdxdy

Données : ns : nombre de n÷uds du maillage.
M : matrice de masse d'ordre ns (voir dé�nition 30)
FFF : vecteur de dimension ns,

tel que FFF i � fpqiq.
Résultat : SSSrfs : vecteur de dimension ns.

1: Fonction SSSrfs Ð VecSource(ns,M,FFF )
2: SSSrfs ÐM �FFF
3: Fin Fonction

4.8.2 Composantes du type
³
Γh
gpx, yqϕipx, yqdΓhpx, yq

De�nition 57 Soit g une application de Γh à valeurs réelles. Notons VVV rgs le
vecteur de dimension ns dont l'élément i P t1, . . . , nsu est donné par

VVV
rgs
i �

»
Γh

gpx, yqϕipx, yqdΓhpx, yq (4.8.2)

N

Notons

ghpx, yq �
nş

i�1

GGGiϕipx, yq

où GGG est le vecteur de dimension ns de composante i P t1, � � � , nsu

GGGi �
"
gpqiq si qi P Γh
0 sinon

gh|Γh est donc une approximation P1 sur Γh de la fonction g et nous obtenons

@px, yq P Γ
plq
h gpx, yq �

2̧

λ�1

GGGbepλ,lqϕbepλ,lqpx, yq
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En utilisant la matrice B (voir dé�nition 52), nous avons immediatement

VVV rgs � BGGG

Algorithme 4.8.2 Algorithme de calcul du vecteur VVV rgs de composante»
Γh

gpx, yqϕipx, yqdΓhpx, yq

Données : ns : nombre de n÷uds du maillage.
B : matrice de masse d'ordre ns (voir dé�nition 52)
GGG : vecteur de dimension ns,

GGGi �
"
gpqiq si qi P Γh
0 sinon

Résultat : VVV rgs : vecteur de dimension ns.

1: Fonction VVV rgs Ð VecSourceBord(ns,B,GGG)
2: VVV rgs Ð B �GGG
3: Fin Fonction

4.8.3 Condition de Dirichlet

La prise en compte des conditions de Dirichlet ne se fera qu'une fois la ma-
trice globale et le second membre assemblé. En e�et, pour faciliter la program-
mation, les algorithmes d'assemblage ne tiennent pas compte des conditions de
Dirichlet.
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Algorithme 4.8.3 Modication de la matrice et du second membre pour tenir
compte des conditions de Dirichlet

Données : LD : Liste des numéros du bord Dirichlet.
ns : nombre de n÷uds du maillage.
A : matrice d'ordre ns.
bbb : vecteur de dimension ns.
GGG : vecteur de dimension ns,

GGGi �
"
gDpqiq si qi P ΓDh
0 sinon

Résultat : A : matrice d'ordre ns.
bbb : vecteur de dimension ns.

1: Fonction rA, bbbs Ð CLDirichlet(ns,A, bbb, ql,LD,GGG)
2: LB Ð 0 � tableau de dimension ns
3: Pour lÐ 1 à na faire � boucle sur les arêtes du bord
4: Si belplq P LD alors � i.e. s qbep1,lq; qbep2,lqr� ΓDh
5: Pour αÐ 1 à 2 faire
6: iÐ bepα, lq
7: Si LBpiq �� 0 alors
8: LBpiq Ð 1
9: Api, :q Ð 0 � Mise à zéro de la ligne i

10: Api, iq Ð 1
11: bbbpiq ÐGGGpiq
12: Fin Si
13: Fin Pour
14: Fin Si
15: Fin Pour
16: Fin Fonction

4.9 Validations des algorithmes

Pour la validation des di�érents algorithmes, on utilise la méthode des élé-
ments �nis P1 comme une méthode d'intégration sur le domaine Ω.

Soient u et v deux fonctions dé�nies sur Ω à valeurs dans R. On note UUU et
VVV les deux vecteurs de Rnq de composantes respectives ui � upqiq et vi � vpqiq.

Soit T le triangle quelconque de sommets pq1, q2, q3q. On note ŨUU et ṼVV les
deux vecteurs de R3 de composantes respectives uα � upqαq et vβ � vpqβq.
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4.9.1 Matrices M et MepT q

Sur Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

upx, yqvpx, yqdxdy

�
»

Ω

Πh puq px, yqΠh pvq px, yqdxdy

�
»

Ωh

�
nş

i�1

uiϕipx, yq
��

nş

j�1

vjϕjpx, yq
�
dxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

ϕipx, yqϕjpx, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjMj,i � xMUUU,VVV y .

Sur le triangle T, on obtient

IpT q �
»
T

upx, yqvpx, yqdxdy �
»
T

Πh puq px, yqΠh pvq px, yqdxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

ϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy �
A
MepT qŨUU, ṼVV

E
.

Propriété 1 Les matrices M et MepT q sont symétriques et on a»
Ω

upx, yqvpx, yqdxdy � xMUUU,VVV y , (4.9.1)»
T

upx, yqvpx, yqdxdy �
A
MepT qŨUU, ṼVV

E
. (4.9.2)

L'équation (4.9.1) est exacte si Ω � Ωh, u � Πh puq et v � Πh pvq . L'équation
(4.9.2) est exacte si u et v sont a�nes sur T.

Test 1

Ω � Cercle unité

upx, yq � 1

vpx, yq � 1

IpΩq � π � xMUUU,VVV y � |Ωh|
IpT q � |T |.

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � 1

IpΩq � 1 � xMUUU,VVV y
IpT q � |T |.
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Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � x� y

vpx, yq � x� y

IpΩq � 0 � xMUUU,VVV y

Test 4

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � �2x� y

vpx, yq � 5x� 3y

IpΩq � � 19
12 � xMUUU,VVV y

4.9.2 Matrices Mrcs et Me,rcspT q

Sur Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

cpx, yqupx, yqvpx, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

cpx, yqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjMrcs
j,i �

A
MrcsUUU,VVV

E
�

A
MrΠhpcqsUUU,VVV

E
.

Sur le triangle T on obtient

IpT q �
»
T

cpx, yqupx, yqvpx, yqdxdy

�
»
T

Πh puq px, yqΠh pvq px, yqdxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

cpx, yqϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy �
A
Me,rcspT qŨUU, ṼVV

E
�

A
Me,rΠhpcqspT qŨUU, ṼVV

E
Propriété 2 Les matrices Mrcs et Me,rcspT q sont symétriques et on a»

Ω

cpx, yqupx, yqvpx, yqdxdy �
A
MrΠhpcqsUUU,VVV

E
, (4.9.3)»

T

cpx, yqupx, yqvpx, yqdxdy �
A
Me,rΠhpcqspT qŨUU, ṼVV

E
. (4.9.4)

L'équation (4.9.1) est exacte si Ω � Ωh, et si les fonctions u, v et c sont dans
X1
h. L'équation (4.9.2) est exacte si u, v et c sont a�nes sur T.



106 CHAPITRE 4. EN DIMENSION 2

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � 1

cpx, yq � 1

IpΩq � |Ω| � 1 � @
MrcsUUU,VVV

D � |Ωh|
IpT q � |T |.

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � x� y

vpx, yq � x� y

cpx, yq � x� y

IpΩq � 0 � @
MrcsUUU,VVV

D

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 3x� y

vpx, yq � �x� 2y

cpx, yq � 2x� 3y

IpΩq � � 5
3 � @

MrcsUUU,VVV
D

4.9.3 Matrices R et RepT q

Sur Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

x∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy

�
»

Ωh

x∇∇∇Πh puq px, yq,∇∇∇Πh pvq px, yqy dxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

x∇∇∇ϕipx, yq,∇∇∇ϕjpx, yqy dxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjRj,i � xRUUU,VVV y .

Sur le triangle T on obtient

IpT q �
»
T

x∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

x∇∇∇ ϕ̃αpx, yq,∇∇∇ ϕ̃βpx, yqy dxdy

�
A
RepT qŨUU, ṼVV

E
.
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Propriété 3 Les matrices R et RepT q sont symétriques et on a»
Ω

x∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy � xRUUU,VVV y , (4.9.5)»
T

x∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy �
A
RepT qŨUU, ṼVV

E
. (4.9.6)

L'équation (4.9.5) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v P X1
h. L'équation (4.9.6) est

exacte si u et v sont a�nes sur T.

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � quelconque

IpΩq � 0 � xRUUU,VVV y
et on a RUUU � 0

IpT q � 0 �
A
RepT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV

E
et on a RepT qŨ̃ŨU � 0

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � x� y

vpx, yq � x� y

IpΩq � 0 � xRUUU,VVV y

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 3x� y

vpx, yq � �x� 2y

IpΩq � �1 � xRUUU,VVV y

4.9.4 Matrices RrMs et RrMs,epT q

Sur le domaine Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

xMpx, yq∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy

�
»

Ωh

xMpx, yq∇∇∇Πh puq px, yq,∇∇∇Πh pvq px, yqy dxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

xMpx, yq∇∇∇ϕipx, yq,∇∇∇ϕjpx, yqy dxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjRrMs
j,i �

A
RrMsUUU,VVV

E
�

A
RrΠhpMqsUUU,VVV

E
.
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Sur un triangle T on obtient

IpT q �
»
T

xMpx, yq∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

xMpx, yq∇∇∇ ϕ̃αpx, yq,∇∇∇ ϕ̃βpx, yqy dxdy

�
A
RrMs,epT qŨUU, ṼVV

E
.

Propriété 4 Si M est symétrique alors les matrices RrMs et RrMs,epT q le sont
aussi et on a

»
Ω

xMpx, yq∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy �
A
RrΠhpMqsUUU,VVV

E
, (4.9.7)»

T

xMpx, yq∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy �
A
RrΠhpMqs,epT qŨUU, ṼVV

E
.(4.9.8)

L'équation (4.9.7) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v et chacunes des compo-
santes de M sont dans X1

h. L'équation (4.9.8) est exacte si u, v et chacunes des
composantes de M sont a�nes sur T.

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � quelconque

Mpx, yq �

���1 0

0 1

��
IpΩq � 0 � @

RrMsUUU,VVV
D

et on a RrMsUUU � 0

IpT q � 0 �
A
RrΠhpMqs,epT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV

E
et on a RrΠhpMqs,epT qŨ̃ŨU � 0



4.9. VALIDATIONS DES ALGORITHMES 109

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � x� y

Mpx, yq �

��� x� y 3x� y

3x� y x� 2y

��
IpΩq � 0 � @

RrMsUUU,VVV
D

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 3x� y

vpx, yq � �x� 2y

Mpx, yq �

��� x� y 3x� y

3x� y x� 2y

��
IpΩq � 6 � @

RrMsUUU,VVV
D

4.9.5 Matrices Krcs
x et Ke,rcs

x pT q

Sur le domaine Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

cpx, yqBuBx px, yqvpx, yqdxdy

�
»

Ωh

cpx, yqBΠh puq
Bx px, yqΠh pvq px, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

cpx, yqBϕiBx px, yqϕjpx, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjpKrcs
x qj,i �

A
Krcs
x UUU,VVV

E
�

A
KrΠhpcqs
x UUU,VVV

E
.

Sur un triangle T on obtient

IpT q �
»
T

cpx, yqBuBx px, yqvpx, yqdxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

cpx, yqBϕ̃iBx px, yqϕ̃jpx, yqdxdy

�
A
Ke,rcsx pT qŨUU, ṼVV

E
�

A
Ke,rΠhpcqsx pT qŨUU, ṼVV

E

Propriété 5 On a»
Ω

cpx, yqBuBx px, yqvpx, yqdxdy �
A
KrΠhpcqs
x UUU,VVV

E
, (4.9.9)»

T

cpx, yqBuBx px, yqvpx, yqdxdy �
A
Ke,rΠhpcqsx pT qŨUU, ṼVV

E
. (4.9.10)
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L'équation (4.9.9) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v et c sont dans X1
h. L'équation

(4.9.10) est exacte si u, v et c sont a�nes sur T.

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � quelconque

cpx, yq � quelconque

IpΩq � 0 �
A
KrΠhpcqs
x UUU,VVV

E
et on a KrΠhpcqs

x UUU � 0

IpT q � 0 �
A
Ke,rΠhpcqsx pT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV

E
et on a Ke,rΠhpcqsx pT qŨ̃ŨU � 0

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� y

vpx, yq � x� y

cpx, yq � �x� y

IpΩq � � 1
3 �

A
Krcs
x UUU,VVV

E

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� 8y

vpx, yq � 6x� 4y

cpx, yq � �2x� 3y

IpΩq � 5 �
A
Krcs
x UUU,VVV

E
4.9.6 Matrices Krcs

y et Ke,rcs
y pT q

De manière similaire au paragraphe précédent, on obtient

Propriété 6 On a»
Ω

cpx, yqBuBy px, yqvpx, yqdxdy �
A
KrΠhpcqs
y UUU,VVV

E
, (4.9.11)»

T

cpx, yqBuBy px, yqvpx, yqdxdy �
A
Ke,rΠhpcqsy pT qŨUU, ṼVV

E
. (4.9.12)

L'équation (4.9.11) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v et c sont dans X
1
h. L'équation

(4.9.12) est exacte si u, v et c sont a�nes sur T.

On note

IpΩq �
»

Ω

cpx, yqBuBy px, yqvpx, yqdxdy,

IpT q �
»
T

cpx, yqBuBy px, yqvpx, yqdxdy.
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Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � quelconque

cpx, yq � quelconque

IpΩq � 0 �
A
KrΠhpcqs
y UUU,VVV

E
et on a KrΠhpcqs

y UUU � 0

IpT q � 0 �
A
Ke,rΠhpcqsy pT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV

E
et on a Ke,rΠhpcqsy pT qŨ̃ŨU � 0

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� y

vpx, yq � x� y

cpx, yq � �x� y

IpΩq � � 1
6 �

A
Krcs
y UUU,VVV

E

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� 3y

vpx, yq � 2x� 2y

cpx, yq � �2x� 3y

IpΩq � 5
2 �

A
Krcs
y UUU,VVV

E

4.9.7 Matrices Grcs
x et Ge,rcsx pT q

Sur le domaine Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

Bc
Bx px, yqupx, yqvpx, yqdxdy

�
»

Ωh

Bc
BxΠh puq px, yqΠh pvq px, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

Bc
Bxϕipx, yqϕjpx, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjpGrcsx qj,i �
A
Grcsx UUU,VVV

E
�

A
GrΠhpcqsx UUU,VVV

E
.
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Sur un triangle T on obtient

IpT q �
»
T

Bc
Bx px, yqupx, yqvpx, yqdxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

Bc
Bx px, yqϕ̃ipx, yqϕ̃jpx, yqdxdy

�
A
Ge,rcsx pT qŨUU, ṼVV

E
�

A
Ge,rΠhpcqsx pT qŨUU, ṼVV

E

Propriété 7 On a»
Ω

Bc
Bx px, yqupx, yqvpx, yqdxdy �

A
GrΠhpcqsx UUU,VVV

E
, (4.9.13)»

T

Bc
Bx px, yqupx, yqvpx, yqdxdy �

A
Ge,rΠhpcqsx pT qŨUU, ṼVV

E
. (4.9.14)

L'équation (4.9.13) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v et c sont dans X
1
h. L'équation

(4.9.14) est exacte si u, v et c sont a�nes sur T.

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � quelconque

vpx, yq � quelconque

cpx, yq � 1

IpΩq � 0 �
A
GrΠhpcqsx UUU,VVV

E
et on a GrΠhpcqsx � 0

IpT q � 0 �
A
Ge,rΠhpcqsx pT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV

E
et on a Ge,rΠhpcqsx pT q � 0

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� y

vpx, yq � x� y

cpx, yq � �x� y

IpΩq � � 1
12 �

A
Grcsx UUU,VVV

E

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� 2y

vpx, yq � x� 4y

cpx, yq � �2x� 3y

IpΩq � 1 �
A
Grcsx UUU,VVV

E
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4.9.8 Matrices Grcs
y et Ge,rcsy pT q

De manière similaire au paragraphe précédent, on obtient

Propriété 8 On a

»
Ω

Bc
By px, yqupx, yqvpx, yqdxdy �

A
GrΠhpcqsy UUU,VVV

E
, (4.9.15)»

T

Bc
By px, yqupx, yqvpx, yqdxdy �

A
Ge,rΠhpcqsy pT qŨUU, ṼVV

E
. (4.9.16)

L'équation (4.9.15) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v et c sont dans X
1
h. L'équation

(4.9.16) est exacte si u, v et c sont a�nes sur T.

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � quelconque

vpx, yq � quelconque

cpx, yq � 1

IpΩq � 0 �
A
GrΠhpcqsy UUU,VVV

E
et on a GrΠhpcqsy � 0

IpT q � 0 �
A
Ge,rΠhpcqsy pT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV

E
et on a Ge,rΠhpcqsy pT q � 0

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� y

vpx, yq � x� y

cpx, yq � �x� y

IpΩq � 1
12 �

A
Grcsy UUU,VVV

E

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� 2y

vpx, yq � 5x� 4y

cpx, yq � �2x� 3y

IpΩq � 1
2 �

A
Grcsy UUU,VVV

E
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4.9.9 Matrices Krppps
∇∇∇ et Ke,rppps

∇∇∇ pT q

Sur le domaine Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

xppppx, yq,∇∇∇upx, yqy vpx, yqdxdy

�
»

Ωh

xppppx, yq,∇∇∇Πh puq px, yqyΠh pvq px, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

xppppx, yq,∇∇∇ϕipx, yqyϕjpx, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjpKrppps
∇∇∇ qj,i �

A
Krppps

∇∇∇ UUU,VVV
E

�
A
KrΠhppqΠhppqΠhppqs

∇∇∇ UUU,VVV
E
.

Sur un triangle T on obtient

IpT q �
»
T

xppppx, yq,∇∇∇upx, yqy vpx, yqdxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

xppppx, yq,∇∇∇ ϕ̃ipx, yqy ϕ̃jpx, yqdxdy

�
A
Ke,rppps∇∇∇ pT qŨUU, ṼVV

E
�

A
Ke,rΠhppqΠhppqΠhppqs

∇∇∇ pT qŨUU, ṼVV
E

Propriété 9 On a

»
Ω

xppppx, yq,∇∇∇upx, yqy vpx, yqdxdy �
A
KrΠhppqΠhppqΠhppqs

∇∇∇ UUU,VVV
E
, (4.9.17)»

T

xppppx, yq,∇∇∇upx, yqy vpx, yqdxdy �
A
Ke,rΠhppqΠhppqΠhppqs

∇∇∇ pT qŨUU, ṼVV
E
. (4.9.18)

L'équation (4.9.17) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v et les composantes de ppp sont
dans X1

h. L'équation (4.9.18) est exacte si u, v et les composantes de ppp sont
a�nes sur T.
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Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � quelconque

ppppx, yq �

���x� y

x� y

��
IpΩq � 0 �

A
KrΠhppqΠhppqΠhppqs

∇∇∇ UUU,VVV
E

et on a KrΠhppqΠhppqΠhppqs
∇∇∇ UUU � 0

IpT q � 0 �
A
Ke,rΠhppqΠhppqΠhppqs

∇∇∇ pT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV
E

et on a Ke,rΠhppqΠhppqΠhppqs
∇∇∇ pT qŨ̃ŨU � 0

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� y

vpx, yq � x� y

ppppx, yq �

����x� y

x� 2y

��
IpΩq � � 1

12 �
A
KrΠhppqΠhppqΠhppqs

∇∇∇ UUU,VVV
E

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� 3y

vpx, yq � 3x� 2y

ppppx, yq �

���x� 2y

3x� y

��
IpΩq � � 49

12 �
A
KrΠhppqΠhppqΠhppqs

∇∇∇ UUU,VVV
E

4.9.10 Matrices Grppps
div et Ge,rpppsdiv pT q

Sur le domaine Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

divpppppx, yqqupx, yqvpx, yqdxdy

�
»

Ωh

divpppppx, yqqΠh puq px, yqΠh pvq px, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

divpppppx, yqqϕipx, yqϕjpx, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjpGrpppsdivqj,i �
A
GrpppsdivUUU,VVV

E
�

A
GrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E
.
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Sur un triangle T on obtient

IpT q �
»
T

divpppppx, yqqupx, yqvpx, yqdxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

divpppppx, yqqϕ̃ipx, yqϕ̃jpx, yqdxdy

�
A
Ge,rpppsdiv pT qŨUU, ṼVV

E
�

A
Ge,rΠhppqΠhppqΠhppqs

div pT qŨUU, ṼVV
E

Propriété 10 On a

»
Ω

divpppppx, yqqupx, yqvpx, yqdxdy �
A
GrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E
, (4.9.19)»

T

divpppppx, yqqupx, yqvpx, yqdxdy �
A
Ge,rΠhppqΠhppqΠhppqs

div pT qŨUU, ṼVV
E
. (4.9.20)

L'équation (4.9.19) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v et les composantes de ppp sont
dans X1

h. L'équation (4.9.20) est exacte si u, v et les composantes de ppp sont
a�nes sur T.

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � quelconque

vpx, yq � quelconque

ppppx, yq �

���x� y

x� y

��
IpΩq � 0 �

A
GrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E

et on a GrΠhppppqsdiv � 0

IpT q � 0 �
A
Ge,rΠhppqΠhppqΠhppqs

div pT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV
E

et on a Ge,rΠhppqΠhppqΠhppqs
div pT q � 0
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Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� y

vpx, yq � x� y

ppppx, yq �

����x� y

x� 2y

��
IpΩq � � 1

4 �
A
GrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� 3y

vpx, yq � 3x� 2y

ppppx, yq �

���x� 2y

3x� y

��
IpΩq � 3

2 �
A
GrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E

4.9.11 Matrices Drppps
div et De,rppps

div pT q

Sur le domaine Ω, on a

IpΩq �
»

Ω

divrppppx, yqupx, yqsvpx, yqdxdy

�
»

Ωh

divrppppx, yqΠh puq px, yqsΠh pvq px, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Ωh

divrppppx, yqϕipx, yqsϕjpx, yqdxdy

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjpDrppps
divqj,i �

A
GrpppsdivUUU,VVV

E
�

A
DrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E
.

Sur un triangle T on obtient

IpT q �
»
T

divrppppx, yqupx, yqsvpx, yqdxdy

�
3̧

α�1

3̧

β�1

ũαṽβ

»
T

divrppppx, yqϕ̃ipx, yqsϕ̃jpx, yqdxdy

�
A
De,rppps

div pT qŨUU, ṼVV
E

�
A
De,rΠhppqΠhppqΠhppqs

div pT qŨUU, ṼVV
E

Propriété 11 On a»
Ω

divrppppx, yqupx, yqsvpx, yqdxdy �
A
DrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E
, (4.9.21)»

T

divrppppx, yqupx, yqsvpx, yqdxdy �
A
De,rΠhppqΠhppqΠhppqs

div pT qŨUU, ṼVV
E
. (4.9.22)
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L'équation (4.9.21) est exacte si Ω � Ωh, et si u, v et les composantes de ppp sont
dans X1

h. L'équation (4.9.22) est exacte si u, v et les composantes de ppp sont
a�nes sur T.

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � quelconque

vpx, yq � quelconque

ppppx, yq �

���x� y

x� y

��
IpΩq � 0 �

A
DrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E

et on a DrΠhppppqs
div UUU � 0

IpT q � 0 �
A
De,rΠhppqΠhppqΠhppqs

div pT qŨ̃ŨU, Ṽ̃ṼV
E

et on a De,rΠhppqΠhppqΠhppqs
div pT qŨ̃ŨU � 0

Test 2

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� y

vpx, yq � x� y

ppppx, yq �

����x� y

x� 2y

��
IpΩq � � 1

3 �
A
DrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 2x� 3y

vpx, yq � 3x� 2y

ppppx, yq �

���x� 2y

3x� y

��
IpΩq � � 31

12 �
A
DrΠhppqΠhppqΠhppqs

div UUU,VVV
E
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4.9.12 Matrices B et BepEq

Sur Ω, on a

IpΓq �
»

Γ

upx, yqvpx, yqdγpx, yq

�
»

Γh

Πh puq px, yqΠh pvq px, yqdγpx, yq

�
»

Γh

�
nş

i�1

uiϕipx, yq
��

nş

j�1

vjϕjpx, yq
�
dγpx, yq

�
nş

i�1

nş

j�1

uivj

»
Γh

ϕipx, yqϕjpx, yqdγpx, yq

�
nş

i�1

nş

j�1

uivjBj,i � xBUUU,VVV y .

Sur l'arrête E, sur bord Γh, on obtient

IpEq �
»
E

upx, yqvpx, yqdxdy �
»
T

Πh puq px, yqΠh pvq px, yqdγpx, yqy

�
2̧

α�1

2̧

β�1

ũαṽβ

»
T

ϕ̃αpx, yqϕ̃βpx, yqdxdy �
A
MepT qŨUU, ṼVV

E
.

Propriété 12 Les matrices B et BepEq sont symétriques et on a

»
Γ

upx, yqvpx, yqdγpx, yq � xBUUU,VVV y , (4.9.23)»
E

upx, yqvpx, yqγpx, yq �
A
BepEqŨUU, ṼVV

E
. (4.9.24)

L'équation (4.9.23) est exacte si Γ � Γh, u � Πh puq et v � Πh pvq . L'équation
(4.9.24) est exacte si u et v sont a�nes sur E.

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � 1

vpx, yq � 1

IpΓq � 4 � xBUUU,VVV y

Test 1

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � ??

vpx, yq � ??

IpΓq � ?? � xBUUU,VVV y � ??



120 CHAPITRE 4. EN DIMENSION 2

Test 3

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � ??

vpx, yq � ??

IpΩq � ?? � xMUUU,VVV y

Test 4

Ω � r0, 1s � r0, 1s
upx, yq � ??

vpx, yq � ??

IpΩq � ?? � xMUUU,VVV y

4.10 Résumé

Soient Ω un domaine de R2 et Ωh un maillage associé (voir ...)

Soient u P H1pΩq et v P H1pΩq.
On note UUU (resp. VVV ) le vecteur de Rnq tel que UUU i � upqiq (resp. VVV i � vpqiq).
Soit M une fonction continue de Ω à valeurs dans M2,2pRq. On suppose que

la matrice Mpx, yq est symétrique. On note

Mpx, yq �

���m11 m12

m12 m22

��px, yq

4.10.1 I �
´

Ω
upx, yqvpx, yqdxdy

Matrice globale M PMnq,nq
pRq

MÐ MassAssembling(nq,nme,me, areas)

Matrice élémentaire MepT q PM3,3pRq
Me Ð ElemMassMat(|T |)

Approximation P1 de I xMUUU,VVV y

avec

MepT q � |T |
12

������
2 1 1

1 2 1

1 1 2

�����
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4.10.2 I �
´

Ω
cpx, yqupx, yqvpx, yqdxdy

Matrice globale Mrcs PMnq,nq
pRq

(algo. 4.6.9) MÐ MassFAssembling(nq,nme,me, areas, ccc)

Matrice élémentaire Me,rcspT q PM3,3pRq
(algo. 4.6.8) Me Ð ElemMassFMat( |T |, c̃)
Approximation P1 de I

@
MrcsUUU,VVV

D
avec

Me,rcspT q � |T |
30

������
3c̃1 � c̃2 � c̃3 c̃1 � c̃2 � c̃3

2 c̃1 � c̃2
2 � c̃3

c̃1 � c̃2 � c̃3
2 c̃1 � 3c̃2 � c̃3

c̃1
2 � c̃2 � c̃3

c̃1 � c̃2
2 � c̃3

c̃1
2 � c̃2 � c̃3 c̃1 � c̃2 � 3c̃3

�����
4.10.3 I �

´
Ω
x∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy

Matrice globale R PMnq,nq
pRq

(algo. 4.6.11) RÐSti�Assembling(nq,nme, q,me, areas)

Matrice élémentaire RepT q PM3,3pRq
(algo. 4.6.10) Re ÐElemSti�Mat(|T |, q1, q2, q3)

Approximation P1 de I xRUUU,VVV y

où RepT q � 1
4|T |

������
xU,Uy xU, V y xU,W y
xV,Uy xV, V y xV,W y
xW,Uy xW,V y xW,W y

�����
avec U � q2 � q3, V � q3 � q1 et W � q1 � q2.

4.10.4 I �
´

Ω
xMpx, yq∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy

Matrice globale RrMs PMnq,nq
pRq

(algo. 4.6.11) RrMs Ð Sti�MAssembling(nq,nme, q,me, areas,TM)

Matrice élémentaire RrMs,epT q PM3,3pRq
(algo. 4.6.12) RrMs,e Ð ElemSti�MMat(|T |, q1, q2, q3,TM)

Approximation P1 de I
@
RrMsUUU,VVV

D
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où

RrMs,e Ð 1

4|T |

������
xuuu,Auuuy xuuu,Avvvy xuuu,Awwwy
xvvv,Auuuy xvvv,Avvvy xvvv,Awwwy
xwww,Auuuy xwww,Avvvy xwww,Awwwy

�����
avec

uuu � q2 � q3, vvv � q3 � q1, www � q1 � q2

et

AÐ 1

3

������
3̧

α�1

m11pqαq �
3̧

α�1

m12pqαq

�
3̧

α�1

m12pqαq
3̧

α�1

m22pqαq

�����

4.10.5 I �
´

Ω
cpx, yqBu

Bx
px, yqvpx, yqdxdy

Matrice globale Krcs
x PMnq,nqpRq

(algo. 4.6.15) Krcs
x Ð KcxAssembling(nq,nme, q,me, ccc)

Matrice élémentaire Ke,rcsx pT q PM3,3pRq
(algo. 4.6.14) Ke,rcsx pT q Ð ElemKcxMat(q1

y, q
2
y, q

3
y, c̃)

Approximation P1 de I
A
Krcs
x UUU,VVV

E
où

Ke,rcsx pT q � 1

24
VVVUUU t

avec

VVV �

������
2c̃1 � c̃2 � c̃3

c̃1 � 2c̃2 � c̃3

c̃1 � c̃2 � 2c̃3

����� et UUU �

������
q2
y � q3

y

q3
y � q1

y

q1
y � q2

y

�����

4.10.6 I �
´

Ω
cpx, yqBu

By
px, yqvpx, yqdxdy

Matrice globale Krcs
y PMnq,nq

pRq
(algo. 4.6.17) Krcs

y Ð KcyAssembling(nq,nme, q,me, ccc)

Matrice élémentaire Ke,rcsy pT q PM3,3pRq
(algo. 4.6.16) Ke,rcsy pT q Ð ElemKcxMat(q1

x, q
2
x, q

3
x, c̃)

Approximation P1 de I
A
Krcs
y UUU,VVV

E
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où

Ke,rcsy pT q � 1

24
VVVUUU t

avec

VVV �

������
2c̃1 � c̃2 � c̃3

c̃1 � 2c̃2 � c̃3

c̃1 � c̃2 � 2c̃3

����� et UUU �

������
q3
x� q2

x

q1
x� q3

x

q2
x� q1

x

�����
4.10.7 I �

´
Ω

Bc
Bx
px, yqupx, yqvpx, yqdxdy

Matrice globale Grcsx PMnq,nq
pRq

(algo. 4.6.19) Grcsx Ð GcxAssembling(nq,nme, q,me, ccc)

Matrice élémentaire Ge,rcsx pT q PM3,3pRq
(algo. 4.6.18) Ge Ð ElemGcxMat(q1

y, q
2
y, q

3
y, c̃)

Approximation P1 de I
A
Grcsx UUU,VVV

E
où

Ge,rcsx pT q � νx
24

������
2 1 1

1 2 1

1 1 1

�����
avec

νx � c̃1pq2
y � q3

yq � c̃2pq3
y � q1

yq � c̃3pq1
y � q2

yq.

4.10.8 I �
´

Ω
Bc
By
px, yqupx, yqvpx, yqdxdy

Matrice globale Grcsy PMnq,nqpRq
(algo. 4.6.19) Grcsy Ð GcyAssembling(nq,nme, q,me, ccc)

Matrice élémentaire Ge,rcsy pT q PM3,3pRq
(algo. 4.6.18) Ge Ð ElemGcyMat(q1

x, q
x
y , q

3
x, c̃)

Approximation P1 de I
A
Grcsy UUU,VVV

E
où

Ge,rcsy pT q � νy
24

������
2 1 1

1 2 1

1 1 1

�����
avec

νy � c̃1pq3
x� q2

xq � c̃2pq1
x� q3

xq � c̃3pq2
x� q1

xq.
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4.10.9 I �
´

Ω
xppppx, yq,∇∇∇upx, yqy vpx, yqdxdy

Matrice globale Krppps
∇∇∇ PMnq,nqpRq

Krppps
∇∇∇ Ð Krp1s

x �Krp2s
y

Matrice élémentaire Ke,rppps∇∇∇ pT q PM3,3pRq
Ke,rppps∇∇∇ pT q Ð Ke,rp1s

x pT q �Ke,rp2s
y pT q

Approximation P1 de I
A
Krppps

∇∇∇ UUU,VVV
E

4.10.10 I �
´

Ω
divpppppx, yqqupx, yqvpx, yqdxdy

Matrice globale Grpppsdiv PMnq,nq
pRq

Grpppsdiv Ð Grp1s
x � Grp2s

y

Matrice élémentaire Ge,rpppsdiv pT q PM3,3pRq
Ge,rpppsdiv pT q Ð Ge,rp1s

x pT q � Ge,rp2s
y pT q

Approximation P1 de I
A
GrpppsdivUUU,VVV

E
4.10.11 I �

´
Ω

div pppppx, yqupx, yqq vpx, yqdxdy

Matrice globale Drppps
div PMnq,nq

pRq
Drppps

div Ð Grp1s
x � Grp2s

y

Matrice élémentaire De,rppps
div pT q PM3,3pRq

De,rppps
div pT q Ð Ge,rpppsdiv �Ke,rppps∇∇∇ pT q

Approximation P1 de I
A
Drppps

divUUU,VVV
E
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Matrice Matrice élémentaire

M MepT q � |T |
12

������
2 1 1

1 2 1

1 1 2

�����

Mrcs Me,rcspT q � |T |
30

������
3c1 � c2 � c3 c1 � c2 � c3

2 c1 � c2
2 � c3

c1 � c2 � c3
2 c1 � 3c2 � c3

c1
2 � c2 � c3

c1 � c2
2 � c3

c1
2 � c2 � c3 c1 � c2 � 3c3

�����

R
RepT q � 1

4|T |

������
xU,Uy xU, V y xU,W y
xV,Uy xV, V y xV,W y
xW,Uy xW,V y xW,W y

�����
avec U � q2 � q3, V � q3 � q1 et W � q1 � q2.

4.10.12 Matrices globales

Formulation intégrale Approximation P1´
Ω
upx, yqvpx, yqdxdy xMUUU,VVV y´

Ω
cpx, yqupx, yqvpx, yqdxdy @

MrcsUUU,VVV
D

´
Ω
x∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy xRUUU,VVV y´

Ω
xMpx, yq∇∇∇upx, yq,∇∇∇ vpx, yqy dxdy @

RrMsUUU,VVV
D

´
Ω
cpx, yq BuBx px, yqvpx, yqdxdy

A
Krcs
x UUU,VVV

E
´

Ω
cpx, yq BuBy px, yqvpx, yqdxdy

A
Krcs
y UUU,VVV

E
´

Ω
Bc
Bx px, yqupx, yqvpx, yqdxdy

A
Grcsx UUU,VVV

E
´

Ω
Bc
By px, yqupx, yqvpx, yqdxdy

A
Grcsy UUU,VVV

E
´

Ω
xppppx, yq,∇∇∇upx, yqy vpx, yqdxdy

A
Krppps

∇∇∇ UUU,VVV
E

´
Ω

divppppx, yqupx, yqvpx, yqdxdy
A
GrpppsdivUUU,VVV

E
´

Ω
div pppppx, yqupx, yqq vpx, yqdxdy

A
Drppps

divUUU,VVV
E
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