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Resume

Non abelian Lubin-T ate theory studies the cohomologyof somemoduli spacesfor p-divisible groups,
the broadestde nition of which is due to Rapoport-Zink, aiming both at providing explicit realizations of
local Langlandsfunctorialit y and at studying bad reduction of Shimura varieties. In this paper we consider
the most famous examples, the so-calledDrinfeld and Lubin-T ate towers. In the Lubin-T ate case,Harris
and Taylor proved that the supercuspidal part of the cohomologyrealizesboth the local Langlands and
Jacquet-Langlandscorrespondences as conjectured by Carayol. Recerily, Boyer computed the remaining
part of the cohomology and exhibited two defects: rst, the represetations of GL 4 which appear are
of a very particular and restrictiv e form ; second,the Langlands correspondenceis not realized anymore.
In this paper, we study the cohomology complex in a suitable equivariant derived category, and show
how it encadesLanglands correspondencefor elliptic represertations. Then we transfer this result to the
Drinfeld tower via an enhancemen of a theorem of Faltings due to Fargues.We deducethat Deligne's
weight-monodromy conjecture is true for varieties uniformized by Drinfeld's coverings of his symmetric
spaces.This completesthe computation of local L-factors of someunitary Shimura varieties.
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1 Intro duction

1.1 Un peu dhistoire

Soit K un corpslocal de caracteristique residuellep, K °@ une cléture algebrique et Wi le groupe de
Weil assaie. Dans leur article [39] de 1965,Lubin et Tate sesort inspiresde la theorie de la multiplication
complexedes courbes elliptiques pour expliciter de maniere exclusivemert locale la loi de reciprocite du
corps de classesd'Artin  pour K. lls ont pour cela etudie certains groupes formels munis d'une action
de l'anneau des entiers Ok de K. Sur une clbture algebrique k@ du corps residuel k de Ok, les Ok -
modules formels de dimension 1 sort classi espar leur \hauteur" d. Les auteurs montrent que celui de
hauteur d = 1 sereleve uniquemert a isomorphismepressur la completion e = W (k) de lI'extension
non-rami eemaximale de K ; le Ok -module forme par lesK -points de Ok -torsion d'un tel relevemert
estisomorphea K=Ox et muni d'une action de l'inertie |k~ Wk, d'ou un morphismelyx ! Oy qui
s'avere induire l'isomorphisme du corps de classeqrestreint a l'inertie).

La \th eorie de Lubin-T ate non-abelienne", ainsi baptisee par Carayol dans [15], vise a expliciter de
manierelocalecertainescorrespndanesappartenant au vaste programmede generalisation non-abelienne
de la theorie du corps de classespropose par Langlands, des1967.0n s'interesseci en particulier a

{ la correspndance de Langlandsqui pour tout ertier d > 0 met en bijection les classegle represena-
tions lissesirreductibles de GL 4(K) et les classesde represenations continues de dimension d de
Wy ; nousla noterons 7! 4( ) et renvoyonsa [38] [31] [33] [35] et 2.2.

{ La correspndane de Jacquet-Langlandsqui pour tout ertier d > 0 met en bijection les classesde
represenations lissesirr eductibles du groupe desinversiblesde l'algebre a division D4 de certre
K et invariant 1=d avec les \series discretes” de GL 4(K ). Nous la noterons 7! JLq4( ) ainsi que

7' LI 4( ) son\in verse", et renvoyons a [20] [3] et 2.1.
Lescoe cien ts desrepresenations sort ici |-adiquespour un premier | 6 p. Rappelonsneanmoinsque ces
correspondancessort de nies initialement en termes de represenations complexes(et en remplacant Wy
par le groupe de Weil-Deligne), qu'elles sort caracteriseespar desproprietesde presenation d'invariants
de nature arithm etico-analytique, mais qu'elles se transferert (presque) sansambiguste a tout corps de
coe cien ts abstraitement isomorphea C, cf 2.2.

Comme dans la theorie de Lubin-T ate abelienne, la realisation explicite de cescorresppndancesest
obtenue graceaux points de torsion d'un certain Ox -module formel, sauf que celui-ci va desormaisvivre
sur un K/ -espaceanalytique de dimensiond 1.1l y a en fait deux constructions d'un tel Ok -module
formel.

{ La premiere est une generalisation directe de la situation abelienne; lorsqued > 1, Lubin et Tate
dans[40] montrent que\le" Ok -module formel Hy de dimension 1 et hauteur d sur k@ ne sereleve
plus de maniere unique a ’or mais que son foncteur des deformations est represenable par un
anneaude seriesformellesad 1 variablessur K . Ainsi la boule unite ouverte K -analytique de
dimensiond 1 estmunie d'un Ok -module formel \univ ersel" dont les points de torsion forment un
Ok -module (ind) etale dont les bres sort isomorphesa (K =O ). Le classi ant destrivialisations
de cet Ok -module estdonc un (pro)revétemen galoisiende groupe GL 4(Ok ) qui, par fonctorialit e,
estaussimuni d'une action commutante du groupe desinversiblesde I'anneau desendomorphismes
de Hq, lequel se trouve etre |'anneau des ertiers Op, de D4. Notons M ‘L’Tca le changemen de
base de ce pro-revetemert a la completion Kca de K <@ ; celui-ci est donc muni d'une action de
GL4(Ok) Op, Ik, etDrinfeld aexplique dans[21], cf 3.2.4 commert prolonger cette action! a
GL4(K) Dy Wk.

{ Ladeuxiemeconstruction esterti eremen de a Drinfeld, qui aintroduit dans[22] un autre probleme
de \d eformations" de Ok -modulesformels, ou lesrdlesde GL4(K ) et D, sort inverses.ll consicere
des Ok -modules formels de dimension d et hauteur d? munis d'une action de Op, \speciale". Sur
ke, il existeun tel objet, disonsXy qui estunique a quasi-isognie pres, et dont le groupe desquasi-
isogeniesest GL 4(K ). Le probleme de \d eformations par quasi-isognies" de Xy est represertable
par un schema formel dont la bre generique est le fameux espacesymetrique de Drinfeld 9 1!
(P“ij1 prive des hyperplans K -rationnels) qui, par le jeu destrivialisations des points de torsion

10On triche un peuici; il faut deformer par isogenies pour avoir une action du produit triple en entier.



du Op,-module universel, se voit donc muni d'un pro-revetemert de groupe O, . Notons encore
M gﬁa le changemen de basea Rca dicelui ; il est muni d'une action de I« Op, GLa(K) que
l'on peut prolongera GL4(K) Dy Wk.

On dispose maintenant de plusieurs theories conomologiquespour lineariser M &% et M % : nous
adopteronsici la \cohomologie I-adique a supports compacts" de Berkovich. Notons que dansle casLT,
elle est duale des cyclesevanescets etudies par Harris-Taylor et Boyer. Les Q,-espacesobtenus sort de
dimensionin nie et l'action deGL4(K) D, y estlisse,par desresultats generaux de Berkovich. Pendart
longtemps, cesespacesnt ete etudiesde chaquecote (LT et Dr) de maniereindependarte. Mais dansun
trescourt article [24], Faltings a esquis® une preuve de ce que lesmathematiciensimpliqu escommercaiert
a soupconner: il existe desisomorphismesGL4(K) D, Wk -equivariants?

He(M (F7Q) " He(M 51 Q)):

Les argumerts de Faltings sort repris et completes par Farguesdans [27], ainsi que par Genestieret V.
La orgue en egalescaracteristiques (travail en cours). Dans la suite de cette introduction, on xe l'entier
d et on secortente de designerpar H.(M ©;Q;) ou mémeH/ cesespacegle cohomologie.

Rappelons que par la correspondancede Langlands, les represertations irr eductiblesde W corres-
pondert aux represerations supercuspidalesde GL 4(K), lesquellessort caracteriseespar la propriete
d'étre projectives et injectives dans la categorie desrepresetations lissesde GL 4(K ) a caractere certral.
La partie supercuspidaledesespacedd . (M 2; Q) estdonc a la fois la plus importante et la plus maniable
a etudier. Elle a ete exploreedanslesquatre articles [29] [11] [3]] [32], chacun de cesarticles concernart le
cOte LT ou le cote Dr en caracteristique nulle ou en egalescaracteristiques. lls demortrent en particulier la
fameuseconjecture que Carayol a enoneedans[15] a la suite de travaux pionniers de Deligne et Drinfeld
pour d = 2: soit une represenation supercuspidalel-adique de GL 4(K ), de caractere certral d'ordre
ni ; alors on a, en normalisant convenablemen les actions, cf [30],

. — , LJ ?) si i=d 1
HomgL (k) Hc(M ;Q)); 5 a0l )(()) si i6d 1

a Wk

ou (?) designeune certaine torsion a la Tate. Precisonsaussique Harris et Taylor dans[31] prouvent cette
formule en mémetemps quel'existence mémede la correspondancede Langlands. Les methodesemployees
dans ces articles reposen sur la propriete d'uniformisation p-adique de certaines varietes globales (de
Shimura ou de Drinfeld) par ces espaces,les suites spectrales de type Hochsdild-Serre ou de cycles
evanescets assaiees,et desargumerts de formule destraces. Elles ne permettent donc en general que
d'obtenir desinformations sur la sommealterneedesH .

Pendart longtemps, seul le calcul de Schneider-Stuhler dans[44] pour I'espacesymetrique de Drinfeld
fournissait desrenseignemets sur la partie non-cuspidalede la cohomologie.Ce calcul a inspire a Harris
une conjecture (non publiee) sur la forme explicite des groupes de cohomologieindividuels du cote Dr.
Recemmetn, Boyer [12] a annonce une preuve de cette conjecture, en travaillant du céte LT . Sonresultat
peut s'exprimer \qualitativ emert” comme ceci: Soit  une representation irr eductible de contribution
non-nulle a H., alors estelliptique et

HomegL (k) Hi(M %;Q)); . ' Lla( ) %)™

a Wk

ou (?) designeune certaine torsion a la Tate.

Quelquesexplications sur cette formule :  estdite elliptique si la semi-simpli eede sacorrespondante
de Langlandsestdelaforme 4( )= 9 ) 9 D) % )(d%) pour une certaine represeration
I-adique irreductible % ) (voir 2.1.6 pour d'autres caracterisations plus intrinseques). Pour une telle
represemation, on note LJ 4( ) le transfert de Jacquet-Langlandsde l'unique serie discrete dont la corres-
pondante de Langlands a la m&me semi-simpli eeque 4( ).

2|| faut faire attention a la normalisation des actions pour obtenir I'equivariance.
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1.2 Cet article

La description obtenue par Boyer montre deux defauts de la cohomologiedesespacedV @ :

{ parmi lesrepresetations elliptiques, seulescertaines apportent une cortribution non-nulle (et d'ail-
leurs, ce phenomeneappardt deja dansle calcul de Schneider et Stuhler pour ).

{ sila corresppndancede Jacquet-Langlands(convenablemen etendue)estbien realisee,il n'en va pas
de mémede la correspondancede Langlands. On voit en particulier que l'operateur de monodromie
(celui que lI'on sait ass@ier a toute represenation |-adique contin ue de dimension nie de Wy par
le theoreme de Grothendied) est toujours nul sur les composartes isotypiques desH !.

L'id ee principale de ce texte, qui fait suite a [17], est que pour corriger cesdefauts il faut enrichir
la cohomologie,ou plut®dt lui restituer sa richesseperdue, en considerant \le" complexede cohomologie
R ¢(M ©;Q;) vu commeobjet de la categorie derivee de la categorie abeliennedes Q;(GL4(K) Dy)-
represenations lisses.Oublions un instant lesdi cult esde de nition et d'etude que celaposeet enorcons
notre theoreme principal :

Th eoreme A Pour toute representation lisse irr eductible de GL4(K), on a

R . .d 1
H RHompsgL k) R (M “Q); . Yo LIe() a( )i T

a Wk

Faisonsquelquesremarquessur les deux termes de cet isomorphisme:
{ Du cote gauche : lescomplexesR . 2 D%| (GL4(K)) et (par consquert) RHompsgL ) (R ¢; )2

D°(Q,), sort munis d"_une action de Dy Wk . La notation H designel' equivalencede categorie
H :C 2DPQ) 7" ,,,H'(C) entre DP(Q)) et la categorie des espacesvectoriels a graduation
de support ni, corvenablemen triangul ee.Ainsi le terme de gaude est un espacevectoriel gradue
muni d'une action de D; Wy , mais on oublie la graduation pour seretrouver avec une honnéte
represemation lineairede D, Wk .

{ Du céte droit : seulela notation LJ 4 demandeune explication que voici, cf 2.1 : la correspondance
de Jacquet-Langlandsfournit un plongemen des groupesde Grothendiedk R(D,) ! R(GLg4(K))

qui induit un isomorphismeR(D4) ! R(GL4(K)) ou R designele quotient par les combinaisons
lineairesd'induites paraboliques. D'ou une retraction canoniqueR(GL4(K)) ! R(D,) quenous
notons® LJ 4. On veri e alors que pour toute irreductible, LJ 4( ) estnon-nulle si et seulemen si

est elliptique, et dans ce cas, la notation est cohererte avec celle introduite plus haut, au signe
pres.En particulier, le theoremeA ne fournit une construction de la corresppndancede Langlands
que pour les elliptiques.

Il estraisonnablede penserque lesespacedM °@ ne peuventpas donner de realisation, en quelquesens
cohomologiqueque ce soit*, de la corresppndancede Langlands pour les represenations non-elliptiques,
et donc de se demander quels espacespourraient fournir une telle realisation. Les candidats sort na-
turellement a chercher parmi les espacesde Rapoport-Zink [42] qui, rappelons-le, font toujours inter-
venir deux groupes. Dans cette perspective, on peut reformuler le theoreme A en introduisant le groupe
GD = (GL4(K) Dgy)= ou =1f(z;2);z2 K gsouslaforme: pour toutesrepresentationsirr eductibles

deGLy4(K) et deD,,ona

d 1

_ . j Jz si = LJ34( -
H RHome(GD) R (M Ca;QI); Wi a )] 2O sinon o)

La notation ?- designela cortragredierte de la represertation ?. Dans le casqui nous interesseici, les
deux formes sort equivalentes car les represefations de D, sort \essertiellement” semi-simples,mais
pour desraisonsde symetrie, c'est la secondequ'il senble plus naturel de vouloir generaliser.

Decrivons maintenant la strategie que nous suivons : la premiere chosea faire est bien-90r de de nir
convenablemen les deux R ¢, ce que nous faisonsau paragraphe 3.3 et passeronssoussilenceici, pour

3Cette notation estemprunteea Badulescuqui ade ni dans[2] desretractions similaires dans dessituations plus compliquees
ou Dq4 est remplacee par une algebre certrale simple quelconque.
“comme l'indiquent les calculs de traces de [23]



ne pas e rayer les ewvertuels lecteurs. Les de nitions sort faites pour que, d'apres Fargues[27], il existe
un isomorphismeR (M £2;Q))' R (M £ ;Q,) dansDP(GD), compatible aux actions de W .

Une fois le complexeR . bien de ni, on esten presenced'un objet a priori complique. Le miracle est
que cet objet est en fait \aussi simple qu'il peut I'&tre" puigu'il est scindable:

Prop osition 1.3 Il existe un isomorphisme (pas unique) dans D°(GD),

_ Mo _
R «(M*Q) ! He(M Q)L il

i2N

Ce fait reposesur la description de Boyer et peut se prouver de deux manieres: soit par un argumert de
theorie desrepresenations de GL 4(K ) (le calcul complet desgroupesd'extensionsExtg, ( ; 9 pour les
couplesde represenations elliptiques et °de GL4(K)), soit en utilisant I'action d'un relevemert de
Frobeniussur lesH!.

Fixons une irreductible de Dy, notons! : K I Q, son caractere certral, et D (GLq) la
categorie derivee bornee de la categorie des represetations |ISS€Sd?_ GL g4 de caractere certral I . Le
complexeR ([ ]=R ¢ E 2 DP (GLy) estscindableenR [ ] (Hel I iJou Hi[]:= D,

d

Notons que du céte Dr, ce complexe s'interprete geometriquemert comme le complexe de cohomologie
R ¢( 9 ;L ) du systemelocal I-adique L assaiea via les structures de niveau de Drinfeld.
La propriete de scindagepermet de decrire I'algebre desendomorphismesde R [ ] sousla forme :

M o ) )
Endpy Ly (R e[ ] Exte/,, He LTHIT ;

i>]

le produit sur le Q,-espacevectoriel de droite etant donne par le [ -produit. Gracea la theoriede Bushnell-
Kutzko et au theoreme 1.3 de [17], on peut decrire completemert ce [ -produit. Notons ( ;V ) la
represenation |-adiqgue de W¢ asscieea par correspondancede Langlands et fonctorialit e de Jacquet-
Langlands : il s'agit d'une represemation indecomposable de dimension d et l'algebre engendee par
I'image de Wk dans End V  estune algebre triangulaire par blocs que nous noterons A . Le calcul
de [ -produits mertionne CI -dessusmontre alors (cf 4.2.6)

Prop osition 1.4 Tout scindagede R . induit un isomorphisme de Q,-algebres
Endpy eLy) (R [ ' A _:

On veut ensuite elucider I'action de Wi sur le membre de gaudhe. Nous commerconspar montrer que
I'inertie agit potentiellement par sonquotient I-adique et quel'on peut de nir la \partie unipotente de la
monodromie” N 2 Endpy (cL4) (R [ ]). Pour decrire precimert ceN , nousauronsbesoinde minorer

son ordre de nilpotence. A ce point nous avons besoin desresultats glokaux de Boyer : nous utiliserons sa
description du gradue pour la Itration de monodromie du complexedescyclesevanescets de certaines
varietes de Shimura (ou de Drinfeld). En notant Wk ! Endpp gLy (R c[]) le morphisme de

groupesdonnart l'action de W sur R [ ], on obtient la description suivante, cf 4.3.1

Prop osition 1.5 Il existe un scindagede R . pour lequel I'isomorphisme d'algebres precedent rend le
diagramme suivant commutatif :

Endp» C (R[] —%

A partir de cette proposition, le theoreme A se prouve en utilisant a nouveau le calcul explicite des
extensionsertre represerations elliptiques et de leurs [ -produits.

Dansle cas = 1, le complexea etudier est simplemert R ( ﬂ 1-Q)). Nousl'avons deja etudie dans
[17] en suivant la méme strategie et les m&émesetapes que ci-dessus.Le point essetiel ou les argumerts
divergen est I'etude de I'ordre de nilpotencedu N . Dans [17], nous avons utilis e la suite spectrale de
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Rapoport-Zink et l'uniformisation p-adique, alors qu'ici nous utilisons les resultats de Boyer, et donc in
ne la geonetrie du cote Lubin-T ate. Notons d'ailleurs que toutes les etapesqui precedert s'appliquert a
la tour de Lubin-T ate independammernt du theoremede Faltings-Fargues.Ce dernier intervient en dernier
lieu pour transferer cette etude du cote Drinfeld, ce qui nous amenea notre deuxiemeresultat principal

Th eoreme B Lesvarietesuniformis eespar lesrevetementsde I'espace symetrique de Drinfeld  satisfont
la conjecture monodromie-poids de Deligne.

Cecitermine le calcul du facteur L local desvarietesde Shimura unitaires etudieesdans [29)], [15] et
[41] en une place ou l'algebre a division et involution globale assaieereste totalement rami ee.

Decrivons brievemern le contenu desdi erertes parties. Dans la partie 2 on de nit et caracteriseles
represenations elliptiques et on explicite leur comportemert a travers les corresppndancesde Langlands
et Jacquet-Langlands.Dans la partie 3 on precisela version desespacesie Drinfeld et Lubin-T ate utilis ee
pour les enones cohomologiquesprincipaux, puis on de nit leur complexe de cohomologie, ainsi que
plusieurs variantes utiles par la suite. On y enoncela version du theoremede Faltings-Farguespertinente
pour cetarticle. La partie 4 cortient la preuve du theoremeA sousl'hypothesequel'operateur N intro duit
ci-dessusest d'ordre assezgrand; la strategie est la m&me que dans la partie 4:2 de [17]. Enn la partie
5 s'occupe de monodromies : d'une part on prouve l'estimation necessairea la partie 4 en seraccrochant
aux resultats globaux de Boyer au prix d'acrobaties techniques melant topos br es, faisceaux pervers
et formalisme |-adique. D'autre part on prouve le theoreme B ci-dessus.En n ['appendice cortient un
resultat technique, mais d'interet independart utilis e dans la partie 5.

Lesresultats principaux de cetravail etaient deja en gestation en 2004{sous forme conjecturale{ alors
que je bene ciais d'une longue hospitalite de I'HES ou un groupe de travail sur lestravaux de Faltings
[24] a reuni C. Breuil, L. Fargues,A. Genestier,L. et V. Laorgue, Ngo B.C., S. Orlik et M. Strauch.
que je remercietous pour de precieux edhanges.Les preuvespreserieesici sort apparuesplus clairemert
au | desprogresde Boyer et Farguesdans leurs travaux respectifs; je remercie en particulier ce dernier
d'avoir fait I'e ort d'exprimer \l'isomorphisme de Faltings" de la maniere qui m'est utile ici. Merci aussi
a A. Abbespour sesencouragemets et conseils.

2 Representations elliptiques et corresp ondances

Dans cette partie, nous rappelons des faits bien connus sur les correspondancesde Langlands et
Jacquet-Langlands, d'autres un peu moins connus mais qui le sort certainemert des specialistes, puis
nous explicitons le casdesrepresenations elliptiques. Nous abregeronsGy := GL4(K).

2.1 Corresp ondance de Jacquet-Langlands locale

2.1.1 Notations : Il seracommode de considerer des represertations a coe cien ts dans un corps C
abstraitement isomorphe au corps des complexesC. Ce corps pourra parfois étre C ou un Q,, selonles
besoinstopologiquesqu'on aura. Pour tout groupe H localemen pro ni, nousnotonslirr ¢ (H) I'ensenble
des classesd'isomorphisme de C-represenations lisses irreductibles de H. Pour le groupe Gy, on isole
certains sous-ensetbles remarquables:

i) On designepar Cusp: (Gg) Irr ¢ (Gq) le sous-enserble desrepresenations cuspidalesi.e. dont les
coe cien ts sort a support compact-modulo-le-certre. Parmi les irr eductibles, elles se caracterisert
aussicommeetant les objets injectifs et projectifs de la categorie desrepresenations lissesde G4 a
caractere certral.

i) On note Discc (Gq) Irr ¢ (Gq) le sous-ensernle des represertations \de la serie discrete”, i.e.
dont les coe cien ts sort de carre integrable (au senscomplexe) modulo-le-certre. Malgre cette
de nition de nature analytique, il setrouve que la notion de \serie discrete” de G4 est invariante
par automorphismesdu corps C; c'est une conequencedes theoremesde multiplicit es limites de
[43], ou plus prosagquemen une conequencede la classi cation de Bernstein-Zelevinski [51, Thm
9.3]. Cela nous permet d'isoler sansambiguste un sous-ensetble Discc (Gg)  Irrc (Gg¢) dont nous
appelleronsles membres\seriesdiscretes” par abus de langage.
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On peut consicerer la corresppndancede Jacquet-Langlandscommele re et spectral de la correspon-
dance\g eometrique" bien connue ertre classesde conjugaison elliptiques semi-simplesregulieresde G4
et de D, donnee par I'egalite des polynbmes caracteristiques. L' enone spectral classiqueconcerneles
represenations complexes:

Th eoreme 2.1.2 (Correspndane de Jacquet-Langlands, [20],[3]) Il existe une bijection
JLg: Irrc Dy I Discc (Gg)

caracterisee par |'egalite de caracteres ;i ,(y(9) = ( 1) 1 (x) pour toutes classeselliptiques g 2
Gg;x 2 D4 secorrespndant (i.e. ayant méme polyndéme minimal de degre d).

Remarquons que I'egalite de caracteres de cet enone peut se tester sur les fonctions localemert
constartes a support compact dansl'ensenble (ouvert) deselliptiques reguliers, et ne fait donc intervenir
que le caractere-distribution des represenations de Discc (G4). Ce caractere-distribution est de ni sur
n'imp orte quel corps de coe cien ts, en particulier sur C. Compte tenu de ce que I'ensenble Discc (Gq)
et la condition d'egalite descaracteressort stablespar I'action desautomorphismesdu corps C, I'enone
ci-dessusse transfere sansambigute a un enonce formellemert analoguesur le corps C. Nous noterons
encoreJLy: Irec Dy ! Disce (Gqg) la bijection obtenue.

2.1.3 Groupesde Grothendieck : Notons maintenant R(Gg) et R(D ) lesgroupesde Grothendiedk des
C-represeations de longueur nies. La bijection de Jacquet-Langlandsinduit une injection R(D ) |
R(Gq), veriant I'egalite de caracteres du theoreme 2.1.2 sur les classesde conjugaison elliptiques se
correspondart. On veut de nir une retraction pour cette injection, veri ant la m&meegalite de caracteres.
Soit un caracterelissedeK , notonsR(Gq; ), resp.R(Dy; ), le sous-grouge de R(Ggy), resp.R(D ),
Engendepar lesirr eductiblesd%caracterecertral . Lesdecompositions selonle caracterecertral R(Gq) =

R(Gg; ), resp.R(Dy) = R(D,; ), sort respecteespar I'application JL. De plus, les groupes
R(Gq; ) et R(Dy; ) sort munis de formes bilin eaireserti eres,voir [45],

h:i: R(Gg; ) R(Gg; ) !
(:9 70 Didim(Extg,. (; 9)

et respectivemert pour D, . Cesformes bilineairesen induisent une sur la sommedirecte R(Gg), resp.
R(D4), que I'on note de la m&me maniere. Dans le casde D, , cette forme est non degereree et on a
simplemert h; G = dim HomDd (; 9. Dansle casde Gy, la situation est sensiblemen plus compliquee.
Notons R, (Gq) le sous-grouge de R(Gq4) engende par les induite paraboliques de represetations de
sous-groupesde Levi propreset R(Gy) le quotient R(Gg)=R, (Gq).

Lemme 2.1.4 R(Gy) estlibre sur Z et la forme bilineaire h; i s'y desend et y est non-degeneree, une
base orthonormale etant donnee par les imagesde series discretes.

Preuve : Pour cette preuve, nous pouvonsidentier C et C. L'enone est alors une conequencedestrois
proprietessuivantes :

i) La classi cation de Zelevinski [51](ou celle dite du quotient de Langlands) montre que

M -G
R(Gq) = Zig*( )
M5 5)

ou [?] estl'elemert de R(Gy) ass@ieala represettation ?,lestriplets (M; ; ) sort formesd'un sous-
groupe de Levi standard de G4 (c'est-a-dire un produit de GL4, diagonaux), d'une represertation
tempereede M et d'un caractere non-rami e de M \dans la chambre de Weil positive", et sort pris
a Gqy-conjugaisonpres. Le signe i,\G,ld est l'induction parabolique normalisee le long du parabolique
triangulaire superieur dont le Levi est M. Comme on sait de plus que lesrepresenations temperees
de G4 sort soit induites, soit des seriesdiscretes,on en deduit

0 1

M M
R(Gg) = @ Z[ 1A Ri(Gy);
2Disce (Gq)
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ce qui montre que R(Gq) est libre sur Z et qu'une base en est donnee par les images des series
discretes.
if) Soit M un sous-groupe de Levi standard de G4 et unerepresenation admissiblede G4. Alors pour
toute represenation admissible de Gy, un argument de deformation attribu e a Kazhdan dans [45]
montre que
hige ()i =hge(); i=0:
i) Soit ; °deux seriesdiscretesde Gq, on a par [50]

h: 9= o

D'autre part, la formule des caracteresinduits de Van Dijk [47] montre que I'application qui a un
elemert x 2 R(Gq) assaie la restriction de son caractere-distribution aux elemerts elliptiques reguliers
sefactorise a travers le quotient R(G4). On deduit alors du theoreme?2.1.2le

Corollaire  2.1.5 L'application R(D ) e R(Ggq) induit un isomorphismeisometrique
R(Dy) ! R(Ga)

caracterise par I'egalite de caracteres du theoreme 2.1.2.

En consquencepn a un morphismedansl'autre sensR(Gq) ! R(Gq) ! R(D4) quenousnoterons
LJ 4. Cette notation estdeal. Badulescuqui ade ni dans[2] desretractions similaires dansdessituations
plus genrerales. D'apres [2], cesretractions n'envoient generalemen pas irr eductibles sur irr eductibles,
mémeau signe pres. Dans le caspresen, le lemme suivant montre que lI'image d'une irr eductible est soit
nulle, soit une irr eductible au signe pres.

Lemme 2.1.6 Pour une representationirr eductible de Gq, les proprietes suivantessont equivalentes:
i) ale mémesupprt cuspidal qu'une serie discrete.
ii)  aun caractere non nul sur les elementselliptiques semi-simplesreguliers.
i) Limage de dansR(Gg) estnon nulle.

Une representation satisfaisant ces proprietes sera dite elliptique. Son image par JL4 concide au signe
pres ave: celle de la serie discrete de m&me supprt cuspidal.

Rappelonsquele support cuspidal d'une represertation irr eductible estl'unique classede conjugaison
de couples(M; ) formesd'un sous-groupe de Levi M et d'une represertation cuspidaleirr eductible de
M qui apparat dansle module de Jacquet normalise de le long d'un parabolique de Levi M .

Preuve : L'implication ii) ) iii ) estune consquencede la formule de Van Dijk [47] qui montre que le
caractere d'une induite parabolique en un elemen sgmi-simpleregulier elliptique est nul.

Pour voir I'implication iii ) ) i), ecrivons[ ] = M: )[if’,ld( )] (sommed'induites de represenations
essetiellement temperees)commenous le permet la classi cation par le quotient de Langlands. On peut
supposer que les supports cuspidaux de chaque sort corntenus dans celui de . Comme les temperees
sort soit induites, soit des series discretes,on voit quesi 2 R, (Ggq), alors il y a une serie discrete de
mémesupport cuspidal que . Donciii)) i).

Pour l'implication i)) ii), on peut utiliser la combinatoire de la classi cation de Zelevinski. Soit ~ dis
l'unique serie discrete de méme support cuspidal que . Aveclesnotations de [51], on sait qu'il existe un
(unique) segmen = [ ; Jou estune cuspidaleirr eductible de G4 avecd® diviseur de d, de sorte que

i) L'ensenble partiellement ordonne des multisegmerts de support [ ; 9 a pour plus petit elemert
amn = f getplusgrand elemert ama = ff %; ;f gg

i) ¢ = pp. i et toutes lesrepresenations de mémesupport cuspidal sort de la forme hai pour un
multisegmert a de support [ ; 9.

iii) La represenation irreductible hbi assaiee a b apparadt comme sous-quotiert de la represenation
induite (a) assaieea a si et seulemen si b6 a, et dans ce cassa multiplicit e est 1.
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Supposonsmaintenant que = hai. Pour b < a notons d(b;a) la longueur d'une chane maximale b <
m; < < a (i.e le nombre d'operations \ elementaires" au sensde [51, 7] pour passerde a a b), on
obtient donc I'egalite dans R(Gy) X
[rei]= ( 1)°®2[ (b]
b6 a
Or, pour b= anmin , onahamin i = (amin ) (c'est la represertation de Speh assaieea et c'estl'image de
la seriediscrete 9s¢ par I'in volution de Zelevinski) et pour amin 6 b, la represenation  (b) estuneinduite
\propre". On obtient doncla congruence] 1= [hamin i] mod R, (Gq) dansR(Gy). En I'appliquant aussi
a 9s¢ on obtient .
[1= [ ®°Imod R, (Gq):

La formule de Van Dijk montre alors que les caracteresde et 9¢ concident au signe pres sur les
elemerts elliptiques. Or, les formules d'orthogonalit e pour les series discretes montrent que le caractere
d'une serie discrete sur ceselemens est non nul.

Nous noteronsEll¢c (Gq) Irrc (Gy) le sous-enserble desclassesde represettations elliptiques. On a
bien-s0r
Cusp: (Gyq) Discc (Gg) Ellc (Gq):

Nous allons donner une classi cation de cesrepresenations adapteeaux besoinsde ce texte. Auparavarnt,
nous dewvons faire quelquesrappels de theorie desrepresenations de groupeslineairesp-adiques.

2.1.7 Rappelssur la theoriede Bernstein [8] : Si G est un groupe reductif p-adique, Mod¢ (G) designe
la categorie abelienne de toutes les C-represenations lissesde G. Soit (M; ) une paire Levi-cuspidale,
de nissons B ﬁ,l; la sous-caegorie pleine de Mod¢ (G) formee des objets dont tous les sous-quotierts
irr eductibles cortiennent (M; ) dansleur support cuspidal, pour un certain caracterenon-rami e de
M. On sait que la categorieB ‘,\3,“ est un \facteur direct indecomposable" (que nous appelleronsbloc de
Bernstein assaiea (M; )) de Modc (G) et qu'on a une decomposition
M
Modc (G) ' B
(M; )=

ou(M; ) (M% 9 sietseulemen siil existeg2 G et caracterenonrami edeM tels queM %= M9
et 9= ()9 (equivalence\inertielle"). En particulier, lesidempotents certraux primitifs de Modc (G)
sort en bijection avecles classednertielles de paires (M ; ).

Pour un produit de groupes lineaires, lorsque M = T est un tore maximal et est un caractere
non-rami e de T, on appelle parfois le bloc asscie B ‘-,3;1 le \blo c unipotent” de G.

2.1.8 Rappelssurla theoriede Bushnell-Kutzko : Cette theorie permet de decrire lesblocsde Bernstein
dans le casou G est un groupe lineaire. On s'interesseici au cas particulier suivant : on xe un ertier
n et une represertation supercuspidaleirreductible de G, = GL,(K). Pout tout ertier e > 1, on voit
le groupe produit (G,)® comme un Levi standard (diagonal) dans G, d'ou une paire Levi-cuspidale
((Gn)®; ©) pour (Gp)®. SiK °designeun autre corpslocal, nous noterons aussiG2 := GL, (K 9).

Fait 2.1.9 La theorie de Bushnel-Kutzko nous fournit une extension K ° de K, de degre n et degre
residuelle nombre f  de caracteresnon rami es :K I C telsque( def) ', etune famille

d'equivalenes de categories
G¢

e . Ghe
. B B (oo ne

(Gn)e; e
satisfaisant les proprietes suivantes:
i) Normalisation : ()= 1.

. . . : . . . P "
i) Compatibilit e a l'induction paralolique normalisee® : si e = ir:l € estune partition de e alors

e e 1 e iGne
(Gn)er (Gn)er

50n rappelle que les paraboliques standards sort les paraboliques triangulaires superieurs,



iii) Compatibilitealatorsion:si :K | C estun caractere, alors pour toute 2 B E‘G”:)e; ., ona
(C det) )" ( Ngox dey °():
iv) Compatibilit e aux caracteres centraux : pour toute representation 2 B (GG”en)e. . telle que ($ ) soit

un salaire, ©( )($«) estaussiun salaireetona °( )($k)= ($«) ($«) *.

Preuve : On utilise les notations de [13, Thm (7.6.20)]. L'equivalence ! est donneepar ce qui est note
Ad( 1) ! dansloc. cit, le choix de 1 etant x e par notre propriete i). Pour chaque e > 1 on de nit

alors ©:= Ad() !, donne par [13, Cor (7.6.21)]. En fait, pour &tre un peu plus precis, I'equivalencede
categoriesdonneepar loc.cit ne concernequelesrepresettations admissiblesde longueur nie. Pour obtenir
I'equivalencedesblocs\en ertier”, il faut utiliser aussi[14]. La compatibilit e a la torsion par lescaracteres
sededuit de [13, (7.5.12)]. La propriete iv) est mentionneeen [13, (7.7.6)] pour lesrepreserations admis-
sibles.Elle segeneraliseaux autres represetations, en utilisant la discussionde [13, (7.5.9)] par exemple.
La compatibilit e a I'induction parabolique est explicite [13, 7.6.21]dansle cas\minimal" e= 1+ + 1.
Dans le casgereral, elle est donneepar [14].

Notation 2.1.10 Soit 2 Irrc D, . Nous noterons
{ d 2 N Tlunique diviseur ded et Il'unique representation cuspidaleirr eductiblede G4-4 tels que

JLg4( ) apparaisse dans l'induite paratolique standard normaliseejdetj% jdetde1
L'existence ded et estassure par la classi cation des series discretes de Gy par Bernstein-
Zelevinski, [51, Thm 9.3].

{ M le sous-goupe de Levi standard (Gy-q )¢ et~ la representation supercuspidaleirr eductible

jdetj@ d)=2 jdetj(® 1=2deM . Ainsi la paire (M ;~ ) estun representantdu support
cuspidalde JL4( )
D'apresla caracterisation 2.1.6iii) desrepresettations elliptiques et la propriete 2.1.9ii), I'equivalence

de categories 4 induit une bijection entre I'ensenble Ell ¢ Bﬁd; desrepresenations elliptiqgues de
GJ . -
Gy dansle bloc B 5¢ . etlensenmble Ellc B T: ., desrepresetations elliptiques de G danssonbloc

unipotent. Notons que toute famille d'equivalencesde categories2.1.9 satisfaisart les proprietesi) a iv)
induit la me&me bijection. Par ailleurs, a ete choisie pour que cette bijection ervoie JLg4( ) sur la
represeftation de Steinberg de G .

2.1.11 Classi cation desrepresetations elliptiques : Rappelonstout d'abord la classi cation desellip-
tiques du bloc unipotent de G4 que nous avons utilis eedans[17, 2.1.3]. Notons Sy I'ensenble desracines
simples du tore diagonal de G4 dans le Borel superieur. Tout sous-ensetble | Sy determine un sous-
groupe de Levi diagonal M| et un parabolique P, triangulaire superieur, dont l'induite droite IndSl“ (1)
posedeun unique quotient irr eductible que nous noterons . Celui-ci est elliptique, et I'application

| Sa7! 12Elc B e

est une bijection. En termes d'induites normalisees,ona | = Cosa if,l"l Sac i¥d' (~1)

Pour 21Irrc Dy ,onintroduit I'ensenble S desracinessimplesdu cerire de M dansl'algebre de
Lie du parabolique triangulaire superieur P delLevi M , etpourl S, onnote M. le cerralisateur
du noyau commun des 2 |. La represettation

(2.1.12) ' = Cosxc i Sec iy’ (~)

de Gq estirreductible et elliptique, par compatibilit e de I' equivalence 4 aux inductions et torsions, et
I'application

|l S 7" '"2Elc Bsd_d

est une bijection. Notons que JLq4( ) =
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Convention 2.1.13 Bien que cela paraisse moins intrins eque, nous devonsnumeroter S , i.e. choisir
une bijection S ! f1; ;d  1g pour la suite. Nous choisissonsde numeroter les racines simplesdes
paraloliquestriangulair es superieurs de haut en bas.

En decorart de signes® les objets relatifs au corpsK ° de I' equivalence 4 de 2.1.9,la convertion ci-dessus
permet en particulier d'identier S et S, etonapourtout | S

d ( I) ' dl:
Remarque 2.1.14 Pour tous 2 Irrc D, etl S, onadansR(Gg) l'egalite [ '] = ( 1)'I[ ‘].
Par consequenton a aussiLJq¢[ ']1= ( 1)'[ ] dansR(Dy).
Preuve : Graceaux equivalencesde categories2.1.9 on est ramene au bloc unipotent, c'est-a dire au cas
= 1. Dans ce cas,le lemme X.4.6 de [9] montre que dans R(Gg), on a

X o
[11= ( DP™M[ndSe ()]

I J Syq

En appliquant cecial et;, onobtient [ 1= ( 1)¢ ¥ '[15,]= ( )Y [Stg,].

Remarque 2.1.15 Ladualede ' est ' ,oulonidentie S =S _ etl estl'image del par l'involution
i7'd ideS numerote commeen 2.1.13.

Preuve: Par compatibilit e dela corresppndancede Jacquet-Langlandsavecle passagea la cortragredierte,
onalJLgy( -)=JLg( )-,etdoncM _ =M et~_"' (~)-.En dualisart la de niton de ', on obtient

(')-=scc i Cosax iy' ((-)-)

Appliquant I'equivalence d ~de2.l19etidentiant S a Sy gracea 2.1.13,0n obtient ¢ (hH- =

( dl)— qui d'apres[17, 2.3.3iv)] n'est autre que d; (le °renvoie au corpsK % de 2.1.9).

2.1.16 Extensionsertre represenations elliptiques : Nous identi erons lescertres de Gq et Dy aK
par les plongemeris canoniques.En particulier le caractere certral d'une represemation de Gy ou D
seravu commeun caracterede K . Avec cette corvertion les caracterescertraux de 2 Irrs Dy et

JLg( ) 2 Irr6| (Gq) sort egaux. Dans la proposition suivante, la notation Extg,. designeles groupes
d'extensions calculesdans la categorie desrepresenations lissesde G4 de caractere certral ! .
Prop osition 2.1.17 Soient 2 Irrg Dy decaractere central ! etl S .

i) Pourtouti2 Nettoute 2 Irr, (Gg), onaennotant (I;19=jI[ 19 jl\ 1§

Q si ' "Yeti= (1:19

Extl. . : = ) .
Ga! 0 si lecontraire

i) Soientl;J;K trois sous-ensemblesle S telsque (I;J)+ (J;K)= (I;K), alors le cup-produit
[ ExtG(l:;;!J) R ExtG(dJ;:!K) IOk ExtG(L:;;!K) oK

est un isomorphisme.

Preuve: Rappelonsquesi ; %sort deux represertations irr eductibles de mémecaracterecertral ! mais

de supports cuspidaux distincts, alors Extg, ( ; 9 = 0 pour tout i 2 N, voir par exemple[50, 6.1]. Ceci
montre la nullit e desExt lorsque n'est paselliptique de type

Pour le reste du theoreme, nous allons nous ramener au theoreme 1.3 de [17] grace a |'equivalence

4 Pour cela, remarquonsque par les proprietesi) et iv) de 2.1.9, celle-ciinduit une equivalenceertre

la sous-caegorie pleine des objets de B f,,d . ou$ agit par le scalaire! ($) et la sous-caegorie pleine

11



Gg
(GHY 1
objets de caractere certral ! commefacteur direct (par compacite de O, ) et la secondecortient la sous-
categorie des objets de caractere certral trivial comme facteur direct aussi(par compacite de O ,), et
que par conequert de chaque cote les Ext sort les m&émesdans I'une ou l'autre sous-caegoriepleinesen
question, il s'ensuit que

desobjets de B ou $ agit trivialement. Comme la premiere cortient la sous-catgorie pleine des

. J

Extg, ; = Extpgg dl; Oi

oulonidentie S etSY par2.1.13et ou le °renvoie au corpsK °de 2.1.9.11 ne reste plus qu'a appliquer
[17, 1.3]

Remarque 2.1.18 Comme le montre la preuve ci-dessus,on peut dans la proposition precedenterem-
placer les Extg,.: par les Ext calcules dans la sous-@tegorie pleine des objets de MOdé. (Gg) ou $ agit

par le salaire! ($).

2.2 Corresp ondance de Langlands locale

Soit K la sous-extensionnon rami ee maximale de K dansK @ et K sa completion. On note
toujours ¢ = Gal(K®=K"™) Wy le groupe d'inertie de K.

2.2.1 Formulation a la Weil-Deligne: Rappelonsqu'une \repr esenation de Weil-Deligne" de Wk a
valeurs dansle corps C estun triplet ( ;N ;V ) ou
{ V estun espacevectoriel de dimension nie sur C,
{ 5% :Wg ! GL(V) estune represeration cortinue (pour la topologie discrete de C) et semi-
simple de W .
{ N 2 Endc (V) estun endomorphismenilpotent de V tel que pour tout w 2 Wy , on a

(2.2.2) SS(W)N  SS(w) 1= jwjN ;

ouj | designele caractere non rami e de Wx qui envoie les Frobenius arithm etiques sur I'ordre q
du corpsresiduelde K .
Notons Rep‘é(WDK) I'ensenble des classesd'equivalencesdes C-represetiations de Weil-Deligne de di-
mensiond. La correspondancede Langlands sur K est une famille de bijections ( ¢)d2n

a: Imc(GLg(K)) ! Repi(WDk)

qui veri e un certain nombre de proprietessu san tes pour la rendre unigque (compatibilit e avecla theorie
du corpsde classequi donne aussile casd = 1, presenation de certains invariants de nature arithm etico-
analytique (facteurs L et de paires), etc...). Nous renvoyons a [33],[35] pour I'enone precis de ces
proprietes caracteristiques que nous n'utiliserons pas en totalit e. Nous utiliserons sans commertaires
particuliers la compatibilit e a la cortragredierte et la compatibilit e a la torsion par les caracteres qui
dansle casdescaracteresnon rami ess'exprime formellemert ainsi :

8 21rrc(Ggy);8a2C ; g((jdeti* )=1j j* qa()

(en particulier, on a normalise le corps de classesde maniere a ce que les uniformisantes correspondent
aux Frobenius geometriques). Rappelonspar ailleurs que

4(Cuspe (Gq)) = f 2 Repd(WDy ) irreductiblesy:

En fait, la correspondance est determinee par sa restriction aux represeftations cuspidalesde G4 et
irr eductibles de Wy , la classi cation de Zelevinski [51] et la classi cation des represenations de Weil-
Deligne en fonction desirr eductibles de W .

La geometrie algebrique realiseplut®t une variante de la correspondancede Langlands, appeleeparfois
correspondancede Hedke et qui sededuit de celle de Langlands par une simple torsion \a la Tate" par le
caracterew 7! jwj%. Il est sous-emendu ici que I'on choisit toujours (si besoin) la racine carreepositive
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de g dans C pour de nir une puissancedemi-ertiere de j j. Pour les represetiations cuspidales,cette
variante setrouve &tre compatible aux actions des automorphismesde C des deux cotes, cf [34, (7.4)].
L'extension aux represertations non cuspidalesrespecte cette compatibilit e, commenousallons le preciser
maintenant ensuivant [34, (7.4)]. Si estun automorphismedeCet = ( 55;N;V) unerepresetation de
Weil-Deligne,notons = ( % 1;N 1,V . C). Celade nit uneaction de Aut (C) sur RepdC(WDK)
et de m&meon en de nit une autre sur Irr ¢ (Gg).

Fait 2.2.3 Pour tout automorphisme du corps C et toute representation 2 Irr ¢ (Gq), on a
T S TR I (R L O B

Preuve : Le casle plus dicile estceluiou estcuspidale; il estprouve dans[34, (7.4)] (et celarepose
sur des compatibilit es avec des cas de correspondance globale). Le cas general decoule certainement de
la version rationnelle de la classi cation de Langlands de [16, Prop. 3.2]. Pour le confort du lecteur nous
donnonsune preuve complete.

Modi ons un peul'enone enintroduisart la notation " = (p (_q):p q2f 1g et lescaracteres
" g2 Gyl VAl dele) of v 2wy 7 "IOg“jo:
L'enone que I'on veut prouver sereformule en
(2.2.4) aC )="T 1 a()
Etant donnees 1; ; [ desrepresenations de Gy,; ;Gg,, NOtons ; ¢ la represenation de
G4,+ +4, induite parabolique standard normalisee.Alors sid = d; + + d,, on calcule
(1 () = wd dr

Supposonsmaintenant que cette induite estirr eductible et que (2.2.4) est connu pour chaque ;. On sait
alors que

d( 1 ()= d( 1) g (1)

et on en tire immediatemert I'enone@ pour l'induite. D'apres la classi cation de Zelevinski, cela nous
rameneau casou estl'unique quotient irr eductible de

Sty, (jdeg"* ) Stk, (ideg" )
avec n; > >n 2 Zet ¢ 2 Cuspe(Gg). On a note ici Sty ¢4 l'unique quotient irreductible de
gjdett =2 gidetjk D=2 (k facteurs, on passeau suivant en multiplian t par jdetj). Remarquons

que (St ¢) = St("k9 9 K+ ). Par ailleurs, d'apres[35, 2.7, ona kg(Stc ¢) = ¢( ¢)  k(Sts,).
On calcule donc

kg((Stic g) ) = kg(St("k9 9 K1 )) = rke g k) ((Ste,)
= Ko g kel ognl K () ((Ste,))
n1 ke kg(Stk g)

compte tenu de ce que I'on sait deja pour 4 et Stg, . Ainsi (2.2.4) estveri e pour les represertations du
type Stc( 4). Revenonsa notre represeation irreductible et rappelons que selon[35, 2.9], il lui est
assaie la represertation galoisienne

d( ) = kug(Stk, (jdeg™ g)) ke gSt, (jde™ g)):
Remarquonspar ailleurs que  estl'unique quotient irreductible de la represettation
"4 ka9(Sty, (jdef" ) "4 k9 (Sty, (jdef" )
qui n'est autre que la represenation

Stkl nd kignkig g ki ljdetjnl Stk1 wd kignkig g ki ljdetjnr

9 9
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Il lui estdonc assaie la represenation
a( )= kg St ("? 9 tidef™ ) kg St ("¢ 9K tidef™ )
qui n'est autre que

"4 199 g (St (idef™ ) ) " kee g (St (idef™ g)) ):

Ainsi, par le casdeja trait e desrepresettations St, on en deduit (2.2.4) pour

La compatibilit e aux automorphismesde C permet de transposer sansambiguste la correspondance
de Langlands tordue a la Hedke au corps abstrait C. Pour obtenir une corresppndancede Langlands sur
C, il faut alors choisir (si besoin) une racine du cardinal du corpsresiduelde K .

2.25 Formulation cortinue |-adique : Lorsque C = Q,, nous avons besoin d'une formulation en
termesde represenations cortinuesl-adiquesde Wy plutdt que de represenations de Weil-Deligne. Voici
brievemert le lien entre les deux formulations explique par Deligne dans[19, 8]. Rappelonsque Wi est
muni de la topologie de nie par la topologie pro nie de I ¢ et la topologie discrete de Wx =Ix ' Z. On
note alors Rep,d(WK) I'ensenble des classesd'equivalencesde Q,-represetations Frobenius-semisimples
et continues de Wy .

Notons Z;(1) := lim » ett; : Ix ! Z;(1) lel-quotient de I'inertie moderee, donne par l'action sur

lesI"-emesracinesd'une uniformisante. A tout progenerateur de Z;(1), estdonc ass@ie un morphisme
surjectif t : Ig ¥ Z(1) ! Z;:Soit ( S;N ;V ) une Q,-represenation de Weil-Deligne commedans
le paragraphe precedert et soit un relevemert de Frobenius geometrique dans Wy . L'equation 2.2.2
montre que la formule

(2.2.6) (w) == SS(w)exp(N t (i (w))); ouw= ™Mji (w)2 Znlg

de nit une represenation cortinue et Frobenius-semisimplede Wx sur l'espaceV . Le theoreme \de

la monodromie I-adique” de Grothendiedk montre que I'application Rep%| (WDg) ! Repd(WK) ainsi

obtenue estune bijection. Delignea montr e qu'elle ne depend pasdeschoix de et . L'operateur nilp otent

N 2 Endg (V) estappele \monodromie” et cortrdle le defaut de semi-simplicite de la represertation
. En particulier la semisimpli eede n'est autre que 5.

La correspondance de Langlands locale, tordue a la Hedke, fournit donc une correspondance ertre
represenations irreductibles de G4 et represenations |-adiqueset c'est cette derniere que la geometrie
(i.e. la cohomologiel-adique) peut pretendre realiser. Moyennart le choix d'une racine du cardinal du
corps residueldans Q,, on obtient la \vraie" correspondance,que nous noterons toujours

21rrg (Ga) 7! a( ) 2 Rep(Wk):

2.2.7 Represenations elliptiques : Pour expliquer ce qu'il advient desrepresetations elliptiques de G4
a travers la corresppndancede Langlands, rappelonsque

d(Disc@ (Gg) =1 2 Regd(WK) indecompsables):

Comme le support cuspidal d'une represenation elliptique est aussicelui d'une serie discrete, la compa-
tibilit e de la correspondancede Langlands a l'induction parabolique donne la caracterisation

a(Ellg (Ga)) = f 2 Rep!(W );9 ®indecomposabletelle que *= = *g:
Ainsi pour toute represenation elliptique detype , ona
A ,1d
a( )¥= a=a () & I
ou $:=Q Q) Q,(d  1). Pour tout sous-ensemle | f1; ;d 1g, introduisons la

represertation |-adique ('j; asswiee a la represerttation de Weil-Deligne ( 3°;N,) par la formule 2.2.6,
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P
et ou N, estl'operateur de monodromie §° ! $°( 1) donne par la matrice  ;,,c Eji 1, ou | est

le complemertaire de | (voir [17, 4.1.1] pour plus de details). Nous noterons simplemert | la classe
d'isomorphisme de cette represenation.

Lemme 2.2.8 Soit 2 IrraI (D) etl S . Utilisant les notations 2.1.10 et la convention 2.1.13, on a

a("" e () a (D) e () ¢ diTZ

Preuve: Dansla preuve de[17, 4.1.2], nousexhibonsdesertiers d;; ;d; desommed , etn; > > n,
tels que la represenation !} soit 'unique quotient de I'induite

jdetjy* Stg,, jdetjy" Stg, :

Cesertiers sort independarts du corpsK , de sorte quevia I'equivalencede categories2.1.9et la corvertion
2.1.13,0n en deduit que ' estl'unique quotient de l'induite

jdef" Stq, () jdeg™ Stq, ();

ce qui nous fournit les parametres de Langlandsde '. Alors d'apres[35, 2.9], on a

aC") = § 0™ ddy=a (Sta,( ) j 0" ddy=a (Sta, ()
= J jnl d=d ( ) dl(StGdl) J jn, d=d ( ) d; (StGd,)
= ga () a(1)

d'ou la premiere egalite de I'enone. La secondedecoulede [17, 4.1.2].

3 Espaces modulaires de Drinfeld

Dans cette section, nous precisonsla version des espacesde modules de groupes formels que nous
utilisons pour les enonescohomologiquesprincipaux. Pour les specialistes,il sura de dire qu'on ne xe
pas la hauteur des quasi-isognies qui rigidi en t les problemesde modules (suivant en cela Rapoport-
Zink). La cohomologiedes espacesbtenus n'est donc pas admissible mais seulemen admissible modulo
le certre. On de nit ensuite les complexesde cohomologieR . qui jouent evidemmert un role certral
dans ce texte. On xe dorenavant un ertier d > 1, et on note G := GLy4(K) et D l'algebre a division
certrale sur K d'invariant 1=d, precedemmen noteeD 4.

3.1 La tour de Drinfeld

La de nition du complexede cohomologiereposesur la description formelle suivante :

3.1.1 Latour de Drinfeld estun syseme Mo, "1 ° Y Mpro 1" 9% 0u

i) LesMpr.n, N2 N sont des -esmoces analytiques munis
(a) d'une action de G cortinue au sensde [5, par. 6].
(b) d'une action de D dont la restriction a O, fait de n.0 = 10 nn 1 UN revetement
etale galoisien de groupe O, =(1 + $ "Op).
(c) d'une donnee de desente a la Weil pour I'extension I@“ij (au sensde [42, 3.45]).
Cesactions commutent entre elleset aux .o, €t le sous-goupe Kdiag deG D agit trivialement.

i) l'augmentation p, est un morphisme d'espaces analytiques\au-dessusde K" (cf [4, p. 30]) qui,
apresextensiondessalaires, devientlocalementisomorphique, compatible aux donneesde des@ntes,
et equivariant si I'on munit I'espace symetrique de Drinfeld ﬂ ! del'action naturelle de G et triviale
deD
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3.1.2 Pour le confort du lecteur nous allons brievemert rappeler la de nition de cesobjets. On reprend
les notations de l'introduction, en abregeann O := Ok et en xant une uniformisante $ de O.

Si B est une O-algebre, un O-module formel sur B est un groupe formel muni d'une action de O
relevant I'action naturelle sur l'algebrede Lie. Un Op -module formel sur B estun O-module formel muni
d'une action de Op qui etend celle de O. Notons Oy Op l'anneau des ertiers d'une sous-extension
non rami eemaximale de K dansD. Suivant Drinfeld, un Op-module formel sur B est dit special si son
algebre de Lie est localemen libre de rang 1 commeOq4 o B-module.

Une isogenie de O-modules formels est une isogenie des groupes formels sous-jacets compatible aux
actions de O. Sa (O-)hauteur est le quotient (entier) de la hauteur au sensdes groupes par le degre de
k sur F,. La hauteur d'un O-module formel X est la hauteur de lisogenie X ($). Une quasi-isognie
X I Y de O-modules formels est un elemert de Homg ¢ (X;Y) o K qui admet un inversedans
Homo mf (Y;X) o K. On montre que c'est en fait une isogenie a multiplication par une puissancede
X ($) pres,cequi permet d'en de nir la hauteur.

3.1.3 L'espaceM pp : La denition de la tour de Drinfeld reposesur I'existence d'un Op-module
formel X special (donc de dimension d) de hauteur d? sur k°, qui est unique a isogenie pres, [10, Prop
11.5.2], [42, 3.60].

Soit Nilp la categorie des o -algebres ou I'image de $ est nilpotente. On consicere le foncteur
G :Nilp ! Ensqui aB assaie l'ensenble desclassesd'isomorphisme de couples(X; ) avecX un Op -
module forme‘:sur Bet :X a(B=$B) ! X g (B=%$B) unequasi-isognie.On a une decomposition
eviderte €= | ,, G ou G(M classi e les classesde couples(X; ) avec de hauteur dh. Chaque G
est non-canoniquemen isomorphea G© et G© est le foncteur G de Drinfeld [22]. On sait que G est
represenable (cf [28], [42]) par un schema formel localemen de type ni sur ®" . On note M g’)r;o ce
schemaformel. De mémeon note M (Dhr);o le schemaformel represettant G(") et ¥ p .o celui qui represerte

&. On a donc non-canoniquemenh ¥ ;o' M ©  Z.Enn onnote sansb les bres generiquesau sens
) Dr;0

de Raynaud-Berkovich de cesespaces ce sort donc des e nr -espacesanalytiques au sensde [4].

3.1.4 Structures de niveau: Notons (X; ) l'objet universelau-dessusde M p.o. Le noyau X ,[$ "]

de la multiplication par $ " dans X, est un schema formel en groupesplat ni de rang p”dz au-dessus
de M p .0, €t qui estetale en bre generique. Plus preciement, sa bre generique est localemert pour la
topologie etale isomorpheaM p;rp Op=$"Op. Le (Op=$"0Op) -torseur surM p;.o

Isomo, ($ "Op=Op )M p,.0; Xul$"]

est donc represelte par un revétemen etale de M p., galoisiende groupe O, =(1+ $"Op), qui estle
M brn de3.1.1.Pour m 6 n, linclusion $ ™Op=Op $ "Op=Op induit le morphismeM p,,, 1"
M Dr:m de3.1.1.

3.1.5 Actions desgroupes: On sait que le groupe desquasi-isogniesdu Op -module formel X s'identi e

a G = GLq4(K), [42 3.60]ou [10, 11.5.2]. On recupere donc une action (a gaude) de G sur le foncteur &
qui ervoie le couple (X; ) sur le couple (X;  (*g)x) ou gx designela quasi-isogenie de X ass@ieea g
et 'g designela transppsee de g®. Cette action en induit une sur M .o par Yoneda, et l'objet universel
estequivariant, i.e. muni d'isomorphismescanoniques(Xy; u Oy 1 1 g (Xy; ). Par conequert tous
lesM p.n sort munis d'une action de G et les morphismesde transition sort G-equivariants. D'apres

Berkovich, I'action de G sur ces K/l -espacesanalytiques est cortinue au sensde [5, par. 6] pour la
topologie naturelle de G.

On de nit maintenant I'action de D sur M p,.. Pourd 2 D et X un Op-module formel sur B,
notons 9X le Op-module formel dont le O-module formel sous-jaceh est encore X mais dont I'action
de Op estdonneepar 9X (x) := X (d xd), de sorte que X (d 1) estune quasi-isognie X ! 9X. Pour

6Cette normalisation del'action permet derendre I'enonce nal A plus joli car exempt de contragr ediente. De plus le theoreme
de Faltings fait intervenir un passagea la transp osee.
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un couple (X; ) on posed(X; ) := (X; X(d 1)). On obtient ainsi une action a gauche de D  sur
le foncteur G, et donc sur M p .o, triviale sur O . L'objet universel est alors muni d'isomorphismes

canoniquesd (Xy; ) ! (9Xy; o X(d 1)) et celapermet de prolonger I'action naturelle de O, sur
lesM pr:n @D , de maniere compatible aux morphismesde transition.

Passonsa l'action de Galois et xons un genrerateur topologique de Gal(K ™ =K) = Gal(k®=Kk).
Rappelons qu'une donneede descete a la Weil [42, 3.45] est une structure Z-equivariante au-dessusde

i Cecietant, si (X; ) estun Op-module formel rigidi e au-dessusde B, alors on en de nit un autre
( X; )au-dessusdle B:=B gon. O" enposat X =X g B et

"X ke B=%$)"1" X e B=$)! X 5 (B=$):

On obtient ainsi un morphisme de foncteurs & ! & dont on voit immediatemen gu'il estinversible,
ce qui nous donne une structure  Z-equivariante sur &, et donc sur M p .o, au-dessusde Spl‘(@nr ). Nom-

mons momertanemert : Mpro ! Mprole Spf(@nr )-isomorphisme assaie a cette #-structure
equivariante (adjoint du preceden), on obtient pour l'objet universell'existence d'un isomorphisme ca-

nonique : ( (Xy); ) ! (Xy; u) au-dessusde M p;., d'ou, par composition, une structure
Z-equivariante »
Xa) ' Xu=Xu g, Moo "PX,

au-dessude Spf((b”r ). En passant aux bres generiques,on obtient surlesM p,., lesdonneesde descete
annonaesdans 3.1.11) (c).

3.1.6 Sur®ca: Etendonsmaintenant lesscalairesa K ¢, ensuivant la de nition de[4, 1.4]. On obtient
une tour de K ca-espacesanalytiques

Bar;n =M Dr;n b}dnr cha; n2N

que nous avons noteesimplemert M & dansl'introduction. La structure | -equivariante sur M & . au-

dessusde K ca induite par cechangemen de baseet la structure Z-equivariante precederte se\recollent”
en une structure Wy -equivariante au-dessusde M (I@ ). De maniere equivalerte, on obtient une action
de Wi a droite sur I'\espace analytique au-dessusde K" M .., compatible a 'action naturelle de Wg

sur K ca. Ainsi la tour M & est munie d'une action deG D W, et on verie sur lesde nitions que
celleci esttriviale surKg,, 1.

3.1.7 Le morphisme de periodes: Soit ﬂ ! 'espacesymetrique de Drinfeld, de ni commele comple-

mertaire des hyperplans rationnels dans Pﬁ et ﬂ L son changemert de basea K" . Drinfeld a
construit dans [22] un isomorphisme @ : M 9.0 1 bg 1" oy b 1" designeun certain modele
formel de ﬂ L de ni auparavant par Deligne. Nous n‘avons besoinici que de la bre generique de
ce morphisme , mais nous avons par cortre besoinde |'etendre a tout M p.¢. Pour celanous utilisons
I'isomorphisme de i nr -espacesanalytiques » : (") Mpro ! Mo quiinduit un isomorphime
(MM, 1 ME), et nousde nissons M par le diagramme commutatif

(") Mg —IME?

Dr;0

( h) 0) (h)
( h) d 1;nr /[ d Lnr
K K

. F
ou la ece du bas est la donne de descete naturelle sur & ™. Enn on pose = ,, ™ :
Mpro ! ﬂ LN Une construction directe (et plus\simple" que cellede Drinfeld) dece estpropose
dans le chapitre 5 de Rapoport-Zink [42], mais n'est redigee qu'en inegalescaracteristiques (techniques

cristallines).

17



Lesassertionsde 3.1.1ii) sort contenuesdanslesreferencesusuelles[22], [10], [28] et [42]. Commertons
seulemen la compatibilit ea l'action de G : danslesreferencegprecedenes |'action de G surlesM p,., est

I'action \naturelle" dont la notre sededuit par g 7! 'g ! Le morphisme de periode y est equivariant pour

I'action naturelle sur le modele\dual" de ﬂ 1 a savoir I'ensenble deshyperplans de K 9 ne cortenant
pasde droites rationnelles. C'est pourquoi, avec notre normalisation di ererte et notre de nition de ﬂ L

le morphisme de periodesreste G-equivariant.

3.2 La tour de Lubin-T ate
3.2.1 C'est un syseme Mg ™7 Mo T s ou

i) LesM 1., N2 N sont des ® " -esmces analytiques munis
(@) d'une action cortinuedeD
(b) d'un systtme de morphismes etales nis g“OJ'n “Mitn ! M 7.n0 denis pour tous g;n;n°

satisfaisant gMg(Ok )g 1 $"° "My(Ok ) et tels que
i. 8g:h2 G, g"*I"°hnin = (gh)"*I" lorsquetous sont bien de nis.
i. 8n;n% o= 107N,
ji. 8n,lesg"" fontde , o un revetementetalegaloisiende groupe GL 4(Ok )=(1+$ "M4(Ok )).
(c) d'une donnee de desente a la Weil pour I'extension i nr K.
Ces donnees sont compatibles entre elles et I'action de K D G est triviale sur chaque
M LT ;n -

i) l'augmentation 1 estun morphismed'espacesanalytiquesau-dessusde K, qui apresextensiondes
salaires, devient etale surjectif, compatible aux donneesde des@nte, et equivariant si I'on munit la
variete de Severi-Brauer Sizd d'invariant 1=d de l'action naturelle de D et triviale de GL4(K).
Onadonc 1 ¢¥ = |t 19" pour tous g;n telsquegM4(Ok)g * $ "My(Ok).

Nous donnons maintenant un peu de substancea cette erveloppe formelle en rappelart la de nition

de cesobjets. Elle reposesur I'existence d'un Ok -groupe formel X sur k@ de dimension 1 et hauteur d,
au sensde [21] ou [36] et qui est unique a isomorphismepres,[21, prop 1.6-7].

3.2.2 Deformations de X : On peut commedans le livre de Rapoport-Zink exprimer le probleme de
modulessur la categorieNilp et de maniere senblable au casde la tour de Drinfeld. Nous donnonsmalgre
tout la de nition historique en termes de deformations, car c'est la seuleecrite en egalescaracteristiques.
Soit C la categoriedes o -algebreslocalesde corps residuelfp et completespour leur topologie adique.
Une deformation par quasi-isggenie de X sur une telle algebre R est une paire (X; ) formeed'un Ok -
module formel X sur R et d'une quasi-isognieX ! X r R=Mg. Notons Def le foncteur de C dansles
ensenblesqui a R assaie I'ensenble desclassed'isomorphismede deformations par quasi-isognie (X; )
de X sur R. Ce foncteur est une reunion disjointe de sous-foncteursDef" classi ant les couples(X; )
avec de hauteur h. Tous les Def™ sort non-canoniquemen isomorphesa Def® . De plus, comme une
quasi-isogniede hauteur nulle ertre deux Ok -modulesformels de dimension1 sur F, estun isomorphisme
(c'est une consquencede [21],props 1.6-2et 1.7), on voit que Def® estle foncteur de deformations etudie
par Drinfeld. D'apres[21, 4.2] on sait que Def® estrepresetable par 'algebreR© := m [[T1;  ;Tq 2l
des seriesformellesa d 1 variables sur & . Nous noterons alors M (LOT) o le K _espaceanalytique de

Berkovich assaie au schema formel ¥ ) o = SpiR©) (suivant la procedure de Raynaud-Berthelot

decrite dans|[7]) : c'estla boule unite ouverte de dimensiond 1. Il s'ensuit que lesfoncteurs Def(M pour
h 2 N sornt aussirepresenables et nous noterons M (Lr});o les espacesanalytiques assaies. Nous posons

enn M 1.0:= M (,_'}).O et notons sansb I'espaceanalytique assaie.

3.2.3 Structures de niveau: On peut suivre la m&me procedure que dansle casDr. En notant encore
(Xy; u) l'objet universelsur M 1.0, on de nit M 1., commele revetemert etale galoisien de groupe
GL4(O=$"0) de M t .o represenant le torseur

Isom(($ "0=0)%X,[$"]):
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Il setrouve quedanscecasLT on peut faire mieux eninterpretant M .t ., commela bre generique d'un
probleme de modules classi ant les \structures de niveau de Drinfeld" : cela a I'avantage de simpli er
la description de l'action de G’. Soit K9 un O-reseau.SiR 2 Cet (X; ) estune deformation par
quasi-isogniede X au-dessugle R, alorsune -structure de niveaun de Drinfeld sur X estun morphisme
de O-modules de$ " = verslideal maximal Mg muni de la structure de O-module de nie par X
et tel que Y
(T (x)) divise Xg (T)
x2$ 1 =

ou Xg (T) designela serie formelle donnart I'action de$ sur X . Lesfoncteurs Def(h}1 classi ant lestriplets
(X;; ) aisomorphismepressornt represenables [21, 4.3] par des aIgebresR(h;z] nies et plates sur les
R et nousnoterons® (1. . = |, Spﬂ?(h;,)r Lorsque estle reseaulcanonique” 09 K9, la bre

gererique de M | 1. ., s'identie canoniquemen a M 1 .,. Evidlemmert pour n x e, tous lesM 1. .,
sort (non-canoniquemet) isomorphes.

3.2.4 Action desgroupes: On sait quele groupe desquasi-isogniesdu O-module formel X s'idertie a
D . Cecinouspermetdede nir uneaction agaudhedeD surM _t .o, puissurlesM r ., d'une maniere
exactemert analoguea celle par laquelle on a de ni l'action de G sur M p.o etlesM p.n. Explicitement,
on envoie un triplet (X; ; ) surle triplet (X; dxl; ).

L'action de G est plus delicate. Elle est soigneusemende nie dans[31, 11.2] (ou les deformations sort
cependart par isomorphismes)et [46] (qui traite les deformations par quasi-isogenies). On rappelle ici
brievemen cette de nition, enl'exposart un peudi eremmern desreferencesusuelles.Pour deux reseaux

: OdansK 9, nousnoteronsd( ; 9 la distancecombinatoire ertre lespoints del'immeuble de PGL 4(K )
assaies. C'est le minimum de la sommer + k pour tous les couplesd'entiers r; k 2 Z tels tels que

(3.2.5) $ "0 g "k

Lemme 3.2.6 Il existe une famille de morphismesD -equivariants de foncteurs

”ij” . Def ,, ! Def om0
indicee par les quadruplets( ; %n;n% ou ; © sont desresaux de K9 et n;n° 2 N sont tels que
n n d( ; 9, ettelle que
i) si = 9 alors ”zjj” est le morphisme de restriction de la structure de niveau.
i) pour tout autre °n®avec n® n%> d( % %, ona ”Z?j” = “2[%“?, “l;jj”.
iii) les bres generiques des morphismes de schemas formels M .v. ., ! M 1. 0,0 assaies sont

etales, nies et surjectives (au sensde Berkovich, par exemple).

A partir de celemme, on de nit I'action de G de la maniere suivante : tout g 2 G induit un isomor-
phismeDef ., ! Defy .n qui ervoie le triplet (X; ; ) surle triplet (X; ; g 1). On posealors pour
tous n; n°2 N \ad equates", c'est-a-dire tels quen n°> d(g09; 09)

nOn

odigod

(3.2.7) g"I": Defos, ! Defyoun Defya.no:

En passan aux bres gereriques,on en deduit les g”oi” de 3.2.1. Notons que leurs degres ne dependert
pasde g et sort egauxa [L+ $ ""My(0) : 1+ $"My(0O)] = g (™ 9,
Preuve : Remarquonsque dans I'egalite i), le quadruplet ( ; %n;n% verie bienn n%> d( ; 9
par I'in egalite triangulaire.

Fixons maintenant ( ; %n;n9% et choisissongk;r) veriant 3.2.5ettelsquen n°> k+ r. On de nit
un morphisme ( ”(())jj”)k;r commedans|'enone du lemme en assaiant a (X; ; ) au-dessusdeR 2 Cle
triplet (X2, ; 2.; 2,) au-dessusde R de ni par

"On peut neanmoins se passerd'une telle interpr etation modulaire commeil est esquis® dans [42, 5.34] et explique dans [25,
2.3.8.3]
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{ X,E;r = X=($ " %), dont I'existence (et la de nition precise)est assuee par [21, Lemma 4.4],
ou [31, Lemmalll.2.4].

{ 2 :X®1'X I X gR=Mg ¥ X0 R=Mg.
{ I(()‘r:$no():0$!r$I,noO:$r0,! $n:ér0___/(MR8<O)
‘ can
$ " = ——J(Mgr;X)

Il est clair que ce morphisme est D -equivariant. Il nous faut voir qu'il ne depend pas du couple
(k;r) tel quen n°> k+ r. Soit (k%r9 un autre tel couple, et supposonsque r® > r. Dans ce
cas la multiplication par $° ' dans le Ox -module formel X= ($ " %) induit un isomorphisme
X=($ " %) 1 X=($ " %). On verie alors aisemert que cet isomorphisme induit un iso-
morphisme de triplets (X%, 0; Jo,0i Pogo) ! (X2 5 D ).

La proprietei) estimmediate. Pour la Propri eteii), choisissongk;r) commeci-dessuset (k% r9 tel que
n® n%> k% rOet © ¢ r° 00 g r° Kk 0 Alorssoit (kr% := (k% k;r%r), onabienn n%s> koG 00
et $ 100 g ™ Kk® efonverie surla denition que ( “Zgn)koo;,oo: ( ”Z[%“Z)ko;ro ( ”Z’j”)k;r.
Il reste a montrer |'etale nitude et la surjectivit e desmorphismesinduits sur les bres generiques.Pour
cela,on utilise le fait quelorsqueon a deux morphismesanalytiquestels queg f estetale, alors (g etale)
) (f etale), et (f etalesurjectif)) (g etale). Rappelonsmaintenant que les morphismesde restriction de
la structure de niveausort etalessurjectifs (et nis) en bre generique. Ainsi, etant donne un quadruplet

o % ; , o
(: %nmnYtel quen n°>d( ; 9= |, legalite 0‘5} 0o g = O'Oj ' montre que "4" estetale
en bre generique si et seulemen si O'OJ. I'est, et donc si et seulemen si 20}3 l'est! Ce dernier est le
premier morphisme de la suite

Def 3 | Defo, ! Def. | Defog:
En bre gererique, le caractere etale de la composee des deux dernieres edes OJOj ‘jz 0 = O’§ 0

J

implique que celle du milieu, J.z o, €stnon-rami ee.Mais alors, toujours en bre generique, le caractere

etale et ni dela composedesdeux premieres ecesimplique par [4, 3.2.9] que 201'.3 est etale et nie.
La surjectivit e sevoit de la mémemaniere.

La donnee de descelte se de nit comme pour la tour de Drinfeld (voir [42, 3.48]), et ici encorese
recolle avec I'action de l'inertie sur les

M@, =Minbg, 3 n2N:

3.2.8 Morphisme de periodes: Dans le casLT, le morphisme de periodes n'est de ni qu'en bre
gererique. Il a ete d'abord de ni dans [36, par. 23] a partir de calculs explicites. La de nition la plus
visiblemert intrins equeest celle de [42, ch. 5] mais elle fait appel aux techniques cristallines des groupes
p-divisibles et n'est ecrite qu'en inegalescaracteristiques®.

Dans chacune des de nitions, la construction repose sur I'existence d'un e nr -espacevectoriel M de
dimension d muni d'une action de D et attache au O-module formel X (son module de Dieudonne
dans le cas d'inegalescaracteristiques ou son module de coordonneesen egalescaracteristiques) et d'un
isomorphismeD -equivariant de Oy ; .,-modules

M e Om o ! Mx

u

ou Myx, estun br e vectoriel au-dessusde M 1 .o attache a I'objet universel X, (obtenu comme bre
gererique de l'algebre de Lie de I'extension vectorielle universelle de I'objet universel X, au-dessusde

8Cependart, A. Genestier sait adapter au cas d'egalescaracteristiques, par exemple en utilisant le module de coordonnees
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M L7 .0, resp. de son module de coordonneesen egalescaracteristiques). Notons alors Liex, le Oy ; ,-

module inversible obtenu comme bre gererique de l'algebre de Lie de X, au-dessusde M 1 .o ; la com-
posee
M e e Owm LT 0 ! qu ! Liexu

de nit un morphisme de i nr -espacesanalytiques

nr . M LT 0 I P(M) ' Pd 1;nr

qui estle morphisme de periodesvoulu. Le fait que ™ estetale au sensrigide-analytique est prouve dans
[42,5.17].1 setrouve qu'il estaussietale au sensde Berkovich car sonbord relatif estvide. La surjectivit e
de ™ estprouvee,au moins pour lespoints classiquedrigides analytiques) dans[36, 23.5], mais la preuve
deloc.cit montre aussila surjectivit e pour lespoints de Berkovich. Lesproprietesd'equivariance setrouven
dans[42, 5.37]ou [36, 23.28].

Par ailleurs, les isomorphismesM(X) 1% M( X) =  M(X) munissert M et donc P(M) d'une
donnee de descere a la Weil compatible a " . Explicitons-la dans le casou K est de caracteristique
nulle : alors le Ok -groupe formel X sur F, est p-divisible et M est lisocristal assaie. Sa dimension sur
’nr estla hauteur d de X, et son unigue pente est 1=d. En particulier M est irr eductible et donc\d e ni
sur F(P au senssuivantl: il existe une basede M dans laquelle le Frobenius est donne par la matrice

0 1 0 O

= % o =~ 0 E Ainsi, la forme rationnelle de PY ! correspondant a la donneede descere sur
0o o .1
$ 0 0 O

P(M) est celle ass@ieeau 1-cocycle Gal(m=K)= 2 | Aut(P? 1) = PGL4 1(®™) qui ervoie sur
la matrice . Cette forme rationnelle est la variete de Se\eri-Brauer d'invariant 1=d.

Dans le cas ou K est de caracteristique positive, le m&éme raisonnemen s'applique au module de
coordonneesM.

3.3 Denition du R

Dans cette section, nous de nissons les complexesde cohomologiedes tours M 3 et M §,.. On les
obtient comme evaluation en un faisceau constart du foncteur derive d'un certain foncteur \sections
a support compact sur la tour". Comme on veut que ce foncteur soit a valeurs dans la categorie des
G D W -modules, le plus facile (surtout du coéte LT ) est de prendre pour sourcede ce foncteur
la categorie des faisceaux equivariants sur (la descete de) I'espacedes periodes. Nous utiliserons sans
commertaires, mais avec desreferencesprecises /e formalisme presere dansl'appendiceB de [17], et qui
est essetiellement d0 a Berkovich et Jannsen.Pour le confort du lecteur, rappelons sansles de nir les
principales notations de cet appendice:

{ ¥ designele topos etale d'un espaceanalytique X et (X; ) lessectionsa support compact.

{ % (G) designele topos forme par les faisceaux etales G-equivariants d'un espacealgebrique X
muni d'une action continue d'un groupe topologiqueG [17, B.1.4]. On sait alors que le foncteur des
sectionsa support compact se factorise par la categorie (le topos) & des ensenbles discrets munis
d'une action cortinue de G et nous notons ,1 (X; ):Hq4(G) ! 6 lefoncteur obtenu.

{ Mod (T) designela categorie abeliennedes -mo dulesd'un toposT [17, B.1.5].

{ Si est une extension nie (sous-enendu locale et plate) de Z, d'uniformisante , on note
le pro-anneau( = "),2n €t Mod (T) designela categorie abeliennedes -modules du topos T
(i.e. dessystemesprojectifs (Fn)n2n de -faisceaux sur T tels que "F, = 0). On a un foncteur
lim™ :Mod (T) ! Mod (T) [17, B.2.2].

{ Onnote }°:= }° lim*= () :Mod (H&(G) ! Mod (G) [17, B.2.4].

3.3.1 Sectionsa supports compactssur la tour : Commelesconstructions sort formellemert identiques
pour chacune des deux tours, nous ommettrons parfois la notation Dr ou LT . Par exemple, pour tout
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n2 N, , designerasoit la composee

. ca ca d Lnr — d1
Dr;n . M Dr;n ' M Dr;O I K I PDr . K

soit la composee

LT n - EaT1 n ! E% ;0 ! Pﬂ S Pur = Sli:d:
Il s'agit de morphismesd'espacesianalytiques au-dessusde K" au sensde [4], les deux premiers espaces
etant K ca-analytiques, le troisieme K" -analytique, et le dernier K -analytique. Dans chacun des cas,
I'espacedesperiodesP est muni d'une action cortinue du groupe J en posart Jp, := GetJ,t =D
Comme les morphismes J -equivariants M ¢ "1 ‘M a sort Nnis, ona pnos = nno . DONC pour tout
objet F 2 Iﬁet(J), on a desapplications naturelles J-equivariantes

n;n ° . l1 ’ (M ﬁ%; nD(F)) ! |1 ’ (M ﬁ%; nn %t ppo nO(F)) = Il ’ (M ﬁa; n(F))

Fait 3.3.2 L'ensemble lim ,1 Y(M &; (F)) estmuni d'une action continue deG D Wy ettriviale
néN
sur le sous-goupe K 4,4 1.
Preuve : Dans les deux cas, on a visiblemert une action cortinue de (J WY ). Dansle casDr, on a
aussiimmediatemert I'action de D . On s'occupe dorgp du caslLT, ou il restea expliquer l'action de G.
Fixons g 2 G et n > n%tels que le morphisme g"1" : M. | M4 . soit deni. Celui-ci etant
ni, ona(g""), = (g"i") , doncl'egalite 1.0 g"I" = 1., de3.2.1ii) fournit le morphisme

0.
gnjn, : !]-J(M E?’;nf’; LT;nO(F)) ! !:LJ(M Eéll';n; LT;n(F)):

D'apreslesproprietes3.2.1i)(b) i etii, on obtient ala limite inductive un morphismeg : (M “;F) !
(M ©@;F) qui comnute a l'action de D Wy , Cela de nit une action a droite de G, et pour nous
ramener a une action a gauche,nous ferons agir g sur ,1 I (M ©@:F) par soninverse g !. La trivialit e

de cette action sur K y,, vient dela n de3.2.1i).

PosonsGD = (G D ):Kdiag . On a donc obtenu un foncteur \sections a supports compactssur la
tour"
oM ) Bed) ! (GO W)
F 70 lim {°(MS; ,(F)
n2N

dont le but estla categoriedesGD Wy -ensenblescortinus. Ce foncteur commute aux limites projectives
nies et envoie donc -mo dulessur -mo dules pour tout anneau (constart sur I‘-f’et(.] ).

3.3.3 Cohomologie: La construction du systeme inductif ( !lJ (M52 (F)n2n et de l'action de

G D Wy sur icelui reposaiert sur la nitude desmorphismes .o et g”oi”. Cesmémesproprietes
permettent de de nir de maniere analoguepour tout faisceauabelien et tout g2 N un systemeinductif
(HIM &2; L (F)))nzn muni d'une actiondeG D Wk .
Fait 3.3.4 Pour tout g2 N, il y a un isomorphisme de foncteurs Modz (e (J)) ! Modz(GD W)
canonique:

RY (M ) ! lim HIM P, )

n2N

Preuve : En e et, par commutation de la cohomologieaux limites inductiv es Itran tes, on a

RT (M )= lim RIC{P(ME ) )
Comme on sait par Berkovich que R ,1 T(X; ) = HIX; ) (voir [17, B.1.7]), il noussura de mon-
trer que R {°(M%; ) ) =RI[*(M%; )  pourtout n. Or on a une factorisation , :
Mody(Be(3)) | Modz(PDy ®ca (3)) ™ Mody (M ca (J)) ou & estun morphisme etale de K ca-

espacesnalytigueset estle changemen de base(ce n'est pasun morphisme d'espacesanalytiques mais
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un morphisme des sites etales concerres). Ainsi & envoie injectifs sur injectifs puisqu'il est adjoint a
droite du foncteur exact 2, et  ervoie susamment d'injectifs sur desinjectifs, par exempletous ceux
dela forme (l), avecl injectif.
En particulier, lorsque estun anneaude torsion, le complexeR (M @; ) ala bonne cohomologie.
Supposonsmaintenant que estune extension nie deZ, et xons F = (Fyn)m2n 2 Mod (Iiet(\])).
Comme les morphismes ., o pour n > n%sort etales,on a

IImM net (‘])( nF )' n;nolimM\no;et (J)( nOF )

Ainsi, la nitude decesmemes p.;0 fournit encorelesmorphismesde transition intervenart dansla limite
suivante
o (M F )= 1im 2 (M L (F):
n2N
Ce -mo dule est muni par de nition d'une action lisse de J a gaudce et d'une action commutante de
Wy adroite (qui n'est plus necessairemenlissea causede la limite projective). On construit I'action du
troisiemegroupe (D pour le casDr ou G pour le casLT ) exactemen commedans 3.3.2. En particulier

dansle casLT, on utilise le caractere etale desgnojn pour pouvoir ecrire
lim™ e O Fyr g gimM e O F )
gracea 3.2.1ii). On de nit ainsi un foncteur
¢ (M@ ): Mod (Be(J)) ! Mod (GD W)

qui est exact a gaudche. Dans le terme de droite, I'exposart disc signi e qu'on oublie la topologie de W ;
ene et, on a perdu la lissite de lI'action de Wy dansla limite projective.

Supposonsmaintenant quele -faisceauF soit un -syst emelocal au sensde [17, B.2.1], et notons
HIM &; ,((Fm)m)) la cohomologiea supports compactsde sonimage inversesur M 32, ge nie dansce
cas par Berkovich (cf loc. cit). Toujours les m&mesproprietes de proprete des ,.,0 et g"!" permettent
de de nir un systemeinductif (HI(M &; ,((Fm)m)))n2n muni d'une action du groupeG D Wk .

Fait 3.3.5 Pour tout g2 N ettout -systemelocal J-equivariant (Fn)m2n Sur P, on a un isomorphisme
canonique(G D W )-equivariant :

RY ¢ (M F ) 1 dim HE(M B (Fm)m))

Preuve: Commedansle casdetorsion, la commutation dela cohomologieaux limites inductiv es ltran tes
et le fait que |, ervoie susamment d'injectifs sur desinjectifs montrent que

RY ¢ (MSF) * lim RT LP(MP ) (F)
niN
"ol RTOEIMP ) (o(F))
naN
Mais d'apres[17, Prop B.2.5ii)] applique aux espacesanalytiques quasi-algebriques(car lisses)M £, on
aRd ,1 ‘MEs (F)' HIME; (Fm)m) pour tout -syst emelocal J-equivariant F
Nous pouvons maintenant poser:
Rc(M®) =R ¢ (M%® )2D°(GD Wg*):

Par ce qui precede, sa cohomologieestG D Wk -isomorphe a la limite inductive H3(M @; ) des
HI(M $; ), n 2 N. En particulier, le morphisme canoniqueR (M ®;Z;) z ' R (M ;) est
un isomorphisme.Nous posonsen n

R c(M®Q):=Q zR o(M*2z) 2Dg(GD W)
Par commutation du produit tensoriel aux limites inductives,la cohomologiede ce complexe est donnee
par RY ¢(M Q)" HJ(M Q) = lim HI(M 5% Q)):

n2N
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3.4 Le theoreme de Faltings-F argues

Dans [24], Faltings a esquis® un lien remarquableentre lestours de Drinfeld et de Lubin-T ate. Ce lien
est explique en detail et ampli e dansun travail en cours de Fargues[27] dansle casou K est p-adique.
Si on pouvait donner un sensgeometrique raisonnable aux notations M ¢ := |limM 32, la formulation

naturelle de ce \lien" serait de dire que les objets M 3 et M f§ sort isomorphes,et de maniere G

D W -equivariante. Malheureusemeh cesobjets n'‘ont vraiment pas de sens,et le resultat doit etre
formule en termes de schemasformels p-adiguesenormeset n'ayant plus du tout lesproprietesde nitude
normalemert requisespour leur asscier des espacegigides. Mais une autre maniere de formuler ce lien
sansintroduire de schemasformels est la suivante :

Th eoreme 3.4.1 (Faltings-Fargues) Il existe une equivalene de topos Pp . (G) ' Pir.e(D ) qui
echangeles deuxfoncteurs (M &.; )et (M, ).

C'est le theoreme 13.2 du chapitre \cohomologie" de [27]. Sous cette forme, on obtient le corollaire
immediat

Corollaire  3.4.2 |l existeun isomorphismeR (M §:Z))' R (M & ;

Z)) dansDY (GD  Wse).

3.5 Variantes et decomp ositions

Dans cette section, on discute deux variantes de la construction de la section precederte dont on tire
quelquesproprietes des complexesR (M ;) ou designeune Z,-algebre nie pour un | 6 p. On
s'interesseensuite a I'action du certre de la categoriedes ( GD)-modules lissessur cescomplexes,puis
dansle casLT, on montre une propriete de nitude et on introduit une variante \sans supports”.

3.5.1 Premierevariante : Dans[15], [3]] et [11], lesauteurs considerert plut®dt la cohomologiedestours
(M (?(?z];ca)nZN pour ?= LT ou Dr, ou l'exposart (0) designela composarte connexeou la quasi-isognie
du probleme de modules est de hauteur nulle, cf 3.1.3 et 3.2.2. Ces espacesne sort pas stables sous
l'action GD Wk ; leur stabilisateur est le sous-groug (GD Wk )° forme destriplets (g; d;w) tels que
jdet(g)Nr(d) ljx = jwj. En de nissant lesR . correspondarts commedansle paragraphe3.3, on constate
que lesinclusions M 510) 1 M, induisent par adjonction un isomorphisme

(3.5.2) ind?(ED VxVKK o R (M @ca: ) I R (M)

dansDP(GD Wgisc),

3.5.3 Deuxieme variante : On peut aussi quotienter les tours (M ), par l'action (libre) du sous-
groupe $ % engende par l'uniformisante $ 2 K G. Les quotients M ,=$Z sort non-canoniquemen
isomorphesa ﬂzol M (V. Comme$ Z estcertral dansG D Wy , cesquotients sort encore munis
d'une action du produit triple. Pour allegerun peu les notations, nous surligneronsles quotients par $ 2,
en posart GD := GD=$% et M := M =$7 que nous decoreronsevertuellemert d'indices Dr, LT ou
n. En reiPetant les constructions du paragraphe 3.3, on obtient un complexe (deux complexes,en fait)
R (M“;) 2D"@GD W) qui sededuit de R (M ;) par la formule

L N
(3.5.4) (s7R (M%) 1T R (M)
(isomorphisme\canonique” dansDP(GD W, Js¢)) ou le produit tensoriel est pris par rapport au mor-
phisme d'augmertation [ $%] ! . On aaussiun lien avecla variante precederte :
(3.5.5) indio, W sz R (M @) 1R (MY

3.5.6 Decomposition selonle certre de la categoriedes D -moduleslisses: NotonsZ (GD) le certre
de la categorieabelienneMod (GD) des GD-moduleslisses.Commele certre d'une categorieabelienne
agit encoresur la categorie derivee bornee assaiee (et s'identie mémeau certre de celle-ci), on obtient
une action canoniquede Z (GD) sur R (M ;). En particulier tout idempotent de Z (GD) fournit
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un facteur direct de R (M @; ). De plus, en utilisant les mémesnotations pour les groupesD et G,
on a des morphismescanoniquesZ (D ) ! Z (GD)etZ (G) ! Z (GD) induits par les inclusions
D ) GDetG)] GD.

La suite de sous-ensemles1+ $"Op, n 2 N de D est un systeme fondamertal de voisinagesde
I'unit e forme de pro-p-sous-groufes ouverts compactsdistinguesde D . Comme p estinversible dans ,
cespro-p-sous-groupesouverts de nissent desidempotents de l'algebrede HedkeH (D ). Commeils sort
distingues,cesidempotents sort certraux : on note ".p leursimagesdansZ (D )et"n.p R (M %;) 2
DP(GD) le facteur direct de R (M ©; ) assaie.

Interpr etation geometrique : Du cote Dr, on prouve facilemert (commedansle lemme3.5.9ci-dessous,
enplus simple) quelinclusion defoncteurs ,1 CMEin: ) prnd  (ME; )induit unisomorphisme
dansD?(GD wgis¢)

R C(M CDar;n; ) ! lIn;D R C(M CDar; ) .

Par cortre, il n'y a pasdinterpretation geometrique eviderte dansle caslLT .

3.5.7 Decomposition selonle certre de la categoriedes G-moduleslisses: On supposetoujours que

est un anneauou p est inversible. Il existe une decomposition \par le niveau" similaire a celle que
nous avons utiliseepour D  ci-dessusmais beaucoupmoins triviale. Notons Mod (G), la sous-caegorie
pleine de Mod (G) formee des objets engendes par leur vecteurs invariants sousle pro-p-sous-groue
ouvert Hy := 1+ $"M4(0O) de G = GL4(K), et notonsH (G;Hp) l'algebrede Hede de la paire (G; Hp)
a coe cien ts dans .

Fait 3.5.8 La sous-ategorie Mod (G),, est\facteur direct" de la categorie Mod (G). Lesfoncteurs
V7IVH et M 7HindS (1) 4 eH.) M

sont desequivalenes\inverses” l'une de l'autre entre Mod (G), et la categoriedesH (G;H,)-modules.

Preuve : Nous renvoyons a l'appendice de [18] (lemme A.3) ou une decomposition par le niveau est
obtenue pour desgroupesreductifs plus generaux, enreprenart un argumert de Vignerasreposart sur les
Itrations de Moy et Prasad. Dans les notations du paragraphe A.2 de [18], on peut choisir pour \p oints
optimaux" les isobarycertres desfacettes dont I'adherencecortient le point special assa@ie a GL 4(Ok ).
Pour un tel point x et tout r > n, ona Gy,+ Hp, doncla sommeP, desrepresenations P(r), r < n
de loc. cit. est dans Mod (G),,. Reciproquemer, toute represeration de Mod (G),, et en particulier
indﬁn (), cortient un type non-rami e de niveau> n, donc est quotient d'une sommede copiesde P,.
D'apresle lemme A.3 et le paragraphe A.1 de [18], la represertation P, decoupe un facteur direct de
Mod (G) qui n'est donc autre que Mod (G),,.

On assaie ainsi a tout ertier n 2 N un idempotent certral ".c de Z (G) qui \pro jette" la categorie
Mod (G) sur sasous-caegorieMod (G),,. Faisart agir cetidempotent sur la categorieMod (GD), onen
obtient un \facteur direct” ",.c Mod (GD). On peut interpreter ce facteur direct en termes de modules
lissessur l'algebre de Hedke H (GD;H,) des mesureslocalemer constartes a supports compacts et a
valeurs dans qui sort invariantes a droite et a gaudie souslimage deH, ! GD (algebre qui n'a
pas d'unit e, mais \su sammen t d'idempotents”). En e et, en notant toujours indﬁ'nD l'induction lissea
supports compacts,on deduit du fait precedert que lesfoncteurs

V7ivie et M 70ind3® (1) w4 e M

sort inversesl'un de l'autre. Cette fois-ci I'in terpretation geometrique sefait du cote LT :
Lemme 3.5.9 L'inclusion c_iefoncteurs Lo(M e ny )ttt (MR ) induit un isomorphisme
dansDP(H (GD;H,) Wwgsc)

RcMF.) ! R ¢ 2y M
qui induit a son tour un isomorphismedansDP(GD ~ WJs¢)

indﬁ? (1) w @HH)R cMF i) ! "ngR (MF;)
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Preuve : Noustraitons le cas = Z;, lesautres cass'en deduisart par extension desscalaires.ll sut

de montrer que pour tout  -faisceauetale D -equivariant F sur Pt = S&Zd, le morphisme canonique
oM@y ra(F) 1 o (M ;F ) induit unisomorphismeD Wy -equivariant

(3‘5'10) !1;D(M (Ii?l' ;n; LT ;n(F )) ! C; ( Ez'ir  F )Hn:

En e et, celamontrera d'abord 'existencede I'action deH (GD;H,) surleterme de gaude et permettra
doncdede nir R (M {%.,; ) commeun objet W -equivariant deDP(H (GD;Hy)). Puis celamontrera
aussiles autres assertionsdu lemme, puisque le foncteur despoints xes sousH, est bien-90r exact.

Vuelade nition de . (M “; ), pour prouver 3.5.10il sut demontrer quepour m > n, I'application
canoniqueinduit un isomorphisme

iD(Mﬁ;n; trn(F)) ! gl;D(ME?r;m? L m (F )
Rappelonsque le morphisme nn @ M. ! Mg estetale galoisiende groupe H,=Hpy et qu'on a
mn (MM @Y E ) GimM e (®) L (F ). Ainsi lisomorphisme cherche est tautologique si on

enlewe l'indice c (supports compacts), mais on peut rajouter cet indice ¢, par proprete et surjectivit e de

m;n -

Corollaire  3.5.11 Les -modulesH3(M 7;) , g2 N, sont GD-admissibles et méme G-admissibles.
Par consequent,le -module EndDb(ﬁ) "nc R C(W? ;) estdetype ni.

Preuve: Commerconspar la premiere assertion.Gracea 3.5.5,il noussut devoir que pour tout n 2 N,
le -mo dule HI(M (LOT) f‘a ) estdetype ni. Pour cela, rappelonsque M (LOT) ., estla bre gererique d'un

schemaformel 4 (LOT) .- On sait par diversesversionsdu theoremede Serre-Tate, cf [31, 11.2.7] et [11, 7.4.4],
gue ce dernier estisomorpheau complete formel d'un schemaalgebrique S, propre sur O™ (une certaine
variete de Shimura ou une variete de \Drinfeld-Stuhler") en un point ferme x, de sa bre speciale.ll
s'ensuit que M &2 s'identie a un ouvert distingue (di erencede deux espacescompacts) de l'analyti e
Sg&an de S2. On en deduit gracea la suite exacteassaieeala di erencedesdeux espacesompactsque
sa cohomologieest de type ni (cf [5, cor. 5.6] dansle casde torsion et [25, 4.1.15¢et 4.1.17]dans le cas
[-adique).
La secondeassertionvient du resultat suivant, de nature \th eorie desrepresenations" :

Soit  un anneau noetherien ou p estinversible. Soient A ;B 2 DP(GD) deuxcomplexesa cohomolajie
G-admissibleet de niveau ni. Alors Homps g5y (A ;B ) estun  -module de type ni.

En e et, graceaux suites spectraleshabituelles, il sut de voir que chaque Ext' so- HY(A); HX(B )
estdetype ni sur . Gracea la suite exacte

11 G=$%2 ! GD ! D=k ! 1

et la compacittdeD =K il sut encorede prouver que les -mo dules Ext' g HIA); Hk(B ) sort
de type ni. Commele -mo dule Homg P;HX(B ) estdetype ni desqueP estprojectif detype ni
dans Mod (G), il sut de prouver que H9(A ) admet une resolution par des objets projectifs de type
ni. On peut pour celainvoquer deux argumerts. Soit on reprend l'argument de Vigneras pour prouver
[49, Thm 2.11]enremplacant l'ingr ediert [49, 2.2] par 3.5.8. Soit on utilise la noetheriannite de Mod (G)
prouveedans[18], puisque HY9(A ) est par hypothesede type ni.

3.5.12 Une variante sans supports, du cote LT : Dans le paragraphe 3.3, la raison qui nous force
a utiliser la cohomologiea supports compacts est notre besoin d'un complexevivant dans la categorie
deriveeD (GD) des ( GD)-moduleslisses Sil'on remplace , par , on perd la lissite du groupe J et
on s'exposea desproblemesde coe cien ts I-adiques.Du céte Dr, celaest redhibitoire, mais du cote LT,
le complexeobtenu nous permettra de nous raccrocher aux travaux de Boyer.

Notons GD ¢ |e groupe GD muni de la topologie qui concide avecla topologienaturelle de G~ GD
et induit la topologie discrete du quotient GD=G = D =K . Si l'on suit la procedure de 3.3.1eny
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remplacart , par , on obtient un foncteur
(|V| (Lqr);ca; ): éliz;ceit(Ddisc) I (GDdisé\ ngisc)o

puis un complexeR (M 2®;) 2 DP(GDYsc  wdsc), Si  estune Z;-algebre nie, ona

RY(M(F%) = HIM F) = lip lim HIM Q5% =I"):
puisque pour chaquen, le systemedesH 9(M & W =I™) est AR-I-adique, cf [25, 5.9].

Notons avec un exposart - le foncteur contragredierte sur Mod (GDYs¢  wWgdis¢) et son derive sur
Db.

Lemme 3.5.13 Si = Z=I"Z ou Q,, il existe un isomorphisme canonique dansDP ((GDsc  wdisc)0)
R(MF®)R2d 2d 1) ! R (MF™) -

Preuve : Commenconspar construire un accouplemen

(3.5.14) R(MP®™) "R M) 1 2 2d@ d)

dansDP ((GD9s¢ Wy )9). Pour cela,remarquonsque si on sedonnetrois objets abeliensde Pt .¢; (D %5¢)
munis d'un morphismeF G ! H, onrecoltesur les sectionsle morphisme

(MEFF)  MF:G I (M{T:H)

qui, par etale- nitude desg™i", estGD ¢ Wy -equivariant. Dansle casou estdetorsion, enchoisissar
une resolution de Godemert plate et multiplicativ e de 'anneau , on obtient dansD P ((GDds¢  wdisc)0)
un morphisme
0);ca. 0);ca. O)jca. y .
R(M2ey LR (M@ )y 1 R (m@F )y
Lorsque = Z;, uneresolutioncomme-ci-dessuournit aussiune resolution asque del'anneau (Z=I1")n2n

dansMod (P71 & (D95)) et on obtient encoreun tel morphisme. On de nit ensuite 3.5.14 par compo-
sition avecla ededeDP((GDUsc  wdisc)0)

R o(MP®) " H22M9 2 24 ! 2 2d@ d)

ou la premiere edhe estjusti eepar le fait queHJ = O pour g> 2d 2, et la secondeest donnee par

la famille des morphismes\traces” H2¢ 2(M 2 ;) " (@ d) normalisespar le facteur jH;=H,j !
(pour avoir la bonne variance). On en deduit ensuite formellemert le morphisme de I'enone du lemme.

Supposons maintenant que = Z=I"Z ou Q. Puisque cet anneau est auto-injectif, le morphisme
de I'enone induit en cohomologiedes morphismesH (M @@y 1 H2d 2 agm @@y _ (1 ) qui
par construction, coencident sur les H, -invariants avec les isomorphismesde dualite de Poincare d0s a
Berkovich [7, Cor 2.3.i)] HI(M 2%, ) 1 H2d 2 aM 9%, ) (1 d) (voir aussi[25, 5.9.2]dansle
casl-adique).

4 Realisation cohomologique des corresp ondances

Dans cette partie, nous prouvons le theoreme A modulo une estimation sur 'action de l'inertie qui
seraobtenue dans la partie suivante. Nous identi erons toujours les certres respectifs de G = GL (K) et
D = D, aK , via lesplongemers canoniques.Un \caractere certral" d'une represetation de G ou
D estdoncun caracterede K

Fixons 2 Irr o} (D ) et notons! son caractere certral. Nous allons etudier dans un premier temps
le complexe

Rc[]=R (M™Q) g, 2DM(G W)
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La categorie derivee est celle des 6,—represernatigns de G Wk dont la restriction a G est lisse et
de caractere certral ! (rappelonsque R (M °; Q) vit dans D% (GD W), cf 3.3.3). Par 3.5.1, les
|

Hl(M ©;Q,) sort projectifs entant que represenations lissesde D et on a donc

j ' j ca. _

HI(R o ])G w gise He(M™:Q) QD

Pour faire court, nous noterons simplemert H.[ ] cesobjets de cohomologie.Par 3.5.11, ils sort G-
admissibles (et de caractere certral ! ), sort non-nuls seulemensid 16 i 6 2d 2, et nous allons
maintenant les decrire.

4.1 Description de la cohomologie, d'apr es Boyer

4.1.1 Represenations elliptiques \cohomologiques": onade ni et classi een2.1.11lesrepresertations
de G elliptiques \de type " notees ', pour| S .Parmi celles-ciseulescertainesapparaissem dansla
cohomologiedesespacesnodulaires, et meritent donc d'etre appelees\cohomologiques". Pour les decrire
on utilise la bijecton S ! f1; ;d 1gdecriteen2.1.13etonposepour06 i6d 1

6i .— f1; ;ig et

> .- fi+l; d 1g .

On corvient naturellemert que %90 = SRR L4( ) qui estla serie discrete de G assaieea par

la corresppndancede Jacquet-Langlands.
Th eoreme 4.1.2 (Boyer) Pour 06 i 6 d 1, il existeun isomorphismedeG D Wy -modules

HEWIT L O g () G
Les notations etd sontcellesde 2.1.10.

Preuve : Cette \preuve" va essetiellement consistera expliciter un dictionnaire ertre les notations de
[12] et cellesdu presen travail. Par 3.5.1,0n a

Hé[] G'WK Hé(M (O):ca;él) 50,

ou l'action de G Wk sur le dernier terme vient de la suite exacteO, | (G D We)? G Wg.
Par dualite et gracea 3.5.130n obtient

HL[ ] o w, HOMo, HLM @) o ;@

Homg 5 HI(M ©@°Q)- ~

K

oy Homg o iHEZI(MENQ) T dy

Wi

Boyer, comme Harris et Taylor, travaille sur les cyclesevanescets du schema formel M (LOT) . Rappelons
que d'apresBerkovich [7, Cor. 2.3.ii)], on a pour tout j 2 N :

HIMF*Q) ", R (2:Q):
Il decouledonc de la discussionci-dessusquepour 06 i 6 d 1,ona
HE 0, ko O = UG5 0-@ o)

dans les notations respectivesde Harris-Taylor [31, p. 87] et Boyer [12, 2.1.12].1l ne nousreste plus qu'a
appliquer le theoreme 4.1.3 de [12], en y specialisart les\variables" (s; ) en (d ; -), et en utilisant le
dictionnaire :

Il YSte( )-: gea () ! oreac( ) 1 [iis i ‘1]
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Le theoreme4.1.3de [12] nous dit alors que

uﬂﬁdﬂ( )G ‘WK >i_ ad (i (d d +2i)=2.

En changeann i end 1 i, endualisant et entenant compte de I'egalite ( >7d i)— = 61 donneepar
2.1.15,0n obtient la formule de I'enone.

4.2 Scindages et endomorphismes de R [ ]
Nous allons decrire I'algebre desendomorphismesde R [ ].

Corollaire 4.2.1 i) Le complexeR ([ ] estscindabledansDP (G).
i) Si 2 1Irry (G) esttellequeRHomg: (R ¢[ ]; ) 6 Oalors estelliptique de type
Preuve: Le point ii) estune conequenceémmediate du theoremede Boyer et de 2.1.17i). Le point i) peut

sedemortrer de deux manieresdi erertes, soit par le calcul desExt de 2.1.17ii), soit par un argumert
de poids, exactemen commedans la preuve de [17, Prop. 4.2.2] a laquelle nous renvoyons le lecteur.

Notons que R ¢[ ] n'est pas scindabledans DP (G~ WJis®), et que c'est justemert la tout le sel de
cette histoire. Nous poseronsdans la suite

d d M .
(4.2.2) X-)= ga(-)j j77 etC:= ®I[ (d 1+1)]2DP(G);
i=0

nous noterons V o _y le Q,-espacesur lequel agit 4 -), et nous appellerons scindagede R [ ] tout
isomorphisme

(4.2.3) P R[] ! C gV dans DP(G):
qui induit lesisomorphismes4:1:2 sur les groupesde cohomologie.

Remarque 4.2.4 LorsqueD estune categorie R-lineaire, R etant un anneau commutatif unitair e, et L
est un R-module libre de type ni, on a un (une classed'isomorphisme d') endofoncteurC 7! (C g L)
de D. On verie immediatementqu'on a un isomorphisme canonique de R-algebres

Endp (C L) I Endp (C) r Endr (L)
Ainsi, tout scindageinduit un isomorphisme
EndD!b(G) (R C[ ]) ! EndD!b(G) (C) o} EndéI V o _)
Par ailleurs, on a la description de l'algebre desendomorphismesde C

M o . )
Endpp gy (C) = Extg! °% °;

i>j
le produit sur I'espacede droite etant donne par le [ -produit. Notons alors T4 l'algebre des Q,-matrices
triangulaires superieuresde taille d , et (Ej )is; Sabase\canonique” :

Fait 4.2.5 Pour tout choix de generateurs ;1 2 Extg,  ©'*%; 81 Tlapplication Eijs1 7! i+
induit un isomorphisme

Ty ! EndD!b(G) (C ) .

Changer ce choix de generateurs revient simplementa composer avec la conjugaison par une matrice
diagonale.
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Preuve : Ceci decoulede la description du cup-produit 2.1.17ii). On renvoie a [17, 4.2.4] pour plus de
details.

Par la remarque 4.2.4,un isomorphisme commeci-dessusinduit un isomorphismed'algebresencore
note

Eﬂd@ \% o -) o} Tyg ! EndD!b(G) C o} \% o -)

Pour recapituler, on a obtenu
Prop osition 4.2.6 A tout scindage comme en 4.2.3 et tout choix de generateurs 4.2.5 est ass@ie un

isomorphismede Q,-algebres ! s'inscrivant dans les diagrammes commutatifs
EndD!b(G) (R c[ ]) —1/Eﬂd6| V o -) o} Ty ;
can Id Ej;

Ends HS Wi[] —2 JEndy Vo

oui2f0; ;dgetE; designela coordonnee diagonale(i; i) de Ty

4.3 Action de W¢ sur R [ ]
On etudie ici le morphisme canonique
Wk ! Autpy ) (R o[ ])
qui decrit l'action de Wk sur R ¢[ ]. Le resultat nal que nous visons est une version Wy -equivariante

de la proposition 4.2.6:

Th eoreme 4.3.1 Pour tout relevementde Frobenius geometrique , il existe un unique scindage
comme en 4.2.3 et un unique choix de generateurs 4.2.5 induisant un isomorphime , tels que le dia-
gramme suivant commute :

Endpp )R o[ ]) —IEndg, Vo) g T

‘ i

De plus, le choix de generateurs, et donc , estindependant de

Rappelons que la notation d a ete introduite au-dessusdu lemme 2.2.8. Sa classed'isomorphisme

d 1

est, a torsion prespar j |z , la represenation speciale de dimensiond . En consquence,la classe
disomorphismedela represertation % -) ;' estla correspondante de Langlands 4(JLg( -)) tordue

parj j=.

Par ailleurs, nousavonsfait le choix contestable de xer un generateur deZ,(1) danslesconstructions
qui interviennent pour I'enone ci-dessus.On laisseraau lecteur interesg le soin de suivre I'e et d'un tel
choix dans ces constructions et on renvoie a la partie 4 de [17], pour une discussionplus \canonique"
d'une situation analogue.

Le reste du paragraphe est consace a la preuve du theoreme ci-dessus,en admettant la proposition
4.3.9 ci-dessousjaquelle seraprouveedans la section suivante.

Lemme 4.3.2 (monodromie quasi-unipotente) Il existe un unique endomorphismenilpotent
N 2 Endpb ) (R c[ ])
tel que, si | Ik designele noyaude 9 =iy » alors
8i21; (i)=expNt (i)):

De pluson a
(4.3.3) 8W2Wk; (WN (w) =g ™N = jwjN :
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Preuve : Commercons par remarguer que |'enone est insensible a la torsion par les caracteres non-
rami es.Eneet, si :Z ! Q, estun caractere,alorsdapres3.5.1,0n a un isomorphisme

R [ ( INrj I R[] (  jdet ) ] jwl) dans D!b( j:ji)(G ngisc):
Quitte atordre par un caractere non-rami e, on peut donc supposer! ($) = 1. On a alors
Rc1=R «(MTQ) 55

enposart D := D =$4. Choisissonsde plus n 2 N tel que JL( )"~ 6 0 (rappelonsque H, = 1+
$ "M 4(Ok)), alors d'apresla description de la cohomologie4.1.2, et en utilisant les notations de 3.5.8,
on a méme

Ro[1=(ncR (M 7:Q)) 55 :

Par de nition, le morphisme donnart l'action de Wy sefactorise par
(4.3.4) Endpy () “no R oM %52)) 4 Endpre) (R o ]):

On sait par 3.5.11que le Z,-module de gauche est de type ni.
Notons maintenant N ( ) le noyau du morphisme canonique

Y .
Endps ey (R [ ) TV Endg HJ ™[]
' i
et N ( ) sonintersectionaveclimage de 4.3.4,qui estdoncun Z;-module detype ni. On sait queN ( ) est

forme d'elemerts nilpotents d'ordre 6 d , cf [17, A.1.4] par exemple,et quele groupe U°( ) := 1+ NO( )
est naturellement un pro-l-groupe, cf [17, A.2.1]. Plus precismert, on a

U()% 1 dim U()°=(d +1"N( )9):

n

Par de nition, le groupel del'enoneestun sous-grougd'indice ni delx qui estaussidansle noyau
de I'action de Wy sur chaqueH ([ ], par la description de la cohomologie4.1.2. Par consequert  envoie
| dansle sous-groug U( )° de Aut (R ¢[ ]). Comme un morphisme de groupes ertre groupes pro nis

est automatiquemert cortinu, le morphismel | U( )° sefactorise par le plus grand pro-l-quotient de
| . Mais celui-ci n'est autre que I'image de | par le morphismet :l1x ! Z,. Cette image est d'indice
ni, doncdela formel™Z,, et I'on peut par conequert ecrire
821 ; (i)=u ©F
ouu?2 U()%estlimage par denimporte quel elemert del s'ervoyant surI™ part .
Posart alors N := | Mlog(u) 2 N ( ), (le logarithme etant bien de ni puisque u est unipotent), on
obtient

(i)=exp(t (iI);N); 821 :

Puisque pour tous (w;i) 2 Wx | ,onat (wiw ) =g ™Mt (i), 'endomorphismeN doit satisfaire
I'equation 4.3.3. En n, sonunicite est eviderte.

Soit un relevemert de Frobenius geometrique. Considerons|'application

4.35) (W): Wx ! Endpp) (R ol ) .
e w 7! (Wexp( Nt (i (w)) ouw= Mj (w)

L'equation 4.3.3 assure que l'application est un morphisme de groupesWyx ! Aut(R ([ ]). Par

construction, celui-ci sefactorise par Wx ! W =l qui estdiscret.
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Lemme 4.3.6 Il existeun unique scindage  comme en 4.2.3 tel que le diagramme suivant commute :

EndDP(G)éR C[ ]) —1/End V o( -) o} Ty

0
i)

G

K

Rappelons que la representation 3° se factorise par la diagonale de Tq , donc la commutation du dia-
gramme est independante du choix de generateurs de 4.2.5 pour de nir

Preuve : Comme dans le lemme 4.3.2, notons | Ik le noyau de -)ilx » Qui est aussi celui de
(' )ji« » par construction. Puisquelk =l est ni, on peut trouver un ertier n 2 N tel que (I'image de) "
soit central dans le groupe Wk =I . Par le lemmede Sdhur, I'automorphisme 9 -)( ") deV o _y estun

scalaireque I'on notera 2_6, . Par la description 4.1.2 de la cohomologie,on voit que 'endomorphisme
HA i (") deHZ ¥i[] (i.e l'action de " sur HZ **I[ ]) estannule par le polyndbme X gV
Par [17, lemme A.1.4], il existe donc un unique scindage tel que (pour tout choix de )

s ( (")= DiagL;q"; ;d" )2Endg Vo _) Tq:

Or, lecommutant de  Diag(1;q"; ;g™ ) dansEndg Vo ) Taq estEndg Vo _) 6;’ ou 6?
designeici la sous-algcbre desmatrices diagonalesde Ty . Ainsi, puisque " estcertral dansWy =ker( ),
ona

—d
Im( ! ) Endg Vo) Q:

Mais par le diagramme commutatif dela proposition 4.2.6et la W -equivariance desisomorphismes4.1.2,
on en deduit que

8w2 W (° ) (w)) C)wiwj ' Ei

A -)w)  jwj 'Ej
i=0

ou E; designetoujours la matrice elemertaire de coordonnees(i; i) de Ty . Le scindage  fait donc
bien commuter le diagramme du lemme. Pour l'unicit e, remarquonsque toute autre solution °verie la
conclusiondu point ii) de [17, lemme A.1.4] pour ", et cencide doncavec par l'assertion d'unicit e de
ce méme point.

4.3.7 Preuvedutheoreme4.3.1: On gardelesnotations precdertes; enparticulier, estle scindagede
R ¢[ ]dulemme4.3.6,et N I'endomorphismenilpotent de R [ ] donne par le lemme 4.3.2. Choisissons
un arbitraire pour commencer.Comme N induit I'endomorphisme nul en cohomologie,on a

. X
( YN )2  End

i>j

a Voo B

ennotant (Ej )i>; la base\canonique” de Ty . D'autre part, on deduit de 4.3.3la relation
(4.3.8) (WN  (w) = jwjN
pour tout w 2 W . Appligueea l'elemert " de la preuve du lemme 4.3.2, pour lequelon a

& 1
(G "= | q"(d E;j);

i=0
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cette relation implique que

dy 1

( YN )2 Endg Vo) Ei 1

i=1
. P .
Ecrivonsdonc (1 IN)=M; E; 1i avecM; 2 End@ V o _y . Par de nition de
pour tout w 2 Wk
1
(. ) (w) = A -)w)  jwj 'Ei:

i=0

,ona

La relation 4.3.8 implique donc que chaque M; commute avec Y -)(w) pour tout w. Par le lemme de
Sdur, on a donc M; 2 Q,. Quitte a changer , on peut alors supposerque M; est soit nul, soit egal a
1. Pour achewer la preuve du theoreme 4.3.1, il nous reste a prouver que les M; ainsi obtenus sort tous
inversibles,auquel cas, le changemen de est d'ailleurs unique. De maniere equivalente, il nous reste a

prouver :

Prop osition 4.3.9 N? 16 0.
Nous reportons la preuve a la section 5.

4.4 Preuv e du theoreme A

Nous prouvons ici le theoreme A, a partir du theoreme 4.3.1. Nous noterons simplemert R . :=

R (M °;Q)) l'objet de D% (GD  wdse) construit en 3.3.3.
|

Lemme 4.4.1 Lesdeuxenonces ci-dessoussont equivalentsa I'enonce du theoreme A :
i) Pour toutes representations 2 Irr 3 (G), 21 3 (D ) de méme caractere central, on a :

d 1

. i jz si =1LJ
H RHompsgp) (R o -) " aC)l ] 2O sinon )

i) Pour toutes representations 2 Irr ) (G), 2Irr ) (D ) de méme caractere central ! , on a:

1

. . a( )j 1z si =LJa()
H RHomps ) (R [ [} ) Wi 0 sinon
La de nition deH a ete donnee dans l'intr oduction.
Preuve : Soit! le caracterecertral commun. On a une factorisation
Homeo ( i -): Modg (GD) ™™ " "Mod, 0 )™ 1" 'Q ew.

ou les deux dernierescategoriessort semi-simples.En particulier, on a un isomorphisme

Homp (; H (RHomg (R ¢; ))) ! H (RHomgp (R ; =)

qui bien-90r est W -equivariant. 1l estalors clair quel'enone du theoremeA implique le point i). Compte
tenu du fait quela famille de foncteursHomp (; ), 2 Irry (D ) est d elesur la categorieMod, (D ),

la reciproque est encorevraie. Le point ii) est equivalent au point i), gracea la factorisation

Q,!D HomG!( )

Homgp ( ; -): Modg (GD) Mod; (G) 'Q ewv:

Fixons a nouveau 2 Irr 3 (D ) de caractere! , ainsi qu'un sous-enserble| S , et posons

H':=H RHompy) R []; '
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C'est un Q,-espacevectoriel gradue de dimension nie muni de l'action par automorphismesde degre 0
de Wk induite par l'action t Wk ! Autpp)(R ¢[ ). En vertu de 4.4.1ii) et 4.2.1ii), le theoreme
A seraprouve une fois qu'on auraidenti e H' a 4( ')j del.

Notons N' I'endomorphisme de degre 0 (d'espacevectoriel gradue) de H' induit fonctoriellemert par
I'endomorphismeN deR ([ ] dulemme4.3.2.Choisissonsun relevemert de Frobeniusgeonetrique et
notons H'® la represernation graduee lissede W induite par l'action D Wk ! Autpeg)(R ¢[ ]
de nie en 4.3.5. Le couple (H'* ;N') est la represetation de Weil-Deligne assaieea H' (et aux choix
de et ).

En utilisant le scindage de 4.3.6,0n obtient la premiere ligne de

Y . .
HY H RHomp (g A 0 R R I
i=0 1
1

i _
1 Wi 0( _)_ @ EXtG(;I[;l ) Gi; | 5, J ]I[d 1+ (l, |)]A
i=0

et la deuxiemeligne vient du calcul d'extensionsde 2.1.17.
On veut maintenant expliciter 'endomorphisme N'. On procede exactemen comme dans [17, 4.4].

Notons ; 1 2 Extg, ©'; ®" ' ,oui 2 fl, ;d 1g les gererateurs qui de nissent lisomor-
phisme  du theoreme4.3.1 et choisissonspour chaquej 2 f0; ;d 1g un gererateur de la droite
ExtG(;'!;I ) 6. I Alors l'action (adroite) de (N ) surH' estdonneepar

e7'el iia2Qemn:

La formule pour le [ -produit de 2.1.17ii) montre quee; [ i+ estnon-nul siet seulemensi (i+1;1) =
(i; 1) + 1 et desconsiderations elemertaires montrent que cela se produit si et seulemen sii+ 12 |°¢
(complemertaire del dansS = f1; ;d 1g).
Oublions maintenant la graduation de H' . La discussionde [17, 4.4] montre alors que

H " we A=) &

et compte tenu de la de nition 4.2.2de Y -), del'egalite _ = - et de la compatibilit e de la corres-
pondancede Langlands aux cortragrediertes, on obtient

I L. |
H Wy d=d ()] J77 d
1 d

Cwe e () 4D 0T 0T Wi

par la description 2.2.8 de la corresppndancede Langlands pour les represenations elliptiques.

Remarque 4.4.2 Ecrivons| = fiy; ;ij;g dansl'ordre croissantet posonsio := 0, ijjj+1 = d etdy :=
ikew Ik pour k = 0; ;jlj. Alors la discussionde [17, 4.4] montre qu'en tant que W -representation
graduee on a
N/” . d d
H'[L d]’ a=a () g diT7
k=0
Ainsi les composantessont indecomposableset rangeespar ordre croissant de poids de 2 en 2.

g+ 2K]:

5 Mono dromie et varietes de Shimura

Un des buts de cette section est de prouver la proposition 4.3.9 et donc de terminer la preuve du
theoreme A. Ceci fera intervenir le systeme des varietes de Shimura etudieespar Harris-Taylor (ou son
analogue d a Drinfeld-Stuhler en egalescaracteristiques), ainsi que la description de la Itration de
monodromie de leurs cyclesevanescets par Boyer.
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Dans la deuxieme partie, on prouve la conjecture monodromie-poids pour les varietes uniformisees
par les revetemerts de l'espacesymetrique de Drinfeld. Ceci s'applique a certaines varietes de Shimura
unitaires etudieesnotamment par Harris [29], Carayol [15] et Rapoport [41]].

On note toujours G = GLy(K) et D = Dy.

5.1 Varietes de Harris-T aylor

On s'interesseici aux varietes de Shimura etudieespar Harris et Taylor dans[31]. Plus precisemert,
on supposeque K estle complete en une placew d'un corpsCM F veriant leshypothesesde [31, I.7], on
xe un \niv eauhors p* UP  G(A! P) d'un certain groupe unitaire G de ni aussien [31, I.7] et qui a la
placew estisomorphea GL 4, puis pour un ertier n, on note Sy 1., le Ok -schema propre et regulier note
Xur:m dans[31, 111.4], avecm = (n;0; ;0). On notera avec desexposaris ou s les bres generiques
ou specialesde cesobjets et j et i lesimmersionscorrespndartes, decoreesdesindices pertinents.

L'entier n correspond a une structure de niveau (a la Drinfeld-Katz-Mazur) H, = 1+ $ "M4(Ok ) en
w sur le problemede modulesde nissant la variete de Shimura sur Ok . Par desconstructions analoguesa
cellesutilis eespour la tour de Lubin-T ate, la famille des(Sy 1:n )n2n €Stmunie d'un systemede morphismes
nis g™i". Une maniere agreable de formaliser ceciest d'intro duire la categorie suivante :

Denition 5.1.1 On note N(G) la categorie dont les objets sont les entiers naturels et les echessont
donneespar

Homye (N;m) := Hnnfg2 G;gHng ' Hmg=Hn;

la composition etant induite par la multiplication dans G. On note aussi N(G°) la sous-@tegorie dont les
echesviennent de G° = ker jdetjx .

Aveccette de nition, la famille desSy 1., estlimage d'un N(G)-diagramme, i.e. un foncteur de N(G) dans
les Ok -schemas. Cette formulation invite a utiliser le langage des categories(co)- br ees.Par exemple,
on dispose de la categorie Perv(S;5; Q) au-dessusde N(G), dont les bres sort les categoriesde Q-
faisceauxpervers sur les SijTa;n et qui est br eepar lesPg™i" et co breepar lesg™". Les sectionsde
cette categoriebi- br eeserort appeleesFaisceaux Pervers de Hecke Ce sort donc dessystemes(F ), de
faisceauxpervers munis de morphismesde transition F,, ! g™"F,. En vertu de I'exactitude desg™",
ils forment une categorie abelienne, que nous noterons FPH.

Lesresultats globaux principaux de Boyer dans[12] concernernt le faisceauperversde Hedke R forme
par le systeme des cycles evanescets decaksR ( Sy 1, :Q))[d 1]. Celui-ci est muni d'une action de
Wy compatible avec celle sur k°@. En particulier, on a pour chaque etage un operateur de monodromie
nilpotent N, deux lItrations K (croissarte) et | (decroissate) de nies respectivemert par les noyaux
et lesimagesdesiteresde N,, ainsi que leur corvolution M , appelee\ Itration de monodromie”. La
famille desN,, de nit un endomorphismeWy -equivariant N de R et lesfamilles de ltrations induisent
des ltrations W -equivariantesK R, | R etM R delobjet R dansFPH. Il n'est pasevidern a
priori que N soit nilp otent, ou que ces Itrations soiert nies. Mais celaresulte du corollaire suivant de
la description 4.1.2:

Fait 5.1.2 (Boyer) Pour tout n 2 N, l'action de |k sur le Q-faisceau constructible R ( SHTn Q) se
factorise par un quotient ni.

Preuve : Ceciequivaut a dire que l'action de N, sur R ( Shtin ;Q,) esttriviale, cequi severie surles
bres. Soit x un point geometrique de S 1.,. On sait qu'il existe un ertier h tel que le complete formel
de Sy 1. le long de x s'identie a I'espacedes deformations avec stuctures de niveau n d'un groupe de
Barsotti-T ate sur k°@ de dimension 1, hauteur d et dont la hauteur de la partie etale esth. Ce dernier est

formellemert lisse[31, p. 80] au-dessusde I'espaceN/I (LOT) f} " des deformations avec structures de niveau

n de sa partie connexeet on a donc par le theoreme de comparaisonde Berkovich R ( SHTn 1Q)x
Hi(m © ;;?1 hea.Q,). Par 4.1.2, l'action de l'inertie y est semi-simpleet donc potentiellement triviale.

Puisque l'operateur N, est nul sur les faisceauxde cohomologie,et puisqueR ( Sy 1., :Q,) estd'am-
plitude cohomologique[l d;0], 'operateur N, est nilpotent d'ordre 6 d. Par consquert N est aussi
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nilpotent d'ordre 6 d et les ltrations de R sort nies. On peut precisercela en decoupar, suivant
Boyer, les cyclesevanescets selonl'action de l'inertie (voir aussila preuve de 5.1.8):
M
R = R ;
2Irr6| (Wg )=

decomposition dans la categorieFPH et ou les sort prisesa equivalenceinertielle pres.Alors il resulte
de [12, 5.4.7] que R est d'amplitude cohomologique[l d ;0] ou d := bd=dim( )c et donc que
'operateur de monodromie N est nilpotent d'ordre 6 d , que les gradues grﬁ = 9= (R ) et
grg = Kps1=Kp(R ) sort nuls endehorsde 06 p;q< d et quelesgraduesgry! := My sMy(R )
sort nuls endehorsde d < k < d . Le theoreme5.4.5 de [12] decrit les gradues de la ltration de
monodromie M R, et il n'est pasdicile d'en deduire les bigraduesde la biltration | K (R ), cf
la preuve de 5.1.6 ci-dessous.

5.1.3 Bien-s0r, le lien entre lesresultats globaux de Boyer et lesresultats locaux dont nousavonsbesoin
sefait enprenant la\bre enun point supersingulier" deR . Plus preciemert, donnons-nousun point
supersingulier x dans S3T.o. On sait que les morphismesg®" sort totalement rami esau-dessusde x et

quesig2 GO, la preimagereduite de x dans S,i;cTa;n est un singleton f x,, g independart de g. Le systeme

desx,(R , ) estdonc un foncteur cortravariant de N(G°) dans D®(Q,) (on identi era cette derniere
a la categorie des espacesvectoriels a graduation nie). En passarn a la limite inductive, on obtient un
espacevectoriel gradue muni d'une action de G°. D'ou un foncteur additif

X : FPH ! gr Mod5| (G®) := fQ,-represenations lissesgradueesde G°g:

On sait que le complete formel (etage par etage) de la tour S[i'; le long de la famille x, S'identie a
M (LOT) , et par le theoreme de comparaisonde Berkovich, on a donc un isomorphismeG® | -equivariant

! M i 0);ca.~ .
x (R) H'M 3775Q)[d 1 il

De plus, l'action de O, par automorphismesdu complete formel de chaque S{;., en x, munit x (R)
d'une action de O, a priori, et lisomorphisme de Berkovich ci-dessusest equivariant, puisque canonique.
En fait, l'action de G® O, Ik sur I'espacevectoriel gradue x (R) estla restriction d'une action de
(G D W) quel'on obtient enconsicerart le complete formel de S;5 le long de I'orbite Galoisienne
X = (Xn)n2n dex sousWg . En e et, celle-ciest un sousN(G)-diagramme de S5 de dimension 0, dont
le complete formel assaie est muni d'une action de D . Le stabilisateur du complete formel en x est
justemert (G D Wg)O.
Pour decrirex (R ), il estplus commaode de modi er le foncteur x en posart :

ix :=indGegz x : FPH | grModg (G=$7)

ou$ estuneuniformisante de K G. Alors l'objet ix (R ) estun facteur direct stableparG D
Wk deH (M 8 =$%;Q,) dont la restriction alx est -isotypique. D'apresla description de Boyer 4.1.2
et la dualite 3.5.13,0n a donc:

! !

. N M M | . . -
(5.1.4) ix (R ) 6o w | H I 1] [1 d@a d
' M qVI ! >j 0y H H | .
(5.1.5) 6 b we - () D[ i] [d 1]
ou designela conjonction desdeux conditions! ($) = 1et U ) (equivalenceinertielle) et

% ) estde nie en4.2.2.En particulier x (R ) estnul sile degrede ne divise pasd.
On aimerait transferer la bi ltration de R . Pour cela, on remarque que le foncteur x est \exact"
dansle senssuivant :
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Lemme 5.1.5 Lefoncteur x seprolongeen un foncteur de la categorie dessuites exactesde FPH dans
la categorie destriangles distingues de gr Modg, (G9).

En d'autre termes, une suite exacte A ! B  C induit une longue suite exacte
I x A 1 xB" I xC' I xA*l

Preuve : Notons temporairemert D? la categorie dessectionsde la categorie bi- br eeau-dessusde N(G)
dont les bres sort lesD2(S;T.,: Q). La categorieF PH estune sous-caegoriepleinede D 2, et le foncteur
x estla restriction d'un foncteur de sourceD?, encorenotex et de ni dela mémemaniere. La categorie
DY est additive, Z-graduee, et munie d'une famille eviderte de triangles distingues: ceux qui a chaque
etage le sort. Le foncteur x est exact, i.e. envoie triangles distingues sur triangles distingues au sens
du lemme. Ainsi, il noussura de montrer que toute suite exacteA ] B  C secomplete de maniere
unique en un triangle distingue de D&. Or, a chaque etage, on connait l'unicite de , : C, ! A,[1]
completant la suite A, ! B, ! C, enun triangle distingue [1, Cor 1.1.10ii)]. Cette unicite et la
p-exactitude desg™'" assuren que le systeme( ), estbien un morphisme dansD?.

D'apres le lemme ci-dessus,la bi ltration de R induit une \bi ltration"  sur son image X R
dans ngon (G% (en termes rigoureux, un objet spectral au sensde Verdier [48, 11.4]). Par de nition,
elle est I ¢ -equivariante, et par le theoreme 2 de [26], elle est aussi O -equivariante. En fait, elle est
(G D Wy )°-equivariante, commeon le voit en repetant cesargumerts pour l'orbite GaloisienneX
de x, puis en serestreignart a x.

La suite spectrale assaieea la Itration de monodromie dex R  estertieremen decrite par Boyer.
Voici une reformulation de cette description, en termes de bi ltration, et adaptee a nos besoins par
corvention, nos graduessort donnespar grfI = 19=9% et grg = Kp+1 =Ky

Th eoreme 5.1.6 (Boyer) Soit 2 Irr g, (Wk ), etrappelonsqued = bd=dim( )c.
i) Le Q-esmee gradue x (gr!grf R ) estnon-nul seulementsi p;q> Oetp+ q< d , auquelcasil
estconcentreendeggre p+ q d + 1 et donne par :

M
x (oo R Dp+q d +1] P U)a p)

Wi

ou > estl"unique" extensionnon triviale de > *! par > dansMod, (G) pour 0< i< d et
>d — >d — ;

i) Pour tous p;q> Otelsquep+ q<d 1, le morphismeG D W -equivariant

ix (ofgrS R p+q d +1] ! ix (g grf R )p+g+1 d +1]

deduit par declage et rotation du triangle distingue gr®™ 1 19=19*2 1| gr? est donne (mo-
dulo isomorphismes) sur chaque facteur direct par I"unique" morphisme G-equivariant non-nul

>p+q >p +g+1

Preuve: L'assertion surla nullit e endehorsdu triangle p;gq> Oetp+qg< d estunesimpleconsquencede
la de nition des ltrations | etk etdu fait queN9 = 0. Noussupposonsdorenavant que cesinegalites
sort veri eeset nousallons d'abord montrer queix eq(gr}q grg) estconcerireendegrep+q d + 1. Pour

cela,le Iplus commade est de seraccrocher a la description desgr} (R ) par Boyer. Par de nition, on a
g = b a=k gr} grg . Inversemen, pour recuperer les bigraduesa partir du gradue de monodromie, il

faut serappeler que l'operateur N envoie | 9K p(R ) dans19*1 K, ;(R ) etinduit un isomorphisme

N corfgrs (R ) ! g™ gy iR )
tant que p > 1. On en deduit lesformules:

(5.1.7) orfors = ker oM M oM, et NPigifglk 1 g grk
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D'apresBoyer [12, 5.4.5], les gradues de monodromie sort de la forme

" M
g (R )= Pt )(?)
jki6 6 d
t k 12

ou P(t; ) estle faisceaupervers de Hede note P(g;t; ) dansloc. cit avec le dictionnaire suivant :
g ! dm()et y I (), et (?) designeune torsion a la Tate qui ne nousimporte pasici. De par
leur de nition, chaqueP(t; ) est semi-simplede longueur nie et sansmultiplicit e. De plus, lesP(t; )
sort deux-a-deux \disjoin ts". On deduit alors desformules5.1.7 et par une recurrencefacile que

glgrs (R ) =P(p+q+ 1 )?):

Le theoreme 5.4.7 de [12] decrit (entre autres) la cohomologiede x (P (t; )) et montre que celle-ci est
concenreeendegret d , d'ou la premiere assertiondu point i).

Considerons maintenant la suite spectrale (G D Wy )%-equivariante assiee a la ltration de
monodromie N o o

Ef = H"(x (@R ) HIxR )

Du simple fait que la cohomologiede x gr} grg estconcerireeendegrep+ g+ 1 d , ontire pour tous
p:q:

) x (gfgrk (R Np+g+1 d]=E]P#* ¢,

i) La echedu point ii) estla di erertielle d P2t ¢

Les assertionsrestarntes sort donc consquencesdu theoreme 4.2.3 de [12], puisque dans le dictionnaire
erntre nos notations et cellesde loc. cit,ona > ! [i] [s "i]

Pour pouvoir utiliser ce theoreme, il nous faut maintenant relever le foncteur x vers la categorie
D%| (GY). Malheureusemen, cela poseplusieurs problemestechniques.

Le premier vient du formalisme |-adique. Pour I'expliquer, rappelonsque pour X schemade type ni
sur un corps de dimension cohomologique nie, la categorieD 2(X; Q,) est de nie commelimite inductive
descategoriesD2(X; )| %] ou decrit les anneauxd'entiers d'extensions nies de Q; et les morphismes
de transition sort donnespar extensiondesscalairesde [ f]a 97]. De plus, chaqueD2(X; )[ {] s'iden-
tie naturellement a une sous-catgorie triangul ee pleine de la categorieD * (% et)[ll] (via les complexes

\normalis es" d'Ekedahl, cf [26, Prop 2]). Enn, chaqueD™ (8¢) est munie d'une t-structure perverse
[26, Thm 7] qui induit sur D2(X; )[ %] la t-structure perverseintermediaire [26, Cor 3] et pour laguelle les
morphismes nis sort t-exacts.Notons alors FPH la categoriedessectionsde la categoriebi- br eesur
N(G) dont la bre enn estle coeur dela t-structure perversesurD* (S’H‘ T-net ). Par t-exactitude desfonc-

teurs de transition gmj”, cette categorieest abelienne.Soit FPH ¢ sasous-cakegorie pleine (abelienneet
epaisse)formeedessections(K n)nzne) avecKn[+]2 D(Sytin; ) 1l Plutdt qu'avecla categorieF PH
nous travaillerons avec la categorie abelienne F P H © suivante :

FPH®:= lim (FPH® [I—l]):

On a un foncteur evidet FPH? | FPH, exactet d ele, dont le defaut de pleinitude vient de ce que
cette construction \b orne" les denominateurset l'algebricite lorsqu'on bouge dans le diagramme.

Par de nition, le complexedes cyclesevanescets R  est naturellemert un objet de FPH S dont la
valeur enn 2 N(G) est (R( Sut.n; )) . Par corire, son operateur de monodromie N n'est a priori
pas un endomorphismede R dans FPH?C car il estde ni a chaque etage par un logarithme dont les
denominateurscroissen avec le niveaun. Cependart on a le lemme suivant :

Lemme 5.1.8 Soit 2 Irrg (Wk). LeplongementR | R dansFPH etl'operateur de monodromie
N sont danslimage essentiele de .
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Preuve : Commercons par expliciter la construction de R dans la categorie FPH. Notons pour
cela :lx ! Endepy (R) Tlaction de l'inertie. Par de nition de N, l'application e : i 2 Ix 7!

(i)exp( t;(i)N) de nit une action localemen constarte de lx sur R et seprolonge donc en un mor-
phisme de Q,-algebres H@(IK) I Endrpy (R) ou H@(IK) designel'algebre des distributions lo-
calemen constartes sur l¢ . Le facteur R est decoupe via e par lidempotent de H@ () assxie a

Choisissonsune base (I )m2n de voisinagesde l'unit e de | ¢ formee de sous-groupes ouverts de |
normaux dansWk , et notonsR |, le facteur direct deR dansF PH decoupe via e par la represenation

. . t -
triviale del,. On a une suite exactel), | I ! Im°Z| avec |/, un pro-1%groupe. Comme la restriction
delaction al, estlocalemert constarte, on a un idempotent [}, ] ou 1112 Hz (1)) estla mesure
de Haar normalisee. Choisissonsun elemert T, 2 I, tel quet(Ty,) = I™ . On a alors

X
R m= ker ( (Tm) 1)Jt|m [
t2N "

et son operateur de monodromie est donne par
NiR o = s 100( (Tm)):
On a deja remarque que N est nilpotent d'ordre 6 d. On a donc aussi
R m=ker ((Tm) 1)jdim 0]
Or, lesendomorphismes [I|,] et (Tyn) deR sort dansEndgppo(R). Cecimontre I'enone du lemme

pour R , alaplacede R et on endeduit aussitdt I'enone du lemme puisqueR = (R ) des
quely, ker

Prop osition 5.1.9 Il existeun foncteur x4 s'inscrivant dansun diagramme essentielement commutatif

FPH — /D (G°)
|

H'[

FPH ——/grModg (G°)

exactau sensdu lemme5.1.5 et tel qu'on ait un isomorphisme canonique et compatible a I'action de W
XeqR ' R(M P Q)[d 1] dans D2 (G°):

Admettons ceresultat momertanemert et posonsix ¢ := indSog 2 Xeqs QUi €stdonc un foncteur \exact"
de FPH dans D%I (G=$7) etervoieR surR (M @ =$Z,Q))[d 1]enrespectart lesactions de Wy .
D'apres5.1.4,0n a un isomorphismel g -equivariant

M
iXeq(R )" (R} V) di@d d);

l'action de I surle Q,-espaceV etant triviale.

5.1.10 Preuve de la proposition 4.3.9: Fixons 2 Irr g, (D ) comme dans la partie 4 et posons
= Y ), desortequed = d . Par l'isomorphisme precedert, il sut de prouver que

iXeq(N )¢ 180

39



. . d 1 . . . . .
En e et, celaimpliquera N 6 0 pour au moins un ©° , Ce qui, par torsion, impliquera alors

d 1
N 6 0.

Par de nition des ltrations, l'operateur N ervoie | 9K (R ) dans| 91K, (R ) et induit un
isomorphisme

N :grfgrls(R ) ! o™ gk (R )

tant quep > 1. En particulier, puisquelesgr! R et gr,’§ R  sort nuls pour p;ghorsdef0; ;d 1g,
on a un diagramme

Nd 1
L A
R RO
can 4+ can
grPgrs R —Jgrd lgk R

ou les applications can sort les projections et injections canoniques(notons qu'on a aussigr’ gr§ | =

g | et gr:j 1grg = gr)! 4 ). Nous dewons donc etudier les morphismes ix eg(Can.) et ixgq(can )

dans la categorie D%I (G=$%). Pour cela, remarquonstout d'abord que d'apres5.1.6i), la cohomologie
des complexesix eq(gr,q grg R ) estconcernreeenun seuldegrep+ q 1 d . Ce miracle determine
completemert cescomplexesdans la categoriederiveeD%I (G=%$%), et I'enone de 5.1.6 est encorevrai si
I'on y remplaceix par ix 4. En voici une consquence:

Lemme 5.1.11 NotonsV®:=V V.
i) Le oomplexexeq(lqgrg R ) est non-nul seulementsi p;q> Oetp+ gq< d, auquelcas il est
cohomolgiquementconcentre endegrep+ q d + 1 et donne par :
0 1
M
Xeq(l%grg R )" @ 79 VA 1 p (

0

et le morphisme canonique ix eq(I‘l'grg R ) ! ixeq(grﬁ grg R ) estinduit (modulo isomor-

phismes) sur chaquefacteur par linjection P*91 “P*9

i) La\ltr ation" par lesnoyaux(ix (K R )) estcanoniqueau decalagedel d pres,ce quisignie
que pour tout p, on a un triangle commutatif

X eq(KpR )—I/Iiéeq(R )
r ||I

|||i'(mc|
<p +1 d (IXEQ(R ))

Preuve : On demortre le point i) en xant p et enfaisant une recurrencedescendate deq= d 1 p
a0.Eneet, lecasq=d 1 pestdonnepar l'egalitel® * Pgrk = gt ! Pgry et le point i) de
5.1.6. Supposonsla propriete demortr ee pour g+ 1, et consideronsle triangle distingue

(5.1.12) Doa9grs [ P9 1 ogrgrp [ P9 1 19t gr[1 o iP9):

Par I'hnypothesede recurrenceet par 5.1.61), les deux derniers objets sort dans le coeur Mod@ (G=%$%).
Par I'hypothesede recurrenceet 5.1.6 i), la ede entre eux est induite (modulo isomorphismes)sur

L. i P +1 pa . . . . .
chaque facteur par linjection ', ! 's . En particulier cette ede est surjective, donc le premier

membre | 9 gr,f [ iPd9] du triangle 5.1.12est lui aussidansle coeur Mod@ (GY) et s'identie au noyau de
la deuxieme ede, ce qui achewe le pasde recurrence.

Pour le deuxiemepoint onagr = 1°gry , doncle complexex.,(grf ) estconcerreeendegrel d +p,
par le point i). Le point ii) en decoulepar une recurrenceimmediate.
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Commeles ecescanoniquesl ®gr |, I grlgrk |, etH® ! ., sort desisomorphismes(pour
Xeq(R ), le point ii) du lemme fournit un triangle commutatif

De meéme,la emegr}j 1grg I gr§ permet de factoriser X gg(can )
. tr onq .
Xeq(R) ) &——H! ¢ (iXeq(Ry Nd 1]
iX oq (Can )‘

_ _
X q(ar!  tarf) —————Jixgq(ark)

oula ete s'identie ala compose

X eq(l d 1 grg ) %ix eq(l d 2 gl’g ) / /iX eq(l 0 gl’g )

N O R A B
0 0 0

A C I

gracea 5.1.11i). Commele complexeix ((R ) estscinde dans D% (G=%$4), le morphisme de troncation
|

trong. estun epimorphismetandis quetronq estun monomorphisme.ll ne reste donc plus qu'a prouver
que la composee ci-dessusest non-nulle. Or, pour tout 0< q< d , on a destriangles distingues

Xoq(1 9 grf )1 d ] ——ixgq(19gr)[1 d ] —ixq(orf o)1 d]—

|

W, Lo, L.
TovTg u— % via— "% viag—

qui montrent d'apres5.1.11i) que ¢+ estdonne sur chaque facteur, et modulo isomorphismes,par un

elemert non-nul de Exti_g. ~9*; 3 : Par 2.1.17ii) et 2.1.18,il s'ensuit que la composee  est

non-nulle dans D% (G=$2).
|

5.1.13 Preuve de la proposition 5.1.9: Notons ﬂJ(G) le topos des prefaisceauxsur N(G). On a un
morphisme de topos( ; ) dutoposclassiant & de G (dont les objets sort les ensenbles munis d'une
action lissede G) vers ﬂJ(G), donne par

(E)= n7E"" et (F):= lim F(n):

n2N

Par ailleurs notons é\f‘?cﬁet I N(G) le topos etale br e assaie au N(G)-diagramme de k°@-schemas
forme par les (S5/%%, )n2n, et Top(S;i5,) sontopostotal. Si estune extensionde Z;, on a un foncteur
\oubli" ! de la categoriederivee D "'’ (Sy 1) := DP (Top(é\f(CTa;et)) des -modulesde Top(§f|;°Ta;et) vers

la categorieD*"™" (S, 1) dessectionsde la categoriebi- br eesur N(G) dont les bres sort les categories
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deriveesD® (S3%.,). Remarquons que, par t-exactitude des g™" la categorie FPH® introduite au-
dessusde 5.1.8 est une sous-catgoriepleine de D binaif (SHT)- On notera FPHC¢ la sous-caktgoriepleine
de D PP (Su 1) desobjets dont I'image par ! estdans FPH® . D'apresl'appendice, proposition A.0.3,
le foncteur ! induit une equivalencede categoriesF PH® | FPHC® , cequi fait de FPH® une sous-
categorie abelienne admissible de D *"°P (S 7).

Le point supersingulierx induit un morphismede topos(Top(x) ; Top(x) ): K(GO) ! Top(§,§°Ta;et).
On a en particulier un foncteur

lim N(&©)

Top(x) : D™ (sur) ™ DP (R(EY) 1 DP(R(GY)
et une famille de foncteurs
x, :DP (&) 0 D° () | D°(pt) T grMod()
qui s'inscrivert dans le diagramme essetiellement commutatif suivant :

. , To
FPHC¢ ’DbytoD(SHT) &/Db(m(eo» 4/Db(GO)

! H

. i (Xn; )
FPH® — /D" (51) —TgrMod (R(G0)) —grMod (G°)

Dans ce diagramme, la composeede la ligne du basinduit, apresinversionde | et passagea la limite sur
, le foncteur note plus haut x :FPHO | ngod@ (G°). Nous poseronsdonc Xeq l€ foncteur obtenu
en composart la ligne du haut avec un quasi-inversede ! jz pc , €ninversart | et en passan a la limite
sur .
. . . . . 0) ca. =

Il ne nous reste plus qu'a exhiber un isomorphisme canonique x,q(R) ! R(M (LT) “@.Q,) dans
D% (G°). On va pour celaseramener a l'isomorphisme de Berkovich ertre cyclesevanescets formels et

|

algebriques.En e et, pour tout n, on a un diagramme de categories
X:ﬂ:
_/M"(O)

5 LT ;n;et

. Xy
Sé,ca / e

H T;n;et

Asnr
SH T;net

n n

ou ,=i¥& ./ estle foncteur cyclesevanescets \usuel" pour les varietes algebriquesde nies sur

K, Xg™ envoie un faisceauetale sur la restriction de sonanalyti e a M (LOT) . (foncteur note F 7! b
chez Berkovich [5, 5.1] [7, 3.1]), et , estle foncteur des sectionsglobalesapres extension des scalaires
dednr gWca qui s'identi e avec le foncteur note par Berkovich [7, p. 373] puisquela bre speciale

reduite de M (LOT) ., estun point. La double ede diagonalesigni e qu'on a une transformation naturelle
canonique X, n ! o x3% . Dapres[7, Thm 3.1], cette transformation induit un isomorphisme
x;R n( ) ! R, ( )dansDP( ).

Cescategories,foncteurs, et transformations naturelles, s'organisen au-dessusie N(G°) et fournissern
un diagramme de categories

. xan A
TOp(§H’$r;et) Tgp(M (|_(')|2 ;e’[)

. 0Op(x)
Top($5%) —N(GY)

42



et en particulier un morphisme

(5.1.14) Topx) R () ! R ( )dansD* (N(GY)):

Ce dernier est un isomorphisme, puisqu'il I'est en restriction a chaque etage.

Par de nition, l'objet R de FPH ?estdonne par le systemeinductif (R n ( ))n2 N(G)[%]) . Mais
commeles morphismesde transitions (g™i") du N(GP)-diagramme (S, T.n)n SOrt etales(bre genrerique),
la restriction de R ( ) a I'etage n est canoniquemen isomorphea R , (). En d'autres termes
I X(R) estdonne par le systemeinductif (R ( )[ll]) ) de la categorie lim (FPH® [ll]). Vu liso-

morphisme 5.1.14,il noussura donc de prouver que pour tout , on a un isomorphisme

(5.1.15) RIimNGIR ( )' R(M (LOT) oy

dans D (GP). On remarque pour cela que le morphisme de periodes 1 : M (LOT) o ' Pur induit un
foncteur exact et pleinemert d ele

N
. ﬁLT et I Top(M (ng ;et)

dont l'image est constituee des faisceaux cartesiens du topos total de droite, et que, revenart aux
de nitions, on a lesfactorisations suivantes :

(M(LOT)M; )= D Plre ! &o

et
(M@ y= jimNE”) : Mod (Pire) ! Mod (G%):

(Remarquerque  commute aux limites projectives quelconques,ce qui nous permet de placer la limite
projective la ou on I'a placee). Mais 1 estun morphisme etale, donc  envoie injectifs sur injectifs, de

sorte que le dernier isomorphismesederiveenR (M (LOT) @y = RImMC" R , cequi conclut
la preuve de 5.1.15puisque ( )=

5.2 Uniformisation p-adique et conjecture de puret e

Danscette partie nousprouvonsque lesvarietesuniformiseespar lesrevétemerts del'espacesymetrique
deDrinfeld satisfort la conjecturedite \mono dromie-poids" de Deligne. Celas'applique a certainesvarietes
de Shimura ass@ieesa desgroupes unitaires de nis globalemen par une algebre a division et involution
satisfaisart les m&mesproprietes que cellesintervenart dans les varietes de Harris-Taylor, exceptke qu'a
la place ou le complete est K, elle doit &tre totalement rami ee, au lieu d'étre deployee. Pour de telles
varietesde Shimura, on en deduit donc le facteur local de la fonction L en la place concerree.

Cependart, nous eviterons d'introduire les nombreusesnotations necessairesa la de nitions de ces
varietes de Shimura, et nous contenterons d'exposer les raisonnemertts pour des varietes \abstraites"
uniformiseespar lesM p .. On commencepar rappeler I'enone de la conjecture de Deligne.

5.2.1 Puretedela ltration demonodromie: On sait depuis Grothendied que sur toute represenation

|-adique cortinue de dimension nie ( ;V) de Wy, l'inertie 1 agit de maniere quasi-unipotente, c'est-
a-dire qu'il existe un unique endomorphismenilpotent N de V tel qu'il existe un sous-grouge | Ik

d'indice ni agissan via la formule 8i 2 1 ; (i) = exp(N t (i)), out a eteintroduit au paragraphe
2.2.5. L'operateur N est donc le logarithme de la partie unipotente de la monodromie de , mais par
abusde langage,nous|'app eleronssimplemert \op erateur de monodromie de "°. Il veri e necessairemen
I'equation habituelle wN w ! = jwjN de sorte que pour tout relevemert de Frobenius geometrique

I'application
(5.2.2) w7l (w):= (Wexp( Nt (@i (w)) ouw= Mj (w)
°Bien-sor N depend du generateur de Z;(1), mais N V. 2z Z(@1) ! V nen depend pas.
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de nit unerepresenation lissede Wy sur V. Rappelonsaussique par [19, 8.4.2],la classed'isomorphisme
de nedepend pasdu choix de

Cecis'applique en particulier aux espacesle cohomologiel-adiqueH ' (X « ; Q) d'une variete X propre
sur K. A l'operateur de monodromie N est ass@ieeune ltration croissarte stable sousWy de I'espace
V dite \ Itration de monodromie"1° MiV  MijaV de longueur nie et caracteriseepar les
proprietesque N(M;V) M; ,V pour tout i, et N induit desisomorphismesN' : gMVv | j !
gr™. v pour tout i > 0. Par ailleurs, Deligne a prouve I'existence d'une autre ltration croissane stable
sousWg deV, dite \ltration par lespoids", WiV, Wi,V caracteriseepar la propriete que
les valeurs propres de tout relevemert de Frobenius geometrique sur grlV V sort desertiers algebriques
dont tous les conjugues complexessort de norme complexeq=2.

Conjecture 5.2.3 (Monodromie-Poids) Si X est propre et lisse sur K, alors pour tout i 2 N, on a
Mi HI(X®Q) = Wiij HI(X®Q) :

Lorsque K est d'egalescaracteristiques, I'enone est essetiellement corntenu et demortre dans les
travaux de Deligne sur les conjectures de Weil. Le cas d'inegalescaracteristiques est tres peu avance,
mémedans les casde reduction semi-stable.

Remarquonsque pour tout i 2 Z ona N(W;V) W,; ,V, de sorte que par la caracterisation de la
Itration de monodromie, la conjecture ci-dessusest equivalente a I'assertion : Pour tout i > 0, N induit
un isomorphisme

(5.2.4) N':ogry HIXQ) o' HI(XQ)

5.2.5 Uniformisation p-adique: Soit un sous-groupe discret, cocompact et sanstorsion de G. On sait
que l'action d'un tel sous-groupe sur le i nr -espaceanalytique M p.o estlibre, et il enestdonc de méme
de l'action sur lesrevétemerts M p ., . Par [6, lemmad4], I'espaceanneke quotient M p,., = estmuni d'une

structure de K -espaceanalytique. Notons 7 := \ K ; c'est un sous-groupe discret cocompact de
K . D'apres[42, Thm 3.49], la donneede descere a la Weil de M p., deviert eectivesurM prn= z,
donc a fortiori sur M p,.n=.

Fait 5.2.6 (Mustan, Cherednik, Drinfeld, Rapoport-Zink, Varshawski)Le K -espce analytique obtenu
par desente du quotient M ., = estalgebrisable.Plus precisement, il existe une variete algebrique$S .,
propre et lisse sur K dont l'analyti ¢ ation lui est canoniquementisomorphe. En particulier, S ., est
munie d'une action de D et d'apresle theoreme de comparaison GAGA de Berkovich [4, 7.1], il y a des
isomorphismesD W -equivariants

HI(S n k K®Q) ! HIME,,=:Q)
ou le terme de gauchedesignela cohomolayie etale I-adique au sensdesvarietes algebriques.

Ce resultat permet de s'assurerque la cohomologiel-adique de M §,., = est munie d'une ltration
par les poids et d'une Itration de monodromie, mais on aurait aussipu le voir directement, a partir de
l'isomorphisme W -equivariant de Hochsdild-Serre [17, Prop B.3.1]

GI %I[] R C(M CDar;n;GI) ' R C(M (I:Dar;n: ;GI)
ou, dans l'expression de gaude, le complexeest vu a travers le foncteur d'oubli D% (GD  wgsc) 1
i . I
DS( D )= dag  ydise),

Dorenavant, nous surligneronstous les quotients par 7 (par exempleceuxde , D , G, ouM p),
et pour une represenation 2 Irr o} D , nousnoterons( )[7] le foncteur exact ( ) b anepas

2 qui, elle, est bien independarte du choix de
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confondre avec le foncteur ( ) 1= ( ) % introduit au debut de la section 4. Avec cesnotations

i QD
on a une decommsmon
_ M _
R C(M E)ar;n: ;QI) ' R C(M (I:Dar;n: ;QI)[_] -
2lrr (D =(1+ $"0p))

qui induit en cohomologiedesdecompositions
. _ M . _
H'(S%,: Q)" HY(S“ QT -
2lrr (D =1+ $ 1 0p))

ou l'action de W, resp. D , sefait sur les premiers, resp. seconds,facteurs des produits tensoriels.
L'isomorphisme de Hochsdild-Serre se decomposeaussiet donne :

(5.2.7) Q 55 RdAD IR o(ME,= Q)]

pour toute 2 Irr o) (D =2(1+ $"0p)). Soit alors N. ; I'endomorphisme du Q,-espacevectoriel

Hl (SC?H;G,)[_] fonctoriellement induit par N via l'isomorphisme preceden, le passagea la cohomologie
en degre j et le theoreme de comparaison GAGA. Comme tous les isomorphismesutilis es sort Wy -
equivariants, la de nition deN montre quele sous-grouge | Ik dulemme4.3.2agit surH! (Sc?n;@)[ ]
pari 7! exp(N; ;t (i)), desortequeN . ; estloperateur de monodromie de la represenation de Wy
sur HI (S, Q) 1

Fixons dorenavant un relevemert de Frobenius geometrique et notons H1: (8%, :Q))[7] la represen-
tation lissede Wy assciee,commeen 5.2.2. En combinant l'isomophisme 5.2.7 avec le scindage  de
4.3.6, on constate que la suite spectrale de Hochsdild-Serre degenere en desisomorphismesD W -
equivariants

N _ Mt o _
HP (S%,; Q)1 ! Tor gu 1 (Qr; ) - it
i=0
LY o
' EXtd— 1 j+i 6i;6I 0( _)J J i
i=0
4y 1

: Extg * 1T fhch(e=5Q) )i g
i=0
La represenation C' (G= ;Q,) de G estadmissibleet semi-simple,avec constituents \unitarisables" : en

particulier, les seulesrepresenations elliptiques qui peuvert y apparaitre sort les series discretes et les
represertations de Speh locales. Soit m'. , resp. m? , la multiplicit e de la serie discrete ', resp.de la
represenation de Speh S dans cette represettation C* (G= ;Q,). Compte tenu du calcul de Ext ertre
represenations elliptiques, on trouve la description suivante :

Pourj=d 1,o0na

-
-)ji ! sid est pair
HY b (s% ;@)[_]D ' !

8
d|_1
Pt
i=0
Wi g d o
.g - - ! 0(—)jijkm? sid = 1+ 2k
1=
etpourj6d 1,ona

sij+d destimpair

HIP (s Q)[] !
( n QI)[ ]D Wi 0(_)JJ Kk m? Sij+d d=2k>0

Obsenons en particulier que l'action de Wy sur Hi: (Sc?n;Q)[_] est semi-simple. On en deduit la
remarque suivante :
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Remarque 5.2.8 L'action d'un relevementde Frokenius sur les esmoes de cohomolgie H ‘(SC?n;G,)
est semi-simple.

Revenonsa notre problemeinitial ; par le theoremede \m ultiplicit eslimites” de [43, 1.3], on sait que,
quitte a remplacer par un sous-groupe d'indice ni, on peut supposerm?; > 0. On peut maintenant
enoncer

Prop osition 5.2.9 Avec les notations ci-dessus,supsons \assez petit' pour quem’. 6 0. Alors les
proprietes suivantes sont equivalentes:

i) L'endomorphisme nilpotent N de R [ ] deni dans le lemme 4.3.2 est d'ordre d (i.e. verie
NY 16 0).
i) L'operateur de monadromie N. 4 1 deH¢ 1(SCE;‘n :Q)[7] estd'ordred .
i) La conjecture monadromie-poids est veri ee pour les H! (8%, QD[ 2 N.
Preuve : Evidemmen, ii) ) i), puisque N est d'ordre au plus d et induit N. .4 ;. Par ailleurs,

rappelonsque la represetiation 4 -) = 44 ( 9)j jd > est pure de poidsd d . Ainsi la description

de la cohomologieci-dessusmontre quegry’ ; (H d 1(Sc‘g‘n Q)] 6 0, et doncla conjecture monodromie-

poids dans saversion 5.2.4 implique que Nf’ ;dl , 6 0.0nadonciii)) ii).

Il nousreste a prouver quei) ) iii ). En fait le seul espacede cohomologiequi peut poser probleme
pour la conjecture monodromie-poids est celui de degre medianj = d 1, les autres etant purs. Il nous
faut alors expliciter 'action de N, .4 1 sur H® 1(S°§‘n;6|)[_]. Mais si on supposela propriete i), alors
dansl'isomorphisme

_ Mt L .
HY NS0T Extg Sh(H)™ ()™ T it
i=0
induit par le scindage , l'operateur N agit par [ -produit et la description 2.1.17ii) de ce [ -produit
montre que N induit desisomorphismes

Extg  °'( )™ C 3 Exgt )™ g

pour tout i 2 f1; ;d  1g. Or, toujours par la description de la cohomologiedonnee plus haut, on a

ad 1
pouri & ——

EXtig S H™ C-y ' gr}"é +1 d +2i)(Hd Y(S% QD)
etpouri = 42 (lorsqued estimpair!) ona
Ext L ()™ (S)™ A0 7" g ((HY (S0

Dans tous les cas, la description de I'action de N par [ -produit montre que pour tout k 2 Z, N¥ induit
un isomorphisme

NK: ard’ 14k H l(Sc?n;él)[_] Uogry 1 Hd l(sce;‘n;@)[_]

et par 5.2.4, la conjecture monodromie-poids pour la partie -covariante H 9 1(S°"§‘n;6|)[_] en decoule.

On en deduit le deuxiemeresultat principal de I'introduction, le theoremeB.

A Categories abeliennes admissibles et top os br es

Soit | une petite categorieet X ! | un topos br e sur I. Nous suivrons autant que possibleles
notations de [37, ch. VI]. En particulier, le topostotal de X seranote Top(X ), le symbole X % designera
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IetoposF > Xi, etlalettre e: X9 1 Top(X) le morphisme de topos evidert, decrit en[37, 6.1.1].0n
disposedonc d'une suite de trois foncteurs adjoints (e; e ;e ) reliant les categoriesX % et Top(X).

Soit A un (pro)-anneaude Top(X ) et A%s := e (A). Lesfoncteurse ete respectert lescategoriesde
modules respectiveset y restert adjoints, et e admet encoreun adjoint a gauche pour les modules, que
nous noterons € pour le distinguer de e. Nous supposeronspar la suite que €' est exact Il revient au
meémede demanderque \les" morphismesde toposanneles(Xs( y;Ascy) ! (Xu y; Ap )) asseiesaux

edes dansl (de sources( ) et but b( )) soiert plats, ce qui est par exempleveri e si A est constant.

On notera simplemert D'P := D (Top(X)) et D% := D7, (X %S). On adoncune paire de foncteurs

/ Adis .
adjoints (e ;Re ) reliant DP et DY, On de nit une categorieD ™" dont
{ lesobjets sort lespaires(K; )ouK 2 D% et :K ! e Re K estun morphismetel que
i) lacomposeeK ! eReK A K estlidentit e, et

e Re
i) lesdeux composees K —leRe K :fe Re e Re K sort egales.
e (Adj)Re
{ les edes(K; ) ! (K% 9 sort lesmorphismesKk ! KO9telsque ©° =eRe() .Ona
donc une suite exacte:

(A.0.1) 0 ! Hompns ((K; );(K% 9) I Hompaes (K;K% ! Hompes (K;e Re K9

ou designela di erence ° e Re ()
La categorie D" est Z-graduee. On a un foncteur e,,; : D™ 1 DY doubli du morphisme et
on dira qu'un triangle de D" est distingue si sonimage par €,,; l'est. La categorie D" n'est pas
triangulee Elle s'identi e a une sous-categorie pleine dessectionsde la categorie bi- br eesur | dont les
bres sort lesD (X;).

On a aussiun foncteur ! : D™ | D" qui envoie un objet K sur la paire (e K;e K ° (i)
e Re e K), et qui permet de factorisere = e, !.

Soit C% une sous-caegorie abelienne admissible de D % . Rappelons[1, 1.2.5] que cela signie que
() Hompas (K;K9n]) = 0 pour tout n < 0 et tous K;K %2 C9 | et (ii) les suites exactescourtes de
CYs sededuisent destriangles distinguespar oubli dela ede de bord. Nous noterons C"af | resp. C°P,
la sous-caegorie pleine de D" | resp. de D'°P formeedesobjets X tels que e, ; (X), resp.e (X), soit

isomorphea un objet de C%s . Le foncteur ! serestreint donc en un foncteur CtP | cnaf
Lemme A.0.2 SupmwsonsCYs stablepar e Re . Alors C"™f estune categorie abelienne.

Preuve : On denit les noyaux et congyaux de la maniere la plus nasve qui soit, sadant que sous
I'hypothese,e Re induit un endo-foncteur exactde C%S . Nous laissonsla veri cation desaxiomesAb;
au lecteur.

Remarquons que I'hypothese\stable par e Re " revient a demander que pour toute edce de

I, \le" foncteur D~ (Xs( ) i D4, ,(Xp( )) emvoie CG®y and Ci#,. Cette hypothesen'est donc

gereralemert pas veri ee par I'exemple le plus simple de categorie C%S | a savoir Modaas (X 9). Pour-
tant dans ce casencorela categorieC"" est bien-0r abelienne, et plus generalemer, la conclusiondu
lemme reste vraie si on supposeque C% stable par e €.

Prop osition A.0.3 Soit C% une sous-@tegorie abelienne admissibleet stablepar e Re de D, alors
le foncteur ! : C | Craf estune equivalene de categories. En particulier, C'P est une sous-
categorie abelienne admissiblede D'

Preuvede la pleine d elite : xons pour cela deux objets K ;L dans C™°P ; ce sort donc des complexes
de A-modules dans Top(X ). Choisissonsun complexel, a composartes injectives et quasi-isomorphea
Y. On adonc Homcwr (K;L) = H °(s(HomCA(X) (X51.))) ou Ca(X) estla categorie des complexesde
A-modulesdans Top(X ) et s designele complexesimple assaie a un complexedouble. Soit

L ! ee(l) ! (ee)?(,) !
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la resolution standard de |, dans Ca(X) assaiee a la paire adjointe (e ;e ). Nous avons suppose que
e\ estexact, ce qui implique que e ervoie injectifs sur injectifs, tout commee . On en deduit une suite
spectrale :

EP9 = HI(s(Home, (x) Ki(ee)P 1)) HP*9(s(Home, (x) (K;1.));
autrement dit, une suite spectrale
EPY=Ext),, K;(e Re)PL ) Extd (K;L):

Par de nition de cette suite spectrale, on a E} = 0si p < 0. Par I'hypotheseC%s admissible et stable
par e Re , onapourtout g< Oettout p> 0

EY=Extl, (eK;e(eRe)PL)=0

On en deduit sur la ligne p = 0 de la suite spectrale une suite exacte:
07! Homcw (K;L) ! Hompas (e K;elL) ! Hompas (e K;e Reel):

Rewvenarnt a la de nition de !, on constate que s'identie (au signe pres) a la ede notee aussi
dans la suite exacte A.0.1 appliqueea ! K et ! L. Il s'en suit que l'application Homcw (K;L) !
Homenit (! K;! L) estbijective.

A.0.4 Essetielle surjectivite : On sedonneun objet (K; ) de C" et on choisit un complexel . de
AYs -modules quasi-isomorphea K et a composartes injectiv es, ainsi qu'un relevemert I, ! ee l, de
en un morphisme de complexes,encorenote
On de nit un systeme de morphismesde la forme suivante :

e eee ()
(A.0.5) ely :_(/e (e e)ly ée (e e)?ly

Adje 1y
ou chaque ede superieure sededuit de et lesautres edessort de la forme
(ee) "Mdicey ier, : (ee) Yee) el ! (ee) ee)ee)® el

pour tout 0< i 6 p entiers. Lesaxiomesimposesa nousdisen que, dansla categorie homotopiqueK ©P
des complexesde AP -modules, ce systeme se prolonge en un objet cosimplicial, i.e. un foncteur de la
categorie desensenbles nis ordonnesnon-videsvers K P, Si on pouvait remonter cet objet cosimplicial
a la categorie (ordinaire) des complexesde AP -modules, on montrerait facilemert que le complexe de
cochainesassaie estun relevemert cherchede (K; ) dansD™P. Mais cecin'est generalemen pasfaisable,
et il nous faut utiliser un substitut remarquableintroduit par les auteurs de [1, 3.2].

A.0.6 Complexeshomotopiquemeri simpliciaux de[1, 3.2]*! : Notons la categoriedont lesobjets sort
lesertiers > 1 et lesmorphismessort donnespar Hom—(p; p% := f applications injectiv es croissaries
[0;p] ! [0;pYg; avec la corvertion que [0; 1] = ; et que Hom— ( 1;p) est un singleton dont nous
noterons ", l'unique elemert. La sourceet le but d'une ece dansFI( ) serort notess( ) etb( ) et la
di erenceb( ) s( ) seranoteej j. On note aussi la sous-caegoriepleine desertiers > 0.

Soit A une categorieabelienne.Nous appelleronscomplexehomotopiquementsimplicial de A la donnee
d'une suite (JP )pon d'objets Z-graduesde A munie d'une famille (d( )) 2Fl() demorphismesJ st ): |

JPC)I 1 | j] satisfaisart la propriete

X
8 2FI() : d( )d( ) = 0:

Rappelons que cette propriete implique que lesd(ld,) sort desdi erertielles, et que la famille desd( )
pourj j= 1estunefamille de morphismesde complexesqui, dansla categoriehomotopique, se prolonge

1 Cette terminologie n'est pas dans loc. cit. mais l'auteur ignore s'il en existe une standard.
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en un complexecosimplicial strict. Reciproquemert, les auteurs de [1] montrent commen sous certaines
conditions un complexecosimplicial strict de la categoriehomotopique K (A) peut serelever en un com-
plexe homotopiquemen simplicial. Cesconditions sort veri eespar notre systemeA.0.5 mais housaurons
besoind'un relevemert assezexplicite, cf A.0.8 ci-dessous.

A tout complexehomotopiquemen simplicial (J ;(d( )) ) uniformemert borne inferieuremer en
(i.e J 9= 0 pour g<< 0), lesauteurs de [1] assiert le complexesimple (s(J) ;d ) de ni par

M M X
s(I)" = JP9; et d" = d( )jzeas;
p+g=n p+q:n3( ):p
cessommesetant nies.

Nous aurons besoinde versions\augmentees" de cesobjet. Nous appelleronsdonc complexehomoto-
piqguementsimplicial augmene de A la donneed'une suite (J” )p> 1 munie d'une famille (d( )) 2Fl()

de morphismes satisfaisart les mémes proprietes formelles que ci-dessus,avec  a la placede . On
lui assaie aussiun complexe de cochainess(J) par la meéme formule que ci-dessus.En notant J; le
complexehomotopiquemert simplicial sous-jacey, on peut de nir une augmertation

X .
= d"p) I Y s )
p>0
a condition de prendresurJ 1 l'opposedela di erertielle d(ld ). On aalors un triangle de complexes

dansA
J Y s ) ! s 3 b

dont I'image dansla categorie homotopique est un triangle distingue.

A.0.7 Lelemmecrucial : Avant de continuer, xons quelquesnotations d'algebre simpliciale :

i) Onnote @ ! le foncteur decalagede ni sur lesobjets par @p) := p+ 1 et surles edcespar
@ (i) = 0 sii=0
' i 1)+1 si0O<i6s()+1
i) Onnote ,2 Hom—(p 1;p) l'application de nie pari 7! i+ 1lorsquep> Oetpar o:= "g pour
p = 0. Ainsi I"op erateur de face" [O;p 1] ! [0;p] qui saute I'entier i 2 [0; p] est donne par la
formule @ .

Lemme A.0.8 Il existeune familled( ) ,g— de morphismesde A% -modules gradues
d( ):(ee) e 1 o(ee) il il

veri ant les proprietes suivantes:
) 8 2FI(); d@)= (ee)d():
i) d(id 1) estla di erentielle du complexel .
iii) d( o) = etpourtoutp> 0, d( p)=€Adjeey e 1, ou Adjy : X | e e X estle morphisme

d'adjonction.
V) Sij j>2 alorsd()60) = @ (i ).
v) 8 2FI(); S():= . d()d()=0

Preuve : Les proprietesi), ii) et iii) imposen tous lesd( ) pour j j 6 1. La propriete cortraignante
est bien-s0r v). Lorsquej j = 0, v) demandesimplemert que d( )? = 0, ce qui est bien le cas. Lorsque
j j=1,v) demandequed( ) soit un morphisme de complexes(au signepres), ce qui est encorele cas.
Nous prouvons maintenant I'existence desd( ) pourj j > 2 veriant les proprietesi), iv) et v) par
recurrencesur j j. Supposonsdonc construiteslesd( ) pourj j<j j. Deux casse presettent.
Si 6 @ ("j j 1), alors Ilg proprete iv) imposed( ) = 0 et pour satisfaire v) il nous faut donc

verier que la sommeSY ) := = ..g d( )d( ) estnulle. Par la propriete i) de 'nypothesede
recurrence,et le fait que le foncteur @induit une bijection
@@:f(;) = g9g! f(;) =@g
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on peut supposerque 2 im (@. Par la propriete iv) de I'hypothesede recurrence,la sommeSY ) n'a
alors que deux termes non-nuls :

SY )= d( i ))d(@( 1 "I o2)* d(@ 2 " 2)d( ¢y )

et sanullit e resulte de la fonctorialit e de Adjy en X.

Si =@ ("j j 1), alors commeci-dessuspar la proprietei) de I'nypothesede recurrence,il sut
de trouver d("j ; 1) tel que S("j ; 1) = 0. Or, commedans|[1, p. 90], I'hypothesede recurrenceimplique
S 1)d(d 1) = d(id; j 1)SA"j ; 1), autrement dit, SX"; ; 1) estun morphismede complexes !
(ee) J(1)2 | j]- Deux cassepresetent a nouveau:

{ sij j= 2, oninvoque la proprieteii) de qui assureque SY";) estnulle dansla categorie homoto-

pique. _
{ sijj > 2, alors on invoque la propriete \CYs  admissible et stable par e Re " qui implique
Hompas I;(ee) M[2 | j] = O etdoncque SO("j i 1) est aussinulle dans la categorie

homotopique.
Dans chacun descas, il ne reste plus qu'a choisir pour d("; ; 1) une homotopie entre SO("j j 1) eto.

Lemme A.0.9 Aveclesnotations dulemmeprecedent,de nissons unefamillec( ) , demorphismes
de AP -modules gradues

of ):ie(ee)yUl, 1 e(ee) 1 jil

par les reglessuivantes:
) Si 2im(@, alorsc( ):= e (d@"?)).
i) Si 2im(@, alors
{ c()=Adiee)yreqysiii=1
{ c¢( )= 0sinon.

P
Alors, pour tout 2 FI() ,ona _ c()e()=0.

Preuve : On remarque que pour toute eche de , onaec( ) = d( ). Or, e est delesurles
AP _modules.

Le systemedethE’jp = e (ee)Ply, p> 0 muni dela famille desc( ) ,F du lemme ci-dessusest
un complexe homotopiquemert simplicial de AP -modules, tandis que le systemedest,’{S = (e e)Pl,
p> 1munides(d( )) ,g— dulemme A.0.8 est un complexe homotopiquemert simplicial augmerte

de A% -modules. On a par construction Jasj = € (Jiop); On a donc un morphisme de complexesde

Adis-modules_l k ! e5(Jiwp) . Lelemmesuivant montre que le complexes(Jip) deD™P relevel'objet
(K; ) deD"f et resouddonc la question de I'essertielle surjectivit e.

Lemme A.0.10 i) lgx ! es(Jwp) estun quasi-isomorphisme.
i) le diagramme suivant est commutatif dans la categorie derivee D 9

e AdjS(Jtop )

eely ee—()/e e e s(Jwop)

Preuve : Nous prouverons d'abord ii). Pour cela, nous commercons par quelquesgeneralites sur les
complexeshomotopiquemen simpliciaux augmertes (d'une categorie abelienne A quelconque).Un mor-
phismef entre deux tels objets (J; ;di( ) ) pouri = 1;2 consisteen une famille f = (f ( )) 2FO de

morphismesf ( ) : 33 1 3% [j j] d'objets graduesde A veriant la propriete :

_ X X
8 2FI() f()d( )= dz( )f ()
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s(lf

On veri e sanspeine qu'un tel systemeinduit un morphisme de complexess(J;) ! ) s(J2) et quedans

le morphisme de triangles :

(A.0.11) Y —Is(y ) Is(31) f3, % ] ;
td 1) S(f; ) S(f) tad i
3,5 —s(3y ) Is(3,) /3, % 1]

les deux carresde droite sort commutatifs, et donc le premier est commutatif dansla categorie homoto-
pigue (mais generalemen pasdansla categorie descomplexes).

Ceci etant, on de nit le deale d'un complexehomotopiquemen simplicial augmerte (J ;d( ) ) par
lesformules :

(@) =31 et 8 2FI() ; @( )= d@):
On de nit aussiun morphisme (J; d) f!@ (@; @) par

8 2FI() f94)=d( oy )

(Pour veri er que ce systemeest bien un morphisme, on utilise l'identit e

X X
d( by )d( )+ d@)d( o 1 )= d( 9d( 9

= = b( 1 = °°
qui reposesur le fait qu'une ede sefactorise sous p ) si et seulemen si elle n'est pas dans I'image
de @)
Appliquons cecia J g, . Par l'axiome i) du lemmeA.0.8 on a @gs = € e (Jgis ). Par 'axiome iv), les
edesf & ) sort nullesdesquej j> 0, et par I'axiome iii) on a f @(Idp) = e Adj pour p > 0, tandis que
fQld 1) = .Lacommutativit e a homotopie presdu carre du point ii) del enonc vient donc de celledu
premier carre du diagramme A.0.11 applique au morphismef @ compte tenu de I' egalite Jaisj = € Jiop-

Passonsa la preuve du point i). En vertu du triangle distingue

I« ! es(Jop) ! S(Jdais) ! Ic[1]

il sut de montrer l'acyclicit e de s(Jgis) . Par I'axiome i) impossa , la composee

S(Jdis ) "’ S(@ais) = ees@as) 1 s(Jas)

est un isomorphisme dans la categorie derivee D% . Il nous sura donc de prouver l'acyclicite de
e e s(Jdis) -

A cepoint, il faut serappeler que, dans la categorie homotopique le systemedesJf,, p> 1 muni
desoperateurs de faced(@ , i) seprolonge en un systeme cosimplicial complet (i.e. avec operateurs de
degenerescencelesquelssort donnespar I'axiome i) de ). Commel'objet cosimplicial e e (Jdi;s) de Dds
estle decak de J, , on sait qu'il est homotopiquementtrivial , cf par exemple[37, Prop VI.1.4].

Il nous reste plus qu'a invoquer le resultat general :

Fait A.0.12 Soit (J ;d( ) ) un complexehomotopiquementsimplicial augmene d'une categorie abe-
lienne A dont le complexe cosimplicial assaie dans D (A) est homotopiquementtrivial. Alors s(J) est
acyclique.

Preuve: Tout complexehomotopiquemen simplicial augmerte estmuni d'une ltration ¢,(J) de nie
par : 8
< Jrd sig< n
6n(J)P* = ker(d(ldp)jsm)sig=n
-0 sig>n
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equipe du systemedesrestrictions des(d( )) . On endeduit une ltration croissarte T,(s(J)) du com-
plexe simple ass@ie. On a aussiune ltration 6n(J) denie par:

8

< JPd sig6 n
en(I)P = im(d(ldp)jsem)sig=n+1

0 sig>n+1

equipe du systeme des restrictions des (d( )) , et dont on deduit une ltration croissane Sy (s(J))
du complexe simple assaie. Il nous sura de prouver que les gradues grS gr! (s(J)) sort acycliques.
Remarquonsqu'ils sort nuls pour m 6 n; n + 1.

Pour m = n, le gradue est, au decalagede n pres, le complexede cochainesaugmerte

H"(J 1;) P Hn(JO;) 1 I HM@AP ) !

assaie au complexe cosimplicial de A deduit du complexecosimplicial J de D(A) par application du
foncteur H". Il est donc homotopiquemert trivial et a fortiori acyclique.

Pour m = n 1, le gradue obtenu est le complexe simple assaie a un complexe homotopiquemert
simplicial augmerte (J - ;d( ) ) dont les complexesJP sort acycliques.Par la Itration decroissare
béte en l'indice p, on voit qu'un tel complexeest acyclique.
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