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R�esum�e

Non abelian Lubin-T ate theory studies the cohomologyof somemoduli spacesfor p-divisible groups,
the broadestde�nition of which is due to Rapoport-Zink, aiming both at providing explicit realizations of
local Langlandsfunctorialit y and at studying bad reduction of Shimura varieties. In this paper we consider
the most famousexamples; the so-calledDrinfeld and Lubin-T ate towers. In the Lubin-T ate case,Harris
and Taylor proved that the supercuspidal part of the cohomologyrealizesboth the local Langlands and
Jacquet-Langlandscorrespondences,as conjectured by Carayol. Recently , Boyer computed the remaining
part of the cohomology and exhibited two defects : �rst, the representations of GL d which appear are
of a very particular and restrictiv e form ; second,the Langlands correspondenceis not realized anymore.
In this paper, we study the cohomology complex in a suitable equivariant derived category, and show
how it encodesLanglands correspondencefor elliptic representations. Then we transfer this result to the
Drinfeld tower via an enhancement of a theorem of Faltings due to Fargues.We deducethat Deligne's
weight-monodromy conjecture is true for varieties uniformized by Drinfeld's coverings of his symmetric
spaces.This completesthe computation of local L -factors of someunitary Shimura varieties.
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1 In tro duction

1.1 Un peu d'histoire

Soit K un corps local de caract�eristique r�esiduellep, K ca une clôture alg�ebrique et WK le groupe de
Weil associ�e. Dans leur article [39] de 1965,Lubin et Tate sesont inspir�esde la th�eoriede la multiplication
complexedescourbes elliptiques pour expliciter de mani�ere exclusivement locale la loi de r�eciprocit�e du
corps de classesd'Artin pour K . Ils ont pour cela �etudi�e certains groupes formels munis d'une action
de l'anneau des entiers OK de K . Sur une clôture alg�ebrique kca du corps r�esiduel k de OK , les OK -
modules formels de dimension 1 sont classi��es par leur \hauteur" d. Les auteurs montrent que celui de
hauteur d = 1 serel�eve uniquement �a isomorphismepr�essur la compl�etion dK nr = W(kca ) de l'extension
non-rami� �eemaximale de K ; le OK -module form�e par les K ca -points de OK -torsion d'un tel rel�evement
est isomorphe �a K =OK et muni d'une action de l'inertie I K � WK , d'o�u un morphisme I K � ! O�

K qui
s'av�ere induire l'isomorphisme du corps de classes(restreint �a l'inertie).

La \th �eorie de Lubin-T ate non-ab�elienne", ainsi baptis�ee par Carayol dans [15], vise �a expliciter de
mani�erelocalecertainescorrespondancesappartenant au vasteprogrammedeg�en�eralisation non-ab�elienne
de la th�eorie du corps de classespropos�e par Langlands, d�es1967.On s'int�eresseici en particulier �a

{ la correspondance de Langlandsqui pour tout entier d > 0 met en bijection lesclassesde repr�esenta-
tions lisses irr �eductibles de GL d(K ) et les classesde repr�esentations continues de dimension d de
WK ; nous la noterons � 7! � d(� ) et renvoyons �a [38] [31] [33] [35] et 2.2.

{ La correspondance de Jacquet-Langlandsqui pour tout entier d > 0 met en bijection les classesde
repr�esentations lisses irr �eductibles du groupe des inversibles de l'alg�ebre �a division D d de centre
K et invariant 1=d avec les \s�eries discr�etes" de GL d(K ). Nous la noterons � 7! J L d(� ) ainsi que
� 7! LJ d(� ) son \in verse", et renvoyons �a [20] [3] et 2.1.

Lescoe�cien ts desrepr�esentations sont ici l -adiquespour un premier l 6= p. Rappelonsn�eanmoinsque ces
correspondancessont d�e�nies initialement en termes de repr�esentations complexes(et en rempla�cant WK

par le groupe de Weil-Deligne), qu'elles sont caract�eris�eespar despropri�et�esde pr�eservation d'invariants
de nature arithm �etico-analytique, mais qu'elles se transf�erent (presque) sansambigu•�t �e �a tout corps de
coe�cien ts abstraitement isomorphe�a C, cf 2.2.

Comme dans la th�eorie de Lubin-T ate ab�elienne, la r�ealisation explicite de ces correspondancesest
obtenue grâceaux points de torsion d'un certain OK -module formel, sauf que celui-ci va d�esormaisvivre
sur un dK nr -espaceanalytique de dimension d � 1. Il y a en fait deux constructions d'un tel OK -module
formel.

{ La premi�ere est une g�en�eralisation directe de la situation ab�elienne; lorsque d > 1, Lubin et Tate
dans [40] montrent que \le" OK -module formel Hd de dimension 1 et hauteur d sur kca ne serel�eve
plus de mani�ere unique �a dK nr mais que son foncteur des d�eformations est repr�esentable par un
anneaude s�eriesformelles�a d� 1 variablessur dK nr . Ainsi la boule unit �e ouverte dK nr -analytique de
dimensiond� 1 est munie d'un OK -module formel \univ ersel" dont lespoints de torsion forment un
OK -module (ind) �etale dont les �bres sont isomorphes�a (K =OK )d. Le classi�ant des trivialisations
de cet OK -module est donc un (pro)revêtement galoisiende groupe GL d(OK ) qui, par fonctorialit �e,
est aussimuni d'une action commutante du groupe desinversiblesde l'anneau desendomorphismes
de Hd, lequel se trouve être l'anneau des entiers OD d de Dd. Notons M d;ca

LT le changement de
base de ce pro-revêtement �a la compl�etion dK ca de K ca ; celui-ci est donc muni d'une action de
GL d(OK ) � O�

D d
� I K , et Drinfeld a expliqu�e dans [21], cf 3.2.4 comment prolonger cette action1 �a

GL d(K ) � D �
d � WK .

{ La deuxi�emeconstruction estenti �erement dûe �a Drinfeld, qui a intro duit dans[22] un autre probl�eme
de \d �eformations" de OK -modules formels, o�u les rôlesde GL d(K ) et D �

d sont invers�es.Il consid�ere
desOK -modules formels de dimension d et hauteur d2 munis d'une action de OD d \sp�eciale". Sur
kca , il existe un tel objet, disonsXd qui est unique �a quasi-isog�eniepr�es,et dont le groupe desquasi-
isog�eniesest GL d(K ). Le probl�eme de \d �eformations par quasi-isog�enies" de Xd est repr�esentable
par un sch�ema formel dont la �bre g�en�erique est le fameux espacesym�etrique de Drinfeld 
 d� 1

(Pd� 1
dK nr

priv �e des hyperplans K -rationnels) qui, par le jeu des trivialisations des points de torsion

1On tric he un peu ici ; il faut d�eformer par isog�eniespour avoir une action du produit triple en entier.
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du OD d -module universel, se voit donc muni d'un pro-revêtement de groupe O �
D d

. Notons encore

M d;ca
D r le changement de base�a dK ca d'icelui ; il est muni d'une action de I K � O�

D d
� GL d(K ) que

l'on peut prolonger �a GL d(K ) � D �
d � WK .

On dispose maintenant de plusieurs th�eories cohomologiquespour lin�eariser M d;ca
LT et M d;ca

D r ; nous
adopterons ici la \cohomologie l-adique �a supports compacts" de Berkovich. Notons que dans le casLT ,
elle est duale des cycles�evanescents �etudi�es par Harris-Taylor et Boyer. Les Q l -espacesobtenus sont de
dimensionin�nie et l'action de GL d(K ) � D �

d y est lisse,par desr�esultats g�en�eraux de Berkovich. Pendant
longtemps,cesespacesont �et�e �etudi�esde chaquecôt�e (LT et Dr ) de mani�ere ind�ependante. Mais dans un
tr �escourt article [24],Faltings a esquiss�eunepreuvedecequelesmath�ematiciensimpliqu�escommen�caient
�a soup�conner : il existe des isomorphismesGL d(K ) � D �

d � WK -�equivariants2

H i
c(M d;ca

LT ; Ql ) ' H i
c(M d;ca

D r ; Ql ):

Les arguments de Faltings sont repris et compl�et�es par Farguesdans [27], ainsi que par Genestier et V.
La�orgue en �egalescaract�eristiques(tra vail en cours). Dans la suite de cette intro duction, on �xe l'entier
d et on secontente de d�esignerpar H i

c(M ca ; Ql ) ou mêmeH i
c cesespacesde cohomologie.

Rappelons que par la correspondancede Langlands, les repr�esentations irr �eductiblesde WK corres-
pondent aux repr�esentations supercuspidalesde GL d(K ), lesquellessont caract�eris�eespar la propri�et�e
d'être projectives et injectives dans la cat�egoriedesrepr�esentations lissesde GL d(K ) �a caract�ere central.
La partie supercuspidaledesespacesH �

c (M ca ; Ql ) est donc �a la fois la plus importante et la plus maniable
�a �etudier. Elle a �et�e explor�eedans lesquatre articles [29] [11] [31] [32], chacun de cesarticles concernant le
côt�e LT ou le côt�e Dr en caract�eristique nulle ou en �egalescaract�eristiques.Ils d�emontrent en particulier la
fameuseconjecture que Carayol a �enonc�eedans [15] �a la suite de travaux pionniers de Deligne et Drinfeld
pour d = 2 : soit � une repr�esentation supercuspidalel-adique de GL d(K ), de caract�ere central d'ordre
�ni ; alors on a, en normalisant convenablement les actions, cf [30],

HomGL d (K )
�
H i

c(M ca ; Ql ); �
�

'
D �

d � W K

�
LJ d(� ) 
 � d(� )(?) si i = d � 1

0 si i 6= d � 1

o�u (?) d�esigneune certaine torsion �a la Tate. Pr�ecisonsaussique Harris et Taylor dans [31] prouvent cette
formule enmêmetemps quel'existencemêmede la correspondancedeLanglands.Lesm�ethodesemploy�ees
dans ces articles reposent sur la propri�et�e d'uniformisation p-adique de certaines vari�et�es globales (de
Shimura ou de Drinfeld) par ces espaces,les suites spectrales de type Hochschild-Serre ou de cycles
�evanescents associ�ees,et des arguments de formule des traces. Elles ne permettent donc en g�en�eral que
d'obtenir des informations sur la sommealtern�eedesH i

c.
Pendant longtemps,seul le calcul de Schneider-Stuhler dans [44] pour l'espacesym�etrique de Drinfeld

fournissait desrenseignements sur la partie non-cuspidalede la cohomologie.Ce calcul a inspir�e �a Harris
une conjecture (non publi�ee) sur la forme explicite des groupes de cohomologieindividuels du côt�e Dr .
R�ecemment, Boyer [12] a annonc�e une preuve de cette conjecture, en travaillant du côt�e LT . Son r�esultat
peut s'exprimer \qualitativ ement" comme ceci : Soit � une repr�esentation irr �eductible de contribution
non-nulle �a H i

c, alors � est elliptique et

HomGL d (K )
�
H i

c(M ca ; Ql ); �
�

'
D �

d � W K

LJ d(� ) 
 � 0(� )(?)

o�u (?) d�esigneune certaine torsion �a la Tate.
Quelquesexplications sur cette formule : � est dite elliptique si la semi-simpli� �eede sacorrespondante

de Langlands est de la forme � d(� )ss = � 0(� ) � � 0(� )(1) � � � � � � 0(� )(d0) pour une certaine repr�esentation
l-adique irr �eductible � 0(� ) (voir 2.1.6 pour d'autres caract�erisations plus intrins�eques).Pour une telle
repr�esentation, on note LJ d(� ) le transfert de Jacquet-Langlandsde l'unique s�erie discr�ete dont la corres-
pondante de Langlands a la mêmesemi-simpli� �eeque � d(� ).

2 Il faut faire attention �a la normalisation des actions pour obtenir l' �equivariance.

3



1.2 Cet article

La description obtenue par Boyer montre deux d�efauts de la cohomologiedesespacesM ca :
{ parmi les repr�esentations elliptiques, seulescertaines apportent une contribution non-nulle (et d'ail-

leurs, ce ph�enom�eneapparâ�t d�eja dans le calcul de Schneider et Stuhler pour 
).
{ si la correspondancede Jacquet-Langlands(convenablement �etendue)est bien r�ealis�ee,il n'en va pas

de mêmede la correspondancede Langlands. On voit en particulier que l'op�erateur de monodromie
(celui que l'on sait associer �a toute repr�esentation l-adique continue de dimension �nie de WK par
le th�eor�emede Grothendieck) est toujours nul sur les composantes isotypiques desH i

c.
L'id �ee principale de ce texte, qui fait suite �a [17], est que pour corriger ces d�efauts il faut enrichir

la cohomologie,ou plut ôt lui restituer sa richesseperdue, en consid�erant \le" complexede cohomologie
R� c(M ca ; Ql ) vu commeobjet de la cat�egoried�eriv�eede la cat�egorieab�eliennedes Q l (GL d(K ) � D �

d )-
repr�esentations lisses.Oublions un instant lesdi�cult �esde d�e�nition et d'�etude que celaposeet �enon�cons
notre th�eor�emeprincipal :

Th �eor �eme A Pour toute repr�esentation lisse irr �eductible � de GL d(K ), on a

H � �
RHomD b (GL d (K ))

�
R� c(M ca ; Ql ); �

� �
'

D �
d � W K

LJ d(� ) 
 � d(� )j � j
d � 1

2 :

Faisonsquelquesremarquessur les deux termes de cet isomorphisme:
{ Du côt�e gauche : les complexesR� c 2 D b

Ql
(GL d(K )) et (par cons�equent) RHomD b (GL d ) (R� c; � ) 2

D b(Ql ), sont munis d'une action de D �
d � WK . La notation H � d�esignel' �equivalencede cat�egorie

H � : C� 2 D b(Ql ) 7!
L

i 2 Z H i (C� ) entre D b(Ql ) et la cat�egoriedesespacesvectoriels �a graduation
de support �ni, convenablement triangul �ee.Ainsi le terme de gauche est un espacevectoriel gradu�e
muni d'une action de D �

d � WK , mais on oublie la graduation pour se retrouver avec une honn̂ete
repr�esentation lin�eaire de D �

d � WK .
{ Du côt�e droit : seulela notation LJ d demandeune explication que voici, cf 2.1 : la correspondance

de Jacquet-Langlandsfournit un plongement des groupes de Grothendieck R(D �
d ) ,! R(GL d(K ))

qui induit un isomorphismeR(D �
d ) �� ! R(GL d(K )) o�u R d�esignele quotient par les combinaisons

lin�eairesd'induites paraboliques. D'o�u une r�etraction canoniqueR(GL d(K )) � ! R(D �
d ) que nous

notons3 LJ d. On v�eri�e alors que pour toute � irr �eductible, LJ d(� ) est non-nulle si et seulement si
� est elliptique, et dans ce cas, la notation est coh�erente avec celle intro duite plus haut, au signe
pr�es.En particulier, le th�eor�emeA ne fournit une construction de la correspondancede Langlands
que pour les elliptiques.

Il est raisonnablede penserque les espacesM ca ne peuventpas donner de r�ealisation, en quelquesens
cohomologiqueque ce soit4, de la correspondancede Langlands pour les repr�esentations non-elliptiques,
et donc de se demander quels espacespourraient fournir une telle r�ealisation. Les candidats sont na-
turellement �a chercher parmi les espacesde Rapoport-Zink [42] qui, rappelons-le, font toujours inter-
venir deux groupes.Dans cette perspective, on peut reformuler le th�eor�emeA en intro duisant le groupe
GD := (GL d(K )� D �

d )=� o�u � = f (z; z); z 2 K � g sousla forme : pour toutesrepr�esentationsirr �eductibles
� de GL d(K ) et � de D �

d , on a

H � �
RHomD b (GD )

�
R� c(M ca ; Ql ); � 
 �

��
'

W K

�
� d(� )j � j

d � 1
2 si � = LJ d(� _ )
0 sinon

:

La notation ?_ d�esignela contragr�ediente de la repr�esentation ?. Dans le cas qui nous int�eresseici, les
deux formes sont �equivalentes car les repr�esentations de D �

d sont \essentiellement" semi-simples,mais
pour desraisonsde sym�etrie, c'est la secondequ'il semble plus naturel de vouloir g�en�eraliser.

D�ecrivons maintenant la strat�egieque nous suivons : la premi�ere chose�a faire est bien-ŝur de d�e�nir
convenablement les deux R� c, ce que nous faisonsau paragraphe 3.3 et passeronssoussilenceici, pour

3Cette notation est emprunt�ee�a Badulescu qui a d�e�ni dans [2] desr�etractions similaires dans dessituations plus compliqu�ees
o�u D d est remplac�ee par une alg�ebre centrale simple quelconque.

4comme l'indiquen t les calculs de traces de [23]
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ne pas e�ra yer les �eventuels lecteurs. Les d�e�nitions sont faites pour que, d'apr�es Fargues[27], il existe
un isomorphismeR� c(M ca

LT ; Ql ) ' R� c(M ca
D r ; Ql ) dans D b(GD ), compatible aux actions de WK .

Une fois le complexeR� c bien d�e�ni, on est en pr�esenced'un objet a priori compliqu�e. Le miracle est
que cet objet est en fait \aussi simple qu'il peut l' être" puiqu'il est scindable:

Prop osition 1.3 Il existe un isomorphisme(pas unique) dans D b(GD ),

R� c(M ca ; Ql )
�� !

M

i 2 N

H i
c(M ca ; Ql )[� i ]:

Ce fait reposesur la description de Boyer et peut seprouver de deux mani�eres: soit par un argument de
th�eorie desrepr�esentations de GL d(K ) (le calcul complet desgroupesd'extensionsExt i

Gd
(� ; � 0) pour les

couplesde repr�esentations elliptiques � et � 0 de GL d(K )), soit en utilisant l'action d'un rel�evement de
Frobenius sur les H i

c.
Fixons une irr �eductible � de D �

d , notons ! � : K � � ! Ql son caract�ere central, et D b
! �

(GL d) la
cat�egorie d�eriv�ee born�ee de la cat�egorie des repr�esentations lissesde GL d de caract�ere central ! � . Le
complexeR� c[� ] := R� c 
 L

D �
d

� 2 D b
! �

(GL d) est scindableenR� c[� ] '
L

i H i
c[� ][� i ] o�u H i

c[� ] := H i
c 
 D �

d
� .

Notons que du côt�e Dr , ce complexe s'interpr�ete g�eom�etriquement comme le complexede cohomologie
R� c(
 d� 1; L � ) du syst�emelocal l -adique L � associ�e �a � via les structures de niveau de Drinfeld.

La propri�et�e de scindagepermet de d�ecrire l'alg�ebre desendomorphismesde R� c[� ] sousla forme :

EndD b
! �

(GL d ) (R� c[� ]) '
M

i > j

Ext i � j
GL d ;! �

�
H i

c[� ]; H j
c [� ]

�
;

le produit sur le Ql -espacevectoriel de droite �etant donn�e par le [ -produit. Grâce�a la th�eoriede Bushnell-
Kutzk o et au th�eor�eme 1.3 de [17], on peut d�ecrire compl�etement ce [ -produit. Notons (� � ; V� � ) la
repr�esentation l-adique de WK associ�ee�a � par correspondancede Langlands et fonctorialit �e de Jacquet-
Langlands : il s'agit d'une repr�esentation ind�ecomposable de dimension d et l'alg�ebre engendr�ee par
l'image de WK dans EndQl

�
V� �

�
est une alg�ebre triangulaire par blocs que nous noterons A � . Le calcul

de [ -produits mentionn�e ci-dessusmontre alors (cf 4.2.6)

Prop osition 1.4 Tout scindagede R� c induit un isomorphismede Ql -alg�ebres

EndD b
! �

(GL d ) (R� c[� ]) �� ! A � _ :

On veut ensuite�elucider l'action de WK sur le membre de gauche. Nous commen�conspar montrer que
l'inertie agit potentiellement par son quotient l -adique et que l'on peut d�e�nir la \partie unipotente de la
monodromie" N � 2 EndD b

! �
(GL d ) (R� c[� ]). Pour d�ecrire pr�ecis�ement ceN � , nousauronsbesoinde minorer

son ordre de nilpotence. �A ce point nous avonsbesoin desr�esultatsglobaux de Boyer : nous utiliserons sa
description du gradu�e pour la �ltration de monodromie du complexedescycles�evanescents de certaines
vari�et�es de Shimura (ou de Drinfeld). En notant 
 � : WK � ! EndD b

! �
(GL d ) (R� c[� ]) � le morphisme de

groupesdonnant l'action de WK sur R� c[� ], on obtient la description suivante, cf 4.3.1

Prop osition 1.5 Il existe un scindagede R� c pour lequel l'isomorphisme d'alg�ebres pr�ec�edent rend le
diagramme suivant commutatif :

EndD b
! �

(GL d ) (R� c[� ]) � //A � _

WK


 �

OO
� � _

77nnnnnnnnnnnnnn

�A partir de cette proposition, le th�eor�eme A se prouve en utilisant �a nouveau le calcul explicite des
extensionsentre repr�esentations elliptiques et de leurs [ -produits.

Dans le cas� = 1, le complexe�a �etudier est simplement R� c(
 d� 1
K ; Ql ). Nous l'avons d�eja �etudi�e dans

[17] en suivant la mêmestrat�egieet les mêmes�etapes que ci-dessus.Le point essentiel o�u les arguments
divergent est l' �etude de l'ordre de nilpotence du N � . Dans [17], nous avons utilis �e la suite spectrale de
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Rapoport-Zink et l'uniformisation p-adique, alors qu'ici nous utilisons les r�esultats de Boyer, et donc in
�ne la g�eom�etrie du côt�e Lubin-T ate. Notons d'ailleurs que toutes les �etapesqui pr�ec�edent s'appliquent �a
la tour de Lubin-T ate ind�ependamment du th�eor�emede Faltings-Fargues.Ce dernier intervient en dernier
lieu pour transf�erer cette �etude du côt�e Drinfeld, ce qui nous am�ene�a notre deuxi�emer�esultat principal

Th �eor �eme B Lesvari�et�esuniformis�eespar lesrev̂etementsde l'espace sym�etrique deDrinfeld 
 satisfont
la conjecture monodromie-poids de Deligne.

Ceci termine le calcul du facteur L local desvari�et�esde Shimura unitaires �etudi�eesdans [29], [15] et
[41] en une place o�u l'alg�ebre �a division et involution globale associ�eereste totalement rami� �ee.

D�ecrivons bri�evement le contenu des di� �erentes parties. Dans la partie 2 on d�e�nit et caract�erise les
repr�esentations elliptiques et on explicite leur comportement �a travers les correspondancesde Langlands
et Jacquet-Langlands.Dans la partie 3 on pr�ecisela versiondesespacesde Drinfeld et Lubin-T ate utilis �ee
pour les �enonc�es cohomologiquesprincipaux, puis on d�e�nit leur complexe de cohomologie,ainsi que
plusieurs variantes utiles par la suite. On y �enoncela version du th�eor�emede Faltings-Farguespertinente
pour cet article. La partie 4 contient la preuvedu th�eor�emeA sousl'hypoth�esequel'op�erateur N � intro duit
ci-dessusest d'ordre assezgrand; la strat�egieest la mêmeque dans la partie 4:2 de [17]. En�n la partie
5 s'occupe de monodromies : d'une part on prouve l'estimation n�ecessaire�a la partie 4 en seraccrochant
aux r�esultats globaux de Boyer au prix d'acrobaties techniques mêlant topos �br �es, faisceaux pervers
et formalisme l-adique. D'autre part on prouve le th�eor�eme B ci-dessus.En�n l'appendice contient un
r�esultat technique, mais d'in t�er̂et ind�ependant utilis �e dans la partie 5.

Les r�esultats principaux de cetravail �etaient d�eja en gestation en 2004{sous forme conjecturale{ alors
que je b�en�e�ciais d'une longue hospitalit �e de l'IHES o�u un groupe de travail sur les travaux de Faltings
[24] a r�euni C. Breuil, L. Fargues,A. Genestier, L. et V. La�orgue, Ngo B.C., S. Orlik et M. Strauch.
que je remercie tous pour de pr�ecieux�echanges.Les preuvespr�esent�eesici sont apparuesplus clairement
au �l desprogr�esde Boyer et Farguesdans leurs travaux respectifs; je remercieen particulier ce dernier
d'avoir fait l'e�ort d'exprimer \l'isomorphisme de Faltings" de la mani�ere qui m'est utile ici. Merci aussi
�a A. Abbespour sesencouragements et conseils.

2 Repr �esentations elliptiques et corresp ondances

Dans cette partie, nous rappelons des faits bien connus sur les correspondancesde Langlands et
Jacquet-Langlands, d'autres un peu moins connus mais qui le sont certainement des sp�ecialistes, puis
nous explicitons le casdesrepr�esentations elliptiques. Nous abr�egeronsGd := GL d(K ).

2.1 Corresp ondance de Jacquet-Langlands locale

2.1.1 Notations : Il sera commode de consid�erer des repr�esentations �a coe�cien ts dans un corps C
abstraitement isomorphe au corps des complexesC. Ce corps pourra parfois être C ou un Q l , selon les
besoinstopologiquesqu'on aura. Pour tout groupe H localement pro�ni, nousnotons Irr C (H ) l'ensemble
des classesd'isomorphisme de C-repr�esentations lisses irr �eductibles de H . Pour le groupe Gd, on isole
certains sous-ensembles remarquables:

i) On d�esignepar CuspC (Gd) � Irr C (Gd) le sous-ensemble desrepr�esentations cuspidales, i.e. dont les
coe�cien ts sont �a support compact-modulo-le-centre. Parmi les irr �eductibles, elles se caract�erisent
aussicomme�etant les objets injectifs et projectifs de la cat�egoriedesrepr�esentations lissesde Gd �a
caract�ere central.

ii) On note DiscC (Gd) � Irr C (Gd) le sous-ensemble des repr�esentations \de la s�erie discr�ete", i.e.
dont les coe�cien ts sont de carr�e int�egrable (au sens complexe) modulo-le-centre. Malgr�e cette
d�e�nition de nature analytique, il se trouve que la notion de \s�erie discr�ete" de Gd est invariante
par automorphismesdu corps C ; c'est une cons�equencedes th�eor�emesde multiplicit �es limites de
[43], ou plus prosa•�quement une cons�equencede la classi�cation de Bernstein-Zelevinski [51, Thm
9.3]. Cela nous permet d'isoler sansambigu•�t �e un sous-ensemble DiscC (Gd) � Irr C (Gd) dont nous
appellerons les membres \s�eriesdiscr�etes" par abus de langage.
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On peut consid�erer la correspondancede Jacquet-Langlandscommele re
et spectral de la correspon-
dance \g �eom�etrique" bien connue entre classesde conjugaisonelliptiques semi-simplesr�eguli�eresde Gd

et de D �
d , donn�ee par l' �egalit�e des polynômescaract�eristiques. L' �enonc�e spectral classiqueconcerneles

repr�esentations complexes:

Th �eor �eme 2.1.2 (Corr espondance de Jacquet-Langlands, [20],[3]) Il existe une bijection

J L d : Irr C
�
D �

d

� �� ! DiscC (Gd)

caract�eris�ee par l' �egalit�e de caract�eres � J L d ( � ) (g) = (� 1)d� 1� � (x) pour toutes classeselliptiques g 2
Gd; x 2 D �

d se correspondant (i.e. ayant même polynôme minimal de degr�e d).

Remarquons que l' �egalit�e de caract�eres de cet �enonc�e peut se tester sur les fonctions localement
constantes �a support compact dans l'ensemble (ouvert) deselliptiques r�eguliers,et ne fait donc intervenir
que le caract�ere-distribution des repr�esentations de DiscC (Gd). Ce caract�ere-distribution est d�e�ni sur
n'imp orte quel corps de coe�cien ts, en particulier sur C. Compte tenu de ce que l'ensemble DiscC (Gd)
et la condition d'�egalit�e descaract�eressont stablespar l'action desautomorphismesdu corps C, l' �enonc�e
ci-dessusse transf�ere sansambigu•�t �e �a un �enonc�e formellement analoguesur le corps C. Nous noterons
encoreJ L d : Irr C

�
D �

d

� �� ! DiscC (Gd) la bijection obtenue.

2.1.3 Groupesde Grothendieck : Notons maintenant R(Gd) et R(D �
d ) lesgroupesde Grothendieck des

C-repr�esentations de longueur �nies. La bijection de Jacquet-Langlandsinduit une injection R(D �
d ) ,!

R(Gd), v�eri�an t l' �egalit�e de caract�eres du th�eor�eme 2.1.2 sur les classesde conjugaison elliptiques se
correspondant. On veut d�e�nir une r�etraction pour cette injection, v�eri�an t la même�egalit�e de caract�eres.
Soit � un caract�ere lissede K � , notons R(Gd; � ), resp.R(D �

d ; � ), le sous-groupe de R(Gd), resp.R(D �
d ),

engendr�epar lesirr �eductiblesdecaract�erecentral � . Lesd�ecompositionsselonle caract�erecentral R(Gd) =L
� R(Gd; � ), resp. R(D �

d ) =
L

� R(D �
d ; � ), sont respect�eespar l'application J L . De plus, les groupes

R(Gd; � ) et R(D �
d ; � ) sont munis de formes bilin �eairesenti �eres,voir [45],

h : i : R(Gd; � ) � R(Gd; � ) ! Z
(� ; � 0) 7!

P
i (� 1)i dim(Ext i

Gd ;� (� ; � 0))

et respectivement pour D �
d . Ces formes bilin �eairesen induisent une sur la sommedirecte R(Gd), resp.

R(D �
d ), que l'on note de la même mani�ere. Dans le cas de D �

d , cette forme est non d�eg�en�er�ee et on a
simplement h�; � 0i = dim HomD �

d
(�; � 0). Dans le casde Gd, la situation est sensiblement plus compliqu�ee.

Notons RI (Gd) le sous-groupe de R(Gd) engendr�e par les induite paraboliques de repr�esentations de
sous-groupesde Levi propres et R(Gd) le quotient R(Gd)=RI (Gd).

Lemme 2.1.4 R(Gd) est libre sur Z et la forme bilin�eaire h ; i s'y descend et y est non-d�eg�en�er�ee, une
baseorthonormale �etant donn�ee par les imagesde s�eries discr�etes.

Preuve : Pour cette preuve, nous pouvons identi�er C et C. L' �enonc�e est alors une cons�equencedestrois
propri�et�essuivantes :

i) La classi�cation de Zelevinski [51](ou celle dite du quotient de Langlands) montre que

R(Gd) =
M

(M ;� ; )

Z[iGd
M (�  )]

o�u [?] est l' �el�ement deR(Gd) associ�e �a la repr�esentation ?, lestriplets (M ; � ;  ) sont form�esd'un sous-
groupe de Levi standard de Gd (c'est-�a-dire un produit de GL di diagonaux), d'une repr�esentation
temp�er�eede M et d'un caract�ere non-rami� �e de M \dans la chambre de Weil positive", et sont pris
�a Gd-conjugaisonpr�es. Le signe iGd

M est l'induction parabolique normalis�ee le long du parabolique
triangulaire sup�erieur dont le Levi est M . Comme on sait de plus que les repr�esentations temp�er�ees
de Gd sont soit induites, soit dess�eriesdiscr�etes,on en d�eduit

R(Gd) =

0

@
M

� 2 DiscC (Gd )

Z[� ]

1

A
M

RI (Gd);
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ce qui montre que R(Gd) est libre sur Z et qu'une base en est donn�ee par les images des s�eries
discr�etes.

ii) Soit M un sous-groupe de Levi standard de Gd et � une repr�esentation admissiblede Gd. Alors pour
toute repr�esentation admissible de Gd, un argument de d�eformation attribu �e �a Kazhdan dans [45]
montre que

h� ; iGd
M (� )i = hiGd

M (� ); � i = 0:

iii) Soit � ; � 0 deux s�eriesdiscr�etesde Gd, on a par [50]

h� ; � 0i = � � � 0:

�

D'autre part, la formule des caract�eres induits de Van Dijk [47] montre que l'application qui �a un
�el�ement x 2 R(Gd) associe la restriction de son caract�ere-distribution aux �el�ements elliptiques r�eguliers
sefactorise �a travers le quotient R(Gd). On d�eduit alors du th�eor�eme2.1.2 le

Corollaire 2.1.5 L'application R(D �
d )

J L d� ! R(Gd) induit un isomorphisme isom�etrique

R(D �
d ) �� ! R(Gd)

caract�eris�e par l' �egalit�e de caract�eres du th�eor�eme 2.1.2.

En cons�equence,on a un morphismedansl'autre sensR(Gd) � ! R(Gd) �� ! R(D �
d ) quenousnoterons

LJ d. Cette notation estdûe �a I. Badulescuqui a d�e�ni dans[2] desr�etractions similairesdansdessituations
plus g�en�erales. D'apr�es [2], ces r�etractions n'envoient g�en�eralement pas irr �eductibles sur irr �eductibles,
mêmeau signepr�es.Dans le caspr�esent, le lemme suivant montre que l'image d'une irr �eductible est soit
nulle, soit une irr �eductible au signepr�es.

Lemme 2.1.6 Pour une repr�esentation irr �eductible � de Gd, les propri�et�es suivantessont �equivalentes:

i) � a le même support cuspidal qu'une s�erie discr�ete.

ii) � a un caract�ere non nul sur les �el�ementselliptiques semi-simplesr�eguliers.

iii) L'image de � dans R(Gd) est non nulle.

Une repr�esentation satisfaisant ces propri�et�es sera dite elliptique. Son image par J L d co•�ncide au signe
pr�es avec celle de la s�erie discr�ete de même support cuspidal.

Rappelonsquele support cuspidald'une repr�esentation irr �eductible � est l'unique classedeconjugaison
de couples(M ; � ) form�esd'un sous-groupe de Levi M et d'une repr�esentation cuspidaleirr �eductible � de
M qui apparâ�t dans le module de Jacquet normalis�e de � le long d'un parabolique de Levi M .

Preuve : L'implication ii ) ) iii ) est une cons�equencede la formule de Van Dijk [47] qui montre que le
caract�ere d'une induite parabolique en un �el�ement semi-simpler�egulier elliptique est nul.

Pour voir l'implication iii ) ) i ), �ecrivons [� ] =
P

(M ;� ) [i
Gd
M (� )] (sommed'induites de repr�esentations

essentiellement temp�er�ees)commenous le permet la classi�cation par le quotient de Langlands. On peut
supposer que les supports cuspidaux de chaque � sont contenus dans celui de � . Comme les temp�er�ees
sont soit induites, soit des s�eries discr�etes, on voit que si � =2 R I (Gd), alors il y a une s�erie discr�ete de
mêmesupport cuspidal que � . Donc iii ) ) i ).

Pour l'implication i ) ) ii ), on peut utiliser la combinatoire de la classi�cation de Zelevinski. Soit � disc

l'unique s�erie discr�ete de mêmesupport cuspidal que � . Avec les notations de [51], on sait qu'il existe un
(unique) segment � = [� ; � 0] o�u � est une cuspidaleirr �eductible de Gd0 avec d0 diviseur de d, de sorte que

i) L'ensemble partiellement ordonn�e des multisegments de support [� ; � 0] a pour plus petit �el�ement
amin = f � g et plus grand �el�ement amax = ff � 0g; � � � ; f � gg.

ii) � disc = hamax i et toutes les repr�esentations de mêmesupport cuspidal sont de la forme hai pour un
multisegment a de support [� ; � 0].

iii) La repr�esentation irr �eductible hbi associ�ee �a b apparâ�t comme sous-quotient de la repr�esentation
induite � (a) associ�ee�a a si et seulement si b 6 a, et dans ce cassa multiplicit �e est 1.
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Supposonsmaintenant que � = hai . Pour b < a notons d(b;a) la longueur d'une châ�ne maximale b <
m1 < � � � < a (i.e le nombre d'op�erations \ �el�ementaires" au sensde [51, 7] pour passerde a �a b), on
obtient donc l' �egalit�e dans R(Gd)

[hai ] =
X

b6 a

(� 1)d(b;a) [� (b)]

Or, pour b = amin , on a hamin i = � (amin ) (c'est la repr�esentation de Speh associ�ee�a � et c'est l'image de
la s�eriediscr�ete � disc par l'in volution deZelevinski) et pour amin 6= b, la repr�esentation � (b) estune induite
\propre". On obtient donc la congruence[� ] = � [hamin i ] mod RI (Gd) dans R(Gd). En l'appliquant aussi
�a � disc , on obtient

[� ] = � [� disc ] mod RI (Gd):

La formule de Van Dijk montre alors que les caract�eres de � et � disc co•�ncident au signe pr�es sur les
�el�ements elliptiques. Or, les formules d'orthogonalit �e pour les s�eries discr�etes montrent que le caract�ere
d'une s�erie discr�ete sur ces�el�ements est non nul.

�

Nous noterons Ell C (Gd) � Irr C (Gd) le sous-ensemble desclassesde repr�esentations elliptiques. On a
bien-ŝur

CuspC (Gd) � DiscC (Gd) � Ell C (Gd) :

Nous allons donner une classi�cation de cesrepr�esentations adapt�eeaux besoinsde ce texte. Auparavant,
nous devons faire quelquesrappels de th�eorie desrepr�esentations de groupes lin�eairesp-adiques.

2.1.7 Rappels sur la th�eorie de Bernstein [8] : Si G est un groupe r�eductif p-adique, ModC (G) d�esigne
la cat�egorie ab�elienne de toutes les C-repr�esentations lissesde G. Soit (M ; � ) une paire Levi-cuspidale,
d�e�nissons B G

M ;� la sous-cat�egorie pleine de ModC (G) form�ee des objets dont tous les sous-quotients
irr �eductibles contiennent (M ; �  ) dans leur support cuspidal, pour un certain caract�ere non-rami� �e  de
M . On sait que la cat�egorieB G

M ;� est un \facteur direct ind�ecomposable" (que nous appelleronsbloc de
Bernstein associ�e �a (M ; � )) de ModC (G) et qu'on a une d�ecomposition

ModC (G) '
M

(M ;� )=�

B G
M ;�

o�u (M ; � ) � (M 0; � 0) si et seulement si il existe g 2 G et  caract�ere non rami� �e de M tels que M 0 = M g

et � 0 = (�  )g (�equivalence\inertielle"). En particulier, les idempotents centraux primitifs de ModC (G)
sont en bijection avec les classesinertielles de paires (M ; � ).

Pour un produit de groupes lin�eaires, lorsque M = T est un tore maximal et � est un caract�ere
non-rami� �e de T, on appelle parfois le bloc associ�e B G

T ;1 le \blo c unipotent" de G.

2.1.8 Rappelssur la th�eoriede Bushnell-Kutzko : Cette th�eoriepermet de d�ecrire lesblocsde Bernstein
dans le cas o�u G est un groupe lin�eaire. On s'int�eresseici au cas particulier suivant : on �xe un entier
n et une repr�esentation supercuspidaleirr �eductible � de Gn = GL n (K ). Pout tout entier e > 1, on voit
le groupe produit (Gn )e comme un Levi standard (diagonal) dans Gne , d'o�u une paire Levi-cuspidale
((Gn )e; � e) pour (Gn )e. Si K 0 d�esigneun autre corps local, nous noterons aussiG0

n := GL n (K 0).

Fait 2.1.9 La th�eorie de Bushnell-Kutzko nous fournit une extension K 0 de K , de degr�e n et degr�e
r�esiduel le nombre f � de caract�eres non rami� �es � : K � � ! C � tels que(� � det) 
 � ' � , et une famil le
d'�equivalences de cat�egories

� e
� : B Gne

(Gn )e ;� e
�� ! B G0

e
(G0

1 )e ;1e

satisfaisant les propri�et�es suivantes:

i) Normalisation : � 1
� (� ) = 1.

ii) Compatibilit �e �a l'induction parabolique normalis�ee5 : si e =
P r

i =1 ei est une partition de e alors

� e1
� � � � � � � er

� ' � e
� � iGne

(Gn )e1 ���� � (Gn )er

5On rappelle que les paraboliques standards sont les paraboliques triangulaires sup�erieurs,
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iii) Compatibilit �e �a la torsion : si � : K � � ! C � est un caract�ere, alors pour toute � 2 B Gne
(Gn )e ;� e , on a

� e
� ((� � det) 
 � ) ' (� � NK 0jK � det) 
 � e

� (� ):

iv) Compatibilit �e aux caract�erescentraux : pour toute repr�esentation � 2 B Gne
(Gn )e ;� e telle que� ($ K ) soit

un scalaire, � e
� (� )($ K ) est aussi un scalaire et on a � e

� (� )($ K ) = � ($ K )� ($ K ) � 1.

Preuve : On utilise les notations de [13, Thm (7.6.20)]. L' �equivalence� 1
� est donn�eepar ce qui est not�e

Ad(	 1) � 1 dans loc. cit , le choix de 	 1 �etant �x �e par notre propri�et�e i). Pour chaque e > 1 on d�e�nit
alors � e

� := Ad(	) � 1, donn�e par [13, Cor (7.6.21)]. En fait, pour être un peu plus pr�ecis, l' �equivalencede
cat�egoriesdonn�eepar loc.cit neconcernequelesrepr�esentations admissiblesde longueur �nie. Pour obtenir
l' �equivalencedesblocs\en entier", il faut utiliser aussi[14]. La compatibilit �e �a la torsion par lescaract�eres
sed�eduit de [13, (7.5.12)]. La propri�et�e iv) est mentionn�eeen [13, (7.7.6)] pour les repr�esentations admis-
sibles.Elle seg�en�eraliseaux autres repr�esentations, en utilisant la discussionde [13, (7.5.9)] par exemple.
La compatibilit �e �a l'induction parabolique est explicite [13, 7.6.21]dans le cas\minimal" e = 1+ � � � + 1.
Dans le casg�en�eral, elle est donn�eepar [14]. �

Notation 2.1.10 Soit � 2 Irr C
�
D �

d

�
. Nous noterons

{ d� 2 N� l'unique diviseur de d et � � l'unique repr�esentation cuspidaleirr �eductiblede Gd=d � tels que

J L d(� ) apparaisse dans l'induite parabolique standard normalis�ee jdetj
1 � d �

2 � � � � � � � jdetj
d � � 1

2 � � :
L'existence de d� et � � est assur�ee par la classi�cation des s�eries discr�etes de Gd par Bernstein-
Zelevinski, [51, Thm 9.3].

{ M � le sous-groupe de Levi standard (Gd=d � )d� et ~� � la repr�esentation supercuspidale irr �eductible
� � jdetj(1 � d� )=2 
 � � � 
 � � jdetj(d� � 1)=2 de M � . Ainsi la paire (M � ; ~� � ) est un repr�esentantdu support
cuspidal de J L d(� )

D'apr�esla caract�erisation 2.1.6 iii) desrepr�esentations elliptiques et la propri�et�e 2.1.9 ii), l' �equivalence

de cat�egories� d�
� � induit une bijection entre l'ensemble Ell C

�
B Gd

M � ;� �

�
des repr�esentations elliptiques de

Gd dans le bloc B Gd
M � ;~� �

et l'ensemble Ell C

�
B

G0
d �

Td � ;1

�
desrepr�esentations elliptiques de G0

d�
dans son bloc

unipotent. Notons que toute famille d'�equivalencesde cat�egories2.1.9 satisfaisant les propri�et�es i) �a iv)
induit la même bijection. Par ailleurs, � � a �et�e choisie pour que cette bijection envoie J L d(� ) sur la
repr�esentation de Steinberg de G0

d�
.

2.1.11 Classi�cation desrepr�esentations elliptiques : Rappelonstout d'abord la classi�cation desellip-
tiques du bloc unipotent de Gd que nous avons utilis �eedans [17, 2.1.3]. Notons Sd l'ensemble desracines
simples du tore diagonal de Gd dans le Borel sup�erieur. Tout sous-ensemble I � Sd d�etermine un sous-
groupe de Levi diagonal M I et un parabolique PI triangulaire sup�erieur, dont l'induite droite IndGd

P I
(1)

poss�edeun unique quotient irr �eductible que nous noterons � I
1 . Celui-ci est elliptique, et l'application

I � Sd 7! � I
1 2 Ell C

�
B Gd

(G1 )d ;1d

�

est une bijection. En termes d'induites normalis�ees,on a � I
1 = Cosoc

�
iGd
M I

�
Soc

�
iM I
Td

(~� 1)
���

.

Pour � 2 Irr C
�
D �

d

�
, on intro duit l'ensemble S� desracinessimplesdu centre de M � dans l'alg�ebre de

Lie du parabolique triangulaire sup�erieur P� de Levi M � , et pour I � S� , on note M �;I le centralisateur
du noyau commun des� 2 I . La repr�esentation

� I
� := Cosoc

�
iGd
M �;I

�
Soc

�
iM �;I

M �
(~� � )

���
(2.1.12)

de Gd est irr �eductible et elliptique, par compatibilit �e de l' �equivalence� d�
� � aux inductions et torsions, et

l'application

I � S� 7! � I
� 2 Ell C

�
B Gd

M � ;�
d �
�

�

est une bijection. Notons que J L d(� ) = � ;
� .

10



Con vention 2.1.13 Bien que cela paraisse moins intrins �eque, nous devonsnum�eroter S� , i.e. choisir
une bijection S�

�� ! f 1; � � � ; d� � 1g pour la suite. Nous choisissonsde num�eroter les racines simplesdes
paraboliques triangulair es sup�erieurs de haut en bas.

En d�ecorant de signes0 lesobjets relatifs au corpsK 0 de l' �equivalence� d�
� � de 2.1.9, la convention ci-dessus

permet en particulier d'identi�er S� et S0
d�

, et on a pour tout I � S�

� d�
� �

(� I
� ) ' � 0I

1:

Remarque 2.1.14 Pour tous � 2 Irr C
�
D �

d

�
et I � S� , on a dans R(Gd) l' �egalit�e [� I

� ] = (� 1)j I j [� ;
� ].

Par cons�equenton a aussi LJ d[� I
� ] = (� 1)j I j [� ] dans R(D �

d ).

Preuve : Grâceaux �equivalencesde cat�egories2.1.9 on est ramen�e au bloc unipotent, c'est-�a dire au cas
� = 1. Dans ce cas, le lemme X.4.6 de [9] montre que dans R(Gd), on a

[� I
1 ] =

X

I � J � Sd

(� 1)j J nI j [IndGd
P I

(1)]:

En appliquant ceci �a I et ; , on obtient [� I
1 ] = (� 1)d� 1�j I j [1Gd ] = (� 1)j I j [StGd ].

�

Remarque 2.1.15 La dualede � I
� est � I

� _ , o�u l'on identi�e S� = S� _ et I est l'image de I par l'involution
i 7! d� � i de S� num�erot�e comme en 2.1.13.

Preuve: Par compatibilit �ede la correspondancedeJacquet-Langlandsavecle passage�a la contragr�ediente,
on a J L d(� _ ) = J L d(� )_ , et donc M � _ = M � et ~� � _ ' (~� � )_ . En dualisant la d�e�nition de � I

� , on obtient

(� I
� )_ = Soc

�
iGd
M �;I

�
Cosoc

�
iM �;I

M �
((~� � )_ )

���
:

Appliquant l' �equivalence� d�
� � _ de 2.1.9 et identi�an t S� �a S0

d�
grâce �a 2.1.13,on obtient � d�

� � _

�
(� I

� )_
�

=

(� 0I
1)_ qui d'apr�es[17, 2.3.3 iv)] n'est autre que � 0I

1 (le 0 renvoie au corps K 0 de 2.1.9). �

2.1.16 Extensions entre repr�esentations elliptiques : Nous identi�erons les centres de Gd et D �
d �a K �

par les plongements canoniques.En particulier le caract�ere central d'une repr�esentation de Gd ou D �
d

sera vu commeun caract�ere de K � . Avec cette convention les caract�erescentraux de � 2 Irr Ql

�
D �

d

�
et

J L d(� ) 2 Irr Ql
(Gd) sont �egaux. Dans la proposition suivante, la notation Ext Gd ;! d�esigneles groupes

d'extensionscalcul�esdans la cat�egoriedesrepr�esentations lissesde Gd de caract�ere central ! .

Prop osition 2.1.17 Soient � 2 Irr Ql

�
D �

d

�
de caract�ere central ! et I � S� .

i) Pour tout i 2 N et toute � 2 Irr ! (Gd), on a en notant � (I ; I 0) = jI [ I 0j � jI \ I 0j

Ext i
Gd ;!

�
� I

� ; �
�

=
�

Ql si � ' � I 0

� et i = � (I ; I 0)
0 si le contraire

:

ii) Soient I ; J; K trois sous-ensemblesde S� tels que � (I ; J ) + � (J; K ) = � (I ; K ), alors le cup-produit

[ : Ext � ( I ;J )
Gd ;!

�
� I

� ; � J
�

�

 Ql

Ext � (J ;K )
Gd ;!

�
� J

� ; � K
�

�
� ! Ext � ( I ;K )

Gd ;!

�
� I

� ; � K
�

�

est un isomorphisme.

Preuve : Rappelonsque si � ; � 0 sont deux repr�esentations irr �eductiblesde mêmecaract�erecentral ! mais
de supports cuspidaux distincts, alors Ext i

G;! (� ; � 0) = 0 pour tout i 2 N, voir par exemple[50, 6.1]. Ceci
montre la nullit �e desExt lorsque � n'est pas elliptique de type � .

Pour le reste du th�eor�eme, nous allons nous ramener au th�eor�eme 1.3 de [17] grâce �a l' �equivalence
� d�

� � . Pour cela, remarquonsque par les propri�et�es i) et iv) de 2.1.9, celle-ci induit une �equivalenceentre
la sous-cat�egorie pleine des objets de B Gd

M � ;~� �
o�u $ agit par le scalaire ! ($ ) et la sous-cat�egorie pleine
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desobjets de B
G0

d �

(G0
1 )d � ;~1

o�u $ agit trivialement. Comme la premi�ere contient la sous-cat�egoriepleine des

objets de caract�ere central ! commefacteur direct (par compacit�e de O �
K ) et la secondecontient la sous-

cat�egorie des objets de caract�ere central trivial comme facteur direct aussi (par compacit�e de O �
K 0), et

que par cons�equent de chaquecôt�e les Ext sont les mêmesdans l'une ou l'autre sous-cat�egoriepleinesen
question, il s'ensuit que

Ext �
Gd ;!

�
� I

� ; � J
�

�
= Ext �

P G0
d �

�
� 0I

1; � 0J
1

�

o�u l'on identi�e S� et S0
d�

par 2.1.13et o�u le 0 renvoie au corpsK 0 de 2.1.9. Il ne resteplus qu'�a appliquer
[17, 1.3] �

Remarque 2.1.18 Comme le montre la preuve ci-dessus,on peut dans la proposition pr�ec�edente rem-
placer les ExtGd ;! par les Ext calcul�es dans la sous-cat�egorie pleine des objets de ModQl

(Gd) o�u $ agit
par le scalaire ! ($ ).

2.2 Corresp ondance de Langlands locale

Soit K nr la sous-extensionnon rami� �ee maximale de K dans K ca et dK nr sa compl�etion. On note
toujours I K := Gal(K ca=K nr ) � WK le groupe d'inertie de K .

2.2.1 Formulation �a la Weil-Deligne : Rappelonsqu'une \repr �esentation de Weil-Deligne" � de WK �a
valeurs dans le corps C est un triplet (� ss ; N � ; V� ) o�u

{ V� est un espacevectoriel de dimension �nie sur C,
{ � ss : WK � ! GL (V� ) est une repr�esentation continue (pour la topologie discr�ete de C) et semi-

simple de WK .
{ N � 2 EndC (V� ) est un endomorphismenilpotent de V tel que pour tout w 2 WK , on a

� ss (w)N � � ss (w) � 1 = jwjN � ;(2.2.2)

o�u j � j d�esignele caract�ere non rami� �e de WK qui envoie les Frobenius arithm �etiquessur l'ordre q
du corps r�esiduelde K .

Notons Repd
C (W DK ) l'ensemble des classesd'�equivalencesdes C-repr�esentations de Weil-Deligne de di-

mensiond. La correspondancede Langlands sur K est une famille de bijections (� d)d2 N�

� d : Irr C (GL d(K )) �� ! Repd
C(W DK )

qui v�eri�e un certain nombre de propri�et�essu�san tes pour la rendre unique (compatibilit �e avec la th�eorie
du corps de classequi donneaussi le casd = 1, pr�eservation de certains invariants de nature arithm �etico-
analytique (facteurs L et � de paires), etc...). Nous renvoyons �a [33],[35] pour l' �enonc�e pr�ecis de ces
propri�et�es caract�eristiques que nous n'utiliserons pas en totalit �e. Nous utiliserons sans commentaires
particuliers la compatibilit �e �a la contragr�ediente et la compatibilit �e �a la torsion par les caract�eres qui
dans le casdescaract�eresnon rami� �ess'exprime formellement ainsi :

8� 2 Irr C (Gd); 8a 2 C� ; � d(( jdetja � ) = j � ja � d(� )

(en particulier, on a normalis�e le corps de classesde mani�ere �a ce que les uniformisantes correspondent
aux Frobenius g�eom�etriques). Rappelonspar ailleurs que

� d(CuspC (Gd)) = f � 2 Repd
C(W DK ) irr �eductiblesg:

En fait, la correspondance est d�etermin�ee par sa restriction aux repr�esentations cuspidales de Gd et
irr �eductibles de WK , la classi�cation de Zelevinski [51] et la classi�cation des repr�esentations de Weil-
Deligne en fonction des irr �eductibles de WK .

La g�eom�etrie alg�ebriquer�ealiseplut ôt une variante de la correspondancede Langlands,appel�eeparfois
correspondancede Hecke et qui sed�eduit de celle de Langlands par une simple torsion \�a la Tate" par le
caract�ere w 7! jwj

1 � d
2 . Il est sous-entendu ici que l'on choisit toujours (si besoin) la racine carr�eepositive
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de q dans C pour d�e�nir une puissancedemi-enti �ere de j � j. Pour les repr�esentations cuspidales,cette
variante se trouve être compatible aux actions des automorphismesde C des deux côt�es, cf [34, (7.4)].
L'extension aux repr�esentations non cuspidalesrespectecette compatibilit �e, commenousallons le pr�eciser
maintenant en suivant [34, (7.4)]. Si � est un automorphismede C et � = (� ss ; N ; V ) une repr�esentation de
Weil-Deligne, notons � � := (� ss 
 1; N 
 1; V 
 C;� C). Cela d�e�nit une action de Aut (C) sur Repd

C(W DK )
et de mêmeon en d�e�nit une autre sur Irr C (Gd).

Fait 2.2.3 Pour tout automorphisme� du corps C et toute repr�esentation � 2 Irr C (Gd), on a

j � j(1 � d)=2� d(� � ) = (j � j(1 � d)=2� d(� )) � :

Preuve : Le cas le plus di�cile est celui o�u � est cuspidale; il est prouv�e dans [34, (7.4)] (et cela repose
sur des compatibilit �es avec des cas de correspondanceglobale). Le cas g�en�eral d�ecoulecertainement de
la version rationnelle de la classi�cation de Langlands de [16, Prop. 3.2]. Pour le confort du lecteur nous
donnonsune preuve compl�ete.

Modi�ons un peu l' �enonc�e en intro duisant la notation " � = � (
p

q)=
p

q 2 f� 1g et les caract�eres

" � : g 2 Gd 7! "val� det(g)
� et " � : w 2 WK 7! "

logq jw j
� :

L' �enonc�e que l'on veut prouver sereformule en

� d(� � ) = "d� 1
� � d(� ) � :(2.2.4)

�Etant donn�ees� 1; � � � ; � r des repr�esentations de Gd1 ; � � � ; Gdr , notons � 1 � � � � � � r la repr�esentation de
Gd1 + ��� + dr induite parabolique standard normalis�ee.Alors si d = d1 + � � � + dr , on calcule

(� 1 � � � � � � r ) � = "d� d1
� � �

1 � � � � � "d� dr
� � �

r :

Supposonsmaintenant que cette induite est irr �eductible et que (2.2.4) est connu pour chaque � i . On sait
alors que

� d(� 1 � � � � � � r ) = � d1 (� 1) � � � � � � dr (� r )

et on en tire imm�ediatement l' �enonc�e pour l'induite. D'apr�es la classi�cation de Zelevinski, cela nous
ram�eneau caso�u � est l'unique quotient irr �eductible de

Stk1 (jdetjn 1 � g) � � � � � Stk r (jdetjn r � g)

avec n1 > � � � > nr 2 Z et � g 2 CuspC (Gg). On a not�e ici Stk � g l'unique quotient irr �eductible de
� g jdetj(1 � k )=2 � � � � � � g jdetj(k � 1)=2 (k facteurs, on passeau suivant en multiplian t par jdetj). Remarquons
que (Stk � g) � = Stk (" kg� g� k+1

� � �
g ). Par ailleurs, d'apr�es [35, 2.7], on a � kg(Stk � g) = � g(� g) 
 � k (StG k ).

On calcule donc

� kg((St k � g) � ) = � kg(Stk (" kg� g� k+1
� � �

g )) = " kg� g� k+1
� � g(� �

g ) 
 � k (StG k )

= " kg� g� k+1
� "1� g

� "1� k
� (� g(� g) 
 � k (StG k )) �

= "1� kg
� � kg(Stk � g) �

compte tenu de ce que l'on sait d�eja pour � g et StG k . Ainsi (2.2.4) est v�eri� �e pour les repr�esentations du
type Stk (� g). Revenons �a notre repr�esentation irr �eductible � et rappelons que selon [35, 2.9], il lui est
associ�e la repr�esentation galoisienne

� d(� ) = � k1 g(Stk1 (jdetjn 1 � g)) � � � � � � k r gStk r (jdetjn r � g)) :

Remarquonspar ailleurs que � � est l'unique quotient irr �eductible de la repr�esentation

"d� k1 g
� (Stk1 (jdetjn 1 � g)) � � � � � � "d� k r g

� (Stk r (jdetjn r � g)) �

qui n'est autre que la repr�esentation

Stk1

�
"d� k1 g

� " k1 g� g� k1 � 1
� jdetjn 1 � �

g

�
� � � � � Stk1

�
"d� k1 g

� " k1 g� g� k1 � 1
� jdetjn r � �

g

�
:
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Il lui est donc associ�e la repr�esentation

� d(� � ) = � k1 g
�
Stk1 ("d� g� k1 � 1

� jdetjn 1 � �
g )

�
� � � � � � k r g

�
Stk r ("d� g� k r � 1

� jdetjn r � �
g )

�

qui n'est autre que

"d� k1 g
� � k1 g ((Stk1 (jdetjn 1 � g)) � ) � � � � � "d� k r g

� � k r g ((St k r (jdetjn r � g)) � ) :

Ainsi, par le casd�eja trait �e desrepr�esentations St, on en d�eduit (2.2.4) pour � .
�

La compatibilit �e aux automorphismesde C permet de transposer sansambigu•�t �e la correspondance
de Langlands tordue �a la Hecke au corps abstrait C. Pour obtenir une correspondancede Langlands sur
C, il faut alors choisir (si besoin) une racine du cardinal du corps r�esiduelde K .

2.2.5 Formulation continue l-adique : Lorsque C = Ql , nous avons besoin d'une formulation en
termesde repr�esentations continuesl-adiquesde WK plut ôt que de repr�esentations de Weil-Deligne. Voici
bri �evement le lien entre les deux formulations expliqu�e par Deligne dans [19, 8]. Rappelons que WK est
muni de la topologie d�e�nie par la topologie pro�nie de I K et la topologie discr�ete de WK =IK ' Z. On
note alors Repd

l (WK ) l'ensemble des classesd'�equivalencesde Ql -repr�esentations Frobenius-semisimples
et continues de WK .

Notons Z l (1) := lim
 �

� l n et t l : I K � ! Z l (1) le l-quotient de l'inertie mod�er�ee,donn�e par l'action sur

les ln -�emesracinesd'une uniformisante. �A tout prog�en�erateur � de Z l (1), est donc associ�e un morphisme

surjectif t � : I K
t l� ! Z l (1)

� �

� ! Z l : Soit (� ss ; N � ; V� ) une Ql -repr�esentation de Weil-Deligne commedans
le paragraphe pr�ec�edent et soit � un rel�evement de Frobenius g�eom�etrique dans WK . L' �equation 2.2.2
montre que la formule

� � (w) := � ss (w)exp(N � t � (i � (w))) ; o�u w = � � (w ) i � (w) 2 � Z n I K(2.2.6)

d�e�nit une repr�esentation continue et Frobenius-semisimplede WK sur l'espace V� . Le th�eor�eme \de
la monodromie l-adique" de Grothendieck montre que l'application Repd

Ql
(W DK ) � ! Repd

l (WK ) ainsi
obtenueestunebijection. Delignea montr �equ'elle ned�ependpasdeschoix de � et � . L'op�erateur nilpotent
N � 2 EndQl

(V� ) est appel�e \monodromie" et contr ôle le d�efaut de semi-simplicit�e de la repr�esentation
� . En particulier la semisimpli� �eede � n'est autre que � ss .

La correspondance de Langlands locale, tordue �a la Hecke, fournit donc une correspondance entre
repr�esentations irr �eductibles de Gd et repr�esentations l-adiques et c'est cette derni�ere que la g�eom�etrie
(i.e. la cohomologiel-adique) peut pr�etendre r�ealiser. Moyennant le choix d'une racine du cardinal du
corps r�esidueldans Ql , on obtient la \vraie" correspondance,que nous noterons toujours

� 2 Irr Ql
(Gd) 7! � d(� ) 2 Repd

l (WK ):

2.2.7 Repr�esentations elliptiques : Pour expliquer cequ'il advient desrepr�esentations elliptiques de Gd

�a travers la correspondancede Langlands, rappelonsque

� d(DiscQl
(Gd)) = f � 2 Repd

l (WK ) ind�ecomposablesg:

Comme le support cuspidal d'une repr�esentation elliptique est aussicelui d'une s�erie discr�ete, la compa-
tibilit �e de la correspondancede Langlands �a l'induction parabolique donne la caract�erisation

� d(Ell Ql
(Gd)) = f � 2 Repd

l (WK ); 9� 0 ind�ecomposabletelle que � ss = � 0ssg:

Ainsi pour toute repr�esentation elliptique � de type � , on a

� d(� )ss = � d=d � (� � ) 
 � ss
d�

j � j
1 � d �

2

o�u � ss
d�

:= Ql � Ql (1) � � � � � Ql (d� � 1). Pour tout sous-ensemble I � f 1; � � � ; d� � 1g, intro duisons la

repr�esentation l-adique � I ;�
d�

associ�ee �a la repr�esentation de Weil-Deligne (� ss
d�

; N I ) par la formule 2.2.6,

14



et o�u N I est l'op�erateur de monodromie � ss
d�

� ! � ss
d�

(� 1) donn�e par la matrice
P

i 2 I c E i;i � 1, o�u I c est
le compl�ementaire de I (voir [17, 4.1.1] pour plus de d�etails). Nous noterons simplement � I

d�
la classe

d'isomorphisme de cette repr�esentation.

Lemme 2.2.8 Soit � 2 Irr Ql
(D ) et I � S� . Utilisant les notations 2.1.10 et la convention 2.1.13, on a

� d(� I
� ) ' � d=d � (� � ) 
 � d� (� I

1 ) ' � d=d � (� � ) 
 � I
d�


 j:j
1 � d �

2 :

Preuve : Dans la preuve de [17, 4.1.2],nousexhibonsdesentiers d1; � � � ; dr de sommed� , et n1 > � � � > nr

tels que la repr�esentation � I
1 soit l'unique quotient de l'induite

jdetjn 1
K StGd 1

� � � � � jdetjn r
K StGd r

:

Cesentiers sont ind�ependants du corpsK , desortequevia l' �equivalencedecat�egories2.1.9et la convention
2.1.13,on en d�eduit que � I

� est l'unique quotient de l'induite

jdetjn 1 Std1 (� � ) � � � � � jdetjn r Stdr (� � );

ce qui nous fournit les param�etres de Langlands de � I
� . Alors d'apr�es [35, 2.9], on a

� d(� I
� ) = j � jn 1 � dd1 =d� (Std1 (� � )) � � � � � j � jn r � dd r =d� (Stdr (� � ))

= j � jn 1 � d=d � (� � ) 
 � d1 (StGd 1
) � � � � � j � jn r � d=d � (� � ) 
 � dr (StGd r

)

= � d=d � (� � ) 
 � d� (� I
1 )

d'o�u la premi�ere �egalit�e de l' �enonc�e. La seconded�ecoulede [17, 4.1.2]. �

3 Espaces mo dulaires de Drinfeld

Dans cette section, nous pr�ecisonsla version des espacesde modules de groupes formels que nous
utilisons pour les �enonc�escohomologiquesprincipaux. Pour les sp�ecialistes,il su�ra de dire qu'on ne �xe
pas la hauteur des quasi-isog�enies qui rigidi�en t les probl�emesde modules (suivant en cela Rapoport-
Zink). La cohomologiedesespacesobtenus n'est donc pas admissiblemais seulement admissiblemodulo
le centre. On d�e�nit ensuite les complexesde cohomologieR� c qui jouent �evidemment un rôle central
dans ce texte. On �xe dor�enavant un entier d > 1, et on note G := GL d(K ) et D l'alg�ebre �a division
centrale sur K d'invariant 1=d, pr�ec�edemment not�eeD d.

3.1 La tour de Drinfeld

La d�e�nition du complexede cohomologiereposesur la description formelle suivante :

3.1.1 La tour de Drinfeld est un syst�eme � � � M D r ;n
� n;n � 1� ! � � �

� 1 ; 0� ! M D r ;0
� D r� ! 
 d� 1

K , o�u

i) Les M D r ;n , n 2 N sont des dK nr -espaces analytiquesmunis

(a) d'une action de G continue au sensde [5, par. 6].

(b) d'une action de D � dont la restriction �a O �
D fait de � n; 0 := � 1;0 � � � � � � n;n � 1 un rev̂etement

�etale galoisien de groupe O �
D =(1 + $ n OD ).

(c) d'une donn�ee de descente �a la Weil pour l'extension dK nr jK (au sensde [42, 3.45]).

Cesactions commutent entre elles et aux � n;n 0, et le sous-groupe K �
diag de G� D � agit trivialement.

ii) l'augmentation � D r est un morphisme d'espaces analytiques \au-dessus de K " (cf [4, p. 30]) qui,
apr�esextensiondesscalaires,devient localement isomorphique,compatible aux donn�eesde descentes,
et �equivariant si l'on munit l'espace sym�etrique deDrinfeld 
 d� 1

K de l'action naturelle deG et triviale
de D � .
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3.1.2 Pour le confort du lecteur nous allons bri�evement rappeler la d�e�nition de cesobjets. On reprend
les notations de l'in tro duction, en abr�egeant O := OK et en �xan t une uniformisante $ de O.

Si B est une O-alg�ebre, un O-module formel sur B est un groupe formel muni d'une action de O
relevant l'action naturelle sur l'alg�ebrede Lie. Un OD -module formel sur B est un O-module formel muni
d'une action de OD qui �etend celle de O. Notons Od � OD l'anneau des entiers d'une sous-extension
non rami� �eemaximale de K dans D. Suivant Drinfeld, un OD -module formel sur B est dit sp�ecial si son
alg�ebre de Lie est localement libre de rang 1 commeOd 
 O B -module.

Une isog�enie de O-modules formels est une isog�enie desgroupes formels sous-jacents compatible aux
actions de O. Sa (O-)hauteur est le quotient (entier) de la hauteur au sensdes groupes par le degr�e de
k sur Fp. La hauteur d'un O-module formel X est la hauteur de l'isog�enie X ($ ). Une quasi-isog�enie
X � ! Y de O-modules formels est un �el�ement de HomO � mf (X ; Y ) 
 O K qui admet un inversedans
HomO � mf (Y; X ) 
 O K . On montre que c'est en fait une isog�enie �a multiplication par une puissancede
X ($ ) pr�es,ce qui permet d'en d�e�nir la hauteur.

3.1.3 L'espaceM D r ;0 : La d�e�nition de la tour de Drinfeld reposesur l'existence d'un OD -module
formel X sp�ecial (donc de dimension d) de hauteur d2 sur kca , qui est unique �a isog�enie pr�es, [10, Prop
I I.5.2], [42, 3.60].

Soit Nilp la cat�egorie des bOnr -alg�ebres o�u l'image de $ est nilpotente. On consid�ere le foncteur
eG : Nilp � ! Ens qui �a B associe l'ensemble desclassesd'isomorphismede couples(X ; � ) avec X un OD -
module formel sur B et � : X 
 k ca (B =$ B ) � ! X 
 B (B =$ B ) une quasi-isog�enie.On a une d�ecomposition
�evidente eG =

F
h2 Z G(h) o�u G(h) classi�e les classesde couples(X ; � ) avec � de hauteur dh. ChaqueG(h)

est non-canoniquement isomorphe �a G(0) et G(0) est le foncteur G de Drinfeld [22]. On sait que G est
repr�esentable (cf [28], [42]) par un sch�ema formel localement de type �ni sur bOnr . On note cM (0)

D r ;0 ce

sch�emaformel. De mêmeon note cM (h)
D r ;0 le sch�emaformel repr�esentant G(h) et cM D r ;0 celui qui repr�esente

eG. On a donc non-canoniquement cM D r ;0 ' cM (0)
D r ;0 � Z. En�n on note sansb les �bres g�en�eriquesau sens

de Raynaud-Berkovich de cesespaces: ce sont donc des dK nr -espacesanalytiques au sensde [4].

3.1.4 Structures de niveau : Notons (X u ; � u ) l'ob jet universel au-dessusde cM D r ;0. Le noyau X u [$ n ]
de la multiplication par $ n dans X u est un sch�ema formel en groupes plat �ni de rang pnd 2

au-dessus
de cM D r ;0, et qui est �etale en �bre g�en�erique. Plus pr�ecis�ement, sa �bre g�en�erique est localement pour la
topologie �etale isomorphe�a M D r ;0 � OD =$ n OD . Le (OD =$ n OD ) � -torseur sur M D r ;0

IsomO D

�
($ � n OD =OD )M D r ; 0 ; X u [$ n ]

�

est donc repr�esent�e par un revêtement �etale de M D r ;0, galoisien de groupe O �
D =(1 + $ n OD ), qui est le

M D r ;n de 3.1.1. Pour m 6 n, l'inclusion $ � m OD =OD � $ � n OD =OD induit le morphisme M D r ;n
� n;m� !

M D r ;m de 3.1.1.

3.1.5 Actions desgroupes: On sait que le groupe desquasi-isog�eniesdu OD -module formel X s'identi�e
�a G = GL d(K ), [42, 3.60] ou [10, I I.5.2]. On r�ecup�ere donc une action (�a gauche) de G sur le foncteur eG
qui envoie le couple (X ; � ) sur le couple (X ; � � ( t g)X) o�u gX d�esignela quasi-isog�enie de X associ�ee �a g
et t g d�esignela transpos�ee de g6. Cette action en induit une sur cM D r ;0 par Yoneda,et l'ob jet universel
est �equivariant, i.e. muni d'isomorphismescanoniques(X u ; � u � g� 1

X ) �� ! g� (X u ; � u ). Par cons�equent tous
les M D r ;n sont munis d'une action de G et les morphismes de transition sont G-�equivariants. D'apr�es
Berkovich, l'action de G sur ces dK nr -espacesanalytiques est continue au sens de [5, par. 6] pour la
topologie naturelle de G.

On d�e�nit maintenant l'action de D � sur M D r ;0. Pour d 2 D � et X un OD -module formel sur B ,
notons dX le OD -module formel dont le O-module formel sous-jacent est encoreX mais dont l'action
de OD est donn�eepar dX (x) := X (d� 1xd), de sorte que X (d� 1) est une quasi-isog�enie X � ! dX . Pour

6Cette normalisation de l'action permet de rendre l' �enonc�e �nal A plus joli car exempt de contragr �ediente. De plus le th �eor�eme
de Faltings fait intervenir un passage�a la transpos�ee.
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un couple (X ; � ) on posed(X ; � ) := (dX ; � � X(d� 1)). On obtient ainsi une action �a gauche de D � sur
le foncteur eG, et donc sur cM D r ;0, triviale sur O �

D . L'ob jet universel est alors muni d'isomorphismes
canoniquesd� (X u ; � u ) �� ! (dX u ; � u � X(d� 1)) et cela permet de prolonger l'action naturelle de O �

D sur
les M D r ;n �a D � , de mani�ere compatible aux morphismesde transition.

Passons�a l'action de Galois et �xons un g�en�erateur topologique � de Gal(K nr =K ) = Gal(kca=k).
Rappelonsqu'une donn�eede descente �a la Weil [42, 3.45] est une structure � Z-�equivariante au-dessusde
dK nr . Ceci �etant, si (X ; � ) est un OD -module formel rigidi� �e au-dessusde B , alors on en d�e�nit un autre
(� � X ; � � ) au-dessusde � � B := B 
 O nr ;� Onr en posant � � X := X 
 B � � B et

� � : X 
 k ca � � (B =$ ) F r ob 
 Id� ! � � X 
 k ca � � (B =$ )
� � �
� ! � � X 
 � � B � � (B =$ ):

On obtient ainsi un morphisme de foncteurs eG � ! � � eG dont on voit imm�ediatement qu'il est inversible,
ce qui nous donneune structure � Z-�equivariante sur eG, et donc sur cM D r ;0, au-dessusde Spf( bOnr ). Nom-
mons momentan�ement � � : � � cM D r ;0

�� ! cM D r ;0 le Spf( bOnr )-isomorphisme associ�e �a cette � Z-structure
�equivariante (adjoint du pr�ec�edent), on obtient pour l'ob jet universel l'existence d'un isomorphismeca-
nonique � � : (� � (X u ); � � u ) �� ! � �

� (X u ; � u ) au-dessusde � � cM D r ;0, d'o�u, par composition, une structure
� Z-�equivariante

� � (X u )
� �� ! � �

� X u = X u � cM D r ; 0
� � cM D r ;0

pr oj 1� ! X u

au-dessusde Spf( bOnr ). En passant aux �bres g�en�eriques,on obtient sur lesM D r ;n lesdonn�eesde descente
annonc�eesdans 3.1.1 i) (c).

3.1.6 Sur dK ca : �Etendonsmaintenant lesscalaires�a dK ca , en suivant la d�e�nition de [4, 1.4]. On obtient
une tour de dK ca -espacesanalytiques

M ca
D r ;n := M D r ;n b
 dK nr

dK ca ; n 2 N

que nous avons not�eesimplement M ca
D r dans l'in tro duction. La structure I K -�equivariante sur M ca

D r ;n au-

dessusde dK ca induite par cechangement de baseet la structure � Z-�equivariante pr�ec�edente se\recollent"
en une structure WK -�equivariante au-dessusde M ( dK ca ). De mani�ere �equivalente, on obtient une action
de WK �a droite sur l'\espace analytique au-dessusde K " M ca

D r ;n , compatible �a l'action naturelle de WK

sur dK ca . Ainsi la tour M ca
D r est munie d'une action de G � D � � WK , et on v�eri�e sur les d�e�nitions que

celle ci est triviale sur K �
diag � 1.

3.1.7 Le morphisme de p�eriodes: Soit 
 d� 1
K l'espacesym�etrique de Drinfeld, d�e�ni commele compl�e-

mentaire des hyperplans rationnels dans Pd� 1
K , et 
 d� 1;nr

K son changement de base �a dK nr . Drinfeld a
construit dans [22] un isomorphisme � (0) : cM (0)

D r ;0 � ! b
 d� 1;nr
K o�u b
 d� 1;nr

K d�esigneun certain mod�ele

formel de 
 d� 1;nr
K d�e�ni auparavant par Deligne. Nous n'avons besoin ici que de la �bre g�en�erique de

ce morphisme � , mais nous avons par contre besoin de l' �etendre �a tout M D r ;0. Pour cela nous utilisons
l'isomorphisme de dK nr -espacesanalytiques � � h : (� h ) � M D r ;0 � ! M D r ;0 qui induit un isomorphime

(� h ) � M (0)
D r ;0

�� ! M (h)
D r ;0 et nous d�e�nissons � (h) par le diagramme commutatif

(� h ) � M (0)
D r ;0

( � h ) � � (0)

��

� //M (h)
D r ;0

� ( h )

���
�
�

(� h ) � 
 d� 1;nr
K

� //
 d� 1;nr
K

o�u la 
 �eche du bas est la donn�e de descente naturelle sur 
 d� 1;nr
K . En�n on pose � :=

F
h2 Z � (h) :

M D r ;0 � ! 
 d� 1;nr
K . Une construction directe (et plus \simple" que cellede Drinfeld) de ce � est propos�ee

dans le chapitre 5 de Rapoport-Zink [42], mais n'est r�edig�ee qu'en in�egalescaract�eristiques (techniques
cristallines).
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Lesassertionsde 3.1.1ii) sont contenuesdanslesr�ef�erencesusuelles[22], [10], [28] et [42]. Commentons
seulement la compatibilit �e �a l'action de G : dans lesr�ef�erencespr�ec�edentes l'action de G sur lesM D r ;n est
l'action \naturelle" dont la notre sed�eduit par g 7! t g� 1. Le morphismede p�eriode y est �equivariant pour
l'action naturelle sur le mod�ele \dual" de 
 d� 1

K , �a savoir l'ensemble des hyperplans de K d ne contenant
pasde droites rationnelles. C'est pourquoi, avecnotre normalisation di� �erente et notre d�e�nition de 
 d� 1

K ,
le morphisme de p�eriodesreste G-�equivariant.

3.2 La tour de Lubin-T ate

3.2.1 C'est un syst�eme � � � M LT ;n
� n;n � 1� ! � � �

� 1 ; 0� ! M LT ;0
� LT� ! S1=d

K , o�u

i) Les M LT ;n , n 2 N sont des dK nr -espaces analytiquesmunis
(a) d'une action continue de D � ,
(b) d'un syst�eme de morphismes �etales �nis gn 0jn : M LT ;n � ! M LT ;n 0 d�e�nis pour tous g; n; n0

satisfaisant gM d(OK )g� 1 � $ n 0� n M d(OK ) et tels que
i. 8g; h 2 G, gn 00jn 0

hn 0jn = (gh)n 00jn lorsque tous sont bien d�e�nis.
ii. 8n; n0, � n;n 0 = 1n 0jn .

iii. 8n, lesgn jn font de� n; 0 un rev̂etement�etalegaloisiendegroupe GL d(OK )=(1+ $ n M d(OK )) .

(c) d'une donn�ee de descente �a la Weil pour l'extension dK nr jK .
Ces donn�ees sont compatibles entre elles et l'action de K �

diag � D � � G est triviale sur chaque
M LT ;n .

ii) l'augmentation � LT est un morphismed'espacesanalytiquesau-dessusde K , qui apr�esextensiondes
scalaires, devient �etale surjectif, compatible aux donn�eesde descente, et �equivariant si l'on munit la
vari�et�e de Severi-Brauer S1=d

K d'invariant 1=d de l'action naturelle de D � et triviale de GL d(K ).
On a donc � LT � g0jn = � LT � 10jn pour tous g; n tels que gM d(OK )g� 1 � $ � n M d(OK ).

Nous donnons maintenant un peu de substance�a cette enveloppe formelle en rappelant la d�e�nition
de cesobjets. Elle reposesur l'existence d'un OK -groupe formel X sur kca de dimension 1 et hauteur d,
au sensde [21] ou [36] et qui est unique �a isomorphismepr�es, [21, prop 1.6-7].

3.2.2 D�eformations de X : On peut comme dans le livre de Rapoport-Zink exprimer le probl�eme de
modulessur la cat�egorieNilp et de mani�eresemblable au casde la tour de Drinfeld. Nous donnonsmalgr�e
tout la d�e�nition historique en termes de d�eformations, car c'est la seule�ecrite en �egalescaract�eristiques.
Soit C la cat�egoriedes bOnr -alg�ebreslocalesde corps r�esiduelFp et compl�etespour leur topologie adique.
Une d�eformation par quasi-isog�enie de X sur une telle alg�ebre R est une paire (X ; � ) form�ee d'un OK -
module formel X sur R et d'une quasi-isog�enie X

�
� ! X 
 R R=M R . Notons Def le foncteur de C dans les

ensemblesqui �a R associe l'ensemble desclassesd'isomorphismede d�eformations par quasi-isog�enie(X ; � )
de X sur R. Ce foncteur est une r�eunion disjointe de sous-foncteursDef(h) classi�ant les couples(X ; � )
avec � de hauteur h. Tous les Def(h) sont non-canoniquement isomorphes�a Def(0) . De plus, commeune
quasi-isog�eniedehauteur nulle entre deux OK -modulesformelsdedimension1 sur Fp est un isomorphisme
(c'est une cons�equencede [21],props 1.6-2et 1.7), on voit queDef(0) est le foncteur de d�eformations�etudi�e
par Drinfeld. D'apr�es[21, 4.2] on sait queDef(0) est repr�esentable par l'alg�ebreR(0) := bOnr [[T1; � � � ; Td� 1]]
des s�eries formelles �a d � 1 variables sur bOnr . Nous noterons alors M (0)

LT ;0 le dK nr -espaceanalytique de

Berkovich associ�e au sch�ema formel cM (0)
LT ;0 := Spf(R(0) ) (suivant la proc�edure de Raynaud-Berthelot

d�ecrite dans [7]) : c'est la boule unit �e ouverte de dimensiond � 1. Il s'ensuit que les foncteurs Def(h) pour
h 2 N sont aussi repr�esentables et nous noterons M (h)

LT ;0 les espacesanalytiques associ�es. Nous posons

en�n cM LT ;0 :=
F

h2 N
cM (h)

LT ;0 et notons sansb l'espaceanalytique associ�e.

3.2.3 Structures de niveau : On peut suivre la mêmeproc�edure que dans le casDr . En notant encore
(X u ; � u ) l'ob jet universel sur cM LT ;0, on d�e�nit M LT ;n comme le revêtement �etale galoisien de groupe
GL d(O=$ n O) de M LT ;0 repr�esentant le torseur

Isom(($ � n O=O)d; X u [$ n ]):
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Il setrouve que danscecasLT on peut faire mieux en interpr�etant M LT ;n commela �bre g�en�erique d'un
probl�eme de modules classi�ant les \structures de niveau de Drinfeld" : cela a l'avantage de simpli�er
la description de l'action de G7. Soit � � K d un O-r�eseau.Si R 2 C et (X ; � ) est une d�eformation par
quasi-isog�eniede X au-dessusde R, alors une �-structure de niveaun de Drinfeld sur X est un morphisme
de O-modules  de $ � n � =� vers l'id �eal maximal M R muni de la structure de O-module d�e�nie par X
et tel que Y

x 2 $ � 1 � =�

(T �  (x)) divise X $ (T)

o�u X $ (T) d�esignela s�erie formelle donnant l'action de$ sur X . LesfoncteursDef(h)
� ;n classi�ant lestriplets

(X ; �;  ) �a isomorphismepr�es sont repr�esentables [21, 4.3] par des alg�ebresR (h)
� ;n �nies et plates sur les

R(h) et nous noterons cM LT ;� ;n :=
F

h2 H SpfR(h)
� ;n . Lorsque � est le r�eseau\canonique" Od � K d, la �bre

g�en�erique de cM LT ;� ;n s'identi�e canoniquement �a M LT ;n . �Evidemment pour n �x �e, tous les cM LT ;� ;n

sont (non-canoniquement) isomorphes.

3.2.4 Action desgroupes: On sait que le groupe desquasi-isog�eniesdu O-module formel X s'identi�e �a
D � . Ceci nouspermet de d�e�nir une action �a gauche de D � sur M LT ;0, puis sur lesM LT ;n d'une mani�ere
exactement analogue�a cellepar laquelle on a d�e�ni l'action de G sur M D r ;0 et lesM D r ;n . Explicitement,
on envoie un triplet (X ; �;  ) sur le triplet (X ; � � d� 1

X ;  ).

L'action de G est plus d�elicate. Elle est soigneusement d�e�nie dans [31, I I.2] (o�u les d�eformations sont
cependant par isomorphismes)et [46] (qui traite les d�eformations par quasi-isog�enies). On rappelle ici
bri �evement cette d�e�nition, en l'exposant un peu di� �eremment desr�ef�erencesusuelles.Pour deux r�eseaux
� ; � 0 dansK d, nousnoteronsd(� ; � 0) la distancecombinatoire entre lespoints de l'immeuble dePGL d(K )
associ�es.C'est le minimum de la sommer + k pour tous les couplesd'entiers r; k 2 Z tels tels que

� � $ � r � 0 � $ � r � k � :(3.2.5)

Lemme 3.2.6 Il existe une famil le de morphismesD � -�equivariants de foncteurs

� n 0jn
� 0j � : Def� ;n � ! Def� 0;n 0

indic�ee par les quadruplets (� ; � 0; n; n0) o�u � ; � 0 sont des r�eseaux de K d et n; n0 2 N sont tels que
n � n0 > d(� ; � 0), et telle que

i) si � = � 0, alors � n 0jn
� 0j � est le morphisme de restriction de la structure de niveau.

ii) pour tout autre � 00; n00avec n0 � n00> d(� 0; � 00), on a � n 00jn
� 00j � = � n 00jn 0

� 00j � 0 � � n 0jn
� 0j � .

iii) les �br es g�en�eriques des morphismes de sch�emas formels cM LT ;� ;n � ! cM LT ;� 0;n 0 associ�es sont
�etales, �nies et surjectives (au sensde Berkovich, par exemple).

�A partir de ce lemme, on d�e�nit l'action de G de la mani�ere suivante : tout g 2 G induit un isomor-
phisme Def� ;n

�� ! Defg� ;n qui envoie le triplet (X ; �;  ) sur le triplet (X ; �;  � g� 1). On posealors pour
tous n; n0 2 N \ad �equates", c'est-�a-dire tels que n � n0 > d(gOd; Od)

gn 0jn : DefO d ;n
�� ! DefgO d ;n

� n 0j n

O d j g O d

� ! DefO d ;n 0:(3.2.7)

En passant aux �bres g�en�eriques,on en d�eduit les gn 0jn de 3.2.1. Notons que leurs degr�es ne d�ependent
pas de g et sont �egaux �a [1 + $ n 0

M d(O) : 1 + $ n M d(O)] = qd2 (n � n 0) .

Preuve : Remarquonsque dans l' �egalit�e ii), le quadruplet (� ; � 00; n; n00) v�eri�e bien n � n00> d(� ; � 00)
par l'in �egalit�e triangulaire.

Fixons maintenant (� ; � 0; n; n0) et choisissons(k; r ) v�eri�an t 3.2.5et tels quen � n0 > k + r . On d�e�nit

un morphisme (� n 0jn
� 0j � )k ;r commedans l' �enonc�e du lemme en associant �a (X ; �;  ) au-dessusde R 2 C le

triplet (X 0
k ;r ; � 0

k ;r ;  0
k ;r ) au-dessusde R d�e�ni par

7On peut n�eanmoinssepasserd'une telle interpr �etation modulaire comme il est esquiss�e dans [42, 5.34] et expliqu�e dans [25,
2.3.8.3]

19



{ X 0
k ;r := X = ($ � r � 0=�), dont l'existence (et la d�e�nition pr�ecise)est assur�eepar [21, Lemma 4.4],

ou [31, Lemma II.2.4].

{ � 0
k ;r : X $ � r

� ! X
�

� ! X 
 R R=M R
can� ! X 0 
 R R=M R .

{  0
k ;r : $ � n 0

� 0=� 0 � $ � r

� ! $ � r � n 0
� 0=$ � r � 0 ,! $ � n � =$ � r � 0 //___ (M R ; X 0)

$ � n � =�

OOOO

 //(M R ; X )

can

OO

Il est clair que ce morphisme est D � -�equivariant. Il nous faut voir qu'il ne d�epend pas du couple
(k; r ) tel que n � n0 > k + r . Soit (k0; r 0) un autre tel couple, et supposons que r 0 > r . Dans ce
cas la multiplication par $ r 0� r dans le OK -module formel X = ($ � r � 0=�) induit un isomorphisme
X = ($ � r 0

� 0=�) �� ! X = ($ � r � 0=�). On v�eri�e alors ais�ement que cet isomorphisme induit un iso-
morphisme de triplets (X 0

k 0;r 0; � 0
k 0;r 0;  0

k 0;r 0)
�� ! (X 0

k ;r ; � 0
k ;r ;  0

k ;r ).
La propri�et�e i) est imm�ediate. Pour la propri�et�e ii), choisissons(k; r ) commeci-dessuset (k0; r 0) tel que

n0� n00> k0+ r 0et � 0 � $ � r 0
� 00� $ � r 0� k 0

� 0. Alors soit (k00; r 00) := (k0+ k; r 0+ r ), on a bien n� n00> k00+ r 00

et � � $ � r 00
� 00� $ � r 00� k 00

� et on v�eri�e sur la d�e�nition que (� n 00jn
� 00j � )k 00;r 00 = (� n 00jn 0

� 00j � 0)k 0;r 0 � (� n 0jn
� 0j � )k ;r .

Il reste �a montrer l' �etale �nitude et la surjectivit �e desmorphismesinduits sur les �bres g�en�eriques.Pour
cela,on utilise le fait que lorsqueon a deux morphismesanalytiques tels que g� f est �etale, alors (g �etale)
) (f �etale), et (f �etale surjectif ) ) (g �etale). Rappelonsmaintenant que lesmorphismesde restriction de
la structure de niveau sont �etalessurjectifs (et �nis) en �bre g�en�erique. Ainsi, �etant donn�e un quadruplet

(� ; � 0; n; n0) tel que n � n0 > d(� ; � 0) =: � , l' �egalit�e � 0jn 0

� 0j � 0�
n 0jn
� 0j � = � 0j �

� 0j � � � jn
� j � montre que � n 0jn

� 0j � est �etale

en �bre g�en�erique si et seulement si � 0j �
� 0j � l'est, et donc si et seulement si � 2� j3�

� 0j � l'est ! Ce dernier est le
premier morphisme de la suite

Def� ;3� � ! Def� 0;2� � ! Def� ;� � ! Def� 0;0:

En �bre g�en�erique, le caract�ere �etale de la compos�ee des deux derni�eres 
 �eches � 0j �
� 0j � � � � j2�

� j � 0 = � 0j2�
� 0j � 0

implique que celle du milieu, � � j2�
� j � 0, est non-rami� �ee.Mais alors, toujours en �bre g�en�erique, le caract�ere

�etale et �ni de la compos�eedesdeux premi�eres
 �echesimplique par [4, 3.2.9] que � 2� j3�
� 0j � est �etale et �nie.

La surjectivit �e sevoit de la mêmemani�ere. �

La donn�ee de descente se d�e�nit comme pour la tour de Drinfeld (voir [42, 3.48]), et ici encore se
recolle avec l'action de l'inertie sur les

M ca
LT ;n := M LT ;n b
 dK nr

dK ca ; n 2 N:

3.2.8 Morphisme de p�eriodes : Dans le cas LT , le morphisme de p�eriodes n'est d�e�ni qu'en �bre
g�en�erique. Il a �et�e d'abord d�e�ni dans [36, par. 23] �a partir de calculs explicites. La d�e�nition la plus
visiblement intrins�equeest celle de [42, ch. 5] mais elle fait appel aux techniques cristallines desgroupes
p-divisibles et n'est �ecrite qu'en in�egalescaract�eristiques8.

Dans chacune des d�e�nitions, la construction reposesur l'existence d'un dK nr -espacevectoriel M de
dimension d muni d'une action de D � et attach�e au O-module formel X (son module de Dieudonn�e
dans le cas d'in �egalescaract�eristiques ou son module de coordonn�eesen �egalescaract�eristiques) et d'un
isomorphismeD � -�equivariant de OM LT ; 0 -modules

M 
 dK nr OM LT ; 0

�� ! M X u

o�u M X u est un �br �e vectoriel au-dessusde M LT ;0 attach�e �a l'ob jet universel X u (obtenu comme �bre
g�en�erique de l'alg�ebre de Lie de l'extension vectorielle universelle de l'ob jet universel X u au-dessusde

8Cependant, A. Genestier sait adapter au cas d'�egalescaract�eristiques, par exemple en utilisan t le module de coordonn�ees
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cM LT ;0, resp. de son module de coordonn�eesen �egalescaract�eristiques). Notons alors LieX u le OM LT ; 0 -

module inversible obtenu comme�bre g�en�erique de l'alg�ebre de Lie de X u au-dessusde cM LT ;0 ; la com-
pos�ee

M 
 dK nr OM LT ; 0

�� ! M X u � ! LieX u

d�e�nit un morphisme de dK nr -espacesanalytiques

� nr : M LT ;0 � ! P(M) ' Pd� 1;nr

qui est le morphismede p�eriodesvoulu. Le fait que � nr est �etale au sensrigide-analytique est prouv�e dans
[42, 5.17]. Il setrouve qu'il est aussi�etale au sensde Berkovich car sonbord relatif est vide. La surjectivit �e
de � nr est prouv�ee,au moins pour lespoints classiques(rigides analytiques) dans[36, 23.5],mais la preuve
deloc.cit montre aussila surjectivit �epour lespoints deBerkovich. Lespropri�et�esd'�equivariancesetrouvent
dans [42, 5.37] ou [36, 23.28].

Par ailleurs, les isomorphismesM(X) F r ob� ! M(� � X) = � � M(X) munissent M et donc P(M) d'une
donn�ee de descente �a la Weil compatible �a � nr . Explicitons-l�a dans le cas o�u K est de caract�eristique
nulle : alors le OK -groupe formel X sur Fp est p-divisible et M est l'isocristal associ�e. Sa dimension sur
dK nr est la hauteur d de X, et son unique pente est 1=d. En particulier M est irr �eductible et donc \d �e�ni
sur Fp" au senssuivant : il existe une base de M dans laquelle le Frobenius est donn�e par la matrice

� =

0

B
B
B
B
@

0 1 0 0

0
. . .

. . . 0

0 0
. . . 1

$ 0 0 0

1

C
C
C
C
A

. Ainsi, la forme rationnelle de Pd� 1 correspondant �a la donn�eede descente sur

P(M) est celle associ�eeau 1-cocycle Gal( dK nr =K ) = � Z � ! Aut (Pd� 1) = PGL d� 1( dK nr ) qui envoie � sur
la matrice �. Cette forme rationnelle est la vari�et�e de Severi-Brauer d'invariant 1=d.

Dans le cas o�u K est de caract�eristique positive, le même raisonnement s'applique au module de
coordonn�eesM.

3.3 D�e�nition du R� c

Dans cette section, nous d�e�nissons les complexesde cohomologiedes tours M ca
LT et M ca

D r . On les
obtient comme �evaluation en un faisceau constant du foncteur d�eriv�e d'un certain foncteur \sections
�a support compact sur la tour". Comme on veut que ce foncteur soit �a valeurs dans la cat�egorie des
G � D � � WK -modules, le plus facile (surtout du côt�e LT ) est de prendre pour sourcede ce foncteur
la cat�egorie des faisceaux�equivariants sur (la descente de) l'espacedes p�eriodes. Nous utiliserons sans
commentaires, mais avec desr�ef�erencespr�ecises,le formalisme pr�esent�e dans l'appendiceB de [17], et qui
est essentiellement dû �a Berkovich et Jannsen.Pour le confort du lecteur, rappelons sans les d�e�nir les
principales notations de cet appendice:

{ gX et d�esignele topos �etale d'un espaceanalytique X et � !(X ; � ) les sections�a support compact.
{ gX et (G) d�esigne le topos form�e par les faisceaux �etales G-�equivariants d'un espacealg�ebrique X

muni d'une action continue d'un groupe topologiqueG [17, B.1.4]. On sait alors que le foncteur des
sections�a support compact se factorise par la cat�egorie (le topos) eG desensembles discrets munis
d'une action continue de G et nous notons � 1 G

! (X ; � ) : gX et (G) � ! eG le foncteur obtenu.
{ Mod� (T ) d�esignela cat�egorieab�eliennedes�-mo dules d'un topos T [17, B.1.5].
{ Si � est une extension �nie (sous-entendu locale et plate) de Z l d'uniformisante � , on note � �

le pro-anneau (� =� n )n 2 N et Mod� � (T ) d�esignela cat�egorie ab�eliennedes � � -modules du topos T
(i.e. des syst�emesprojectifs (F n )n 2 N de �-faisceaux sur T tels que � n Fn = 0). On a un foncteur
lim
 �

T : Mod� � (T ) � ! Mod� (T ) [17, B.2.2].

{ On note � 1 G
!;� := � 1 G

! � lim
 �

gX et (G) : Mod� � (gX et (G)) � ! Mod� (G) [17, B.2.4].

3.3.1 Sections�a supports compactssur la tour : Commelesconstructions sont formellement identiques
pour chacune des deux tours, nous ommettrons parfois la notation Dr ou LT . Par exemple, pour tout
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n 2 N, � n d�esignerasoit la compos�ee

� D r ;n : M ca
D r ;n � ! M ca

D r ;0 � ! 
 d� 1;nr
K � ! PD r := 
 d� 1

K

soit la compos�ee
� LT ;n : M ca

LT ;n � ! M ca
LT ;0 � ! Pd� 1;nr

K � ! PLT := S1=d
K :

Il s'agit de morphismesd'espaces\analytiques au-dessusde K " au sensde [4], les deux premiers espaces
�etant dK ca -analytiques, le troisi �eme dK nr -analytique, et le dernier K -analytique. Dans chacun des cas,
l'espacedesp�eriodesP est muni d'une action continue du groupe J en posant JD r := G et JLT := D � .

Comme les morphismesJ -�equivariants M ca
n

� n;n 0

� ! M ca
n 0 sont �nis, on a � n;n 0;! = � n;n 0;� . Donc pour tout

objet F 2 fPet (J ), on a desapplications naturelles J -�equivariantes

� �
n;n 0 : � 1 J

! (M ca
n 0; � �

n 0(F )) � ! � 1 J
! (M ca

n 0; � n;n 0;! � �
n;n 0� �

n 0(F )) = � 1 J
! (M ca

n ; � �
n (F ))

Fait 3.3.2 L'ensemble lim� !
n 2 N

� 1 J
! (M ca

n ; � �
n (F )) est muni d'une action continue de G� D � � WK et triviale

sur le sous-groupe K �
diag � 1.

Preuve : Dans les deux cas, on a visiblement une action continue de (J � WK ). Dans le cas Dr , on a
aussi imm�ediatement l'action de D � . On s'occupe donc du casLT , o�u il reste �a expliquer l'action de G.

Fixons g 2 G et n > n0 tels que le morphisme gn 0jn : M ca
LT ;n � ! M ca

LT ;n 0 soit d�e�ni. Celui-ci �etant

�ni, on a (gn 0jn )! = (gn 0jn ) � , donc l' �egalit�e � LT ;n 0 � gn 0jn = � LT ;n de 3.2.1 ii) fournit le morphisme

gn 0jn; � : � 1 J
! (M ca

LT ;n 0; � �
LT ;n 0(F )) � ! � 1 J

! (M ca
LT ;n ; � �

LT ;n (F )) :

D'apr�eslespropri�et�es3.2.1i)(b) i et ii, on obtient �a la limite inductiv e un morphismeg� : � c(M ca ; F ) � !
� c(M ca ; F ) qui commute �a l'action de D � � WK , Cela d�e�nit une action �a droite de G, et pour nous
ramener �a une action �a gauche,nous ferons agir g sur � 1 J

! (M ca ; F ) par son inverse g� 1. La trivialit �e
de cette action sur K �

diag vient de la �n de 3.2.1 i). �

PosonsGD := (G � D � )=K �
diag . On a donc obtenu un foncteur \sections �a supports compactssur la

tour"
� c(M ca ; � ) : fPet (J ) ! ^(GD � WK )

F 7! lim� !
n 2 N

� 1 J
! (M ca

n ; � �
n (F ))

dont le but est la cat�egoriedesGD � WK -ensemblescontinus. Ce foncteur commute aux limites projectives
�nies et envoie donc �-mo dules sur �-mo dules pour tout anneau� (constant sur fPet (J )).

3.3.3 Cohomologie : La construction du syst�eme inductif (� 1 J
! (M ca

n ; � �
n (F ))) n 2 N et de l'action de

G � D � � WK sur icelui reposaient sur la �nitude desmorphismes� n;n 0 et gn 0jn . Cesmêmespropri�et�es
permettent de d�e�nir de mani�ere analoguepour tout faisceauab�elien et tout q 2 N un syst�eme inductif
(H q

c (M ca
n ; � �

n (F ))) n 2 N muni d'une action de G � D � � WK .

Fait 3.3.4 Pour tout q 2 N, il y a un isomorphisme de foncteurs ModZ( fPet (J )) � ! ModZ(GD � WK )
canonique :

Rq� c(M ca ; � ) �� ! lim� !
n 2 N

H q
c (M ca

n ; � �
n � ):

Preuve : En e�et, par commutation de la cohomologieaux limites inductiv es �ltran tes, on a

Rq� c(M ca ; � ) = lim� ! Rq (� 1 J
! (M ca

n ; � ) � � �
n ) :

Comme on sait par Berkovich que Rq� 1 J
! (X ; � ) = H q

c (X ; � ) (voir [17, B.1.7]), il nous su�ra de mon-
trer que Rq(� 1 J

! (M ca
n ; � ) � � �

n ) = Rq� 1 J
! (M ca

n ; � ) � � �
n pour tout n. Or on a une factorisation � �

n :

ModZ( fPet (J ))
� �

� ! ModZ( ^P b
 K dK ca
et (J ))

� ca
n

�

� ! ModZ(M̂ ca
n;et (J )) o�u � ca

n est un morphisme �etale de dK ca -
espacesanalytiques et � est le changement de base(ce n'est pasun morphismed'espacesanalytiques mais
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un morphisme des sites �etales concern�es). Ainsi � ca
n

� envoie injectifs sur injectifs puisqu'il est adjoint �a
droite du foncteur exact � ca

n !, et � � envoie su�sammen t d'injectifs sur desinjectifs, par exempletous ceux
de la forme � � (I ), avec I injectif. �

En particulier, lorsque � est un anneaude torsion, le complexeR� c(M ca ; �) a la bonne cohomologie.
Supposonsmaintenant que � est une extension�nie de Z l et �xons F � = (Fm )m 2 N 2 Mod� � ( fPet (J )) .

Comme les morphismes� n;n 0 pour n > n0 sont �etales,on a

lim
 �

M̂ n;et (J ) (� �
n F � ) ' � �

n;n 0 lim
 �

M̂ n 0;et (J ) (� �
n 0F � ):

Ainsi, la �nitude de cesmêmes� n;n 0 fournit encorelesmorphismesde transition intervenant dansla limite
suivante

� c;� (M ca ; F � ) := lim� !
n 2 N

� 1 J
!;� (M ca

n ; � �
n (F � )) :

Ce �-mo dule est muni par d�e�nition d'une action lisse de J �a gauche et d'une action commutante de
WK �a droite (qui n'est plus n�ecessairement lisse�a causede la limite projective). On construit l'action du
troisi �emegroupe (D � pour le casDr ou G pour le casLT ) exactement commedans 3.3.2. En particulier
dans le casLT , on utilise le caract�ere �etale desgn 0jn pour pouvoir �ecrire

lim
 �

M̂ n;et (J ) (� �
n F � ) ' gn 0jn �

lim
 �

M̂ n 0;et (J ) (� �
n 0F � ):

grâce�a 3.2.1 ii). On d�e�nit ainsi un foncteur

� c;� (M ca ; � ) : Mod� � ( fPet (J )) � ! Mod� (GD � W disc
K )

qui est exact �a gauche. Dans le terme de droite, l'exposant disc signi�e qu'on oublie la topologie de WK ;
en e�et, on a perdu la lissit�e de l'action de WK dans la limite projective.

Supposonsmaintenant que le � � -faisceauF � soit un �-syst �emelocal au sensde [17, B.2.1], et notons
H q

c (M ca
n ; � �

n ((Fm )m )) la cohomologie�a supports compactsde son image inversesur M ca
n , d�e�nie dans ce

cas par Berkovich (cf loc. cit ). Toujours les mêmespropri�et�es de propret�e des � n;n 0 et gn 0jn permettent
de d�e�nir un syst�emeinductif (H q

c (M ca
n ; � �

n ((Fm )m ))) n 2 N muni d'une action du groupe G � D � � WK .

Fait 3.3.5 Pour tout q 2 N et tout � -syst�emelocal J -�equivariant (F m )m 2 N sur P, on a un isomorphisme
canonique (G � D � � WK )-�equivariant :

Rq� c;� (M ca ; F � ) �� ! lim� !
n 2 N

H q
c (M ca

n ; � �
n ((Fm )m ))

Preuve : Commedansle casde torsion, la commutation de la cohomologieaux limites inductiv es�ltran tes
et le fait que � �

n envoie su�sammen t d'injectifs sur des injectifs montrent que

Rq� c;� (M ca ; F � ) ' lim� !
n 2 N

�
Rq

�
� 1 J

!;� (M ca
n ; � ) � � �

n

�
(F � )

�

' lim� !
n 2 N

�
Rq

�
� 1 J

!;� (M ca
n ; � )

�
(� �

n (F � ))
�

Mais d'apr�es [17, Prop B.2.5 ii)] appliqu�e aux espacesanalytiques quasi-alg�ebriques(car lisses)M ca
n , on

a Rq� 1 J
!;� (M ca

n ; � �
n (F � )) ' H q

c (M ca
n ; � �

n (Fm )m ) pour tout �-syst �emelocal J -�equivariant F � �

Nous pouvons maintenant poser :

R� c(M ca ; �) := R� c;� (M ca ; � � ) 2 D b
� (GD � W disc

K ):

Par ce qui pr�ec�ede, sa cohomologieest G � D � � WK -isomorphe �a la limite inductiv e H q
c (M ca ; �) des

H q
c (M ca

n ; �), n 2 N. En particulier, le morphisme canoniqueR� c(M ca ; Z l ) 
 Z l � � ! R� c(M ca ; �) est
un isomorphisme.Nous posonsen�n

R� c(M ca ; Ql ) := Ql 
 Z l R� c(M ca ; Z l ) 2 D b
Ql

(GD � W disc
K ):

Par commutation du produit tensoriel aux limites inductiv es, la cohomologiede ce complexeest donn�ee
par Rq� c(M ca ; Ql ) ' H q

c (M ca ; Ql ) := lim� !
n 2 N

H q
c (M ca

n ; Ql ):
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3.4 Le th �eor�eme de Faltings-F argues

Dans [24], Faltings a esquiss�e un lien remarquableentre les tours de Drinfeld et de Lubin-T ate. Ce lien
est expliqu�e en d�etail et ampli� �e dans un travail en cours de Fargues[27] dans le caso�u K est p-adique.
Si on pouvait donner un sensg�eom�etrique raisonnable aux notations M ca := lim

 �
M ca

n , la formulation

naturelle de ce \lien" serait de dire que les objets M ca
D r et M ca

LT sont isomorphes,et de mani�ere G �
D � � WK -�equivariante. Malheureusement cesobjets n'ont vraiment pas de sens,et le r�esultat doit être
formul�e en termesde sch�emasformels p-adiques�enormeset n'ayant plus du tout lespropri�et�esde �nitude
normalement requisespour leur associer desespacesrigides. Mais une autre mani�ere de formuler ce lien
sansintro duire de sch�emasformels est la suivante :

Th �eor �eme 3.4.1 (Faltings-Fargues) Il existe une �equivalence de topos P̂D r ;et (G) ' P̂LT ;et (D � ) qui
�echangeles deux foncteurs � c(M ca

D r ; � ) et � c(M ca
LT ; � ).

C'est le th�eor�eme 13.2 du chapitre \cohomologie" de [27]. Sous cette forme, on obtient le corollaire
imm�ediat

Corollaire 3.4.2 Il existe un isomorphismeR� c(M ca
LT ; Z l ) ' R� c(M ca

D r ; Z l ) dans D b
Z l

(GD � W disc
K ).

3.5 Varian tes et d�ecomp ositions

Dans cette section, on discute deux variantes de la construction de la section pr�ec�edente dont on tire
quelquespropri�et�es des complexesR� c(M ca ; �) o�u � d�esigneune Z l -alg�ebre �nie pour un l 6= p. On
s'int�eresseensuite �a l'action du centre de la cat�egoriedes �( GD )-modules lissessur cescomplexes,puis
dans le casLT , on montre une propri�et�e de �nitude et on intro duit une variante \sans supports".

3.5.1 Premi�erevariante : Dans [15], [31] et [11], lesauteurs consid�erent plut ôt la cohomologiedestours
(M (0) ;ca

?;n )n 2 N pour ? = LT ou Dr , o�u l'exposant (0) d�esignela composante connexeo�u la quasi-isog�enie
du probl�eme de modules est de hauteur nulle, cf 3.1.3 et 3.2.2. Ces espacesne sont pas stables sous
l'action GD � WK ; leur stabilisateur est le sous-groupe (GD � WK )0 form�e destriplets (g; d;w) tels que
jdet(g)Nr (d) � 1jK = jwj. En d�e�nissant lesR� c correspondants commedansle paragraphe3.3, on constate
que les inclusions M (0)

n ,! M n induisent par adjonction un isomorphisme

indGD � W K
(GD � W K )0

�
R� c(M (0) ;ca ; �)

� �� ! R� c(M ca ; �)(3.5.2)

dans D b
� (GD � W disc

K ).

3.5.3 Deuxi�eme variante : On peut aussi quotienter les tours (M n )n par l'action (libre) du sous-
groupe $ Z engendr�e par l'uniformisante $ 2 K � � G. Les quotients M n =$ Z sont non-canoniquement
isomorphes�a

F d� 1
h=0 M (h)

n . Comme $ Z est central dans G � D � � WK , cesquotients sont encoremunis
d'une action du produit triple. Pour all�egerun peu les notations, nous surligneronsles quotients par $ Z ,
en posant GD := GD =$ Z et M := M =$ Z que nous d�ecorerons�eventuellement d'indices Dr , LT ou
n. En r�ep�etant les constructions du paragraphe 3.3, on obtient un complexe (deux complexes,en fait)
R� c(M

ca
; �) 2 D b

� (GD � W disc
K ) qui sed�eduit de R� c(M ca ; �) par la formule

�
L

 �[ $ Z ]R� c(M ca ; �) �� ! R� c(M

ca
; �)(3.5.4)

(isomorphisme \canonique" dans D b
� (GD � W disc

K )) o�u le produit tensoriel est pris par rapport au mor-
phisme d'augmentation �[ $ Z ] � ! �. On a aussiun lien avec la variante pr�ec�edente :

indGD � W K
(GD � W K )0 $ Z

�
R� c(M (0) ;ca ; �)

� �� ! R� c(M
ca

; �) :(3.5.5)

3.5.6 D�ecomposition selonle centre de la cat�egoriedes� D � -modules lisses: Notons Z� (GD ) le centre
de la cat�egorieab�elienneMod� (GD ) des� GD -modules lisses.Commele centre d'une cat�egorieab�elienne
agit encoresur la cat�egoried�eriv�eeborn�eeassoci�ee(et s'identi�e mêmeau centre de celle-ci), on obtient
une action canoniquede Z� (GD ) sur R� c(M ca ; �). En particulier tout idempotent de Z� (GD ) fournit
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un facteur direct de R� c(M ca ; �). De plus, en utilisant les mêmesnotations pour les groupes D � et G,
on a des morphismescanoniquesZ� (D � ) � ! Z� (GD ) et Z� (G) � ! Z� (GD ) induits par les inclusions
D � ,! GD et G ,! GD .

La suite de sous-ensembles 1 + $ n OD , n 2 N de D � est un syst�eme fondamental de voisinagesde
l'unit �e form�e de pro-p-sous-groupesouverts compactsdistingu�esde D � . Comme p est inversible dans �,
cespro-p-sous-groupesouverts d�e�nissent desidempotents de l'alg�ebrede Hecke H � (D � ). Commeils sont
distingu�es,cesidempotents sont centraux : on note " n;D leurs imagesdansZ� (D � ) et "n;D R� c(M ca ; �) 2
D b

� (GD ) le facteur direct de R� c(M ca ; �) associ�e.
Interpr �etation g�eom�etrique : Du côt�e Dr , on prouve facilement (commedansle lemme3.5.9ci-dessous,

enplus simple) quel'inclusion defoncteurs� 1 G
! (M ca

D r ;n ; � )� � �
D r ;n ,! � c(M ca

D r ; � ) induit un isomorphisme
dans D b

� (GD � W disc
K )

R� c(M ca
D r ;n ; �) �� ! "n;D R� c(M ca

D r ; �) :

Par contre, il n'y a pas d'in terpr�etation g�eom�etrique �evidente dans le casLT .

3.5.7 D�ecomposition selon le centre de la cat�egoriedes � G-modules lisses: On supposetoujours que
� est un anneau o�u p est inversible. Il existe une d�ecomposition \par le niveau" similaire �a celle que
nousavonsutilis �eepour D � ci-dessus,mais beaucoupmoins triviale. Notons Mod� (G)n la sous-cat�egorie
pleine de Mod� (G) form�ee des objets engendr�es par leur vecteurs invariants sous le pro-p-sous-groupe
ouvert Hn := 1+ $ n M d(O) de G = GL d(K ), et notons H � (G; Hn ) l'alg�ebrede Hecke de la paire (G; H n )
�a coe�cien ts dans �.

Fait 3.5.8 La sous-cat�egorie Mod� (G)n est \facteur direct" de la cat�egorie Mod� (G). Les foncteurs

V 7! V H n et M 7! indG
H n

(1) 
 H � (G;H n ) M

sont des�equivalences \inverses" l'une de l'autr e entre Mod� (G)n et la cat�egorie desH � (G; Hn )-modules.

Preuve : Nous renvoyons �a l'appendice de [18] (lemme A.3) o�u une d�ecomposition par le niveau est
obtenue pour desgroupesr�eductifs plus g�en�eraux, en reprenant un argument de Vign�erasreposant sur les
�ltrations de Moy et Prasad. Dans les notations du paragrapheA.2 de [18], on peut choisir pour \p oints
optimaux" les isobarycentres des facettes dont l'adh�erencecontient le point sp�ecial associ�e �a GL d(OK ).
Pour un tel point x et tout r > n, on a Gx;r + � Hn , donc la sommePn des repr�esentations P(r ), r < n
de loc. cit. est dans Mod� (G)n . R�eciproquement, toute repr�esentation de Mod� (G)n , et en particulier
indG

H n
(�), contient un type non-rami� �e de niveau > n, donc est quotient d'une sommede copiesde Pn .

D'apr�es le lemme A.3 et le paragraphe A.1 de [18], la repr�esentation Pn d�ecoupe un facteur direct de
Mod� (G) qui n'est donc autre que Mod� (G)n . �

On associe ainsi �a tout entier n 2 N un idempotent central " n;G de Z� (G) qui \pro jette" la cat�egorie
Mod� (G) sur sasous-cat�egorieMod� (G)n . Faisant agir cet idempotent sur la cat�egorieMod� (GD ), on en
obtient un \facteur direct" " n;G Mod� (GD ). On peut interpr�eter ce facteur direct en termes de modules
lissessur l'alg�ebre de Hecke H � (GD ; Hn ) des mesureslocalement constantes �a supports compacts et �a
valeurs dans � qui sont invariantes �a droite et �a gauche sous l'image de H n � ! GD (alg�ebre qui n'a
pas d'unit �e, mais \su�sammen t d'idempotents"). En e�et, en notant toujours indGD

H n
l'induction lisse �a

supports compacts,on d�eduit du fait pr�ec�edent que les foncteurs

V 7! V H n et M 7! indGD
H n

(1) 
 H � (GD ;H n ) M

sont inversesl'un de l'autre. Cette fois-ci l'in terpr�etation g�eom�etrique sefait du côt�e LT :

Lemme 3.5.9 L'inclusion de foncteurs � 1 D
! (M ca

LT ;n ; � ) � � �
LT ;n ,! � c(M ca

LT ; � ) induit un isomorphisme
dans D b(H � (GD ; Hn ) � W disc

K )

R� c(M ca
LT ;n ; �) �� ! R� c(M ca

LT ; �) H n

qui induit �a son tour un isomorphismedans D b
� (GD � W disc

K )

indGD
H n

(1) 
 H � (GD ;H n ) R� c(M ca
LT ;n ; �) �� ! "n;G R� c(M ca

LT ; �) :
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Preuve : Nous traitons le cas � = Z l , les autres cas s'en d�eduisant par extension des scalaires.Il su�t
de montrer que pour tout � � -faisceau�etale D � -�equivariant F � sur PLT = S1=d

K , le morphisme canonique
� 1 D

!;� (M ca
LT ;n ; � �

LT ;n (F � )) � ! � c;� (M ca
LT ; F � ) induit un isomorphismeD � � WK -�equivariant

� 1 D
!;� (M ca

LT ;n ; � �
LT ;n (F � )) �� ! � c;� (M ca

LT ; F � )H n :(3.5.10)

En e�et, celamontrera d'abord l'existencede l'action de H � (GD ; Hn ) sur le terme de gauche et permettra
donc de d�e�nir R� c(M ca

LT ;n ; �) commeun objet WK -�equivariant de D b(H � (GD ; Hn )). Puis celamontrera
aussi les autres assertionsdu lemme, puisque le foncteur despoints �xes sousH n est bien-ŝur exact.

Vue la d�e�nition de � c;� (M ca ; � ), pour prouver 3.5.10il su�t demontrer quepour m > n, l'application
canoniqueinduit un isomorphisme

� 1 D
!;� (M ca

LT ;n ; � �
LT ;n (F � )) �� ! � 1 D

!;� (M ca
LT ;m ; � �

LT ;m (F � ))H n :

Rappelonsque le morphisme � m;n : M ca
LT ;m � ! M ca

LT ;n est �etale galoisiende groupe H n =Hm et qu'on a

� �
m;n (lim

 �

M n (D ) � �
LT ;n (F � )) �� ! lim

 �

M m (D ) � �
LT ;m (F � ). Ainsi l'isomorphisme cherch�e est tautologique si on

enl�eve l'indice c (supports compacts), mais on peut rajouter cet indice c, par propret�e et surjectivit �e de
� m;n . �

Corollaire 3.5.11 Les � -modules H q
c (M

ca
LT ; �) , q 2 N, sont GD -admissibles, et même G-admissibles.

Par cons�equent, le � -module EndD b (GD )

�
"n;G R� c(M

ca
LT ; �)

�
est de type �ni.

Preuve : Commen�conspar la premi�ereassertion.Grâce�a 3.5.5, il noussu�t de voir que pour tout n 2 N,
le �-mo dule H q

c (M (0) ;ca
LT ;n ; �) est de type �ni. Pour cela, rappelonsque M (0)

LT ;n est la �bre g�en�erique d'un

sch�emaformel cM (0)
LT ;n . On sait par diversesversionsdu th�eor�emede Serre-Tate, cf [31, I I.2.7] et [11, 7.4.4],

que cedernier est isomorpheau compl�et�e formel d'un sch�emaalg�ebrique Sn propre sur Onr (une certaine
vari�et�e de Shimura ou une vari�et�e de \Drinfeld-Stuhler") en un point ferm�e x n de sa �bre sp�eciale. Il
s'ensuit que M ca

n s'identi�e �a un ouvert distingu�e (di� �erencede deux espacescompacts) de l'analyti� �e
Sca;an

n de Sca
n . On en d�eduit grâce�a la suite exacteassoci�ee�a la di� �erencedesdeux espacescompactsque

sa cohomologieest de type �ni (cf [5, cor. 5.6] dans le casde torsion et [25, 4.1.15et 4.1.17]dans le cas
l-adique).

La secondeassertionvient du r�esultat suivant, de nature \th �eorie desrepr�esentations" :
Soit � un anneau noeth�erien o�u p est inversible. Soient A � ; B � 2 D b

� (GD ) deuxcomplexes�a cohomologie
G-admissibleet de niveau �ni. Alors HomD b

� (GD ) (A � ; B � ) est un � -module de type �ni.

En e�et, grâceaux suitesspectraleshabituelles, il su�t de voir que chaqueExt i
� GD

�
H q(A � ); H k (B � )

�

est de type �ni sur �. Grâce�a la suite exacte

1 � ! G=$ Z � ! GD � ! D � =K � � ! 1

et la compacit�e de D � =K � , il su�t encorede prouver que les �-mo dules Ext i
� G

�
H q(A � ); H k (B � )

�
sont

de type �ni. Comme le �-mo dule HomG

�
P; H k (B � )

�
est de type �ni d�esque P est projectif de type �ni

dans Mod� (G), il su�t de prouver que H q(A � ) admet une r�esolution par des objets projectifs de type
�ni. On peut pour cela invoquer deux arguments. Soit on reprend l'argument de Vign�eras pour prouver
[49, Thm 2.11]en rempla�cant l'ingr �edient [49, 2.2] par 3.5.8.Soit on utilise la noeth�eriannit�e de Mod � (G)
prouv�eedans [18], puisqueH q(A � ) est par hypoth�esede type �ni. �

3.5.12 Une variante sans supports, du côt�e LT : Dans le paragraphe 3.3, la raison qui nous force
�a utiliser la cohomologie�a supports compacts est notre besoin d'un complexe vivant dans la cat�egorie
d�eriv�eeD � (GD ) des �( GD )-modules lisses. Si l'on remplace � ! par �, on perd la lissit�e du groupe J et
on s'expose�a desprobl�emesde coe�cien ts l-adiques.Du côt�e Dr , cela est r�edhibitoire, mais du côt�e LT ,
le complexeobtenu nous permettra de nous raccrocher aux travaux de Boyer.

Notons GD disc le groupe GD muni de la topologiequi co•�ncide avec la topologienaturelle de G � GD
et induit la topologie discr�ete du quotient GD =G = D � =K � . Si l'on suit la proc�edure de 3.3.1 en y
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rempla�cant � ! par �, on obtient un foncteur

�( M (0) ;ca
LT ; � ) :

]
S1=d

K ;et (D
disc ) � ! ^(GD disc � W disc

K )0

puis un complexeR�( M (0) ;ca
LT ; �) 2 D b

� (GD disc � W disc
K ). Si � est une Z l -alg�ebre �nie, on a

Rq�( M (0) ;ca
LT ; �) = H q(M (0) ;ca

LT ; �) := lim� !
n

lim �
m

H q(M (0) ;ca
LT ;n ; � =lm ):

puisquepour chaquen, le syst�emedesH q(M (0) ;ca
LT ;n ; � =lm ) est AR-l-adique, cf [25, 5.9].

Notons avec un exposant _ le foncteur contragr�ediente sur Mod� (GD disc � W disc
K ) et son d�eriv�e sur

D b
� .

Lemme 3.5.13 Si � = Z=ln Z ou Ql , il existe un isomorphismecanoniquedans D b
� ((GD disc � W disc

K )0)

R�( M (0) ;ca
LT ; �)[2 d � 2](d � 1) �� ! R� c(M (0) ;ca

LT ; �) _ :

Preuve : Commen�conspar construire un accouplement

R�( M (0) ;ca
LT ; �) 
 L

� R� c(M (0) ;ca
LT ; �) � ! �[2 � 2d](1 � d)(3.5.14)

dansD b
� ((GD disc � WK )0). Pour cela,remarquonsquesi on sedonnetrois objets ab�eliensde P̂LT ;et (D disc )

munis d'un morphisme F 
 G � ! H , on r�ecolte sur les sectionsle morphisme

�( M ca
LT ; F ) 
 � c(M ca

LT ; G) � ! � c(M ca
LT ; H )

qui, par �etale-�nitude desgm jn , estGD disc � WK -�equivariant. Dansle caso�u � estdetorsion, enchoisissant
une r�esolution de Godement plate et multiplicativ e de l'anneau �, on obtient dansD b

� ((GD disc � W disc
K )0)

un morphisme
R�( M (0) ;ca

LT ; �) 
 L
� R� c(M (0) ;ca

LT ; �) � ! R� c(M (0) ;ca
LT ; �) :

Lorsque� = Z l , une r�esolutioncomme-ci-dessusfournit aussiune r�esolution 
asque de l'anneau (Z=ln )n 2 N

dans Mod� � (P̂LT ;et (D disc )) et on obtient encoreun tel morphisme. On d�e�nit ensuite 3.5.14par compo-
sition avec la 
 �eche de D b

� ((GD disc � W disc
K )0)

R� c(M (0) ;ca
LT ; �)

� 6 2d � 2� ! H 2d� 2
c (M (0) ;ca

LT ; �)[2 � 2d] �� ! �[2 � 2d](1 � d)

o�u la premi�ere 
 �eche est justi� �ee par le fait que H q
c = 0 pour q > 2d � 2, et la secondeest donn�ee par

la famille desmorphismes\traces" H 2d� 2
c (M ca

LT ;n ; �) T r n� ! �(1 � d) normalis�espar le facteur jH 1=Hn j � 1

(pour avoir la bonne variance). On en d�eduit ensuite formellement le morphisme de l' �enonc�e du lemme.
Supposonsmaintenant que � = Z=ln Z ou Ql . Puisque cet anneau est auto-injectif, le morphisme

de l' �enonc�e induit en cohomologiedesmorphismesH q(M (0) ;ca
LT ; �) � ! H 2d� 2� q

c (M (0) ;ca
LT ; �) _ (1 � d) qui

par construction, co•�ncident sur les H n -invariants avec les isomorphismesde dualit �e de Poincar�e dûs �a
Berkovich [7, Cor 2.3.ii)] H q(M (0) ;ca

LT ;n ; �) �� ! H 2d� 2� q
c (M (0) ;ca

LT ;n ; �) _ (1 � d) (voir aussi [25, 5.9.2] dans le
cas l-adique). �

4 R�ealisation cohomologique des corresp ondances

Dans cette partie, nous prouvons le th�eor�eme A modulo une estimation sur l'action de l'inertie qui
seraobtenue dans la partie suivante. Nous identi�erons toujours les centres respectifs de G = GL ( K ) et
D � = D �

d �a K � , via les plongements canoniques.Un \caract �ere central" d'une repr�esentation de G ou
D � est donc un caract�ere de K � .

Fixons � 2 Irr Ql
(D � ) et notons ! son caract�ere central. Nous allons �etudier dans un premier temps

le complexe
R� c[� ] := R� c(M ca ; Ql ) 
 L

Ql D � � 2 D b
! (G � W disc

K ):
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La cat�egorie d�eriv�ee est celle des Ql -repr�esentations de G � WK dont la restriction �a G est lisse et
de caract�ere central ! (rappelons que R� c(M ca ; Ql ) vit dans D b

Ql
(GD � WK ), cf 3.3.3). Par 3.5.1, les

H j
c (M ca ; Ql ) sont projectifs en tant que repr�esentations lissesde D � et on a donc

H j (R� c[� ]) '
G� W disc

K

H j
c (M ca ; Ql ) 
 Ql D � �:

Pour faire court, nous noterons simplement H j
c [� ] ces objets de cohomologie.Par 3.5.11, ils sont G-

admissibles(et de caract�ere central ! ), sont non-nuls seulement si d � 1 6 i 6 2d � 2, et nous allons
maintenant les d�ecrire.

4.1 Description de la cohomologie, d'apr �es Boyer

4.1.1 Repr�esentations elliptiques \cohomologiques" : on a d�e�ni et classi��e en 2.1.11lesrepr�esentations
de G elliptiques \de type � " not�ees� I

� , pour I � S� . Parmi celles-ciseulescertainesapparaissent dans la
cohomologiedesespacesmodulaires, et m�eritent donc d'être appel�ees\cohomologiques". Pour les d�ecrire
on utilise la bijection S�

�� ! f 1; � � � ; d� � 1g d�ecrite en 2.1.13et on posepour 0 6 i 6 d� � 1

� 6 i
� := � f 1;��� ;i g

� et � >i
� := � f i +1 ;��� ;d � � 1g

� :

On convient naturellement que � 6 0
� = � > d�

� = � ;
� = J L d(� ) qui est la s�erie discr�ete de G associ�ee�a � par

la correspondancede Jacquet-Langlands.

Th �eor �eme 4.1.2 (Boyer) Pour 0 6 i 6 d � 1, il existe un isomorphismede G � D � � WK -modules

H d� 1+ i
c [� ] �� ! � 6 i

� 
 � d=d � (� _
� )j � j

d � � d
2 � i :

Les notations � � et d� sont celles de 2.1.10.

Preuve : Cette \preuv e" va essentiellement consister �a expliciter un dictionnaire entre les notations de
[12] et cellesdu pr�esent travail. Par 3.5.1, on a

H j
c [� ] '

G� W K

H j
c (M (0) ;ca ; Ql ) 
 Ql O �

D
�

o�u l'action de G � WK sur le dernier terme vient de la suite exacteO �
D ,! (G � D � � WK )0 � G � WK .

Par dualit �e et grâce�a 3.5.13on obtient

H j
c [� ] '

G� W K

HomO �
D

�
H j

c (M (0) ;ca ; Ql ) 
 Ql
�; Ql

� _

'
G� W K

HomO �
D

�
�; H j

c (M (0) ;ca ; Ql )
_

� _

'
G� W K

HomO �
D

�
�; H 2d� 2� j (M (0) ;ca

LT ; Ql )
� _

(1 � d):

Boyer, comme Harris et Taylor, travaille sur les cycles �evanescents du sch�ema formel cM (0)
LT . Rappelons

que d'apr�esBerkovich [7, Cor. 2.3.ii)], on a pour tout j 2 N :

H j (M (0) ;ca
LT ; Ql ) '

G� W K

Rj 	 � ( cM (0)
LT ; Ql ):

Il d�ecouledonc de la discussionci-dessusque pour 0 6 i 6 d � 1, on a

H d� 1+ i
c [� ] '

G� W K

	 d� 1� i
K ;l ;d (� )_ (1 � d) = Ud� 1� i

K ;l ;d (� )_ (1 � d)

dans les notations respectivesde Harris-Taylor [31, p. 87] et Boyer [12, 2.1.12]. Il ne nous reste plus qu'�a
appliquer le th�eor�eme 4.1.3 de [12], en y sp�ecialisant les \v ariables" (s; � ) en (d� ; � _

� ), et en utilisant le
dictionnaire :

�  ! J L � 1(Sts(� ))_ ; � d=d � (� � )  ! recK (� )_ ; � >i
� _  ! [ �i ; � � � � � !s � i � 1]�

28



Le th�eor�eme4.1.3 de [12] nous dit alors que

Ud� d� + i
K ;l ;d (� ) '

G� W K

� >i
� _ 
 � d=d � (� � )j � j � (d� d� +2 i )=2:

En changeant i en d� � 1 � i , en dualisant et en tenant compte de l' �egalit�e (� > d� � i
� _ )_ = � 6 i

� donn�eepar
2.1.15,on obtient la formule de l' �enonc�e. �

4.2 Scindages et endomorphismes de R� c[� ]

Nous allons d�ecrire l'alg�ebre desendomorphismesde R� c[� ].

Corollaire 4.2.1 i) Le complexeR� c[� ] est scindabledans D b
! (G).

ii) Si � 2 Irr ! (G) est telle que RHomG;! (R� c[� ]; � ) 6= 0 alors � est elliptique de type � .

Preuve : Le point ii) est une cons�equenceimm�ediate du th�eor�emede Boyer et de 2.1.17i). Le point i) peut
se d�emontrer de deux mani�eresdi� �erentes, soit par le calcul des Ext de 2.1.17 ii), soit par un argument
de poids, exactement commedans la preuve de [17, Prop. 4.2.2] �a laquelle nous renvoyons le lecteur. �

Notons que R� c[� ] n'est pas scindable dans D b
! (G � W disc

K ), et que c'est justement l�a tout le sel de
cette histoire. Nous poseronsdans la suite

� 0(� _ ) := � d=d � (� _
� )j � j

d � � d
2 et C� :=

d�M

i =0

� 6 i
� [� (d � 1 + i )] 2 D b

! (G);(4.2.2)

nous noterons V� 0( � _ ) le Ql -espacesur lequel agit � 0(� _ ), et nous appellerons scindagede R� c[� ] tout
isomorphisme

� : R� c[� ] �� ! C� 
 Ql
V� 0( � _ ) dans D b

! (G):(4.2.3)

qui induit les isomorphismes4:1:2 sur les groupesde cohomologie.

Remarque 4.2.4 LorsqueD est une cat�egorie R-lin �eaire, R �etant un anneau commutatif unitair e, et L
est un R-module libre de type �ni, on a un (une classed'isomorphisme d') endofoncteur C 7! (C 
 R L)
de D. On v�eri�e imm�ediatement qu'on a un isomorphismecanonique de R-alg�ebres

EndD (C 
 L ) �� ! EndD (C) 
 R EndR (L ) :

Ainsi, tout scindageinduit un isomorphisme

� � : EndD b
! (G) (R� c[� ]) �� ! EndD b

! (G) (C� ) 
 Ql
EndQl

�
V� 0( � _ )

�
:

Par ailleurs, on a la description de l'alg�ebre desendomorphismesde C�

EndD b
! (G) (C� ) =

M

i > j

Ext i � j
G;!

�
� 6 i

� ; � 6 j
�

�
;

le produit sur l'espacede droite �etant donn�e par le [ -produit. Notons alors Td� l'alg�ebre desQl -matrices
triangulaires sup�erieuresde taille d� , et (E ij ) i 6 j sa base\canonique" :

Fait 4.2.5 Pour tout choix de g�en�erateurs � i;i +1 2 Ext 1
G;!

�
� 6 i +1

� ; � 6 i
�

�
, l'application E i;i +1 7! � i;i +1

induit un isomorphisme

� : Td�

�� ! EndD b
! (G) (C� ) :

Changer ce choix de g�en�erateurs revient simplement �a composer � avec la conjugaison par une matrice
diagonale.
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Preuve : Ceci d�ecoulede la description du cup-produit 2.1.17 ii). On renvoie �a [17, 4.2.4] pour plus de
d�etails. �

Par la remarque4.2.4, un isomorphisme� commeci-dessusinduit un isomorphismed'alg�ebresencore
not�e �

� : EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 Ql

Td�

�� ! EndD b
! (G)

�
C� 
 Ql

V� 0( � _ )

�
:

Pour r�ecapituler, on a obtenu
Prop osition 4.2.6 �A tout scindage� comme en 4.2.3 et tout choix de g�en�erateurs 4.2.5 est associ�e un
isomorphismede Ql -alg�ebres � � 1 � � � s'inscrivant dans les diagrammescommutatifs

EndD b
! (G) (R� c[� ]) �

� � 1 � � �

//

can

��

EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 Ql

Td�

Id 
 E �
ii

��
EndG

�
H d� 1+ i

c [� ]
� (4 :1:2) //EndQl

�
V� 0( � _ )

�

;

o�u i 2 f 0; � � � ; d� g et E �
ii d�esignela coordonn�ee diagonale(i; i ) de Td�

4.3 Action de WK sur R� c[� ]

On �etudie ici le morphisme canonique


 � : WK � ! Aut D b
! (G) (R� c[� ])

qui d�ecrit l'action de WK sur R� c[� ]. Le r�esultat �nal que nous visons est une version WK -�equivariante
de la proposition 4.2.6 :

Th �eor �eme 4.3.1 Pour tout rel�evement de Frobenius g�eom�etrique � , il existe un unique scindage � �

comme en 4.2.3 et un unique choix de g�en�erateurs 4.2.5 induisant un isomorphime � � , tels que le dia-
gramme suivant commute :

EndD b
! (G) (R� c[� ]) �

� � 1
� � � � �

//EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 Ql

Td�

WK


 �

OO

� 0( � _ ) 
 � ; ;�
d �

44jjjjjjjjjjjjjjjjjj

:

De plus, le choix de g�en�erateurs, et donc � � , est ind�ependant de � .

Rappelons que la notation � ; ;�
d�

a �et�e intro duite au-dessusdu lemme 2.2.8. Sa classed'isomorphisme

est, �a torsion pr�es par j � j
d � � 1

2 , la repr�esentation sp�eciale de dimension d� . En cons�equence,la classe
d'isomorphismede la repr�esentation � 0(� _ ) 
 � ; ;�

d�
est la correspondante de Langlands � d(J L d(� _ )) tordue

par j � j
1 � d

2 .
Par ailleurs, nousavonsfait le choix contestablede �xer un g�en�erateur � deZ l (1) danslesconstructions

qui interviennent pour l' �enonc�e ci-dessus.On laisseraau lecteur int�eress�e le soin de suivre l'e�et d'un tel
choix dans ces constructions et on renvoie �a la partie 4 de [17], pour une discussionplus \canonique"
d'une situation analogue.

Le reste du paragraphe est consacr�e �a la preuve du th�eor�eme ci-dessus,en admettant la proposition
4.3.9 ci-dessous,laquelle seraprouv�eedans la section suivante.

Lemme 4.3.2 (monodromie quasi-unipotente) Il existe un unique endomorphismenilpotent

N � 2 EndD b
! (G) (R� c[� ])

tel que, si I � � I K d�esignele noyau de � 0(� _ ) j I K , alors

8i 2 I � ; 
 � (i ) = exp(N � t � (i )) :

De plus on a
8w 2 WK ; 
 � (w)N � 
 � (w) � 1 = q� � (w ) N � = jwjN � :(4.3.3)
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Preuve : Commen�cons par remarquer que l' �enonc�e est insensible �a la torsion par les caract�eres non-
rami� �es.En e�et, si  : Z � ! Ql est un caract�ere, alors d'apr�es3.5.1, on a un isomorphisme

R� c[� 
 ( � jNrjK )] ' R� c[� ] 
 ( � jdetjK )(  � j � j � 1
W

) dans D b
! (  �j :jd

K
) (G � W disc

K ):

Quitte �a tordre � par un caract�ere non-rami� �e, on peut donc supposer ! ($ ) = 1. On a alors

R� c[� ] = R� c(M
ca

; Ql ) 
 L
Ql D �;

en posant D := D � =$ Z . Choisissonsde plus n 2 N tel que J L(� )H n 6= 0 (rappelons que H n = 1 +
$ n M d(OK )), alors d'apr�es la description de la cohomologie4.1.2, et en utilisant les notations de 3.5.8,
on a même

R� c[� ] = ("n;G R� c(M
ca

; Ql )) 
 L
Ql D �:

Par d�e�nition, le morphisme 
 � donnant l'action de WK sefactorise par

EndD b
Zl

(GD )

�
"n;G R� c(M

ca
; Z l )

� 
 Zl D �

� ! EndD b
! (G) (R� c[� ]) :(4.3.4)

On sait par 3.5.11que le Z l -module de gauche est de type �ni.
Notons maintenant N (� ) le noyau du morphisme canonique

EndD b
! (G) (R� c[� ]) can� !

Y

i

EndG
�
H d� 1+ i

c [� ]
�

et N (� )0 sonintersectionavecl'image de4.3.4,qui estdoncun Z l -module detype �ni. On sait queN (� ) est
form�e d'�el�ements nilpotents d'ordre 6 d� , cf [17, A.1.4] par exemple,et que le groupe U0(� ) := 1+ N 0(� )
est naturellement un pro-l-groupe, cf [17, A.2.1]. Plus pr�ecis�ement, on a

U(� )0 �� ! lim �
n

U(� )0=(Id + ln N (� )0):

Par d�e�nition, le groupe I � de l' �enonc�eest un sous-grouped'indice �ni de I K qui estaussidansle noyau
de l'action de WK sur chaqueH i

c[� ], par la description de la cohomologie4.1.2. Par cons�equent 
 � envoie
I � dans le sous-groupe U(� )0 de Aut (R� c[� ]). Comme un morphisme de groupes entre groupes pro�nis
est automatiquement continu, le morphisme I �


 �� ! U(� )0 sefactorise par le plus grand pro-l-quotient de
I � . Mais celui-ci n'est autre que l'image de I � par le morphisme t � : I K � ! Z l . Cette image est d'indice
�ni, donc de la forme lm Z l , et l'on peut par cons�equent �ecrire

8i 2 I � ; 
 � (i ) = ut � ( i )=l m

o�u u 2 U(� )0 est l'image par 
 � de n'imp orte quel �el�ement de I � s'envoyant sur lm par t � .
Posant alors N � := l � m log(u) 2 N (� ), (le logarithme �etant bien d�e�ni puisque u est unipotent), on

obtient

 � (i ) = exp(t � (i ):N � ); 8i 2 I � :

Puisque pour tous (w; i ) 2 WK � I � , on a t � (wiw � 1) = q� � (w ) t � (i ), l'endomorphisme N � doit satisfaire
l' �equation 4.3.3. En�n, son unicit �e est �evidente.

�

Soit � un rel�evement de Frobenius g�eom�etrique. Consid�erons l'application


 �
� (w) : WK ! EndD b

! (G) (R� c[� ]) �

w 7! 
 � (w)exp(� N � t � (i � (w))) o�u w = � � (w ) i � (w)
:(4.3.5)

L' �equation 4.3.3 assureque l'application 
 �
� est un morphisme de groupes WK � ! Aut (R� c[� ]). Par

construction, celui-ci se factorise par WK � ! WK =I � qui est discret.
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Lemme 4.3.6 Il existe un unique scindage� � comme en 4.2.3 tel que le diagramme suivant commute :

EndD b
! (G) (R� c[� ]) �

� � 1 � � � �

//EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 Ql

Td�

WK


 �
�

OO

� 0( � _ ) 
 � ss
d �

44jjjjjjjjjjjjjjjjjj

:

Rappelons que la repr�esentation � ss
d�

se factorise par la diagonale de Td� , donc la commutation du dia-
gramme est ind�ependantedu choix de g�en�erateurs de 4.2.5 pour d�e�nir � .

Preuve : Comme dans le lemme 4.3.2, notons I � � I K le noyau de � 0(� _ ) j I K , qui est aussi celui de
(
 �

� ) j I K , par construction. Puisque I K =I � est �ni, on peut trouver un entier n 2 N tel que (l'image de) � n

soit central dans le groupe WK =I � . Par le lemme de Schur, l'automorphisme � 0(� _ )( � n ) de V� 0( � _ ) est un

scalaireque l'on notera � 2 Q
�
l . Par la description 4.1.2 de la cohomologie,on voit que l'endomorphisme

H d� 1+ j (
 �
� (� n )) de H d� 1+ j

c [� ] (i.e l'action de � n sur H d� 1+ j
c [� ]) est annul�e par le polynôme X � qnj � .

Par [17, lemme A.1.4], il existe donc un unique scindage� � tel que (pour tout choix de � )

� � 1 � � � � (
 �
� (� n )) = � 
 Diag(1; qn ; � � � ; qnd � ) 2 EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 Td� :

Or, le commutant de � 
 Diag(1; qn ; � � � ; qnd � ) dansEndQl

�
V� 0( � _ )

�

 Td� est EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 Q

d�

l o�u Q
d�

l

d�esigneici la sous-alg�ebredesmatrices diagonalesde Td� . Ainsi, puisque� n est central dansWK =ker(
 �
� ),

on a
Im( � � 1 � � � � � 
 �

� ) � EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 Q

d�

l :

Mais par le diagrammecommutatif de la proposition 4.2.6et la WK -�equivariancedesisomorphismes4.1.2,
on en d�eduit que

8w 2 WK ; (� � 1 � � � � )( 
 �
� (w)) =

d�X

i =0

� 0(� _ )(w)jwj � i 
 E ii

=
d�X

i =0

� 0(� _ )(w) 
 jwj � i E ii

o�u E ii d�esignetoujours la matrice �el�ementaire de coordonn�ees(i; i ) de Td� . Le scindage� � fait donc
bien commuter le diagramme du lemme. Pour l'unicit �e, remarquonsque toute autre solution � 0 v�eri�e la
conclusiondu point ii) de [17, lemme A.1.4] pour � n , et co•�ncide donc avec � par l'assertion d'unicit �e de
ce mêmepoint.

�

4.3.7 Preuvedu th�eor�eme4.3.1: On gardelesnotations pr�ec�edentes; enparticulier, � � est le scindagede
R� c[� ] du lemme4.3.6,et N � l'endomorphismenilpotent de R� c[� ] donn�e par le lemme4.3.2.Choisissons
un � arbitraire pour commencer.Comme N � induit l'endomorphismenul en cohomologie,on a

(� � 1 � � � � )(N � ) 2
X

i>j

EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 E ij ;

en notant (E ij ) i > j la base\canonique" de Td� . D'autre part, on d�eduit de 4.3.3 la relation


 �
� (w)N � 
 �

� (w) � 1 = jwjN �(4.3.8)

pour tout w 2 WK . Appliqu �ee�a l' �el�ement � n de la preuve du lemme 4.3.2, pour lequel on a

(� � 1 � � � � )( � n ) =
d� � 1X

i =0

� qni (Id 
 E ii );
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cette relation implique que

(� � 1 � � � � )(N � ) 2
d� � 1X

i =1

EndQl

�
V� 0( � _ )

�

 E i � 1;i :

�Ecrivons donc (� � 1 � � � � )(N � ) =
P

i M i 
 E i � 1;i avec M i 2 EndQl

�
V� 0( � _ )

�
. Par d�e�nition de � � , on a

pour tout w 2 WK

(� � 1 � � � � )( 
 �
� (w)) =

d� � 1X

i =0

� 0(� _ )(w) 
 jwj � i E ii :

La relation 4.3.8 implique donc que chaque M i commute avec � 0(� _ )(w) pour tout w. Par le lemme de
Schur, on a donc M i 2 Ql . Quitte �a changer � , on peut alors supposer que M i est soit nul, soit �egal �a
1. Pour achever la preuve du th�eor�eme 4.3.1, il nous reste �a prouver que les M i ainsi obtenus sont tous
inversibles,auquel cas, le changement de � est d'ailleurs unique. De mani�ere �equivalente, il nous reste �a
prouver :

Prop osition 4.3.9 N d� � 1
� 6= 0.

Nous reportons la preuve �a la section 5.

4.4 Preuv e du th �eor�eme A

Nous prouvons ici le th�eor�eme A, �a partir du th�eor�eme 4.3.1. Nous noterons simplement R� c :=
R� c(M ca ; Ql ) l'ob jet de D b

Ql
(GD � W disc

K ) construit en 3.3.3.

Lemme 4.4.1 Les deux �enonc�es ci-dessoussont �equivalents�a l' �enonc�e du th�eor�eme A :

i) Pour toutes repr�esentations� 2 Irr Ql
(G), � 2 Irr Ql

(D � ) de même caract�ere central, on a :

H � �
RHomD b (GD ) (R� c; � 
 � _ )

�
'

W K

�
� d(� )j � j

d � 1
2 si � = LJ d(� )
0 sinon

:

ii) Pour toutes repr�esentations� 2 Irr Ql
(G), � 2 Irr Ql

(D � ) de même caract�ere central ! , on a :

H � �
RHomD b

! (G) (R� c[� ]; � )
�

'
W K

�
� d(� )j � j

d � 1
2 si � = LJ d(� )
0 sinon

:

La d�e�nition de H � a �et�e donn�ee dans l'intr oduction.

Preuve : Soit ! le caract�ere central commun. On a une factorisation

HomGD (� ; � 
 � _ ) : ModQl
(GD )

HomG ( � ; � )
� ! Mod! (D � )

HomD � ( �; � )
� ! Ql � e.v.

o�u les deux derni�erescat�egoriessont semi-simples.En particulier, on a un isomorphisme

HomD � (�; H � (RHomG (R� c; � ))) �� ! H � (RHomGD (R� c; � 
 � _ ))

qui bien-ŝur est WK -�equivariant. Il est alors clair que l' �enonc�e du th�eor�emeA implique le point i). Compte
tenu du fait que la famille de foncteursHomD � (�; � ), � 2 Irr ! (D � ) est �d �elesur la cat�egorieMod! (D � ),
la r�eciproque est encorevraie. Le point ii) est �equivalent au point i), grâce�a la factorisation

HomGD (� ; � 
 � _ ) : ModQl
(GD )

� 
 Ql D � �

� ! Mod! (G)
HomG ( � ; � )

� ! Ql � e.v.:

�

Fixons �a nouveau � 2 Irr Ql
(D � ) de caract�ere ! , ainsi qu'un sous-ensemble I � S� , et posons

H I
� := H � �

RHomD b
! (G)

�
R� c[� ]; � I

�

��
:
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C'est un Ql -espacevectoriel gradu�e de dimension �nie muni de l'action par automorphismesde degr�e 0
de WK induite par l'action 
 � : WK � ! Aut D b

! (G) (R� c[� ]). En vertu de 4.4.1 ii) et 4.2.1 ii), le th�eor�eme

A seraprouv�e une fois qu'on aura identi� �e H I
� �a � d(� I

� )j � j
d � 1

2 .
Notons N I

� l'endomorphismede degr�e 0 (d'espacevectoriel gradu�e) de H I
� induit fonctoriellement par

l'endomorphismeN � de R� c[� ] du lemme4.3.2.Choisissonsun rel�evement de Frobeniusg�eom�etrique � et
notons H I ;�

� la repr�esentation gradu�ee lisse de WK induite par l'action 
 �
� : WK � ! Aut D b

! (G) (R� c[� ])
d�e�nie en 4.3.5. Le couple (H I ;�

� ; N I
� ) est la repr�esentation de Weil-Deligne associ�ee �a H I

� (et aux choix
de � et � ).

En utilisant le scindage� � de 4.3.6, on obtient la premi�ere ligne de

H I ;�
� ' W K

d� � 1M

i =0

H � �
RHomD b

! (G)

�
� 6 i

� 
 � 0(� _ )j � j � i ; � I
�

��
[d � 1 + i ]

' W K � 0(� _ )_ 


0

@
d� � 1M

i =0

Ext � ( i;I )
G;!

�
� 6 i

� ; � I
�

�

 Ql

j � j i [d � 1 + i � � (i; I )]

1

A

et la deuxi�emeligne vient du calcul d'extensionsde 2.1.17.
On veut maintenant expliciter l'endomorphisme N I

� . On proc�ede exactement comme dans [17, 4.4].
Notons � i � 1;i 2 Ext 1

G;!

�
� 6 i

� ; � 6 i � 1
�

�
, o�u i 2 f 1; � � � ; d� � 1g les g�en�erateurs qui d�e�nissent l'isomor-

phisme � � du th�eor�eme 4.3.1 et choisissonspour chaque j 2 f 0; � � � ; d� � 1g un g�en�erateur de la droite
Ext � ( i;I )

G;!

�
� 6 i

� ; � I
�

�
. Alors l'action (�a droite) de � � � (N � ) sur H I

� est donn�eepar

ei 7! ei [ � i;i +1 2 Ql ei +1 :

La formule pour le [ -produit de 2.1.17ii) montre que ei [ � i;i +1 est non-nul si et seulement si � (i + 1; I ) =
� (i; I ) + 1 et des consid�erations �el�ementaires montrent que cela se produit si et seulement si i + 1 2 I c

(compl�ementaire de I dans S� = f 1; � � � ; d� � 1g).
Oublions maintenant la graduation de H I

� . La discussionde [17, 4.4] montre alors que

H I
� ' W K � 0(� _ )_ 
 � I

d�
;

et compte tenu de la d�e�nition 4.2.2 de � 0(� _ ), de l' �egalit�e � � _ = � _
� et de la compatibilit �e de la corres-

pondancede Langlands aux contragr�edientes, on obtient

H I
� ' W K � d=d � (� � )j � j

d � d �
2 
 � I

d�

' W K � d=d � (� � ) 
 � I
d�

j � j
1 � d �

2 j � j
d � 1

2 ' � d(� I
� )j � j

d � 1
2

par la description 2.2.8 de la correspondancede Langlands pour les repr�esentations elliptiques.

Remarque 4.4.2 �Ecrivons I = f i 1; � � � ; i j I j g dans l'or dre croissant et posonsi 0 := 0, i j I j+1 = d� et dk :=
i k+1 � i k pour k = 0; � � � ; jI j. Alors la discussion de [17, 4.4] montre qu'en tant que WK -repr�esentation
gradu�ee, on a

H I
� [1 � d� ] '

j I jM

k=0

�
� d=d � (� � ) 
 � ;

dk
j:j

d � d �
2 + i k

�
[�j I j + 2k]:

Ainsi les composantessont ind�ecomposableset rang�eespar ordre croissant de poids de 2 en 2.

5 Mono dromie et vari �et �es de Shim ura

Un des buts de cette section est de prouver la proposition 4.3.9 et donc de terminer la preuve du
th�eor�eme A. Ceci fera intervenir le syst�eme des vari�et�es de Shimura �etudi�eespar Harris-Taylor (ou son
analogue dû �a Drinfeld-Stuhler en �egalescaract�eristiques), ainsi que la description de la �ltration de
monodromie de leurs cycles�evanescents par Boyer.
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Dans la deuxi�eme partie, on prouve la conjecture monodromie-poids pour les vari�et�es uniformis�ees
par les revêtements de l'espacesym�etrique de Drinfeld. Ceci s'applique �a certaines vari�et�es de Shimura
unitaires �etudi�eesnotamment par Harris [29], Carayol [15] et Rapoport [41].

On note toujours G = GL d(K ) et D = Dd.

5.1 Vari �et �es de Harris-T aylor

On s'int�eresseici aux vari�et�es de Shimura �etudi�eespar Harris et Taylor dans [31]. Plus pr�ecis�ement,
on supposeque K est le compl�et�e en une placew d'un corpsCM F v�eri�an t leshypoth�esesde [31, I.7], on
�xe un \niv eau hors p" Up � G(A1 ;p ) d'un certain groupe unitaire G d�e�ni aussi en [31, I.7] et qui �a la
placew est isomorphe�a GL d, puis pour un entier n, on note SH T ;n le OK -sch�ema propre et r�egulier not�e
X U p ;m dans [31, I I I.4], avec m = (n; 0; � � � ; 0). On notera avec desexposants � ou s les �bres g�en�eriques
ou sp�ecialesde cesobjets et j et i les immersionscorrespondantes, d�ecor�eesdes indices pertinents.

L'entier n correspond �a une structure de niveau (�a la Drinfeld-Katz-Mazur) H n = 1 + $ n M d(OK ) en
w sur le probl�emede modulesd�e�nissant la vari�et�e de Shimura sur OK . Par desconstructions analogues�a
cellesutilis �eespour la tour deLubin-T ate, la famille des(SH T ;n )n 2 N estmunie d'un syst�emedemorphismes
�nis gm jn . Une mani�ere agr�eablede formaliser ceci est d'in tro duire la cat�egoriesuivante :

D �e�nition 5.1.1 On note N(G) la cat�egorie dont les objets sont les entiers naturels et les 
 �echessont
donn�eespar

HomN(G) (n; m) := Hm nf g 2 G; gHn g� 1 � Hm g=Hn ;

la composition �etant induite par la multiplication dans G. On note aussi N(G0) la sous-cat�egorie dont les

 �echesviennent de G0 = ker jdetjK .

Aveccette d�e�nition, la famille desSH T ;n est l'image d'un N(G)-diagramme, i.e. un foncteur deN(G) dans
les OK -sch�emas.Cette formulation invite �a utiliser le langagedes cat�egories(co)-�br �ees.Par exemple,
on dispose de la cat�egorie Perv(Ss;ca

H T ; Ql ) au-dessusde N(G), dont les �bres sont les cat�egoriesde Ql -
faisceauxpervers sur les Ss;ca

H T ;n et qui est �br �ee par les pgm jn � et co�br �ee par les gm jn
� . Les sectionsde

cette cat�egoriebi-�br �eeseront appel�eesFaisceaux Pervers de Hecke. Ce sont donc dessyst�emes(F n )n de
faisceauxpervers munis de morphismesde transition F m � ! gm jn

� Fn . En vertu de l'exactitude desgm jn
� ,

ils forment une cat�egorieab�elienne,que nous noterons FPH.
Les r�esultats globaux principaux de Boyer dans [12] concernent le faisceauperversde Hecke R	 form�e

par le syst�eme des cycles �evanescents d�ecal�es R	( S�
H T ;n ; Ql )[d � 1]. Celui-ci est muni d'une action de

WK compatible avec celle sur kca . En particulier, on a pour chaque �etage un op�erateur de monodromie
nilpotent Nn , deux �ltrations K � (croissante) et I � (d�ecroissante) d�e�nies respectivement par les noyaux
et les imagesdes it �er�es de Nn , ainsi que leur convolution M � , appel�ee \�ltration de monodromie". La
famille desNn d�e�nit un endomorphismeWK -�equivariant N de R	 et les familles de �ltrations induisent
des�ltrations WK -�equivariantes K � R	, I � R	 et M � R	 de l'ob jet R	 dans F PH . Il n'est pas �evident a
priori que N soit nilpotent, ou que ces�ltrations soient �nies. Mais cela r�esulte du corollaire suivant de
la description 4.1.2 :

Fait 5.1.2 (Boyer) Pour tout n 2 N, l'action de I K sur le Ql -faisceau constructible R j 	( S�
H T ;n ; Ql ) se

factorise par un quotient �ni.

Preuve : Ceci �equivaut �a dire que l'action de Nn sur R j 	( S�
H T ;n ; Ql ) est triviale, ce qui sev�eri�e sur les

�bres. Soit x un point g�eom�etrique de Ss
H T ;n . On sait qu'il existe un entier h tel que le compl�et�e formel

de SH T ;n le long de x s'identi�e �a l'espacedes d�eformations avec stuctures de niveau n d'un groupe de
Barsotti-T ate sur kca de dimension 1, hauteur d et dont la hauteur de la partie �etale est h. Ce dernier est
formellement lisse [31, p. 80] au-dessusde l'espace fM (0) ;d� h

LT ;n des d�eformations avec structures de niveau
n de sa partie connexeet on a donc par le th�eor�eme de comparaisonde Berkovich R j 	( S�

H T ;n ; Ql )x '

H j (M (0) ;d� h;ca
LT ;n ; Ql ). Par 4.1.2, l'action de l'inertie y est semi-simpleet donc potentiellement triviale. �

Puisque l'op�erateur Nn est nul sur les faisceauxde cohomologie,et puisque R	( S�
H T ;n ; Ql ) est d'am-

plitude cohomologique[1 � d;0], l'op�erateur Nn est nilpotent d'ordre 6 d. Par cons�equent N est aussi
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nilpotent d'ordre 6 d et les �ltrations de R	 sont �nies. On peut pr�eciser cela en d�ecoupant, suivant
Boyer, les cycles�evanescents selon l'action de l'inertie (voir aussi la preuve de 5.1.8) :

R	 =
M

� 2 Irr Ql
(W K ) =�

R	 � ;

d�ecomposition dans la cat�egorieFPH et o�u les � sont prises �a �equivalenceinertielle pr�es.Alors il r�esulte
de [12, 5.4.7] que R	 � est d'amplitude cohomologique[1 � d� ; 0] o�u d� := bd=dim(� )c et donc que
l'op�erateur de monodromie N � est nilpotent d'ordre 6 d� , que les gradu�es grq

I := I q=I q+1 (R	 � ) et
grK

p := K p+1 =Kp(R	 � ) sont nuls en dehorsde 0 6 p;q < d� et que les gradu�esgrM
k := M k+1 =M k (R	 � )

sont nuls en dehors de � d� < k < d� . Le th�eor�eme 5.4.5 de [12] d�ecrit les gradu�es de la �ltration de
monodromie M � R	 � , et il n'est pas di�cile d'en d�eduire les bigradu�es de la bi�ltration I � K � (R	 � ), cf
la preuve de 5.1.6 ci-dessous.

5.1.3 Bien-ŝur, le lien entre lesr�esultats globaux de Boyer et lesr�esultats locaux dont nousavonsbesoin
sefait en prenant la \�bre en un point supersingulier" de R	 � . Plus pr�ecis�ement, donnons-nousun point
supersingulier x dans Ss;ca

H T ;0. On sait que les morphismesg0jn sont totalement rami� �esau-dessusde x et
que si g 2 G0, la pr�eimager�eduite de x dans Ss;ca

H T ;n est un singleton f xn g ind�ependant de g. Le syst�eme
des x �

n (R	 n;� ) est donc un foncteur contravariant de N(G0) dans D b(Ql ) (on identi�era cette derni�ere
�a la cat�egorie des espacesvectoriels �a graduation �nie). En passant �a la limite inductiv e, on obtient un
espacevectoriel gradu�e muni d'une action de G0. D'o�u un foncteur additif

x � : F PH � ! gr ModQl
(G0) := f Ql -repr�esentations lissesgradu�eesde G0g:

On sait que le compl�et�e formel (�etagepar �etage) de la tour Snr
H T le long de la famille xn s'identi�e �a

M (0)
LT , et par le th�eor�emede comparaisonde Berkovich, on a donc un isomorphismeG0 � I K -�equivariant

x � (R	) '
M

i

H i (M (0) ;ca
LT ; Ql )[d � 1 � i ]:

De plus, l'action de O �
D par automorphismesdu compl�et�e formel de chaque Snr

H T ;n en xn munit x � (R	)
d'une action de O �

D a priori , et l'isomorphisme de Berkovich ci-dessusest �equivariant, puisquecanonique.
En fait, l'action de G0 � O�

D � I K sur l'espacevectoriel gradu�e x � (R	) est la restriction d'une action de
(G� D � � WK )0 que l'on obtient en consid�erant le compl�et�e formel de Ss;ca

H T le long de l'orbite Galoisienne
X = (X n )n 2 N de x sousWK . En e�et, celle-ciest un sousN(G)-diagramme de Ss;ca

H T de dimension0, dont
le compl�et�e formel associ�e est muni d'une action de D � . Le stabilisateur du compl�et�e formel en x est
justement (G � D � � WK )0.

Pour d�ecrire x � (R	 � ), il est plus commode de modi�er le foncteur x � en posant :

ix � := indG
G0 $ Z � x � : F PH � ! gr ModQl

(G=$ Z)

o�u $ est une uniformisante de K � � G. Alors l'ob jet ix � (R	 � ) est un facteur direct stable par G � D � �
WK de H � (M ca

LT =$ Z ; Ql ) dont la restriction �a I K est � -isotypique. D'apr�esla description de Boyer 4.1.2
et la dualit �e 3.5.13,on a donc :

ix � (R	 � ) '
G� D � � W K

 
M

�  �

 
M

i

H i
c[� ][� i ]

! _


 �

!

[1 � d](1 � d)(5.1.4)

'
G� D � � W K

M

�  �

 
d� � 1M

i =0

� >i
� _ 
 � 
 � 0(� )( � i )[� i ]

!

[d� � 1]:(5.1.5)

o�u �  � d�esignela conjonction des deux conditions ! � ($ ) = 1 et � 0(� ) � � (�equivalenceinertielle) et
� 0(� ) est d�e�nie en 4.2.2. En particulier x � (R	 � ) est nul si le degr�e de � ne divise pas d.

On aimerait transf�erer la bi�ltration de R	 � . Pour cela, on remarque que le foncteur x � est \exact"
dans le senssuivant :
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Lemme 5.1.5 Le foncteur x � seprolongeen un foncteur de la cat�egorie dessuites exactesde F PH dans
la cat�egorie des triangles distingu�es de gr ModQl

(G0).

En d'autre termes, une suite exacteA ,! B � C induit une longue suite exacte

� � � � ! x � A i � ! x � B i � ! x � C i � ! x � A i +1 � ! � � � :

Preuve : Notons temporairement D b
c la cat�egoriedessectionsde la cat�egoriebi-�br �eeau-dessusde N(G)

dont les�bres sont lesD b
c(Ss;ca

H T ;n ; Ql ). La cat�egorieF PH est une sous-cat�egoriepleinede D b
c, et le foncteur

x � est la restriction d'un foncteur de sourceD b
c, encorenot�e x � et d�e�ni de la mêmemani�ere.La cat�egorie

D b
c est additiv e, Z-gradu�ee, et munie d'une famille �evidente de triangles distingu�es : ceux qui �a chaque

�etage le sont. Le foncteur x � est exact, i.e. envoie triangles distingu�es sur triangles distingu�es au sens
du lemme. Ainsi, il nous su�ra de montrer que toute suite exacte A ,! B � C se compl�ete de mani�ere
unique en un triangle distingu�e de D b

c. Or, �a chaque �etage, on connait l'unicit �e de � n : Cn � ! An [1]
compl�etant la suite An � ! Bn � ! Cn en un triangle distingu�e [1, Cor 1.1.10 ii)]. Cette unicit �e et la
p-exactitude desgm jn

� assurent que le syst�eme(� n )n est bien un morphisme dans D b
c. �

D'apr�es le lemme ci-dessus,la bi�ltration de R	 � induit une \bi�ltration" sur son image x � R	 �

dans gr ModQl
(G0) (en termes rigoureux, un objet spectral au sensde Verdier [48, I I.4]). Par d�e�nition,

elle est I K -�equivariante, et par le th�eor�eme 2 de [26], elle est aussi O �
D -�equivariante. En fait, elle est

(G � D � � WK )0-�equivariante, commeon le voit en r�ep�etant cesarguments pour l'orbite GaloisienneX
de x, puis en serestreignant �a x.

La suite spectrale associ�ee�a la �ltration de monodromie de x � R	 � est enti �erement d�ecrite par Boyer.
Voici une reformulation de cette description, en termes de bi�ltration, et adapt�ee �a nos besoins; par
convention, nos gradu�essont donn�espar grq

I := I q=I q+1 et grK
p := K p+1 =Kp.

Th �eor �eme 5.1.6 (Boyer) Soit � 2 Irr Ql
(WK ), et rappelons que d� = bd=dim(� )c.

i) Le Ql -espace gradu�e x � (grq
I grK

p R	 � ) est non-nul seulementsi p;q > 0 et p + q < d� , auquelcas il
est concentr�e en degr�e p + q � d� + 1 et donn�e par :

ix � (grq
I grK

p R	 � )[p + q � d� + 1] '
G� D � � W K

M

�  �

� >p + q
� _ 
 � 
 � 0(� )(q � p)

o�u � >i
� est l'"unique" extension non triviale de � >i +1

� par � >i
� dans Mod! � (G) pour 0 < i < d� et

� >d �
� := � >d �

� = � ;
� .

ii) Pour tous p;q > 0 tels que p + q < d� � 1, le morphisme G � D � � WK -�equivariant

ix � (grq
I grK

p R	 � )[p + q � d� + 1] � ! ix � (grq+1
I grK

p R	 � )[p + q + 1 � d� + 1]

d�eduit par d�ecalage et rotation du triangle distingu�e grq+1
I � ! I q=I q+2 � ! grq

I est donn�e (mo-
dulo isomorphismes) sur chaque facteur direct par l'"unique" morphisme G-�equivariant non-nul
� >p + q

� _ � ! � >p + q+1
� _ .

Preuve : L'assertion sur la nullit �eendehorsdu triangle p;q > 0 et p+ q < d� estunesimplecons�equencede
la d�e�nition des�ltrations I � etK � et du fait que N d� = 0. Nous supposonsdor�enavant que cesin�egalit�es
sont v�eri� �eeset nousallons d'abord montrer que ix �

eq(grq
I grK

p ) est concentr �e en degr�e p+ q� d� + 1. Pour
cela, le plus commode est de seraccrocher �a la description desgrM

k (R	 � ) par Boyer. Par d�e�nition, on a
grM

k =
L

p� q= k grq
I grK

p . Inversement, pour r�ecup�erer les bigradu�es �a partir du gradu�e de monodromie, il
faut serappeler que l'op�erateur N � envoie I qK p(R	 � ) dans I q+1 K p� 1(R	 � ) et induit un isomorphisme

N � : grq
I grK

p (R	 � ) �� ! grq+1
I grK

p� 1(R	 � )

tant que p > 1. On en d�eduit les formules :

grq
I grK

0 = ker
�

grM
� q

N �� ! grM
� q� 2

�
et N p

� : grq
I grK

p
�� ! grq+ p

I grK
0 :(5.1.7)
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D'apr�esBoyer [12, 5.4.5], les gradu�esde monodromie sont de la forme

grM
k (R	 � ) =

M

j k j6 t 6 d�

t � k � 1[2]

P(t; � )(?)

o�u P(t; � ) est le faisceau pervers de Hecke not�e P(g; t; � v ) dans loc. cit avec le dictionnaire suivant :
g  ! dim(� ) et � v  ! � � 1

g (� ), et (?) d�esigneune torsion �a la Tate qui ne nous importe pas ici. De par
leur d�e�nition, chaque P(t; � ) est semi-simplede longueur �nie et sansmultiplicit �e. De plus, les P(t; � )
sont deux-�a-deux \disjoin ts". On d�eduit alors desformules 5.1.7 et par une r�ecurrencefacile que

grq
I grK

p (R	 � ) = P(p + q + 1; � )(?):

Le th�eor�eme 5.4.7 de [12] d�ecrit (entre autres) la cohomologiede x � (P(t; � )) et montre que celle-ci est
concentr �eeen degr�e t � d� , d'o�u la premi�ere assertiondu point i).

Consid�erons maintenant la suite spectrale (G � D � � WK )0-�equivariante associ�ee �a la �ltration de
monodromie

E i;j
1 := H i + j (x � (grM

� i (R	 � ))) ) H i + j (x � R	 � ):

Du simple fait que la cohomologiede x � grq
I grK

p est concentr �eeen degr�e p + q+ 1 � d� , on tire pour tous
p;q :

i) x � (grp
I grK

q (R	 � ))[p + q + 1 � d� ] = E q� p;2p+1 � d�
1 ,

ii) La 
 �eche du point ii) est la di� �erentielle dq� p;2p+1 � d�
1 .

Les assertionsrestantes sont donc cons�equencesdu th�eor�eme 4.2.3 de [12], puisque dans le dictionnaire
entre nos notations et cellesde loc. cit , on a � >i

�  ! [ �i ]� � � [� � !s � i ]� � .
�

Pour pouvoir utiliser ce th�eor�eme, il nous faut maintenant relever le foncteur x � vers la cat�egorie
D b

Ql
(G0). Malheureusement, cela poseplusieurs probl�emestechniques.
Le premier vient du formalisme l-adique. Pour l'expliquer, rappelonsque pour X sch�ema de type �ni

sur un corps de dimension cohomologique�nie, la cat�egorieD b
c(X ; Ql ) est d�e�nie commelimite inductiv e

descat�egoriesD b
c(X ; �)[ 1

l ] o�u � d�ecrit les anneaux d'entiers d'extensions �nies de Ql et les morphismes
de transition sont donn�espar extensiondesscalairesde �[ 1

l ] �a � 0[ 1
l ]. De plus, chaqueD b

c(X ; �)[ 1
l ] s'iden-

ti�e naturellement �a une sous-cat�egorie triangul �eepleine de la cat�egorieD +
� �

(gX et )[ 1
l ] (via les complexes

\normalis �es" d'Ekedahl, cf [26, Prop 2]). En�n, chaque D +
� �

(gX et ) est munie d'une t-structure perverse
[26, Thm 7] qui induit sur D b

c(X ; �)[ 1
l ] la t-structure perverseinterm�ediaire [26, Cor 3] et pour laquelle les

morphismes�nis sont t-exacts.Notons alors F PH � � la cat�egoriedessectionsde la cat�egoriebi-�br �eesur

N(G) dont la �bre en n est le coeur de la t-structure perversesur D +
� �

( ^SH T ;n;et ). Par t-exactitude desfonc-

teurs de transition gm jn
� , cette cat�egorieest ab�elienne.Soit F PH c

� �
sa sous-cat�egoriepleine (ab�elienneet

�epaisse)form�eedessections(K n )n 2 N(G) avec K n [ 1
l ] 2 D b

c(SH T ;n ; �)[ 1
l ]. Plut ôt qu'avec la cat�egorieF PH

nous travaillerons avec la cat�egorieab�elienneF PH 0 suivante :

F PH 0 := lim� !
�

(F PH c
� �

[
1
l
]):

On a un foncteur �evident F PH 0 �� ! F PH , exact et �d �ele, dont le d�efaut de pleinitude vient de ce que
cette construction \b orne" les d�enominateurset l'alg�ebricit�e lorsqu'on bougedans le diagramme.

Par d�e�nition, le complexedes cycles�evanescents R	 est naturellement un objet de F PH 0, dont la
valeur en n 2 N(G) est (R	( SH T ;n ; � � )) � . Par contre, son op�erateur de monodromie N n'est a priori
pas un endomorphismede R	 dans F PH 0, car il est d�e�ni �a chaque �etage par un logarithme dont les
d�enominateurscroissent avec le niveau n. Cependant on a le lemme suivant :

Lemme 5.1.8 Soit � 2 Irr Ql
(WK ). Le plongementR	 � ,! R	 dansF PH et l'op�erateur demonodromie

N � sont dans l'image essentielle de � .
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Preuve : Commen�cons par expliciter la construction de R	 � dans la cat�egorie F PH . Notons pour
cela 
 : I K � ! EndF P H (R	) l'action de l'inertie. Par d�e�nition de N , l'application e
 : i 2 I K 7!

 (i )exp(� t l (i )N ) d�e�nit une action localement constante de I K sur R	 et se prolonge donc en un mor-
phisme de Ql -alg�ebres H Ql

(I K ) � ! EndF P H (R	) o�u H Ql
(I K ) d�esigne l'alg�ebre des distributions lo-

calement constantes sur I K . Le facteur R	 � est d�ecoup�e via e
 par l'idempotent de H Ql
(I K ) associ�e �a

� .
Choisissonsune base(I m )m 2 N de voisinagesde l'unit �e de I K form�ee de sous-groupes ouverts de I K

normaux dansWK , et notons R	 m le facteur direct de R	 dansF PH d�ecoup�e via e
 par la repr�esentation

triviale de I m . On a une suite exacte I l
m ,! I m

t l
� lm 0

Z l avec I l
m un pro-l0-groupe. Comme la restriction

de l'action 
 �a I l
m est localement constante, on a un idempotent 
 [I l

m ] o�u [I l
m ] 2 H Z l (I

l
m ) est la mesure

de Haar normalis�ee.Choisissonsun �el�ement Tm 2 I m tel que t l (Tm ) = lm 0
. On a alors

R	 m =
X

t 2 N

ker
�

(
 (Tm ) � 1)t
j im 
 [I l

m ]

�

et son op�erateur de monodromie est donn�e par

N jR 	 m =
1

lm 0 log(
 (Tm )) :

On a d�eja remarqu�e que N est nilpotent d'ordre 6 d. On a donc aussi

R	 m = ker
�

(
 (Tm ) � 1)d
j im 
 [I l

m ]

�
:

Or, lesendomorphismes
 [I l
m ] et 
 (Tm ) de R	 sont dansEndF P H 0 (R	). Ceci montre l' �enonc�e du lemme

pour R	 m �a la place de R	 � et on en d�eduit aussitôt l' �enonc�e du lemme puisque R	 � = (R	 m ) � d�es
que I m � ker � .

�

Prop osition 5.1.9 Il existeun foncteur x �
eq s'inscrivant dansun diagrammeessentiellement commutatif

FPH'
x �

eq //

�

��

D b
Ql

(G0)

�H i [� i ]

��
FPH

x �
//gr ModQl

(G0)

;

exact au sensdu lemme 5.1.5 et tel qu'on ait un isomorphismecanoniqueet compatible �a l'action de WK

x �
eqR	 ' R�( M (0) ;ca

LT ; Ql )[d � 1] dans D b
Ql

(G0):

Admettons ce r�esultat momentan�ement et posonsix �
eq := indG

G0 $ Z � x �
eq, qui est donc un foncteur \exact"

de F PH 0 dans D b
Ql

(G=$ Z) et envoie R	 sur R�( M ca
LT =$ Z ; Ql )[d � 1] en respectant les actions de WK .

D'apr�es5.1.4, on a un isomorphismeI K -�equivariant

ix �
eq(R	 � ) '

M

�  �

(R� c[� ]_ 
 V� ) [1 � d](1 � d);

l'action de I K sur le Ql -espaceV� �etant triviale.

5.1.10 Preuve de la proposition 4.3.9 : Fixons � 2 Irr Ql
(D � ) comme dans la partie 4 et posons

� := � 0(� ), de sorte que d� = d� . Par l'isomorphisme pr�ec�edent, il su�t de prouver que

ix �
eq(N � )d� � 1 6= 0:
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En e�et, cela impliquera N d� � 1
� 0 6= 0 pour au moins un � 0 � � , ce qui, par torsion, impliquera alors

N d� � 1
� 6= 0.

Par d�e�nition des �ltrations, l'op�erateur N � envoie I qK p(R	 � ) dans I q+1 K p� 1(R	 � ) et induit un
isomorphisme

N � : grq
I grK

p (R	 � ) �� ! grq+1
I grK

p� 1(R	 � )

tant que p > 1. En particulier, puisquelesgrq
I R	 � et grK

p R	 � sont nuls pour p;q hors de f 0; � � � ; d� � 1g,
on a un diagramme

R	 �
N d � � 1

� //

can +

��

R	 �

gr0
I grK

d� � 1 R	 �
� //grd� � 1

I grK
0 R	 �

can �

OO

o�u les applications can sont les projections et injections canoniques(notons qu'on a aussi gr0
I grK

d� � 1 =
grM

d� � 1 et grd� � 1
I grK

0 = grM
1� d�

). Nous devons donc �etudier les morphismes ix �
eq(can+ ) et ix �

eq(can� )
dans la cat�egorie D b

Ql
(G=$ Z). Pour cela, remarquons tout d'abord que d'apr�es 5.1.6 i), la cohomologie

des complexesix �
eq(grq

I grK
p R	 � ) est concentr �ee en un seul degr�e p + q � 1 � d� . Ce miracle d�etermine

compl�etement cescomplexesdans la cat�egoried�eriv�eeD b
Ql

(G=$ Z), et l' �enonc�e de 5.1.6 est encorevrai si
l'on y remplaceix � par ix �

eq. En voici une cons�equence:

Lemme 5.1.11 Notons V 0
� := V� 
 V� .

i) Le complexe x �
eq(I q grK

p R	 � ) est non-nul seulementsi p;q > 0 et p + q < d� , auquel cas il est
cohomologiquementconcentr�e en degr�e p + q � d� + 1 et donn�e par :

ix �
eq(I q grK

p R	 � ) '

0

@
M

� 0 �

� >p + q
� 0_ 
 V 0

�

1

A [d� � 1 � p � q]

et le morphisme canonique ix �
eq(I q grK

p R	 � ) � ! ix �
eq(grq

I grK
p R	 � ) est induit (modulo isomor-

phismes)sur chaquefacteur par l'inje ction � >p + q
� 0_ ,! � >p + q

� 0_ .

ii) La \�ltr ation" par lesnoyaux(ix �
eq(K � R	 � )) est canoniqueau d�ecalagede 1� d� pr�es,ce qui signi�e

que pour tout p, on a un triangle commutatif

ix �
eq(K pR	 � ) //

�

��

ix �
eq(R	 � )

� <p +1 � d �
(ix �

eq(R	 � ))

tr onq
66lllllllllllll

Preuve : On d�emontre le point i) en �xan t p et en faisant une r�ecurrencedescendante de q = d� � 1 � p
�a 0. En e�et, le cas q = d� � 1 � p est donn�e par l' �egalit�e I d� � 1� p grK

p = grd� � 1� p
I grK

p et le point i) de
5.1.6. Supposonsla propri�et�e d�emontr �eepour q + 1, et consid�erons le triangle distingu�e

� ! I q grK
p [� i p;q

� ] � ! grq
I grK

p [� i p;q
� ] � ! I q+1 grK

p [1 � i p;q
� ]:(5.1.12)

Par l'hypoth�esede r�ecurrenceet par 5.1.6 i), les deux derniers objets sont dans le coeur ModQ l
(G=$ Z).

Par l'hypoth�esede r�ecurrenceet 5.1.6 ii), la 
 �eche entre eux est induite (modulo isomorphismes)sur

chaque facteur par l'injection � i p;q +1
�

� 0 ,! � i p;q
�

� 0 . En particulier cette 
 �eche est surjective, donc le premier
membre I q grK

p [� i p;q
� ] du triangle 5.1.12est lui aussi dans le coeur ModQl

(G0) et s'identi�e au noyau de
la deuxi�eme
 �eche, ce qui ach�eve le pas de r�ecurrence.

Pour le deuxi�emepoint on a grK
p = I 0 grK

p , donc le complexex �
eq(grK

p ) est concentr �eeendegr�e1� d� + p,
par le point i). Le point ii) en d�ecoulepar une r�ecurrenceimm�ediate. �
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Comme les 
 �eches canoniquesI 0 grK
d� � 1 � ! gr0

I grK
d� � 1 et H 0 � ! � > 0 sont des isomorphismes(pour

x �
eq(R	 � )), le point ii) du lemme fournit un triangle commutatif

ix �
eq(R	 � )

tr onq +

((QQQQQQQQQQQQQ
ix �

eq (can + )

��
ix �

eq(gr0
I grK

d� � 1) H 0(ix �
eq(R	 � ))�oo

De même, la 
 �eche grd� � 1
I grK

0 � ! grK
0 permet de factoriser ix �

eq(can� )

ix �
eq(R	 � ) H 1� d� (ix �

eq(R	 � ))[d� � 1]
tr onq �oo

ix �
eq(grd� � 1

I grK
0 )

ix �
eq (can � )

OO

� //ix �
eq(grK

0 )

�

OO

o�u la 
 �eche � s'identi�e �a la compos�ee

ix �
eq(I d� � 1 grK

0 ) //ix �
eq(I d� � 2 grK

0 ) //� � � //ix �
eq(I 0 grK

0 )

 
L

� 0 �
� >d � � 1

� 0_

!


 V 0
� [0]

� d � � 1 //

 
L

� 0 �
� >d � � 2

� 0_

!


 V 0
� [1]

� d � � 2 //� � �
� 1 //

 
L

� 0 �
� > 0

� 0_

!


 V 0
� [d� � 1]

;

grâce�a 5.1.11i). Commele complexeix �
eq(R	 � ) est scind�e dansD b

Ql
(G=$ Z), le morphismede troncation

tr onq+ est un �epimorphismetandis que tr onq� est un monomorphisme.Il ne restedonc plus qu'�a prouver
que la compos�eeci-dessusest non-nulle. Or, pour tout 0 < q < d� , on a destriangles distingu�es

ix �
eq(I q+1 grK

0 )[1 � d� ] //ix �
eq(I q grK

0 )[1 � d� ] //ix �
eq(grq

I grK
0 )[1 � d� ] //

 
L

� 0 �
� >q +1

� 0_

!


 V 0
� [� q � 1]

� q+1 //

 
L

� 0 �
� >q

� 0_

!


 V 0
� [� q] //

 
L

� 0 �
� >q

� 0_

!


 V 0
� [� q] //

qui montrent d'apr�es5.1.11 i) que � q+1 est donn�e sur chaque facteur, et modulo isomorphismes,par un

�el�ement non-nul de Ext 1
G=$ Z

�
� >q +1

� 0_ ; � >q
� 0_

�
: Par 2.1.17 ii) et 2.1.18, il s'ensuit que la compos�ee � est

non-nulle dans D b
Ql

(G=$ Z).

5.1.13 Preuve de la proposition 5.1.9 : Notons ]N(G) le topos des pr�efaisceauxsur N(G). On a un
morphisme de topos (� � ; � � ) du topos classi�ant eG de G (dont les objets sont les ensembles munis d'une

action lissede G) vers ]N(G), donn�e par

� � (E ) =
�
n 7! E H n

�
et � � (F ) := lim� !

n 2 N

F (n):

Par ailleurs notons Ŝs;ca
H T ;et � ! N(G) le topos �etale �br �e associ�e au N(G)-diagramme de kca -sch�emas

form�e par les (Ss;ca
H T ;n )n 2 N, et Top(Ŝs;ca

H T ;et ) son topos total. Si � est une extensionde Z l , on a un foncteur

\oubli" ! de la cat�egoried�eriv�eeD b;top
� �

(SH T ) := D b
� �

(Top(Ŝs;ca
H T ;et )) des � � -modules de Top(Ŝs;ca

H T ;et ) vers

la cat�egorieD b;naif
� �

(SH T ) dessectionsde la cat�egoriebi-�br �eesur N(G) dont les �bres sont les cat�egories

41



d�eriv�eesD b
� �

(Ss;ca
H T ;n ). Remarquons que, par t-exactitude des gm jn

� , la cat�egorie F PH c
� �

intro duite au-

dessusde 5.1.8 est une sous-cat�egoriepleine de D b;naif
� �

(SH T ). On notera F PH c
� �

la sous-cat�egoriepleine

de D b;top
� �

(SH T ) des objets dont l'image par ! est dans F PH c
� �

. D'apr�es l'appendice, proposition A.0.3,

le foncteur ! induit une �equivalencede cat�egoriesF PH c
� �

�� ! F PH c
� �

, ce qui fait de F PH c
� �

une sous-
cat�egorieab�elienneadmissiblede D b;top

� �
(SH T ).

Le point supersingulier x induit un morphismede topos(Top(x) � ; Top(x) � ) : N̂(G0) � ! Top(Ŝs;ca
H T ;et ).

On a en particulier un foncteur

Top(x) �
� : D b;top

� �
(SH T )

Top( x ) �

� ! D b
� �

(N̂(G0))
R lim

 �
N( G 0 )

� ! D b
� (N̂(G0))

et une famille de foncteurs

x �
n; �

: D b
� �

(Ŝs;ca
H T ;n )

x �
n� ! D b

� �
(pt)

R lim
 �� ! D b

� (pt) H �

� ! gr Mod(�)

qui s'inscrivent dans le diagramme essentiellement commutatif suivant :

F PH c
� �

'

��

�• //D b;top
� �

(SH T )

!

��

Top(x ) �
� //D b

� (N̂(G0))

��

� �
//D b

� (G0)

H �

��
F PH c

� �

�• //D b;naif
� �

(SH T )
(x �

n; � )n//gr Mod� (N̂(G0))
� �

//gr Mod� (G0)

Dans ce diagramme, la compos�eede la ligne du bas induit, apr�es inversion de l et passage�a la limite sur
�, le foncteur not�e plus haut x � � � : F PH 0 � ! gr ModQl

(G0). Nous poseronsdonc x �
eq le foncteur obtenu

en composant la ligne du haut avec un quasi-inversede ! jF P H c
� �

, en inversant l et en passant �a la limite
sur �.

Il ne nous reste plus qu'�a exhiber un isomorphisme canonique x �
eq(R	) �� ! R�( M (0) ;ca

LT ; Ql ) dans
D b

Ql
(G0). On va pour cela se ramener �a l'isomorphisme de Berkovich entre cycles�evanescents formels et

alg�ebriques.En e�et, pour tout n, on a un diagramme de cat�egories

^S� ;nr
H T ;n;et

 � n

��

x an; �
n // ^

M (0)
LT ;n;et


 � n

��
^Ss;ca
H T ;n;et

6>vvvvvvvv

vvvvvvvv
x �

n //e�

o�u  n = i s;ca; �
n � j � ;ca

n; � est le foncteur cycles�evanescents \usuel" pour les vari�et�esalg�ebriquesd�e�nies sur
bOnr

K , xan; �
n envoie un faisceau�etale sur la restriction de son analyti� �e �a M (0)

LT ;n (foncteur not�e F 7! bF
chez Berkovich [5, 5.1] [7, 3.1]), et 
 n est le foncteur des sectionsglobalesapr�es extension des scalaires
de dK nr �a dK ca , qui s'identi�e avec le foncteur not�e 	 � par Berkovich [7, p. 373] puisque la �bre sp�eciale
r�eduite de M (0)

LT ;n est un point. La double 
 �eche diagonalesigni�e qu'on a une transformation naturelle
canonique x �

n �  n � ! 
 n � xan; �
n . D'apr�es [7, Thm 3.1], cette transformation induit un isomorphisme

x �
n R n � (� � ) �� ! R
 n � (� � ) dans D b(� � ).

Cescat�egories,foncteurs,et transformations naturelles, s'organisent au-dessusde N(G0) et fournissent
un diagramme de cat�egories

Top(Ŝ� ;nr
H T ;et )

 �

��

x an; �
//Top(

^
M (0)

LT ;et )


 �

��
Top(Ŝs;ca

H T ;et )

4<qqqqqqqqqq

qqqqqqqqqqTop(x ) �

//N̂(G0)
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et en particulier un morphisme

Top(x) � R � (� � ) � ! R
 � (� � ) dans D +
� �

(N̂(G0)):(5.1.14)

Ce dernier est un isomorphisme,puisqu'il l'est en restriction �a chaque�etage.
Par d�e�nition, l'ob jet R	 de F PH 0 est donn�e par le syst�eme inductif ((R n � (� � ))n 2 N(G) [ 1

l ]) � . Mais
commelesmorphismesde transitions (gm jn ) � du N(G0)-diagramme (S�

H T ;n )n sont �etales(�bre g�en�erique),
la restriction de R � (� � ) �a l' �etage n est canoniquement isomorphe �a R n � (� � ). En d'autres termes
! � 1(R	) est donn�e par le syst�eme inductif ((R � (� � )[ 1

l ]) � ) de la cat�egorie lim� ! (F PH c
� �

[ 1
l ]). Vu l'iso-

morphisme 5.1.14, il nous su�ra donc de prouver que pour tout �, on a un isomorphisme

� � Rlim
 �

N(G0 ) R
 � (� � ) ' R�( M (0) ;ca
LT ; �)(5.1.15)

dans D b
� (G0). On remarque pour cela que le morphisme de p�eriodes � LT : M (0)

LT ;0 � ! PLT induit un
foncteur exact et pleinement �d �ele

� � : P̂LT ;et � ! Top(
^

M (0)
LT ;et )

dont l'image est constitu�ee des faisceaux cart�esiens du topos total de droite, et que, revenant aux
d�e�nitions, on a les factorisations suivantes :

�( M (0) ;ca
LT ; � ) = � � � 
 � � � � : P̂LT ;et � ! fG0

et
� � (M (0) ;ca

LT ; � ) = � � � lim
 �

N(G0 ) � 
 � � � � : Mod� � (P̂LT ;et ) � ! Mod� (G0) :

(Remarquer que 
 � commute aux limites projectivesquelconques,ce qui nous permet de placer la limite
projective l�a o�u on l'a plac�ee). Mais � LT est un morphisme �etale, donc � � envoie injectifs sur injectifs, de
sorte que le dernier isomorphismesed�erive en R� � (M (0) ;ca

LT ; � ) = � � � Rlim
 �

N(G0 ) � R
 � � � � , cequi conclut

la preuve de 5.1.15puisque � � (� � ) = � � .

5.2 Uniformisation p-adique et conjecture de puret �e

Danscette partie nousprouvonsquelesvari�et�esuniformis�eespar lesrevêtements del'espacesym�etrique
deDrinfeld satisfont la conjecturedite \monodromie-poids" deDeligne.Celas'applique �a certainesvari�et�es
de Shimura associ�ees�a desgroupesunitaires d�e�nis globalement par une alg�ebre �a division et involution
satisfaisant les mêmespropri�et�es que celles intervenant dans les vari�et�es de Harris-Taylor, except�e qu'�a
la place o�u le compl�et�e est K , elle doit être totalement rami� �ee, au lieu d'être d�eploy�ee. Pour de telles
vari�et�esde Shimura, on en d�eduit donc le facteur local de la fonction L en la place concern�ee.

Cependant, nous �eviterons d'in tro duire les nombreusesnotations n�ecessaires�a la d�e�nitions de ces
vari�et�es de Shimura, et nous contenterons d'exposer les raisonnements pour des vari�et�es \abstraites"
uniformis�eespar les M D r ;n . On commencepar rappeler l' �enonc�e de la conjecture de Deligne.

5.2.1 Puret�e de la �ltration de monodromie : On sait depuisGrothendieck quesur toute repr�esentation
l-adique continue de dimension �nie (� ; V ) de WK , l'inertie I K agit de mani�ere quasi-unipotente, c'est-
�a-dire qu'il existe un unique endomorphismenilpotent N � de V tel qu'il existe un sous-groupe I � � I K

d'indice �ni agissant via la formule 8i 2 I � ; � (i ) = exp(N � t � (i )), o�u t � a �et�e intro duit au paragraphe
2.2.5. L'op�erateur N � est donc le logarithme de la partie unipotente de la monodromie de � , mais par
abusde langage,nousl'appeleronssimplement \op �erateur demonodromie de � " 9. Il v�eri�e n�ecessairement
l' �equation habituelle wN � w� 1 = jwjN � de sorte que pour tout rel�evement de Frobenius g�eom�etrique � ,
l'application

w 7! � � (w) := � (w)exp(� N � t � (i � (w))) o�u w = � � (w ) i � (w)(5.2.2)

9Bien-sûr N � d�epend du g�en�erateur � de Z l (1), mais N � 
 � � : V 
 Z l Z l (1) � ! V n'en d�epend pas.
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d�e�nit une repr�esentation lissede WK sur V . Rappelonsaussiquepar [19, 8.4.2], la classed'isomorphisme
de � � ne d�epend pas du choix de � .

Cecis'appliqueenparticulier aux espacesdecohomologiel-adiqueH i (X K ca ; Ql ) d'une vari�et�eX propre
sur K . �A l'op�erateur de monodromie N est associ�eeune �ltration croissante stable sousWK de l'espace
V dite \�ltration de monodromie"10 � � � � M i V � M i +1 V � � � � de longueur �nie et caract�eris�eepar les
propri�et�es que N (M i V) � M i � 2V pour tout i , et N induit des isomorphismesN i : grM

i V 
 j � j i �� !
grM

� i V pour tout i > 0. Par ailleurs, Deligne a prouv�e l'existence d'une autre �ltration croissante stable
sousWK de V , dite \�ltration par lespoids", � � � � Wi V � Wi +1 V � � � � caract�eris�eepar la propri�et�e que
les valeurs propres de tout rel�evement de Frobenius g�eom�etrique sur grW

i V sont des entiers alg�ebriques
dont tous les conjugu�escomplexessont de norme complexeqi= 2.

Conjecture 5.2.3 (Monodromie-Poids) Si X est propre et lisse sur K , alors pour tout i 2 N, on a

M i
�
H j (X ca ; Ql )

�
= Wi + j

�
H j (X ca ; Ql )

�
:

Lorsque K est d'�egalescaract�eristiques, l' �enonc�e est essentiellement contenu et d�emontr �e dans les
travaux de Deligne sur les conjectures de Weil. Le cas d'in �egalescaract�eristiques est tr �es peu avanc�e,
mêmedans les casde r�eduction semi-stable.

Remarquonsque pour tout i 2 Z on a N (Wi V) � Wi � 2V, de sorte que par la caract�erisation de la
�ltration de monodromie, la conjecture ci-dessusest �equivalente �a l'assertion : Pour tout i > 0, N induit
un isomorphisme

N i : grW
i + j

�
H j (X ca ; Ql )

�

 j � j i �� ! grW

� i + j

�
H j (X ca ; Ql )

�
:(5.2.4)

5.2.5 Uniformisation p-adique : Soit � un sous-groupe discret, cocompact et sanstorsion de G. On sait
que l'action d'un tel sous-groupe sur le dK nr -espaceanalytique M D r ;0 est libre, et il en est donc de même
de l'action sur lesrevêtements M D r ;n . Par [6, lemma 4], l'espaceannel�e quotient M D r ;n =� est muni d'une
structure de dK nr -espaceanalytique. Notons � Z := � \ K � ; c'est un sous-groupe discret cocompact de
K � . D'apr�es [42, Thm 3.49], la donn�eede descente �a la Weil de M D r ;n devient e�ectiv e sur M D r ;n =� Z ,
donc a fortiori sur M D r ;n =�.

Fait 5.2.6 (Musta�n, Cherednik, Drinfeld, Rapoport-Zink, Varshawski) Le K -espace analytique obtenu
par descente du quotient M D r ;n =� est alg�ebrisable.Plus pr�ecis�ement, il existeune vari�et�e alg�ebriqueS� ;n

propre et lisse sur K dont l'analyti�c ation lui est canoniquement isomorphe. En particulier, S� ;n est
munie d'une action de D � et d'apr�es le th�eor�emede comparaison GAGA de Berkovich [4, 7.1], il y a des
isomorphismesD � � WK -�equivariants

H i (S� ;n 
 K K ca ; Ql )
�� ! H i

c(M ca
D r ;n =� ; Ql )

o�u le terme de gauched�esignela cohomologie �etale l-adique au sensdesvari�et�es alg�ebriques.

Ce r�esultat permet de s'assurerque la cohomologiel-adique de M ca
D r ;n =� est munie d'une �ltration

par les poids et d'une �ltration de monodromie, mais on aurait aussi pu le voir directement, �a partir de
l'isomorphisme WK -�equivariant de Hochschild-Serre [17, Prop B.3.1]

Ql 
 L
Ql [�] R� c(M ca

D r ;n ; Ql )
�� ! R� c(M ca

D r ;n =� ; Ql )

o�u, dans l'expression de gauche, le complexeest vu �a travers le foncteur d'oubli D b
Ql

(GD � W disc
K ) � !

D b
Ql

((� � D � )=� diag
Z � W disc

K ).

Dor�enavant, nous surligneronstous les quotients par � Z (par exempleceux de �, D � , G, ou M D r ;n ),

et pour une repr�esentation � 2 Irr Ql

�
D �

�
, nous noterons (� )[� ] le foncteur exact (� ) 
 Ql D � � �a ne pas

10 qui, elle, est bien ind�ependante du choix de �

44



confondre avec le foncteur (� )[� ] = (� ) 
 L
Ql D � � intro duit au d�ebut de la section 4. Avec cesnotations

on a une d�ecomposition

R� c(M ca
D r ;n =� ; Ql ) '

M

� 2 Irr (D � =(1+ $ n O D ))

R� c(M ca
D r ;n =� ; Ql )[� ] 
 � _

qui induit en cohomologiedesd�ecompositions

H i (Sca
� ;n ; Ql ) '

M

� 2 Irr (D � =(1+ $ n O D ))

H i (Sca
� ;n ; Ql )[� ] 
 � _ ;

o�u l'action de WK , resp. D � , se fait sur les premiers, resp. seconds,facteurs des produits tensoriels.
L'isomorphisme de Hochschild-Serre sed�ecomposeaussiet donne :

Ql 
 L
Ql [�] (R� c[� ]) �� ! R� c(M ca

D r ;n =� ; Ql )[� ](5.2.7)

pour toute � 2 Irr Ql
(D � =� Z (1 + $ n OD )). Soit alors N �; � ;j l'endomorphisme du Ql -espacevectoriel

H j (Sca
� ;n ; Ql )[� ] fonctoriellement induit par N � via l'isomorphisme pr�ec�edent, le passage�a la cohomologie

en degr�e j et le th�eor�eme de comparaison GAGA. Comme tous les isomorphismesutilis �es sont WK -
�equivariants, la d�e�nition deN � montre quele sous-groupeI � � I K du lemme4.3.2agit sur H j (Sca

� ;n ; Ql )[� ]
par i 7! exp(N �; � ;j t � (i )), de sorte que N �; � ;j est l'op�erateur de monodromie de la repr�esentation de WK

sur H j (Sca
� ;n ; Ql )[� ].

Fixons dor�enavant un rel�evement de Frobenius g�eom�etrique � et notons H j ;� (Sca
� ;n ; Ql )[� ] la repr�esen-

tation lisse de WK associ�ee, comme en 5.2.2. En combinant l'isomophisme 5.2.7 avec le scindage� � de
4.3.6, on constate que la suite spectrale de Hochschild-Serre d�eg�en�ere en des isomorphismesD � � WK -
�equivariants

H j ;� (Sca
� ;n ; Ql )[� ] �� !

d� � 1M

i =0

Tor�
j � d+1 � i (Ql ; � 6 i

� ) 
 � 0(� _ )j � j � i

'
d� � 1M

i =0

Ext d� 1� j + i
�

�
� 6 i

� ; Ql

� �

 � 0(� _ )j � j � i

'
d� � 1M

i =0

Ext d� 1� j + i
G

�
� 6 i

� ; C1 (G=� ; Ql )
� �


 � 0(� _ )j � j � i

La repr�esentation C1 (G=� ; Ql ) de G est admissibleet semi-simple,avec constituents \unitarisables" : en
particulier, les seulesrepr�esentations elliptiques qui peuvent y apparaitre sont les s�eries discr�etes et les
repr�esentations de Speh locales.Soit m ;

�; � , resp. m0
�; � , la multiplicit �e de la s�erie discr�ete � ;

� , resp. de la

repr�esentation de Speh � S�
� dans cette repr�esentation C1 (G=� ; Ql ). Compte tenu du calcul de Ext entre

repr�esentations elliptiques, on trouve la description suivante :
Pour j = d � 1, on a

H d� 1;� (Sca
� ;n ; Ql )[� ] '

D � � W K

8
>>>>><

>>>>>:

 
d� � 1L

i =0
� 0(� _ )j:j � i

! m ;
�; �

si d� est pair

 
d� � 1L

i =0
� 0(� _ )j:j � i

! m ;
�; �

�
�
� 0(� _ )j:j � k

� m 0
�; � si d� = 1 + 2k

et pour j 6= d � 1, on a

H j ;� (Sca
� ;n ; Ql )[� ] '

D � � W K

(
0 si j + d� � d est impair
�
� 0(� _ )j:j � k

� m 0
�; � si j + d� � d = 2k > 0

Observons en particulier que l'action de WK sur H j ;� (Sca
� ;n ; Ql )[� ] est semi-simple. On en d�eduit la

remarquesuivante :

45



Remarque 5.2.8 L'action d'un rel�evementde Frobenius � sur les espaces de cohomologie H i (Sca
� ;n ; Ql )

est semi-simple.

Revenons�a notre probl�emeinitial ; par le th�eor�emede \m ultiplicit �eslimites" de [43, 1.3], on sait que,
quitte �a remplacer � par un sous-groupe d'indice �ni, on peut supposer m ;

�; � > 0. On peut maintenant
�enoncer

Prop osition 5.2.9 Avec les notations ci-dessus,supposons� \assez petit" pour quem ;
�; � 6= 0. Alors les

propri�et�es suivantessont �equivalentes:

i) L'endomorphisme nilpotent N � de R� c[� ] d�e�ni dans le lemme 4.3.2 est d'ordre d� (i.e. v�eri�e
N d� � 1

� 6= 0).

ii) L'op�erateur de monodromie N �; � ;d� 1 de H d� 1(Sca
� ;n ; Ql )[� ] est d'ordre d� .

iii) La conjecture monodromie-poids est v�eri� �ee pour les H j (Sca
� ;n ; Ql )[� ], j 2 N.

Preuve : �Evidemment, ii ) ) i ), puisque N � est d'ordre au plus d� et induit N �; � ;d� 1. Par ailleurs,

rappelonsque la repr�esentation � 0(� _ ) = � d=d � (� 0
� )j � j

d � � d
2 est pure de poids d � d� . Ainsi la description

de la cohomologieci-dessusmontre quegrW
d� d�

(H d� 1(Sca
� ;n ; Ql )[� ]) 6= 0, et donc la conjecturemonodromie-

poids dans sa version 5.2.4 implique que N d� � 1
�; � ;d� 1 6= 0. On a donc iii ) ) ii ).

Il nous reste �a prouver que i ) ) iii ). En fait le seul espacede cohomologiequi peut poser probl�eme
pour la conjecture monodromie-poids est celui de degr�e m�edian j = d � 1, les autres �etant purs. Il nous
faut alors expliciter l'action de N �; � ;d� 1 sur H d� 1(Sca

� ;n ; Ql )[� ]. Mais si on supposela propri�et�e i ), alors
dans l'isomorphisme

H d� 1(Sca
� ;n ; Ql )[� ] '

d� � 1M

i =0

Ext i
G

�
� 6 i

� ; (� ;
� )m ;

�; � � (� S�
� )m 0

�; �

� �

 � 0(� _ )j � j � i ;

induit par le scindage� � , l'op�erateur N � agit par [ -produit et la description 2.1.17 ii) de ce [ -produit
montre que N � induit des isomorphismes

Ext i
G

�
� 6 i

� ; (� ;
� )m ;

�; �

� �

 � 0(� _ )j � j � i �� ! Ext i � 1

G

�
� <i

� ; (� ;
� )m ;

�; �

� �

 � 0(� _ )j � j � i +1

pour tout i 2 f 1; � � � ; d� � 1g. Or, toujours par la description de la cohomologiedonn�ee plus haut, on a
pour i 6= d� � 1

2

Ext i
G

�
� 6 i

� ; (� ;
� )m ;

�; �

� �

 � 0(� _ )j � j � i �� ! grW

(d� 1)+(1 � d� +2 i ) (H
d� 1(Sca

� ;n ; Ql )[� ])

et pour i = d� � 1
2 (lorsque d� est impair !) on a

Ext i
G

�
� 6 i

� ; (� ;
� )m ;

�; � � (� S�
� )m 0

�; �

� �

 � 0(� _ )j � j � i �� ! grW

d� 1(H d� 1(Sca
� ;n ; Ql )[� ]):

Dans tous les cas, la description de l'action de N � par [ -produit montre que pour tout k 2 Z, N k induit
un isomorphisme

N k : grW
d� 1+ k

�
H d� 1(Sca

� ;n ; Ql )[� ]
� �� ! grW

d� 1� k

�
H d� 1(Sca

� ;n ; Ql )[� ]
�

et par 5.2.4, la conjecture monodromie-poids pour la partie � -covariante H d� 1(Sca
� ;n ; Ql )[� ] en d�ecoule.�

On en d�eduit le deuxi�emer�esultat principal de l'in tro duction, le th�eor�emeB.

A Cat �egories ab�eliennes admissibles et top os �br �es

Soit I une petite cat�egorie et X � ! I un topos �br �e sur I . Nous suivrons autant que possible les
notations de [37, ch. VI]. En particulier, le topos total de X seranot�e Top(X ), le symbole X dis d�esignera
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le topos
F

i 2 I X i , et la lettre e : X dis � ! Top(X ) le morphismede topos�evident, d�ecrit en [37, 6.1.1].On
disposedonc d'une suite de trois foncteurs adjoints (e!; e� ; e� ) reliant les cat�egoriesX dis et Top(X ).

Soit A un (pro)-anneau de Top(X ) et Adis := e� (A). Les foncteurs e� et e� respectent lescat�egoriesde
modules respectiveset y restent adjoints, et e� admet encoreun adjoint �a gauche pour les modules, que
nous noterons eA

! pour le distinguer de e!. Nous supposeronspar la suite que eA
! est exact. Il revient au

mêmede demanderque \les" morphismesde topos annel�es(X s( � ) ; As( � ) ) � ! (X b( � ) ; Ab( � ) ) associ�esaux

 �eches� dans I (de sources(� ) et but b(� )) soient plats, ce qui est par exemplev�eri� �e si A est constant.

On notera simplement D top := D +
A (Top(X )) et D dis := D +

A dis (X dis ). On a donc une paire de foncteurs
adjoints (e� ; Re� ) reliant D top et D dis . On d�e�nit une cat�egorieD naif dont

{ les objets sont les paires (K ; � ) o�u K 2 D dis et � : K � ! e� Re� K est un morphisme tel que

i) la compos�eeK �� ! e� Re� K
Ad j
� ! K est l'identit �e, et

ii) les deux compos�ees K
� //e� Re� K

e � Re � �
//

e � ( Ad j ) Re �

//e� Re� e� Re� K sont �egales.

{ les 
 �eches (K ; � ) � ! (K 0; � 0) sont les morphismesK �� ! K 0 tels que � 0 � � = e� Re� (� ) � � . On a
donc une suite exacte :

0 � ! HomD naif ((K ; � ); (K 0; � 0)) � ! HomD dis (K ; K 0) �� ! HomD dis (K ; e� Re� K 0)(A.0.1)

o�u � d�esignela di� �erence� 0 � � � e� Re� (� ) � � .
La cat�egorie D naif est Z-gradu�ee. On a un foncteur e�

naif : D naif � ! D dis d'oubli du morphisme � et
on dira qu'un triangle de D naif est distingu�e si son image par e�

naif l'est. La cat�egorie D naif n'est pas
triangul�ee. Elle s'identi�e �a une sous-cat�egoriepleine dessectionsde la cat�egoriebi-�br �eesur I dont les
�bres sont les D +

A i
(X i ).

On a aussi un foncteur ! : D top � ! D naif qui envoie un objet K sur la paire (e� K ; e� K
e� ( Ad j )
� !

e� Re� e� K ), et qui permet de factoriser e� = e�
naif � ! .

Soit Cdis une sous-cat�egorie ab�elienne admissible de D dis . Rappelons [1, 1.2.5] que cela signi�e que
(i) HomD dis (K ; K 0[n]) = 0 pour tout n < 0 et tous K ; K 0 2 Cdis , et (ii) les suites exactescourtes de
Cdis sed�eduisent destriangles distingu�espar oubli de la 
 �eche de bord. Nous noterons C naif , resp. C top ,
la sous-cat�egoriepleine de D naif , resp. de D top form�eedesobjets X tels que e�

naif (X ), resp. e� (X ), soit
isomorphe�a un objet de Cdis . Le foncteur ! serestreint donc en un foncteur C top � ! Cnaif .

Lemme A.0.2 SupposonsCdis stablepar e� Re� . Alors Cnaif est une cat�egorie ab�elienne.

Preuve : On d�e�nit les noyaux et conoyaux de la mani�ere la plus na•�ve qui soit, sachant que sous
l'hypoth�ese,e� Re� induit un endo-foncteur exact de Cdis . Nous laissonsla v�eri�cation des axiomesAb i

au lecteur. �

Remarquons que l'hypoth�ese \stable par e� Re� " revient �a demander que pour toute 
 �eche � de
I , \le" foncteur D +

A s ( � )
(X s( � ) )

R � �� ! D +
A b( � )

(X b( � ) ) envoie Cdis
s( � ) and Cdis

b( � ) . Cette hypoth�esen'est donc

g�en�eralement pas v�eri� �ee par l'exemple le plus simple de cat�egorie Cdis , �a savoir ModA dis (X dis ). Pour-
tant dans ce casencorela cat�egorieCnaif est bien-ŝur ab�elienne,et plus g�en�eralement, la conclusiondu
lemme reste vraie si on supposeque Cdis stable par e� eA

! .

Prop osition A.0.3 Soit Cdis une sous-cat�egorie ab�elienne admissibleet stablepar e� Re� de D dis , alors
le foncteur ! : C top � ! Cnaif est une �equivalence de cat�egories. En particulier, C top est une sous-
cat�egorie ab�elienne admissiblede D top .

Preuve de la pleine �d �elit�e : �xons pour cela deux objets K ; L dans C top ; ce sont donc des complexes
de A-modules dans Top(X ). Choisissonsun complexeI �

L �a composantes injectives et quasi-isomorphe�a
Y . On a donc HomC top (K ; L ) = H 0(s(HomCA (X ) (X ; I �

L ))) o�u CA (X ) est la cat�egoriedes complexesde
A-modules dans Top(X ) et s d�esignele complexesimple associ�e �a un complexedouble. Soit

I �
L � ! e� e� (I �

L ) � ! (e� e� )2(I �
L ) � ! � � �
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la r�esolution standard de I �
L dans CA (X ) associ�ee �a la paire adjointe (e� ; e� ). Nous avons suppos�e que

eA
! est exact, ce qui implique que e� envoie injectifs sur injectifs, tout commee� . On en d�eduit une suite

spectrale :

E p;q
1 = H q(s(HomCA (X )

�
K ; (e� e� )p+1 I �

L

�
)) ) H p+ q(s(HomCA (X ) (K ; I �

L ))) ;

autrement dit, une suite spectrale

E p;q
1 = Ext q

D top

�
K ; (e� Re� )p+1 L

�
) Ext p+ q

D top (K ; L ) :

Par d�e�nition de cette suite spectrale, on a E pq
1 = 0 si p < 0. Par l'hypoth�eseCdis admissible et stable

par e� Re� , on a pour tout q < 0 et tout p > 0

E pq
1 = Ext q

D dis (e� K ; e� (e� Re� )pL) = 0:

On en d�eduit sur la ligne p = 0 de la suite spectrale une suite exacte :

0 7! HomC top (K ; L ) � ! HomD dis (e� K ; e� L) �� ! HomD dis (e� K ; e� Re� e� L) :

Revenant �a la d�e�nition de ! , on constate que � s'identi�e (au signe pr�es) �a la 
 �eche not�ee aussi �
dans la suite exacte A.0.1 appliqu�ee �a ! K et ! L . Il s'en suit que l'application HomC top (K ; L ) � !
HomC naif (! K ; ! L ) est bijective.

A.0.4 Essentielle surjectivit �e : On sedonne un objet (K ; � ) de Cnaif et on choisit un complexeI �
K de

Adis -modules quasi-isomorphe�a K et �a composantes injectives,ainsi qu'un rel�evement I �
K � ! e� e� I �

K de
� en un morphisme de complexes,encorenot�e � .

On d�e�nit un syst�emede morphismesde la forme suivante :

e� I �
K

e� ( � )//
Adj e � I K

//e� (e� e� )I �
K

//
e� e� e� ( � )//

//e� (e� e� )2I �
K � � �(A.0.5)

o�u chaque 
 �eche sup�erieure sed�eduit de � et les autres 
 �echessont de la forme

(e� e� ) i � 1Adj (e� e� )p � i e� I K
: (e� e� ) i � 1(e� e� )p� i e� I �

K � ! (e� e� ) i � 1(e� e� )(e� e� )p� i e� I �
K

pour tout 0 < i 6 p entiers. Lesaxiomesimpos�es�a � nousdisent que, dans la cat�egorie homotopiqueK top

des complexesde A top -modules, ce syst�eme se prolonge en un objet cosimplicial, i.e. un foncteur de la
cat�egoriedesensembles �nis ordonn�esnon-videsvers K top . Si on pouvait remonter cet objet cosimplicial
�a la cat�egorie (ordinaire) des complexesde A top -modules, on montrerait facilement que le complexe de
cochainesassoci�e est un rel�evement cherch�e de (K ; � ) dansD top . Mais cecin'est g�en�eralement pasfaisable,
et il nous faut utiliser un substitut remarquable intro duit par les auteurs de [1, 3.2].

A.0.6 Complexeshomotopiquement simpliciaux de [1, 3.2]11 : Notons � la cat�egoriedont lesobjets sont
lesentiers > � 1 et lesmorphismessont donn�espar Hom� (p;p0) := f applications injectivescroissantes � :
[0; p] � ! [0; p0]g; avec la convention que [0; � 1] = ; et que Hom� (� 1; p) est un singleton dont nous
noterons " p l'unique �el�ement. La sourceet le but d'une 
 �eche dans Fl( � ) seront not�ess(� ) et b(� ) et la
di� �erenceb(� ) � s(� ) seranot�eej� j. On note aussi � la sous-cat�egoriepleine desentiers > 0.

Soit A une cat�egorieab�elienne.Nousappelleronscomplexehomotopiquementsimplicial de A la donn�ee
d'une suite (J p;� )p2 N d'objets Z-gradu�esdeA munie d'une famille (d(� )) � 2 Fl (�) demorphismesJ s( � ) ;� � !

J b( � ) ;� [1 � j� j] satisfaisant la propri�et�e

8� 2 Fl(�) ;
X

� = � 


d(� )d(
 ) = 0:

Rappelons que cette propri�et�e implique que les d(Id p) sont des di� �erentielles, et que la famille des d(� )
pour j� j = 1 est une famille de morphismesde complexesqui, dans la cat�egoriehomotopique, seprolonge

11 Cette terminologie n'est pas dans loc. cit. mais l'auteur ignore s'il en existe une standard.
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en un complexecosimplicial strict. R�eciproquement, les auteurs de [1] montrent comment souscertaines
conditions un complexecosimplicial strict de la cat�egoriehomotopique K (A) peut serelever en un com-
plexehomotopiquement simplicial. Cesconditions sont v�eri� �eespar notre syst�emeA.0.5 mais nousaurons
besoind'un rel�evement assezexplicite, cf A.0.8 ci-dessous.

�A tout complexehomotopiquement simplicial (J �� ; (d(� )) � ) uniform�ement born�e inf�erieurement en �
(i.e J � q = 0 pour q << 0), les auteurs de [1] associent le complexesimple (s(J ) � ; d� ) d�e�ni par

s(J )n :=
M

p+ q= n

J pq; et dn :=
M

p+ q= n

X

s( � )= p

d(� ) j J p;q ;

cessommes�etant �nies.
Nous aurons besoinde versions\augment�ees" de cesobjet. Nous appelleronsdonc complexehomoto-

piquementsimplicial augment�e de A la donn�eed'une suite (J p;� )p> � 1 munie d'une famille (d(� )) � 2 Fl ( � )

de morphismes satisfaisant les mêmespropri�et�es formelles que ci-dessus,avec � �a la place de �. On
lui associe aussi un complexe de cochaines s(J ) � par la même formule que ci-dessus.En notant J j � le
complexehomotopiquement simplicial sous-jacent, on peut d�e�nir une augmentation


 :=
X

p> 0

d("p) : J � 1;� � ! s(J j � ) � ;

�a condition de prendre sur J � 1;� l'oppos�e de la di� �erentielle d(Id � 1). On a alors un triangle de complexes
dans A

J � 1;� 

� ! s(J j � ) � ,! s(J ) � � J � 1;� [1]

dont l'image dans la cat�egoriehomotopique est un triangle distingu�e.

A.0.7 Le lemme crucial : Avant de continuer, �xons quelquesnotations d'alg�ebre simpliciale :

i) On note @: � � ! � le foncteur d�ecalaged�e�ni sur lesobjets par @(p) := p+ 1 et sur les 
 �echespar

@(� )( i ) :=
�

0 si i = 0
� (i � 1) + 1 si 0 < i 6 s(� ) + 1

ii) On note � p 2 Hom� (p � 1; p) l'application d�e�nie par i 7! i + 1 lorsque p > 0 et par � 0 := "0 pour
p = 0. Ainsi l'"op �erateur de face" [0; p � 1] � ! [0; p] qui saute l'entier i 2 [0; p] est donn�e par la
formule @i � p� i .

Lemme A.0.8 Il existe une famil le d(� ) � 2 Fl � de morphismesde Adis -modulesgradu�es

d(� ) : (e� e� )s( � )+1 I �
K � ! (e� e� )b( � )+1 I �

K [1 � j� j]

v�eri�ant les propri�et�es suivantes:

i) 8� 2 Fl(� ); d(@� ) = � (e� e� )(d(� )) :

ii) d(Id � 1) est la di� �erentielle du complexeI �
K .

iii) d(� 0) = � et pour tout p > 0, d(� p) = e� Adj(e� e� )p � 1 e� I �
K

o�u AdjX : X � ! e� e� X est le morphisme
d'adjonction.

iv) Si j� j > 2, alors d(� ) 6= 0 ) � = @s( � )+1 (" j � j� 1).

v) 8� 2 Fl(� ); S(� ) :=
P

� = � 
 d(� )d(
 ) = 0.

Preuve : Les propri�et�es i), ii) et iii) imposent tous les d(� ) pour j� j 6 1. La propri�et�e contraignante
est bien-ŝur v). Lorsque j� j = 0, v) demandesimplement que d(� )2 = 0, ce qui est bien le cas. Lorsque
j� j = 1, v) demandeque d(� ) soit un morphisme de complexes(au signepr�es), ce qui est encorele cas.

Nous prouvons maintenant l'existence des d(� ) pour j� j > 2 v�eri�an t les propri�et�es i), iv) et v) par
r�ecurrencesur j� j. Supposonsdonc construites les d(� ) pour j� j < j� j. Deux cassepr�esentent.

Si � 6= @s( � )+1 (" j � j� 1), alors la propr�et�e iv) imposed(� ) = 0 et pour satisfaire v) il nous faut donc
v�eri�er que la somme S0(� ) :=

P
� 
 = � ;� ;
 6= � d(� )d(
 ) est nulle. Par la propri�et�e i) de l'hypoth�esede

r�ecurrence,et le fait que le foncteur @induit une bijection

(@; @) : f (� ; 
 ) � 
 = � g �� ! f (� ; 
 ) � 
 = @� g;
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on peut supposer que � =2 im (@). Par la propri�et�e iv) de l'hypoth�esede r�ecurrence,la sommeS0(� ) n'a
alors que deux termes non-nuls :

S0(� ) = d(� b( � ) )d(@s( � )+1 " j � j� 2) + d(@s( � )+2 " j � j� 2)d(� s( � )+1 )

et sa nullit �e r�esulte de la fonctorialit �e de Adj X en X .
Si � = @s( � )+1 (" j � j� 1), alors commeci-dessus,par la propri�et�e i) de l'hypoth�esede r�ecurrence,il su�t

de trouver d(" j � j� 1) tel que S(" j � j� 1) = 0. Or, commedans [1, p. 90], l'hypoth�esede r�ecurrenceimplique
S0(" j � j� 1)d(Id � 1) = d(Id j � j� 1)S0(" j � j� 1), autrement dit, S0(" j � j� 1) estun morphismedecomplexesI �

K � !
(e� e� ) j � j (I �

K )[2 � j� j]. Deux cassepr�esentent �a nouveau :
{ si j� j = 2, on invoque la propri�et�e ii) de � qui assureque S0("1) est nulle dans la cat�egoriehomoto-

pique.
{ si j� j > 2, alors on invoque la propri�et�e \ Cdis admissible et stable par e� Re� " qui implique

HomD dis

�
I �

K ; (e� e� ) j � j I �
K [2 � j� j]

�
= 0 et donc que S0(" j � j� 1) est aussi nulle dans la cat�egorie

homotopique.
Dans chacun descas, il ne reste plus qu'�a choisir pour d(" j � j� 1) une homotopie entre S0(" j � j� 1) et 0. �

Lemme A.0.9 Avec lesnotations du lemmepr�ec�edent,d�e�nissons une famil le c(� ) � 2 Fl � demorphismes
de A top -modulesgradu�es

c(� ) : e� (e� e� )s( � ) I �
K � ! e� (e� e� )b( � ) I �

K [1 � j� j]

par les r�eglessuivantes:

i) Si � 2 im (@), alors c(� ) := � e� (d(@� 1� )) .

ii) Si � =2 im (@), alors
{ c(� ) := Adj(e� e� ) s ( � ) e� ( I �

K ) si j� j = 1
{ c(� ) = 0 sinon.

Alors, pour tout � 2 Fl(�) , on a
P

� 
 = � c(� )c(
 ) = 0.

Preuve : On remarque que pour toute 
 �eche � de �, on a e� c(� ) = d(� ). Or, e� est �d �ele sur les
A top -modules. �

Le syst�emedes J p;�
top := e� (e� e� )pI �

K , p > 0 muni de la famille des c(� ) � 2 Fl � du lemme ci-dessusest
un complexehomotopiquement simplicial de A top -modules, tandis que le syst�emedesJ p;�

dis := (e� e� )pI �
K ,

p > � 1 muni des (d(� )) � 2 Fl � du lemme A.0.8 est un complexehomotopiquement simplicial augment�e
de Adis -modules. On a par construction Jdis j � = e� (Jtop ) ; on a donc un morphisme de complexesde
Adis -modules I �

K



� ! e� s(Jtop ) � . Le lemmesuivant montre que le complexes(J top ) � de D top rel�eve l'ob jet
(K ; � ) de D naif et r�esouddonc la question de l'essentielle surjectivit �e.

Lemme A.0.10 i) 
 : I �
K � ! e� s(Jtop ) � est un quasi-isomorphisme.

ii) le diagramme suivant est commutatif dans la cat�egorie d�eriv�ee D dis

I �
K


 //

�

��

e� s(Jtop ) �

e� Adjs( J top ) �

��
e� e� I �

K e� e� ( 
 )
//e� e� e� s(Jtop ) �

Preuve : Nous prouverons d'abord ii). Pour cela, nous commen�cons par quelquesg�en�eralit �es sur les
complexeshomotopiquement simpliciaux augment�es (d'une cat�egorieab�elienneA quelconque).Un mor-
phisme f entre deux tels objets (J ��

i ; di (� ) � ) pour i = 1; 2 consisteen une famille f = (f (� ))
� 2 Fl (�)

de

morphismesf (� ) : J s( � ) ;�
1 � ! J b( � ) ;�

2 [�j � j] d'objets gradu�esde A v�eri�an t la propri�et�e :

8� 2 Fl(�) ;
X

� = � 


f (� )d1(
 ) =
X

� = � 


d2(� )f (
 ):
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On v�eri�e sanspeine qu'un tel syst�emeinduit un morphisme de complexess(J1) � s( f )
� ! s(J2) � et que dans

le morphisme de triangles :

J � 1;�
1


 1 //

f (Id � 1 )

��

s(J1j � ) � //

s( f j � )

��

s(J1) � //

s( f )

��

J � 1;�
1 [1]

f (Id � 1 )[1]

��
J � 1;�

2


 1 //s(J2j � ) � //s(J2) � //J � 1;�
2 [1]

;(A.0.11)

les deux carr�esde droite sont commutatifs, et donc le premier est commutatif dans la cat�egorie homoto-
pique (mais g�en�eralement pas dans la cat�egoriedescomplexes).

Ceci �etant, on d�e�nit le d�ecal�e d'un complexehomotopiquement simplicial augment�e (J �� ; d(� ) � ) par
les formules :

(@J )p;� := J p+1 ;� ; et 8� 2 Fl(�) ; @d(� ) := � d(@� ):

On d�e�nit aussiun morphisme (J; d)
f @

� ! (@J; @d) par

8� 2 Fl(� ); f @(� ) := d(� b( � )+1 � � ):

(Pour v�eri�er que ce syst�emeest bien un morphisme, on utilise l'identit �e

X

� = � 


d(� b( � )+1 � )d(
 ) +
X

� = � 


d(@� )d(� b( 
 )+1 
 ) =
X

� b( � )+1 � = � 0
 0

d(� 0)d(
 0)

qui reposesur le fait qu'une 
 �eche � se factorise sous� b( � ) si et seulement si elle n'est pas dans l'image
de @.)

Appliquons ceci �a J ��
dis . Par l'axiome i) du lemme A.0.8 on a @Jdis = e� e� (Jdis ). Par l'axiome iv), les


 �echesf @(� ) sont nulles d�esque j� j > 0, et par l'axiome iii) on a f @(Id p) = e� Adj pour p > 0, tandis que
f @(Id � 1) = � . La commutativit �e �a homotopie pr�esdu carr�e du point ii) de l' �enonc�e vient donc de celledu
premier carr�e du diagramme A.0.11 appliqu�e au morphisme f @, compte tenu de l' �egalit�e Jdis j � = e� Jtop .

Passons�a la preuve du point i). En vertu du triangle distingu�e

I �
K



� ! e� s(Jtop ) � � ! s(Jdis ) � � ! I �

K [1];

il su�t de montrer l'acyclicit �e de s(Jdis ) � . Par l'axiome i) impos�e �a � , la compos�ee

s(Jdis ) � f @

� ! s(@Jdis ) � = e� e� s(Jdis ) � Ad j
� ! s(Jdis ) �

est un isomorphisme dans la cat�egorie d�eriv�ee D dis . Il nous su�ra donc de prouver l'acyclicit �e de
e� e� s(Jdis ) � .

�A ce point, il faut se rappeler que, dans la cat�egoriehomotopique le syst�emedes J p;�
dis , p > � 1 muni

desop�erateurs de face d(@i � p� i ) seprolonge en un syst�emecosimplicial complet (i.e. avec op�erateurs de
d�eg�en�erescence,lesquelssont donn�espar l'axiome i) de � ). Comme l'ob jet cosimplicial e� e� (J � ;�

dis ) de D dis

est le d�ecal�e de J � ;�
dis , on sait qu'il est homotopiquementtrivial , cf par exemple[37, Prop VI.1.4].

Il nous reste plus qu'�a invoquer le r�esultat g�en�eral :

Fait A.0.12 Soit (J �� ; d(� ) � ) un complexehomotopiquementsimplicial augment�e d'une cat�egorie ab�e-
lienne A dont le complexecosimplicial associ�e dans D(A) est homotopiquementtrivial. Alors s(J ) � est
acyclique.

Preuve : Tout complexehomotopiquement simplicial augment�e est muni d'une �ltration � � 6 n (J ) �� d�e�nie
par :

� � 6 n (J )pq =

8
<

:

J pq si q < n
ker(d(Id p) j J pn )si q = n
0 si q > n
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�equip�e du syst�emedesrestrictions des(d(� )) � . On en d�eduit une �ltration croissante Tn (s(J )) � du com-
plexe simple associ�e. On a aussiune �ltration � � 6 n (J ) �� d�e�nie par :

� � 6 n (J )pq =

8
<

:

J pq si q 6 n
im (d(Id p) j J pn )si q = n + 1
0 si q > n + 1

�equip�e du syst�eme des restrictions des (d(� )) � , et dont on d�eduit une �ltration croissante Sn (s(J )) �

du complexe simple associ�e. Il nous su�ra de prouver que les gradu�es grS
m grT

n (s(J )) sont acycliques.
Remarquonsqu'ils sont nuls pour m 6= n; n + 1.

Pour m = n, le gradu�e est, au d�ecalagede n pr�es, le complexede cochainesaugment�e

H n (J � 1;� )
� 0� ! H n (J 0;� ) � ! � � � � ! H n (J p;� ) � ! � � �

associ�e au complexecosimplicial de A d�eduit du complexecosimplicial J �� de D(A) par application du
foncteur H n . Il est donc homotopiquement trivial et a fortiori acyclique.

Pour m = n � 1, le gradu�e obtenu est le complexe simple associ�e �a un complexe homotopiquement
simplicial augment�e (J � ;� ; d(� ) � ) dont les complexesJ p;� sont acycliques.Par la �ltration d�ecroissante
bête en l'indice p, on voit qu'un tel complexeest acyclique. �

�
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