DETERMINANTS

Dans tout ce qui suit nous ne considérerons que des matrices carrées.

1 Cas d’une matrice d’ordre 2

% Proposition 1.1 }

o

Soit A = ( Z ) Si ad — be # 0 alors la matrice A est inversible et

1 d —b
ATl = .
ad — bc ( —c a )

Par contre, si ad — bc = 0, A n’est pas inversible.

—| Définition 1.1]

Le réel ad — bc est appelé déterminant de la matrice A et on note

det A = ad — be.

2 Cas d’une matrice d’ordre 3

Echelonnons la matrice A = (a;;)1<i,j<3-

a11 ai2 a3 a11 ai2 ais
1 2
A( ) = aii1a21 aii@22 ai1da23 ) A( ) = 0 ai1d22 — a120a21 a11023 — A13021
411031 11032 411033 0 a11a32 — 412031 411033 — 413431

Comme A est inversible 1’élément en position (2,2) ou (3,2) de A®) est non nul. Supposons que I'élément en
position (2,2) est non nul. Alors,

a ai2 a3
3
A® = 0 aii1a22 —ai2a21 a11a23 — ai3ao |,
0 0 A

avec A = (11022033 + 012023031 + 13021432 — 1104230432 — A120210433 — 413022031 -

—| Définition 2.1]

Le réel A est appelé déterminant de la matrice A et on note

det A = (11022033 + 012023031 + 12023031 — 11023032 — 120210433 — 013022031 -

% Théoréme 2.1 }

Une matrice d’ordre 3 est inversible si et seulement si son déterminant est non nul.

En notant, A;; la matrice d’ordre 2 obtenue en supprimant la iéme ligne et la jeme colonne de A, on a

A= a1 det A11 — a1z det A12 “+ a3 det A13



TRILINEARITE DU DETERMINANT D’UNE MATRICE D’ORDRE 3

Si A est une matrice 3 x 3, on peut considérer det A comme une fonction des 3 vecteurs colonnes de A notés
a1, as et az. On définit Papplication 77 de R? dans R par

Ty (z) = det(x az as).
Autrement dit, on fait varier la lére colonne de A. L’application T est linéaire, i.e.
i) T(Az) = AXT(z), pour tout \ € R,
ii) T(u+v) =T(u) + T(v), pour tout u,v € R3.

De méme les applications Ty (z) = det(a; = a3) et T3(x) = det(a; az x) sont linéaires de R dans R.

Théoréme 2.2 }

Le déterminant est 1'unique application de M3(R) dans R linéaire par rapport & chaque vecteur-colonne, les
autres étant fixées.

3 Cas d’une matrice d’ordre n quelconque

Soit A = (ai;)1<s,j<n une matrice d’ordre n, avec n > 2.
On peut définir le déterminant d’une matrice d’ordre n a partir des sous-matrices d’ordre (n — 1).
Soit A;; la matrice d’ordre (n — 1) obtenue en supprimant la ieme ligne et la jéme colonne de A.

—| Définition 3.1]

Soit n > 2. Le déterminant d’une matrice A = (a;;)1<i j<n d’ordre n est défini par

det A=ay;det A1y —ajpdet Ajg + -+ + (—1)’L+1a1n det Ay,,.

% Théoréme 3.1 }

Le déterminant est une forme multilinéaire alternée au sens suivant :

i) Le déterminant est I'unique application de M, (R) dans R linéaire par rapport & chaque vecteur-colonne,
les autres étant fixés.

ii) Le déterminant d’une matrice change de signe lorsque I’'on permute deux colonnes adjacentes de la matrice.

4 Développement en cofacteurs

Définition 4.1 |

Soit A une matrice do’ordre n.
— On appelle mineur de A relatif & a;; le déterminant A;; = det A;;.
~ On appelle cofacteur de A relatif & a;; le nombre cof (a;;) = (1) A;;.




% Proposition 4.1 }

Le déterminant d’une matrice A = (ai;)1<i,j<n d’ordre n > 1 alors, on obtient det A suivant un développement
en cofacteurs par rapport a

i) la ieéme ligne : det A = Zaijcof (aij), i =1,---,m,
j=1

n
ii) la jéeme colonne : det A = Zaijcof (aij), j=1,---,n.
i=1

Remarque : Le caclul du déterminant d’une matrice d’ordre n se ramene au calcul de n! déterminants d’ordre
1. Ainsi, pour une matrice d’ordre 25 on a 25! ~ 1,5 % 1025, Un ordinateur téraflops, (10'2? opérations en virgule
flottante par seconde) aurait besoin d’au moins 500000 ans de fonctionnement ...

—| Définition 4.2]

On appelle matrice des cofacteurs de A = (a;;)1<i,j<n la matrice, notée cof A, de coefficients cof (a;;).

% Théoréme 4.1 }

Pour toute matrice A on a

A(cof (A))T = (cof (A))TA = (det A)L,,.

En particulier, si A est inversible,
1
=i

T detA

(cof A)T.

5 Propriétés des déterminants

% Proposition 5.1 }

Le déterminant d’une matrice triangulaire est le produit de ses coefficients diagonaux.

% Proposition 5.2 (Opérations sur les lignes) }

Soit A une matrice carrée.

— Si B est une matrice obtenue en ajoutant & une ligne de A un multiple d’une autre de ses lignes, alors
det B = det A.

— Si B est une matrice obtenue en intervertissant deux lignes de A, alors det B = — det A.

— Si B est une matrice obtenue en multipliant une ligne de A par réel k, alors det B = k det A.

De maniere analogue, on peut effectuer des opérations sur les colonnes de la matrice.

—| Théoreme 5.1|

Soit A une matrice carrée d’ordre n. Alors, det A = det AT.

—| Théoreme 5.2 |

Une matrice carrée A est inversible si et seulement si det A # 0.




% Proposition 5.3 }
Soit A une matrice carrée.
— det A = det AT.
— Soit B une matrice de méme taille que A, alors det AB = (det A)(det B).
— Si A est inversible, alors

_ 1
~ detA°

det(A™1)

Attention :
— det(AA) # Adet A pour A € M, (R),
— det(A + B) # det A+ det B pour A, B € M, (R)!

6 Application

% Théoreme 6.1 (Regle de Cramer) }

Soit A une matrice inversible. L’'unique solution du systeme linéaire Az = b est donnée par

= detMi
" detA’

ou M; est la matrice d’ordre n obtenue en remplagant la iéme colonne de A par le vecteur b.

% Proposition 6.1 }

Soit A une matrice d’ordre n. Le déterminant de A est nul si 'une des conditions suivantes est vérifiée.
A posséde une ligne (ou une colonne) nulle,

— A possede deux lignes (ou deux colonnes) identiques,

— A possede deux lignes (ou deux colonnes) proportionnelles;

A possede une ligne (ou une colonne) qui est combinaison linéaire des autres lignes (ou colonnes).

7 Interprétation géométrique du déterminant

Proposition 7.1 }

— Si A esr une matrice d’ordre 2, I'aire du du parallélogramme défini par les colonnes de A est égal a | det(A)|.
— Si A esr une matrice d’ordre 3, le volume du du parallépipéde défini par les colonnes de A est égal & | det(A)|.

7.1 Transformations linéaires



% Proposition 7.2 }

— Soit 7' : R?> — R? une transformation linéaire déterminée par une matrice A d’ordre 2. Si S est un pa-
rallélogramme de R?, alors en notant A(S) et A(T(S)) les aires de S et de T'(S) on a

A(T(S)) = | det A A(S).

— Soit T : R3 — R3 une transformation linéaire déterminée par une matrice A d’ordre 3. Si S est un pa-
rallépipede de R3, alors en notant V(S) et V(T'(.9)) les volumes de S et de T(S) on a

V(T(S)) = | det A| V(S).




