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Exercice 1.

1. Soit f(z) = 1—a3. Montrer que f(—1) = f(1) et quil nexiste pas de réel ¢ tel que f(¢) = 0. Ceci contredit-il le théoreme
de Rolle?

2. Soit f(z) = (z — 3)~2. Montrer qu’il n’existe pas de réel ¢ dans |1,4[ tel que f(4) — f(1) = 3f'(c). Ceci contredit-il le
théoréeme des accroissements finis ?

3. Existe-t-il une fonction dérivable f telle que f(0) = —1, f(2) =4 et telle que f'(x) < 0 pour tout = dans R?

Exercice 2. Soit f(z) = 2z + cos(x).

1. Montrer que I'équation f(z) = 0 a au moins une solution dans R.

2. Puis, montrer que cette solution est unique.

3. Mémes questions lorsque f(z) = 2x — 1 — sin(x).

4. Soit ¢ un réel. Montrer que 1’équation 2° — 272 — ¢ = 0 a au plus une solution dans [—2;2].

Exercice 3.

1. Montrer qu'un polynéme de degré 3 a au plus 3 racines réelles.

2. Soit f une fonction deux fois dérivable sur R et s’annulant trois fois sur R. Montrer que f” s’annule au moins une fois

sur R.

Exercice 4.[Théoréme des accroissements finis généralisée et regle de I'Hospital ']

Soient f et g deux fonctions continues d’un intervalle [a, b] & valeurs dans R et dérivables sur ]a, b[. On suppose g(b) # g(a).
1. On pose h(z) = f(z) — f(a) — J) = fla) (g(:z:) - g(a)). Montrer qu'il existe ¢ dans ]a, b[ tel que
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2. On suppose que lim f(a) = lim g(a) =0 et que ¢’ ne s’annule pas dans un voisinage de a. Montrer que si lim (@)
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existe alors,
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3. Application. Calculer lim ¢ - , lim zlnz, lim(1 — 2:5)%.
z—0 sSInx z—0t z—0

Exercice 5.[avec calculatrice] Calculer le développement de Taylor-Lagrange de cos(x) au point 7 & l'ordre 4.En déduire
une approximation de cos(3) & 5.10~7 pres.

Exercice 6.[avec calculatrice] Montrer que pour tout z > 0,
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En déduire un encadrement de % et de % Commenter.

Exercice 7. Soit f(z) =In(1 + z).

1. Calculer de développement de Taylor-Lagrange de f a l'ordre n.

2. On pose u,, = 1—%+%+-~-+$. Montrer que [In2 — u,| < %—0—1
3. En déduire la limite de la suite (up ).

1. Guillaume de I’'Hospital, mathématicien frangais du XVIIeme siecle.



