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Exercice 1. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez vos réponses.
1. Une suite (uy) converge vers 0 si et seulement si la suite (|u,|) converge vers 0.

2. Soit I une partie non vide de R, f : I — R continue en ¢ € I et (u,) une suite dont les termes sont dans I et convergeant
vers £. Alors la suite f(u,) converge vers f(¢). En particulier, si (u,) est une suite récurrente de la forme w, 1 = f(u,),
alors la limite vérifie £ = f(¥).

3. Si une suite (u,) converge vers £ alors la suite (4,41 — uy,) converge vers 0.
4. Si la suite (up41 — uy) converge vers 0 alors la suite (u,) converge vers une limite .

5. Soit (u,) une suite bornée et (v,) une suite convergente de limite nulle. Alors la suite (w,,) définie pour n € N par

Wy, = UpV, est convergente de limite nulle.
6. Soit (u,) une suite réelle convergente.

a. Si a partir d’un certain rang on a u, > 0, alors nécessairement lim w,, > 0.
n—-+oo

b. Si a partir d’un certain rang on a u, > 0, alors nécessairement lim w, > 0.
n—-+oo

7. Soient (uy), (vn), (wy) trois suites telles que u, < v, < w, a partir d’'un certain rang. Alors, si (uy) et (w,) sont

convergentes de méme limite ¢, la suite (v,,) est convergente de limite £.

Exercice 2. Etudier la nature des suites suivantes, et déterminer leur limite éventuelle.

sin(n) + 3 cos(n? n—z\" n 1
2) = ()ﬁ )y vn—<n+x> ZER o wn:d;k! Q) zn:cos<<n+n)w)

Exercice 3. Soient a,b € R avec a # 1 et (u,) la suite définie par u,+1 = au, + b.
1. Si la suite (u,) converge, quelle est sa limite 7 On note ¢ cette limite.
2. Soit v, = u, — ¢. Montrer que (v,) est une suite géométrique, et en déduire la nature de la suite (uy,).

3. Application : on consideére un carré de c6té 1. On le partage en 9 carrés égaux, et on colorie le carré central. Puis, pour

chaque carré non-colorié, on réitere le procédé. On note u,, 1'aire hachurée apres ’étape n. Quelle est la limite de la suite
(un)?

Exercice 4.

1. Soit (uy) une suite telle que lir}rl Up = +00. A-t-on : (un)? + up ~ u, e(un)’+un o glun)? 9
n—-+0o0

2. Soit (uy,) une suite telle que liIJIrl Uy, = 0. A-t-on : cosu, ~ 1+ u,, cosu, —1~u,?
n——+00

(un)2 .

Montrer que In(1 + wuy,) ~ up, €¥r — 1 ~ uy,, 1—5—# ~ 1 —up, sin(uy,) ~ uy, puis cos(u,) — 1 ~ =%

3. Donner un équivalent simple et la limite éventuelle des suites (u,,) définies par :
n* —2n% + 100 (=" +1

_ 2 2
P16 un—m, u, =In(n”+n+5) —In(n” —n+3).

Uy =
Exercice 5. Etudier la vitesse de convergence des suites (4, )n>2 définies par :

1 1 n!
= —, un:

nn’

Exercice 6.

1. Soient p, une suite convergent linéairement vers 0 et g,, une suite convergent quadratiquement vers 0 avec le méme facteur

1 1
patil 1 4 ] 1 pour tout n > 1.

asymptotique % Pour simplifier, on suppose que ] ~ 5 e 2 o
Pn dn




1\" Nt
a) Montrer que |p,| =~ | = pol| et que |gn| = | = qo0 2 pour tout n > 1.
2 2

b) Lorsque pg = go = 1, calculer p; et ¢; pour i = 1,---4. Commenter vos résultats.

2. Donner un exemple de suite convergent a ’ordre 3 vers 0.

Exercice 7.

1. Soit r € R, r # 1. Montrer que

n n

n(n +1) o _n(n+Dn+1) 5_ (nln+1) 1 — it
Zk—i SRR = ! ,Zk:( ) zr L

k=0 k=0

2. (Série arithmétique). Etudier la série (3u,) avec u, une suite arithmétique de raison r # 0.

3. (Série géométrique). Etudier la série (Xu,,) avec u, une suite géométrique.

Exercice 8. Etudier la série (Xu,) lorsque

— a” — 1 — n!
1wy =%, a>0, un—an+%n,a>0 Un = 3o,
n2 1
n()t n n[)fl
2.’U/n:27706€R, Un:(rﬂ) ,774217 un:W,n>1

(=D"

3. up =22 v, =

Exercice 9.
o0

1. Soit E cpx™ une série entiere de rayon de convergence égal a 10. Quel est le rayon de convergence de la série entiere
n=0

0
§ Cnl‘n_ 1
n=0

oo o0
2. Soit E cpx™ une série entiere convergeant pour |x| < 2. Que peut-on dire de la série E ? 219
n
n=0

Exercice 10. Donner le développement en série entiere des fonctions ci-dessous et déterminer I'intervalle de convergence.

1 ) 2 x

a)f(a:):1+x, b)f(ff):mv C)f(x):3_x7 d)f(x)zm.




Exercice 11. Dire si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses. Justifiez vos réponses.
1. Dans la théorie des DL,,, on peut toujours se ramener au voisinage de 0 (i.e. un DL, (0)).
2. L’ordre d’'un développement limité est le degré du polynéme P,.

3. Si f admet un DL,,(z¢), il est unique.

4. f admet un DLg(z¢) <= f continue en x.

5. f admet un DL (zg) <= f dérivable en x;.
6 )

. f admet un DLy(z9) <= f deux fois dérivable en x.

Exercice 12. Calculer les limites ci-dessous.

2
. €% —cos(x) . 1 1 . . 1
i ——s——  Dlmos o Olm(i+sin@)T

Exercice 13. Pour chacune des fonctions f suivantes : f:z +— cos(z), f:az+—e”, f:axmVitz,

1. Ecrire le développement limité d’ordre 5 de f en 0. Ce développement sera utilisé pour toutes les questions suivantes.
2. Ecrire le développement limité & ordre 3 au voisinage de 07 pour f(y/Z).

3. Ecrire un développement limité & 1'ordre 3 au voisinage de +o0o pour f(e™%).

4

. Ecrire un développement limité & I'ordre 3 au voisinage de +oco pour f (1/x).

Exercice 14.

1
1. Soit a et b deux réels. Donner le développement limité ‘a 'ordre 4 en 0 de g(x) = In i j: Zx.
T
2. Soit f la fonction définie, lorsque cela a un sens, par
T+ 4
= (32% + 62 — 10)1 )
f(a) = (32 + 62 = 10) 0

Montrer qu’elle admet un développement asymptotique lorsque z tend vers l'infini, de la forme

1 1
J(@) = 0w+ B+ + o),
ou «, (3 et ~v sont des réels non nuls.

3. En déduire la position de la courbe représentative de f en 400 et en —oo par rapport a ses asymptotes.

Exercices supplémentaires.

Exercice 15.

1. A., B. et P. ont developpé trois procédures de tri d’une suite uq,...,u, de n termes. La procedure développée et pro-
grammée par A. trie ce suite en 100 x n? millisecondes. La procédure développée et programmée par B. trie la suite en
107? x 2" millisecondes. L’algorithme de P. a besoin de 10° x n logn millisecondes pour la méme opération. Quand n est

2

trés grand, quelle procédure est la plus efficace ? (Indication : commencer par déterminer lim w,,, ou u, = & ; examiner
n—oo
Un+1 )
Uy /°

2. Etudier la nature des suites suivantes et déterminez leur limites eventuelles :

2n® + 102 5 V/n? sinn!
1) qim 20T EYRES ) VeZsinnd

)

3) lim n (a% - 1) (Indication : poser t,, := a® —1 et considerer t,, — 0).

n—00

3. Montrer que lirf ¢/n = 1. Indication : representer n = (n= — 1+ 1)" et montrer que n > @(n% - 1)%
n—-—+0o0

4. montrez que v, = o(uy), W, = o(v,) = wy, = o(uy).



5. trouvez un équivalent simple et la limite éventuelle des suites (u,,) définies par :

1 2 3 —1 1
l)un:7+7+—+...+n ; 2) u, = tan —, 3)“71:”(308(”1)'
n n o n n n 2

6. En supposant que (u,) admette une limite ¢, ot u, 11 = % (2un + u%)7 et ug # 0, trouvez la limite ¢ de u,,.

Exercice 16.

1. Calculer les développements limités suivants au voisinage de 0

a ordre 3
€T 1 -
sin(in(l+2)), (L +sing), (1420 =298 W)+ (a)? o S
a l'ordre 4
e’ —v1+4+z, (1+z)sinz, e sinz, lcosx , In(14+2)+ (1+2)%
a l'ordre 5

sinx + cosx, 2% sinz.

2. Calculer les limites suivantes.

inzIn(1 2 In(1 p
e Sl ) n(l+2 ), lim ((n( +x)) —1) Inz.
z—0 rtanz z—400 Inx

3. Soit f la fonction de R — R définie par f(z) = In(z? + 2z + 2). Déterminer Iéquation de la tangente & la courbe
représentative de f au voisinage de 0 et étudier la position relative de la courbe et de la tangente au voisinage de ce point.



