
Chapitre 3 : Méthodes de résolution de systèmes linéaires

Parmi les erreurs intervenant dans la résolution d’un système linéaire :

les erreurs d’arrondis résultant du codage des valeurs réelles sur un nombre fini de bits (32,
64 bits,...),

les erreurs résultant de l’éventuelle méthode d’approximation.

Une façon de minimiser ces erreurs est d’étudier le conditionnement de la matrice du système. 3.1

Éléments d’analyse matricielle

Soit V un espace vectoriel sur Rn.

On dit qu’une application ‖ · ‖ de V dans R+ est une norme sur V si :

1 ∀v ∈ Rn, ‖v‖ = 0 ⇒ v = 0,

2 ∀v ∈ Rn, ∀α ∈ R, ‖αv‖ = |α|‖v‖ (propriété d’homogénéité),

3 ∀v ,w ∈ Rn, ‖v + w‖ ≤ ‖v‖+ ‖w‖ (inégalité triangulaire).

Définition 1 (Norme vectorielle)
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Les normes l∞, l1 et l2 d’un vecteur xxx = (x1, x2, · · · , xn)t de Rn sont définies respective-
ment par :

‖xxx‖∞ = max
1≤i≤n

|xi |, ‖xxx‖1 =
n∑

i=1

|xi |, et ‖xxx‖2 =

{
n∑

i=1

x2
i

} 1
2

.

La norme l2 est appelée norme euclidienne du vecteur xxx .

Définition 2

Pour tout vecteur xxx de Rn, on a ‖xxx‖∞ ≤ ‖xxx‖2 ≤
√
n‖xxx‖∞.

Théorème 1

Soient xxx = (x1, x2, · · · , xn)t et yyy = (y1, y2, · · · , yn)t deux vecteurs de Rn. Les distances
l2 et l∞ entre xxx et yyy sont définies par

‖xxx − yyy‖2 =

{
n∑

i=1

(xi − yi )
2

} 1
2

, et ‖xxx‖∞ = max
1≤i≤n

|xi − yi |.

Définition 3
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Exemple : La solution du système linéaire 3.3330 x1 + 15920 x2 − 10.333 x3 = 15913
2.2220 x1 + 16.710 x2 + 9.6120 x3 = 28.544
1.5611 x1 + 5.1791 x2 + 1.6852 x3 = 8.4254

est (x1, x2, x3)t = (1.0000, 1.0000, 1.0000). Supposons maintenant que la précision est de 5
chiffres après la virgule. Alors l’algorithme de Gauss conduit à la solution
x̃xx = (x̃1, x̃2, x̃3)t = (1.2001, 0.99991, 0.92538)t .
L’erreur comise peut être mesurée en calculant les normes l2 et l∞ de xxx − x̃xx :

‖xxx − x̃xx‖2 = 0.21356 et ‖xxx − x̃xx‖∞ = 0.2001.

On dit qu’une application ‖ · ‖ de Mn(R) dans R+ est une norme matricielle si :

1 ∀A ∈Mn(R), ‖A‖ = 0 ⇒ A = 0,

2 ∀A ∈Mn(R),∀α ∈ R, ‖αA‖ = |α|‖A‖ (propriété d’homogénéité),

3 ∀A,B ∈Mn(R), ‖A + B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ (inégalité triangulaire),

4 ∀A,B ∈Mn(R), ‖AB‖ ≤ ‖A‖‖B‖.

Définition 4 (Norme matricielle)
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Remarque : La notation des normes vectorielle et matricielle est la même.

Si ‖ · ‖ est une norme vectorielle sur Rn, alors ‖A‖ = max
‖x‖=1

‖Axxx‖ est une norme matricielle. Cette

norme est appelée norme subordonnée à la norme vectorielle ‖ · ‖.

Soient xxx un vecteur non nul de Rn et A une matrice n × n. Alors ‖Axxx‖ ≤ ‖A‖ ‖xxx‖.

Proposition 1

On définit les normes l∞, l1 et l2 d’une matrice A sur Mn(R) respectivement par :

‖A‖∞ = max
‖xxx‖∞=1

‖Axxx‖∞, ‖A‖1 = max
‖xxx‖1=1

‖Axxx‖1 et ‖A‖2 = max
‖xxx‖2=1

‖Axxx‖2.

Définition 5

Soit A = (aij ) une matrice de Mn(R). Alors,

‖A‖∞ = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|aij |, ‖A‖1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|aij |.

Proposition 2
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3.2 Conditionnement d’une matrice

Le système linéaire Axxx = bbb avec A =

(
1 2

1.0001 2

)
et bbb =

(
3

3.0001

)
a pour solution

xxx = (1, 1)t . Notons x̃xx = (3, 0)t une approximation de la solution de ce système. Alors le vecteur
résidu rrr est :

rrr = bbb − Ax̃xx =

(
0

−0.0002

)
,

et donc ‖rrr‖∞ = 0.0002. Or ‖xxx − x̃xx‖∞ = 2 ! !

Soit le système linéaire Axxx = bbb avec A une matrice inversible. Soient x̃xx une approximation
de xxx et rrr = b − Ax̃xx le vecteur résidu. Alors pour n’importe quelle norme,

‖x − x̃xx‖ ≤ ‖rrr‖ ‖A−1‖,

et si xxx 6= 0,bbb 6= 0,
‖xxx − x̃xx‖
‖xxx‖

≤ ‖A‖ ‖A−1‖
‖rrr‖
‖bbb‖

.

Proposition 3

Remarque : Les quantités ‖A−1‖ et ‖A‖ ‖A−1‖ donnent une indication sur le lien entre le vecteur
résidu et la précision de l’approximation.
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Pour une matrice A ∈ Mn(R) inversible on définit le nombre de conditionnement de A
par rapport à la norme ‖ · ‖ par

cond(A) = ‖A‖ ‖A−1‖.

Définition 6

Ainsi, ‖xxx − x̃xx‖ ≤ cond(A)‖
‖rrr‖
‖A‖

et
‖xxx − x̃xx‖
‖xxx‖

≤ cond(A)‖
‖rrr‖
‖bbb‖

. Remarques.

1 Le conditionnement exprime la sensibilité de la solution aux perturbations des données.

2 cond(A) ≥ 1. Une matrice est dite mal conditionnée si cond(A)� 1.

3 Il faut calculer A−1 pour calculer cond(A) ce qui est généralement trop coûteux : on calcule
alors une approximation de cond(A).
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Exemple de R.S. Wilson :

On s’intéresse à la sensibilité du système linéaire Ax = b à des perturbations du second membre b

ou de la matrice A avec A =


10 7 8 7
7 5 6 5
8 6 10 9
7 5 9 10

 et b =


32
23
33
31

 .

La solution de ce système est : x = (1, 1, 1, 1).

Perturbons le second membre de sorte que bp = (32.01, 22.99, 33.01, 30.99). La solution de
Axp = bp est xp = (1.82,−0.36, 1.35, 0.79).

L’erreur relative sur x est
‖x− xp‖2

‖x‖2
= 0.8198 alors que l’erreur relative sur b est

‖∆b‖2

‖b‖2
= 3.3119 10−4.

Soit une amplification de la perturbation de l’ordre de 2460 !

7



Exemple de matrice mal conditionnée : la matrice de Hilbert

Hn =



1 1
2

1
3

. . . 1
n

1
2

1
3

1
4

. . . 1
n+1

1
3

1
4

1
4

. . . 1
n+1

...
...

... . . .
...

1
n

1
n+1

1
n+2

. . . 1
2n−1



n 2 3 4 5 6
cond(Hn) 1.93 101 5.24 102 1.55 104 4.77 105 1.49 107
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3.3 Méthodes directes de résolution de systèmes linéaires

On cherche à résoudre des systèmes linéaires de la forme Ax = b avec A une matrice carrée
d’ordre n.

Quelques rappels

Produit matriciel. Soient A = (aij )1≤i≤n,1≤j≤m et B = (bij )1≤i≤m,1≤j≤p deux matrices de
taille n ×m et m × p resp. Alors les coefficients de la matrice C = AB sont :
Cij =

∑m
k=1 aikbkj .

Une matrice carrée est dite triangulaire supérieure lorsque aij = 0 dès que i > j et est dite
triangulaire inférieure lorsque aij = 0 dès que i < j .

Une matrice carrée A d’ordre n est dite inversible ou régulière ou non singulière s’il existe une
matrice B d’ordre n telle que AB = BA = In, In étant la matrice identité d’ordre n. On note
alors B, A−1. Une matrice qui n’est pas inversible est dite singulière.

Le déterminant d’une matrice A = (aij ) d’ordre n est : det(A) =
∑n

j=1(−1)1+ja1jdetA1j avec
A1j les sous-matrices d’ordre n.
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Soient A une matrice réelle d’ordre n et b ∈ Rn. On considère le système linéaire

Ax = b. (S)

Le système (S) admet une unique solution si et seulement si l’une des propositions ci-
dessous est vraie.

1 La matrice A est inversible.

2 rg (A) = n.

3 Le système homogène Ax = 0 admet uniquement la solution nulle.

Ces trois propositions sont équivalentes.

Proposition 4 (Existence et unicité.)

La solution du système (S) est donnée par la formule de Cramer :

xj =
Dj

det(A)
, j = 1, . . . , n.

Dj est le déterminant de la matrice obtenue en remplaçant la j-ème colonne de A par b.

Proposition 5
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On peut montrer que le nombre de multiplications requises pour calculer le déterminant d’une
matrice carrée n × n est supérieur à n!.
Si n = 50, résoudre un système linéaire n × n par la méthode de Cramer sur un ordinateur 1
gigaflop nécessite environ 4, 8.1049 années ! !

Objectif : Réduire le temps de calcul pour résoudre un système linéaire en utilisant des méthodes
de résolution exacte ou approchée.

méthodes directes de résolution d’un système linéaire sont des méthodes numériques
permettant d’obtenir une solution en un nombre fini d’itérations.

méthodes itératives de résolution d’un système linéaire sont des méthodes numériques
permettant d’obtenir une solution en un nombre infini (théoriquement) d’itérations.
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3.3.1 Méthode de Gauss

Objectif : Transformer le système Ax = b en un système équivalent de la forme Ux = b̂, où U est
une matrice triangulaire supérieure et b̂ est le second membre convenablement modifié.

On appelle opérations élémentaires sur les lignes d’une matrice les trois opérations sui-
vantes :

i) Échange de deux lignes (Li ↔ Lj ).

ii) Multiplication d’une ligne par une constante non nulle (Li ← λLi ).

iii) Substitution : remplacer une ligne par elle-même plus un multiple d’une autre ligne
(Li ← Li + λLj ).

Définition 7

On rappelle que deux systèmes sont dits équivalents s’ils ont le même ensemble de solutions.

On ne modifie pas l’ensemble des solutions d’un système linéaire en appliquant une ou
plusieurs opérations élémentaires à sa matrice augmentée.

Théorème 2
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Soit A = (aij ).
Itération k : en permutant éventuellement deux lignes du système (S), on peut supposer
que akk 6= 0.
On transforme toutes les lignes Li avec i > k de la façon suivante :

Li ← Li −
aik

akk
Lk .

Le terme akk est appelé pivot.

Méthode (du pivot de Gauss)
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Remarques

L’algorithme de Gauss ci-dessus ne prend pas en compte la recherche d’un pivot non nul !
Dans la pratique il faut rajouter cette étape.

Le nombre d’opérations nécessaires à la résolution d’un système de taille n

I pour l’algorithme de Gauss à l’itération k est :
F (n − k) + (n − k)(n − k + 1) = (n − k)(n − k + 2) multiplications/divisions,
F (n − k)(n − k + 1) additions/soustractions,

le nombre total d’opérations pour l’algorithme de Gauss est donc 1
6 (2n3 + 3n2 − 5n) + 1

3 (n3 − n).

I pour l’algorithme de substitution rétrograde :

F 1
2

(n2 + n) multiplications/divisions,

F 1
2

(n2 − n) additions/soustractions.

Le nombre total d’opérations est : ( n3

3
+ n2 − n

3
) + ( n3

3
+ n2

2
− 5n

6
), c’est-à-dire de l’ordre de

O( 2
3
n3).
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Une matrice est une matrice élémentaire si elle résulte d’une unique opération élémentaire
effectuée sur les lignes de la matrice identité.

Définition 8

Il existe donc trois types de matrices élémentaires, correspondant aux trois types d’opérations
élémentaires :

Ea : multiplier une (ou plusieurs) ligne(s) de la matrice identité par a 6= 0,

Ẽ : permuter deux lignes de la matrice identité,

Ej (c) : ajouter c fois la j-ème ligne de la matrice identité à une (ou plusieurs) de ses autres
lignes.

Soient A une matrice quelconque et E une matrice élémentaire résultant d’une certaine
opération élémentaire effectuée sur une lignes de la matrice identité. Alors, la matrice EA
est le résultat de la même opération élémentaire appliquée aux lignes de A.

Proposition 6

Toute matrice élémentaire est inversible, et on a :

[Ea]−1 = E 1
a

, a 6= 0,

[Ẽ]−1 = Ẽ,

[Ej (c)]−1 = Ej (−c).

Proposition 7
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Soient a
(k)
ij les coefficients de la matrice obtenue à la k-ème itération de l’algorithme de Gauss

appliquée à A d’ordre n.

Supposons que tous les pivots a
(k)
kk sont non nuls.

La matrice élémentaire, E(k), correspondant à la k-ème itération de l’algorithme de Gauss vaut :

E(k) =



1 0

0
. . . 0

... 1 0

... −mk+1 k 1 0

...
...

. . . 0
0 −mnk 1


, avec mik =

a
(k)
ik

a
(k)
kk

, pour i = k + 1, . . . , n.

La matrice triangulaire supérieure, U, obtenue après (au plus) n itérations de l’algorithme de
Gauss s’écrit :

U = E(n−1)E(n−2) . . .E(1)A.
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3.3.2 Décomposition (factorisation) LU

Principe : Écrire la matrice A comme produit d’une matrice L triangulaire inférieure et d’une
matrice U triangulaire supérieure.

L =


l11 0 0 . . . 0
l21 l22 0 . . . 0
l31 l32 l33 . . . 0
...

...
...

. . .
...

ln1 ln2 ln3 . . . lnn

 U =


u11 u12 u13 . . . u1n

0 u22 u23 . . . u2n

0 0 u23 . . . u2n

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . unn


Ainsi la solution du système Ax = b est obtenue en résolvant successivement les deux systèmes
triangulaires Ly = b et Ux = y.

Les matrices L et U ainsi définies ne sont pas uniques. En effet, il y a n2 coefficients dans la
matrice A et n2 + n coefficients inconnus dans les matrices L et U.

On impose par exemple aux coefficients diagonaux de L d’être égaux à 1.
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Appliquons l’algorithme de Gauss à la matrice A et supposons que tous les pivots a
(k)
kk sont non

nuls. L’écriture matricielle de l’algorithme de Gauss, U = E(n−1)E(n−2) . . .E(1)A, conduit à

A = [E(n−1)E(n−2) . . .E(1)]−1U.

En posant L = [E(n−1)E(n−2) . . .E(1)]−1 = (E(1))−1 . . . (E(n−1))−1, on obtient bien la
décomposition A = LU. On vérifie que :

la matrice U est triangulaire supérieure,

la matrice L ainsi définie est une matrice triangulaire inférieure,

la k-ième colonne de L est la k-ième colonne de (E(k))−1 vaut

(0 . . . 1 mk+1 k . . . mn k )t .

Quelles sont les matrices ne nécessitant pas de permutation de lignes dans l’algorithme de
Gauss ?

Soit A = (aij )1≤i,j≤n une matrice carrée n × n. La matrice A est dite à diagonale stric-
tement dominante si |aii | >

∑n
j=1,j 6=1 |aij |, i = 1, . . . , n.

Définition 9

Une matrice à diagonale strictement dominante est inversible.
Dans ce cas, l’algorithme de Gauss peut-être mené sans permutation de lignes.

Proposition 8
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On appelle sous-matrices diagonales d’ordre k les matrices définies pour k = 1, · · · , n
par

∆k =

 a11 . . . a1k

...
. . . . . .

ak1 . . . akk

 .

Définition 10

Soit A = (ai,j )1≤i,j≤n une matrice d’ordre n. Si les sous-matrices diagonales d’ordre k
de A sont inversibles, alors la décomposition LU de A existe et est unique.

Théorème 3 (Existence et Unicité de la décomposition)

Que faire si un pivot est nul ?
On échange deux lignes de la matrice A, autrement dit on applique une matrice de permutation à
A.

Pour toute matrice A, il existe au moins une matrice de permutation P telle que la matrice
PA admette une décompsition LU.

Proposition 9
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3.3.4 Décomposition de Cholesky

Principe : Pour une matrice A symétrique définie positive faire une décomposition LU où

U = LT .

La matrice A est dite symétrique définie positive si elle est symétrique et si xAxT > 0
pour tout vecteur x de Rn non nul.

Définition 11

Si A est une matrice définie positive alors
i) A est inversible.

ii) aii > 0 pour i = 1, · · · , n.
iii) maxi≤k,j≤n |akj | ≤ max1≤i≤n |aii |.

Une matrice est définie positive si et seulement si ses sous-matrices diagonales ont un
déterminant strictement positif.

Proposition 10

Lorsque A est définie il existe une matrice M inversible telle que A = MMT . Ici M n’est pas
unique.

Soit A ∈ Rn×n une matrice symétrique définie positive. Alors, il existe une unique
matrice triangulaire inférieure H dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs
telle que

A = HHT .

Théorème 4
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Comment calcule-t-on la matrice H ?

De la définition du produit matriciel et du fait que L et U sont des matrices triangulaires on a

aij =
n∑

s=1

hishsj =

min(i,j)∑
s=1

hishsj .

On en déduit que h11 =
√
a11 et pour i = 2, . . . , n

hij =

aij −
j−1∑
k=1

hjkhik

 /hjj , j = 1, . . . , i − 1,

hii =

√√√√(aii −
i−1∑
k=1

h2
ik

)
.
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Pourquoi faire une décomposition LU ?

1 La décomposition LU nécessite un nombre d’opérations de l’ordre de n3

3
.

2 La décomposition LU permet de calculer A−1, det(A), rg (A),Ker (A)

3 Une approximation de L et de U fournit un préconditionneur de A.

Pourquoi faire une décomposition de Cholesky ?

1 La décomposition de Cholesky nécessite un nombre d’opérations de l’ordre de n3

6
, alors que

la méthode de Gauss nécessite un nombre d’opérations de l’ordre de n3

3
.

2 La décomposition de Cholesky permet de calculer A−1,det(A) de calculer le
conditionnement de A, de calculer un préconditionneur.
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