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TVj�ZEj�ghj�s
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]VZ�U;WhXVp#X�TVU;[lT
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¡K¢�£i¤@¥{¦m§�¨.©@ª1¥{«S§�¤
¡K¢�¡K¢­¬¯®�°�±³²´²>µ=®�¶�·E¸n®�¹Iº

Td ¸i»�®�¸i·K¼^½�¾ Rd/Zd ¢9¿�¾^¾n½�À+® Rα
±´¾�Á�À+±³¶=±³À�ÁE²

¸i¼nÁE¶�¾n²³ÁM¸i±´·K¶+·K¶
Td ÁE¶=µ�Â�·K¶=¾n±³µ=®�¼C·E¶ Td+1 ¸i»=®�Ã³Ä^ÄzÅ=ÆbÃbÇ�ÈOÅMÉ�¸i¼nÁE¶�¾n²³ÁM¸i±´·K¶�ÊO·4°ÌË

dx

dt
= (1, α).

Í »�±³¾�ÊO·4°Î±´¾+À+±³¶=±³À�ÁE²CÁM¶�µ�½�¶=±³Ï�½�®�²�º�®�¼^ÐK·�µ�±³Â�Ñ�·K¼�¸i»=®,Ò�ÁKÁE¼�À�®�ÁE¾n½=¼n®Ó·K¶
Td+1 ¢3ÔÌ±�ÕK®
¶ φ ∈ Cr(Td+1,R∗

+) Ö r ≥ 1 Ö °C®�µ�®�×O¶�®9¸i»=®9Ä�Ø�Ù1ÅMÄzÅMÚ�Ø�ÆbÄnÃ´Û4Å=ÆbÃbÇ�È Ö·K¼�¾^À�·�·E¸n»¯¸i±´À�®+Âz»OÁE¶=ÐK® Ö ·MÑ#¸i»�±´¾(¸i¼nÁE¶�¾^²�ÁM¸n±³·K¶�ÊO·4° Ö °�±´¸n»ÝÜuÙ�Ø�Ø
Þ 1
φ
Ö ¸n·,¹>®¸i»�®�ÊO·4°ßÐK±´ÕE®�¶Ó¹�º

dθ

dt
=

α

φ(θ, s)
,

ds

dt
=

1

φ(θ, s)
.

Í »�®f¼^®�àOÁE¼nÁEÀ+®
¸i¼^±³á
®�µ,ÊO·4°â±³¾�¾^¸n¼n±³Â�¸i²�º"®
¼nÐK·�µ�±´Â�ãbÀ+±³¶=±³À�ÁE²QÁE¶�µ,½�¶�±³Ï�½�®
²´º"®�¼�ä
ÐK·�µ�±³Â�å.ÁE¶�µ�¸i»�®#±´¶IÕEÁM¼n±�ÁM¶�¸�À�®�ÁE¾n½�¼^®�±³¾

φ(x)dx Ö °�»�®
¼n® dx µ�®
¶�·E¸n®�¾9¸i»�®�Ò�ÁKÁE¼À�®�ÁE¾n½=¼n®�·K¶
Td+1 ã�¾n®
®Ìæ�¡�ç�èSål¢9éC·K¶�¾^±³µ�®
¼n±´¶�Ð�Á�ê3·E±³¶�Â�ÁE¼në�¾^®�Â�¸i±³·E¶ Ö ¾n½�Âz»+Á�ÊO·4°Â�ÁE¶,¹m®�Õì±´®
°|®�µ�ÁE¾�Á�¾^½�¾nà>®�¶�¾^±³·K¶íÊ�·�°âÂ
·K¶�¾^¸n¼n½�Â�¸i®
µíÑ�¼n·KÀ

Rα
·E¶

Td ÁE¶=µîÁ
¾n½�¾^àm®
¶�¾n±´·K¶�Ñ�½�¶�Â�¸i±´·K¶ï°�±´¸n»ï¸i»=®�¾iÁEÀ+®�¼^®�ÐK½=²�ÁE¼^±´¸�º

Cr ¸i»�ÁE¶ φ ¢ Í ·�·K¹=¸iÁE±³¶�¼n®lä¾n½�²�¸i¾�·K¶+¸i±³À+®#Âz»OÁE¶=ÐK®�Ñ�·E¼�Ê�·�°�¾ Ö ±�¸!±³¾�·EÑS¸i®
¶�À+·K¼^®�Â
·K¶IÕK®
¶�±³®
¶�¸|¸i·Ì°C·E¼nðf°�±´¸n»ñ
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±�ÁE²�ÊO·4°�¾Ìãb±V¢x®M¢�¾n½=¾nà>®�¶�¾^±³·K¶ïÊ�·�°�¾iå!¸i»�ÁM¸#ÁE¼^®�®�ÁE¾n±´®�¼�¸i·f»OÁM¶�µ�²³® Ö ÁM¶�µï¸i»=®�¶¸i¼nÁE¶�¾^Ñ�®
¼�¸i»�®�à�¼^·Kà>®�¼^¸n±³®
¾�¸i·�¼n®
àOÁE¼nÁEÀ�®�¸i¼^±³á�Á;¸i±³·E¶�¾�¢ Í »�®�®��=ÁEÂ�¸(µ=®
×O¶�±�¸i±´·K¶î·EÑ
¾nà>®�Â
±�ÁE²�ÊO·4°�¾C°�±³²´²�¹m®�ÐE±´ÕK®
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Ä�ØlÅMÉ'&vÅMÈ�ÅMÉ(%QÆbÃ*),+.-EÈ/)�ÆVÃ�Ç�È Ç�È Æ10mØ2)zÃ³Ä!)zÉ�Ø
T1 = R/Z 3 f > 0 354 0�Ã6)70 Ã³Ü(ÈmÇ�ÆÅfÙ9Ç4É"%=ÈmÇ�Ú+ÃSÅMÉ 3 Æ10mØiÄ�Ø�Ø98=Ã´Ü�ÆbÜ α ∈ R − Q

Ü:-;)70 Æ10�ÅìÆ�Æ10mØ�ÜuÙ�Ø�)zÃ�ÅMÉ=<>Ç 4 )�Ç4È>&
Ü�ÆbÄ:-;)4Æ�Ø�ÞîÇ@?4ØzÄ�Æ10>Ø�Ä�Ç�ÆuÅ=ÆbÃbÇ�È

Rα
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f
Ã´Ü 4 ØlÅFE�Ú+ÃG8ìÃ³È�H>IKJO¼n·KÀ&»�±´¾�à=¼n·�·EÑ3ÁE¶�µ�¸i»�®Ì¶OÁM¸n½�¼n®�·MÑ.¸i»=®�°C®�ÁEð

À�±"�ì±³¶�Ð�à�¼n·Eàm®
¼^¸�º Ö ±´¸�±´¾C®�ÁE¾^º+¸i·�¾^®�®�¸i»�ÁM¸C¸n»�®�¾iÁMÀ�®�°C·K½=²³µ�»�·K²´µïÑ�·K¼CÁ�µ�®�¶=¾n®
Gδ

·EÑ
α ∈ R

¢ML|º�¸i»�®(¶OÁM¸n½�¼iÁE²@Â�·E¼n¼n®
¾nà>·K¶�µ�®
¶�Â�®(°�±´¸i»,¼n®�à�ÁE¼iÁEÀ+®
¸n¼n±´á�ÁM¸n±³·K¶�¾
¸i»�±´¾�º�±³®�²´µ�¾�¸i»�®�®!�=±´¾^¸n®�¶�Â
®Ý·EÑ�ÁE¶OÁE²�º�¸i±³Âî¼^®�àOÁM¼iÁEÀ+®
¸n¼n±³á�ÁM¸i±´·K¶�¾�·MÑ�±´¼n¼iÁ;¸i±³·E¶OÁE²
ÊO·4°�¾f·K¶

T2 ¸i»OÁ;¸�ÁE¼n®+°C®�ÁEðÝÀ+±G�ì±´¶�Ð�¢�N�¶ ¸i»�®�°C·K¼^ð¯·MÑM�ì»�ð�²³·4ÕK®
¼�¸i»=®�¾n½�¾�ä
àm®
¶�¾n±´·K¶¯Ñ�½=¶�Â
¸n±³·K¶¯±³¾�®��ìà�²³±´Â�±�¸ Ö ±´¸�Â�·K½=²³µÝ¹>®�ÁM¶�º¯ÁE¶�ÁE²´º�¸i±´Â�Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶ ¸i»OÁ;¸�±´¾¶�·E¸�Á�àm·K²�º�¶�·KÀ+±�ÁE²V¢PO�®�ÕK®�¼G¸i»�®
²³®
¾n¾ Ö ¸i»�®�¼n·M¸zÁM¸n±³·K¶�¶�½�Àf¹>®�¼ α ±³¾�·K¹=¸iÁE±³¶=®�µÓ¹�º
ÐK·K±´¶�Ðí¸i·î¸i»=®Ó²´±³À+±´¸�·�ÕE®�¼�¼iÁ;¸i±³·E¶OÁE²C¶�½�À�¹m®
¼n¾�ÁE¶�µ ¸i»�®�¼n®
¾n½�²�¸�±³¾�¾G¸i±³²´²#Áî¼n®lä
¾n½�²�¸f·EÑ�®��ì±³¾G¸i®�¶=Â�®E¢CN�¶Ý·E¸i»�®
¼(°|·K¼nµ=¾ Ö ¹IºÝ»=±³¾�À+®
¸n»�·�µÝ·K¶�®ïÂ�ÁE¶ ¶=·E¸f·K¹ì¸zÁE±´¶¸i»�®�®!�=à=²³±³Â
±´¸�Â�·K¶�µ=±´¸i±´·K¶�·K¶

α
¸i»OÁ;¸�±³À+à�²³±´®�¾Ì¸i»�®�®��ì±´¾^¸i®
¶�Â�®Ó·EÑ�ÁE¶�ÁE¶OÁE²�º�¸i±³Â

ãb¼^®�¾nàa¢
C∞ ·K¼

Cr Ö r ∈ R+)
¼^®�àOÁM¼iÁEÀ+®
¸n¼n±³á�ÁM¸i±´·K¶Ý·MÑ

Rt(1,α)
¸i»OÁM¸f±³¾(°|®�ÁMð

À�±"�ì±³¶�Ð�¢=Q�¶�®�·MÑQ·K½�¼|ÁE±³À+¾�»�®�¼^®�±´¾!¸n·�ÐK±�ÕK®�¸i»�®
¾n®�ÁE¼^±´¸n»�À�®�¸i±´Â#Â�·K¶�µ=±´¸i±´·K¶�¾
¢=N�¶
ÑbÁEÂ
¸ Ö ÐK±�ÕK®�¶ α °�±´¸i»,¾n·KÀ+®�ÁE¼^±´¸i»=À�®�¸i±³Â�ÁE²{Â�·K¶=µ�±´¸n±³·K¶ ã1R�±´·Kà�»OÁE¶I¸n±³¶�® ÖTS ±³·K½=Õ�±´²�ä²³±³ÁE¶ Ö ¢´¢�¢Yå Ö °|®�°�±³²³²�×�¶�µï¸i»=®�·Kàì¸i±³À�ÁE²OÂ
²�ÁE¾^¾|·EÑ1µ�±VUm®�¼^®�¶I¸i±³ÁE¹�±³²´±´¸�º Ö Â�·K¼^¼n®
¾nà>·K¶�µ�±´¶�Ð¸i·�¸n»�±³¾�Â
·K¶�µ�±�¸i±³·E¶ Ö ±´¶í°�»�±³Âz»î¸i»=®�¼n®�®!�ì±³¾^¸n¾�Áï°C®�ÁEðíÀ+±G�ì±³¶�Ðï¼n®�à�ÁE¼iÁEÀ+®
¸n¼n±´á�Á;ä¸i±´·K¶�·EÑ

Rt(1,α)
¢ ¬Ý®�°�±´²³²�ÁMÂ
¸i½�ÁE²³²�ºÝà�¼^·4ÕK®�¸i»�®�®��ì±´¾^¸i®
¶�Â�® Ö ±´¶ ¸n»�±³¾�Â
²�ÁE¾^¾�·EÑµ�±VUm®�¼^®�¶I¸i±³ÁE¹�±´²³±´¸�º Ö ·EÑ�Á Gδ

µ�®
¶�¾n®�¾^½�¹�¾n®�¸�·EÑ�¼n®
àOÁE¼nÁEÀ�®�¸i¼^±³á�Á;¸i±³·E¶�¾Ì·EÑ
Rt(α,1)¸i»OÁ;¸�ÁE¼n®�°|®�ÁMð À�±"�ì±³¶�Ð�¢ Í ·�·K¹=¸iÁE±³¶�¾^½�Âz» ÐE®�¶�®
¼n±³Âïµ=º�¶OÁEÀ+±³Â�¾f°|®�°�±³²´²C½�¾^®

L�ÁE±´¼n®�é�ÁM¸i®
ÐK·K¼^º�¸n®�Âz»�¶=±³Ï�½�®�¾�±´¶�¾nà=±³¼n®
µ"¹Iº"¾n·KÀ+®Ì°C·K¼^ð�¾�·EÑXW¯¢mÒ�®
¼nÀ�ÁE¶íÁM¶�µ
¿�¢FJ�ÁM¸i»�±aã^æ�¡�YMè Ö æ[Z�è�å�¢\N�¶f¸i»�®
±³¼3¸n½�¼n¶ Ö J�ÁM¸i»�±ìÁE¶�µfÒ�®�¼^ÀïÁM¶f±³¶ïæ]Z;èì°C®
¼n®�±´¶�¾nà=±³¼n®
µ¹Iº�Â�·K¶=¾^¸i¼^½�Â
¸n±³·K¶=¾�Õ�±³Á�à>®�¼^±³·�µ�±³Â�ÁEà�à�¼^·��ì±´ÀïÁM¸n±³·K¶=¾�µ�®
ÕE®�²´·Kà�à>®�µÓ±³¶ æ�¡
èv¢
^ �=à=²³±³Â
±´¸�®!��ÁMÀ�à�²´®�¾+·EÑ�°|®�ÁMð�À+±G�ì±´¶�Ð ÁE¶OÁE²�º�¸n±³Â�¾^àm®
Â�±�ÁM²�Ê�·�°�¾�·4ÕK®�¼+±³¼^¼iÁ;ä

¸i±´·K¶OÁE²Q¼^·E¸zÁM¸n±³·K¶=¾�·MÑ�¸i»�®(Â�±´¼nÂ�²´®�°C®
¼n®fÂ
·K¶�¾^¸n¼n½�Â�¸i®
µî¹�º�_ÌÁM¸n·Kð�æ�¡�Z;èv¢5N�¶Ó¸i»�®
¾n®
®��=ÁEÀ+à�²³®
¾.¸i»=®�¼n®
²�ÁM¸n±³·K¶(¹m®�¸�°C®
®�¶�¸i»�®#¼^®�ÐK½=²�ÁE¼^±´¸�ºÌ·EÑ�¸i»=®�Â�®
±³²³±´¶�Ð�Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶�ÁM¶�µ
¸i»�®!¼iÁ;¸i®�·EÑOÁMà�à�¼n·:�ì±³À�ÁM¸n±³·K¶�·EÑ

α
Â�²´®�ÁE¼^²´ºÌÁEà=àm®�ÁE¼n¾
¢K��¸iÁE¼^¸n±³¶�Ð#Ñ�¼^·KÀß¸i»=®�¾n®|Â�·K¶�ä

¾^¸n¼n½�Â�¸i±³·E¶�¾9·EÑ`_�Á;¸i·Kð Ö Nu°CÁE¶�±³ð�·K¹=¸zÁM±³¶�®
µ Ö °�»�®
¶ d = 1 Ö ®
Ï�½=±´ÕMÁE²³®
¶I¸9¼n®
¾n½�²�¸i¾9¸i··K½�¼ Í »�®�·E¼n®�À+¾a�+ÁE¶�µ�bîãGæ�¡��;è.ÁM¶�µ æ�¡A�;è�å Ö ±³¶Ó»�±´¾�¾G¸i½�µ=ºÓ·EÑ�¾nÀ+·ì·E¸n»"Â
·ìÂ�º�Â�²³®
¾·4ÕK®�¼�±³¼^¼iÁM¸n±³·K¶�ÁE²m¼^·E¸zÁ;¸i±³·E¶�¾�·EÑ@¸i»�®ÌÂ
±³¼nÂ
²³®M¢
N�¶ÓÑbÁMÂ
¸ Ö ·E½�¼�à�¼n·�·EÑ�¾�¾n»�·4°�»=·�° ¸i·+Â�·K¶=¾^¸i¼^½�Â
¸�®��ìà�²´±³Â
±´¸�®��=ÁEÀ+à�²´®�¾(ãvé|ÑKc�®lä

ÀïÁM¼nð��Eå�d�ÁE¶�µ�Ñ�¼n·EÀ ¸i»�®�¶OÁM¸n½�¼n®Ì·EÑ3°C®�ÁEð�À+±G�ì±³¶�ÐÓãVé|Ñ�¢Cê9¼^·Kàm·E¾n±´¸n±³·K¶��Eå�ÁM¶�µ
¸i»�®(ÑbÁEÂ
¸�¸i»OÁM¸�ÁEµ�µ�±´¶�Ð�Áï¸n¼n±³ÐE·K¶�·KÀ+®
¸n¼n±³Â�ÁE²1à>·K²´º�¶�·EÀ�±³ÁE²1¸i·�¸n»�®�¸i±´À�®�Âz»OÁE¶=ÐK®
Ñ�½�¶�Â�¸i±³·E¶�µ�·ì®
¾�¶�·E¸#ÁE²´¸n®�¼C°|®�ÁEð�À�±"�ì±³¶�Ð Ö ¸i»=®�®��ì±³¾G¸i®
¶�Â�®Ì·EÑ@·K¶�®�°C®�ÁEð�À+±G�ì±³¶�Ð¸i±´À�®�Âz»OÁE¶�ÐK®�±´¾C®
¶�·K½�ÐK»�¸n·�à�¼n·4ÕK®�¸n»�®�®��ì±´¾^¸i®
¶�Â�®�·MÑ.Áf¼^®�¾^±³µ�½OÁM²a¾n®�¸�·EÑ{¸i»�®
À"¢
��¸i±´²³² Ö °C®fà=¼n®
Ñ�®
¼n®
µ�¸n·ïà�¼^®�¾^®�¶I¸�ÁïÂ�Á;¸i®�ÐE·K¼n±´Â�ÁE²@ÁE¼^ÐK½�À+®�¶I¸�¸n»OÁM¸�×=¸i¾�à>®�¼GÑ�®�Â
¸n²´º°�±´¸n»�¸n»�®Ì¶OÁM¸n½�¼n®Ì·EÑ@°C®�ÁEð�À+±G�ì±³¶�Ð=¢
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JO·K¼3®!�ìà�²³±´Â�±´¸@®!��ÁMÀ�à�²´®�¾.ÁE¶�µ�Á�µ�±³¼^®�Â
¸�ÁE¶�µfÐE®�·KÀ+®
¸n¼n±³Â�ÁE²�ÁEà�à�¼^·IÁEÂz»�¸n·�à�¼^·4ÕK®
À�±"�ì±³¶�ÐïÑ�®�ÁM¸i½=¼n®�¾Ì·EÑ|¼n®
àOÁE¼nÁEÀ�®�¸i¼^±³á�Á;¸i±³·E¶�¾ Ö ·E¶�®�Â�ÁE¶¯ÁE²³¾^·�¼n®�Ñ�®�¼�¸i· æ �Mè�°�»�®
¼n®®��=ÁEÀ+à�²³®
¾C·EÑ1À�±"�=±´¶�Ð�ÁE¶OÁE²�º�¸i±³Â�¼n®
àOÁE¼nÁEÀ�®�¸i¼^±³á�Á;¸i±³·E¶�¾9·EÑ{²³±´¶�®�ÁM¼�Ê�·�°�¾�ÁE¼n®�à�¼n·;ä
µ�½�Â
®�µ,·E¶�¸n»�®�¸i·K¼^½�¾

T3 ¢J.±³¶�ÁE²³²�º Ö ±³¶í·E½�¼�à�¼^·ì·EÑ Ö °C®f°�±´²³²{±³¶=¾n±³¾G¸�·K¶î»OÁ�Õ�±³¶=Ðï¸i»�®�¼^®�¾^½�²´¸n¾�±³¶îÁM¶�º,µ�±�äÀ�®
¶�¾n±´·K¶1¢KN�¶=µ�®�®
µ Ö ±³¶�Á(àOÁEà>®�¼�·K¶ï±³¶IÕMÁE¼n±³ÁE¶I¸C¸i·E¼n±>¹�ºï¾^º�À+à�²³®
Â
¸i±´Â�µ�±GUa®
·KÀ+·K¼Gäà�»�±´¾nÀ+¾�æ[�;è Ö W¯¢QÒ�®�¼^ÀïÁE¶îà=¼n·4ÕK®
¾�¸n»�®�¼n®
ÀïÁE¼^ð;ÁE¹�²³®(ÑbÁEÂ
¸�¸n»OÁM¸ Ö Ñ�·E¼�Á�ÐK®�¶�®
¼n±´Â
C∞ ®!��ÁMÂ
¸�¾^º�À+à�²³®
Â
¸n±³Â�à>®�¼G¸i½�¼^¹OÁM¸n±³·K¶�·EÑ@ÁfÂ
·KÀ+à�²³®�¸i®�²�º+±³¶I¸i®
ÐK¼iÁE¹=²³®�¾Gº�À�à�²´®�Âlä
¸i±´Â(µ�±GUa®
·KÀ+·K¼nà�»=±³¾nÀ Ö ¸i»�®(µ=º�¶OÁEÀ+±³Â
¾�·K¶,¸n»�®fÐK®
¶�®�¼^±³Â(±³¶IÕMÁE¼n±³ÁE¶I¸�¸n·K¼n±��!·EÑ�¸n»�®àm®
¼^¸n½�¼n¹OÁ;¸i±³·E¶Ó±´¾�ÕK®
¼^º�µ�±GUa®
¼n®�¶I¸�Ñ�¼n·EÀ °�»OÁM¸�·K¶�®Ì½�¾^½OÁE²´²´º�®��ìàm®
Â
¸n¾ Ö À�®�ÁE¶�±³¶=Ðµ�±VUm®�¼^®�¶I¸�Ñ�¼n·KÀ ¸n»�®

C∞ µ�±GUa®
·KÀ+·K¼nà�»=±³¾nÀ+¾
C∞ Â�·K¶��^½�ÐIÁM¸n®+¸n·"¸i¼nÁE¶�¾^²�ÁM¸n±³·K¶�¾

·EÑ
Tn ¸n»OÁM¸�°|®�»OÁ�ÕK®Ó·K¶�¸i»�®�¸n·K¼n±�ÐE±´ÕK®
¶ ¹�º _Ì¿aW ã*_�·K²´À�·EÐK·K¼n·4Õ�¿�¼n¶�·K²´µ

W"·K¾^®�¼zål¢"ã �ì®
®�ÁM²³¾n· æ[�@YMè�Ñ�·E¼ÌÁ�¾^½�À+ÀïÁE¼Gºí·EÑ!¸i»=±³¾�ÁE¼^¸n±³Â
²³®4ål¢�¿�¶¯®!��ÁMÀ�à�²´®�·EÑ
¾n½�Âz»,ÐK®�¶�®
¼n±´Â�¹>®�»�Á4Õ�±´·K¼�¸n»OÁM¸�»�®Ì×O¶�µ�¾�±³¾#°|®�ÁEð�À+±G�ì±³¶�Ð Ö ÁE¶�µ"»�®�½�¾n®
¾�±³¶Ó»�±´¾à�¼n·�·EÑ3¸i»�®�¼n®
¾n½�²�¸�·EÑP�ì»�ð�²³·4ÕE®�¼�Ñ�·E¼�±´¶IÕEÁM¼n±�ÁM¶�¸�¸n·K¼n±Q·EÑ.µ�±³À+®�¶=¾n±³·E¶

n = 2 Ö ÁE¶�µ¸i»�®�®��=ÁEÀ+à�²³®
¾C·EÑ{¿�¶�·K¾n·4ÕIä._ÌÁM¸n·Kð"æ�¡�èmÑ�·K¼
n ≥ 3

¢�¿�¾�¼^®�À�ÁE¼nðM®�µ�¹Iº�Ò�®�¼^ÀïÁE¶ Ö¼iÁM¸n»�®�¼�¸i»OÁM¶"¸i·ï½�¾n®f¿�¶�·K¾^·�ÕIä _�Á;¸i·Kð�Â�·E¶�¾^¸n¼n½�Â�¸i±³·E¶�¾�±�¸�±´¾�®�ÁE¾n±´®�¼�¸i·�ÐK®
¶�®�¼nÁE²�ä
±³á
® �ì»=ð�²´·4ÕK®�¼��x¾(¼n®
¾n½�²�¸(¸n·íÁE¶Iº µ�±³À+®�¶=¾n±³·E¶¯ÁM¶�µÝ·K¹ì¸zÁE±´¶¯¹Iº�¸i»�®�¾iÁEÀ+®�¸i·KðM®�¶
ÁE¶OÁE²�º�¸i±³Â�®��=ÁEÀ+à�²³®
¾ Ö °�»�±´Âz»"±´¾#¶�·E¸#ºK®�¸�à>·K¾^¾n±³¹=²³®�¹Iº�¸i»=®�À+®
¸n»�·�µ�¾#±³¶ æ�¡�èv¢
¡K¢]�ì¢­¬¯®Ó¼^®�Â�ÁE²³²C×�¼n¾^¸�¸n»�®�µ�®
×�¶�±´¸n±³·K¶�·EÑ�°|®�ÁEð�À+±G�ì±³¶=ÐîÁE¶�µ�°|®"±´¶�¸n¼n·�µ�½�Â
®
¾n·KÀ+®�¶�·E¸iÁM¸i±´·K¶�¾
¢
ä�¿ À�®�ÁE¾n½�¼^®�à�¼n®
¾n®
¼^Õ�±³¶�ÐfÊ�·�° {T t} ·K¶ (L, µ)

±´¾�¾iÁE±´µï¸i·�¹>®�°|®�ÁEð�À�±"�ì±³¶�Ð(±´Ñ
Ñ�·K¼�ÁE²´²

f, g ∈ L2(L, µ)
°C®�»OÁ�ÕK®

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

∣∣∣∣
∫

L

f(T ux)g(x)dµ−
∫

L

fdµ

∫

L

gdµ

∣∣∣∣ du = 0.
ã�¡�å

¿�¶Ó®�Ï�½�±�ÕEÁM²³®�¶I¸�µ�®�×O¶�±�¸i±³·E¶�±³¾�¸i»�ÁM¸�Ñ�·K¼�ÁE²³²mÀ�®�ÁE¾n½=¼iÁE¹�²´®�¾n®�¸i¾
A
ÁE¶�µ

B

µ(T−tA
⋂

B) −→ µ(A)µ(B),
ã �Kå
°�»�®�¶ |t| ÐK·�®�¾�¸n·�±³¶=×O¶=±´¸�º�·E¶,Á�¾n®�¸�·EÑ.µ=®�¶�¾^±´¸�º�·K¶�®Ì·4ÕK®
¼ R

¢
Q�¶�®�Â�ÁM¶�ÁE²³¾^·�à�¼^·�ÕE®C¸i»�ÁM¸�Á�ÊO·4° {T t} ±´¾3°|®�ÁEð(À�±"�=±´¶�Ð�±´Ñ�ÁE¶=µ�·K¶�²´º�±�ÑO±´¸3µ�·�®�¾¶�·E¸�»OÁ�ÕK®�ÁE¶Ó®�±³ÐE®�¶=Ñ�½�¶=Â
¸i±´·K¶ Ö ±V¢x®M¢�Á�À�®�ÁE¾n½�¼nÁE¹�²´®ÌÑ�½=¶�Â
¸n±³·K¶ h Ö ¶�·E¸�Â�·K¶�¾G¸zÁE¶I¸ Ö¾n½�Âz»Ó¸i»OÁ;¸

h (T tx) = eiλth (x) ,
Ñ�·K¼#¾n·KÀ+®Ì®�±´ÐK®�¶IÕMÁE²³½=®

λ ∈ R
¢

JO·K¼f¸i»�®�®
Ï�½=±´ÕMÁE²³®
¶�Â�®�¹>®
¸�°|®�®
¶�¸i»=®Óµ=®
×O¶�±�¸i±´·K¶�¾ Ö °|®"¼^®
Ñ�®
¼�¸n·î¸i»�®�¹>·ì·Kð¯·EÑê.ÁE¼^¼^º�æ�¡�ç;èV¢

ä.JO·K¼
r ∈ R+

⋃
{+∞} Ö °|®"µ=®�¶�·E¸n®�¹�º Cr(Td,R)

¸n»�®�¾n®
¸�·EÑ�¼n®�ÁE²�Ñ�½�¶�Âlä
¸i±´·K¶�¾�·K¶

Rd ·EÑCÂ
²�ÁE¾^¾ Cr ÁE¶=µ Zd ä�à>®�¼n±´·ìµ=±³ÂE¢ Í »�®�¾n®
¸ Cr(Td,R)
±´¾�»�®�¶=Â�®

Á�L�ÁE±³¼^®f¾nà�ÁEÂ�®fÑ�·K¼�¸n»�®
Cr ¸i·Kà>·K²³·EÐEºK¢,NuÑ�¸i»�®
¼n®�±³¾�¶=·"ÁMÀf¹�±³ÐE½�±´¸�º�°|®+À+±³ÐE»�¸

�! 1U�\#s
\GR�\^]VWY�|WxR�~z[l]vWh[�R�T.Tvj�]vWOjlkmTVU�\�ZE\G]VTVc;] t [lTVWhj�R�WhX�R;jlT![�� 0@5 TVj
]VW t c4T�WhX![
C0ghWxp�WxT=j�k;� 0@5 TVj�]vW 8  1U�\a]V\nX�Tv]VWY��TvWxj
R9j�R9TvU�\ad�e�RM[lp�Wh�^X�j�k;XbcM�uU![QTvj�]vW
WYX�TvU;[zT=TVU;\Ge9XbU;j�c�gYd

t \!WhRÌTvU�\|�Ggxj�Xbc�]v\�j�kOTVU�\
C∞

d4Wx E\^j�p�j�]vZ�U�WYXVp�X
C∞

��j
Rz��c�s�[zTV\�TVj�Tv]v[�R;XVgh[lTVWhj�R;X 8  1U;[lT
WYX.TVU�\#]v\^[
Xbj
R�`QU�e � \G]vp#[lR�WxR�~�\nX�TvWxs�[zTv\^X.WxR#" $&%�k�j
]9s�\GR;\G]vWh�CZ�]vj�ZE\G]VTVWh\^X.WhR(TvU�\���ghj
XVc�]v\
j�k�d4Wx K\Gj�p�j
]VZ�U;WhXVp#X

C∞
��j�Rl��c�s
[lTV\.TVj#Tv]v[�R;XVgh[lTVWhj�R;X 8�6 \GZM[l]u[lp�\�Tv]VWhwG\nd�Wh]V]u[zTvWxj
R;[lgKyMjz`{X

[�]V\�[lR�\�q��G\Gghgx\^R
T1Tvj�j
gKTVj�TvU�WhX{\GR;d 8
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�^½�¾^¸|µ�®
¶�·E¸i®�¸i»�®
¾n®�¾nàOÁEÂ
®�¾�¹Iº

Cr ÁM¶�µï°|®�°�±³²´²�µ�®
¶�·E¸i®�¸i»�®
±³¼�¶�·K¼^À�¾!¹Iº ||.||r
¢

JO½�¼^¸n»�®�¼^À�·K¼^® Ö ±�Ñ�°|®�µ�®
¶�·E¸i®�¹Iº Cr(Td,R∗
+)

¸i»=®�¾n®
¸�·MÑ�¾G¸i¼n±´Â
¸n²´º àm·E¾n±´¸n±´ÕE®
Ñ�½�¶�Â�¸i±³·E¶�¾�±³¶

Cr(Td,R) Ö ±´¸�±´¾�ÁE¶,·Kà>®�¶"¾n®�¸�Ñ�·K¼#¸n»�® C0 ¶=·K¼nÀ Ö ÁE¶�µ"±³¶�àOÁE¼�ä¸i±´Â�½�²³ÁE¼CÑ�·K¼�¸n»�®
Cr ¶�·E¼nÀ Ö ¸i»�®
¼n®�Ñ�·K¼n®Ì±´¸�±³¾�Á L�ÁE±³¼^®�¾nàOÁMÂ�®E¢ä.JO·K¼

k = (k1, ..., kd) ∈ Zd ÁM¶�µ α = (α1, ..., αd) ∈ Rd °|®�°�±³²´²!½=¾n®ï¸n»�®
Ñ�·K²³²´·4°�±³¶�Ðf¶=·E¸zÁM¸n±³·K¶=¾

< k, α >=

d∑

i=1

kiαi,

||k|| = sup
i

|ki|,

||| < k, α > ||| = inf
p∈Z

| < k, α > +p|.
äGÔ�±´ÕE®�¶ ÁÓÕK®�Â�¸i·K¼

α ∈ Rd Ö °|®�¾nÁ4º¯±´¸�±´¾ β � Ã�Ç�Ù`0�ÅMÈ>ÆbÃ³ÈmØ�±´Ñ�¸n»�®�¼^®ï®!�=±´¾^¸n¾�Á
Â�·K¶=¾^¸zÁM¶�¸

C > 0
¾^½�Âz»"¸n»OÁM¸#Ñ�·K¼#®�ÕK®
¼^º

k ∈ Zd − {0} °C®Ì»OÁ�ÕK®+Ë

||| < k, α > ||| ≥ C

||k||d+β .N�¶�¸n»�±³¾�Â�ÁE¾n®�°|®�¾iÁ�º�¸i»OÁ;¸
α
±³¾ R�±´·Kà�»OÁE¶I¸n±³¶�®�·K¼�¾nÁM¸i±´¾^×O®
¾+Á R�±³·Kà�»�ÁE¶I¸i±³¶=®

Â�·K¶=µ�±´¸n±³·K¶1¢MNuÑ9¸i»�®
¼n®f±´¾�ÁïÂ
·K¶�¾G¸zÁE¶I¸
C > 0

¾n½=Âz»�¸n»OÁM¸
α
ÕK®
¼n±�×O®�¾�¸n»�®�ÁE¹>·4ÕK®

Â�·K¶=µ�±´¸n±³·K¶f°�±�¸i»
β = 0

°C®�¾iÁ�ºf¸n»OÁM¸
α
±´¾�·EÑmÂ�·K¶�¾G¸zÁE¶I¸�¸�º�àm®M¢PJO·K¼9Â�·EÀ�À+·ìµ=±´¸�º

±³¶¯¾^¸zÁ;¸i±³¶=Ð,¸i»�®�¼n®
¾n½�²�¸i¾�°|®ï°�±³²´²!ÁE²³²´·�° ¸i»�®�¶�·E¸zÁ;¸i±³·E¶���Y R�±³·Kà�»�ÁE¶I¸i±³¶=®���Ñ�·E¼
¾n½�Âz»ÓÕK®
Â
¸i·E¼n¾�¢
äu¬¯®f¼n®
Â�ÁE²´²@¸n»�®�ÁE¼^±´¸i»=À�®�¸i±³ÂÌµ�®
Â�·KÀ+à>·K¾n±�¸i±³·E¶,·EÑ

Rd = CD t L t Q Ö °�»=®�¼n®
Q
µ�®�¾^±³ÐK¶�ÁM¸i®
¾(¸i»=®ïÕK®
Â
¸i·E¼n¾f°�±´¸n» ¼iÁ;¸i±³·E¶OÁE²³²�ºîµ�®
àm®
¶�µ�®�¶I¸�Â
·ì·K¼^µ�±³¶�ÁM¸i®
¾ Ö CD¸i»�®�R�±³·Kà�»�ÁE¶I¸i±³¶=®�ÕK®�Â�¸i·K¼^¾ Ö ÁE¶�µ L ¸n»�® S ±³·K½=Õ�±´²³²³±³ÁE¶�ÕK®�Â�¸i·K¼^¾íãSÕK®
Â
¸i·E¼n¾�¸i»OÁ;¸µ�·�¶�·E¸�¾iÁM¸n±³¾^ÑSºïÁE¶Iº�R�±³·Kà�»�ÁE¶I¸i±³¶=®�Â�·E¶�µ�±´¸n±³·K¶�ÁE¶�µ�ÁE¼^®�¶�·E¸#±´¶

Q
å�¢9¿�ÐIÁE±³¶�Ñ�·K¼

Â�·KÀ+À+·ìµ�±�¸�ºí°|®�°�±³²³²�½�¾^®ï¸i»=®ï¶�·E¸iÁM¸i±´·K¶
α

�
±³¾(¶�·E¸
+∞ R�±³·Kà=»OÁE¶I¸i±´¶�®���Ñ�·K¼

S ±³·K½=Õ�±´²³²³±³ÁE¶�ÕK®�Â�¸i·K¼^¾�¢
S ®
¸ d ∈ N Ö d ≥ 1

¢.¬ ±´¸n»ï¸i»=®�ÁE¹>·�ÕE®�¶�·E¸iÁM¸i±´·K¶�¾ Ö °|®�¾n»=·�° ¸i»=®�Ñ�·K²´²³·4°�±³¶�Ð=Ë
�����
	��
��� ��-������

β ∈ R+
⋃
{+∞} ����������� ��� �!��"$#�#&%'�("*),+�%'-/.'��0��1),#

α
"$+

Rd " � +2),�
β 3 "*)�4!�5%'+!�6"$+2� �87 �!��+59;:<),#�%>=���+ � � Gδ

)?:
φ

"$+
Cβ+d(Td+1,R∗

+)
9

� �!�@#A�145%'#&% � ���6#B"DCE%'�("*),+F)?:@�$�!�G�(#&%'+ � -D%'�6"*),+IHJ),K
Rt(1,α)

9LKM"$� � � 4!���N= 1
φ

" �KO�N%,P � "RQS"$+�T@UV:<),#>�$�!� � +!"(W � �X"$+!.,%'#B"(%'+!� � �N% ��� #A�1Y �
Í »�®�¼n®�¾^½�²´¸|±³¾9¸n»�®�¹>®�¾G¸C·E¶�®�Â�ÁE¶ï»�Á4ÕE®�ÁE¾!¾n»=·�°�¶ï¹�º�¸n»�®�Ñ�·E²³²³·4°�±´¶�Ð�à�¼n·Eàm·Mä

¾n±�¸i±³·E¶Óµ=½�®(¸n· _�·E²³À+·KÐK·K¼^·�Õíãb±´¶,µ�±´À�®
¶�¾n±´·K¶�� Ö ±v¢r®E¢ d = 1 Ö æ�¡��Mè�å�ÁE¶�µ,ÐE®�¶�®
¼GäÁE²³±´á�®
µ�¸i·+ÁE¶Iº�µ�±³À+®�¶=¾n±³·E¶�¹�º�W¯¢�Ò�®
¼nÀ�ÁE¶�±³¶ æ�¡E¡�è9Ë
�Z�
	\[M	�]<^$_
^(	�`a��-cb :

α ∈ Td " � β 3 "*)�4!�5%'+!�("$+2�Z%'+�=d�$�!�e: � +20��("*),+
φ

" � Cr:<),# � ) � �
r > β+d

9f�$�!�g#A�145%'#N% � ���(#B"DCE%'�6"*),+h)?:J� �!��HJ),K
Rt(1,α)

9iKM"$�$� � 4!���N=
1
φ

" � C0 0�),+<j � T�%'�1�X�?)d%k�(#&%'+ � -D%'�6"*),+lHJ),Ka),+
Td+1.

N�¶¯¸n»�®ïÂ�ÁE¾n®�·EÑ
C∞ ¼n®
àOÁE¼iÁMÀ�®�¸i¼n±´á�ÁM¸n±³·K¶=¾ïã

β = +∞ å�¸i»�®�µ�±³Âz»=·E¸i·KÀ(º�±³¾
¸i»�®
¼n®�Ñ�·K¼n®!Â�·KÀ+à�²´®
¸i®�¹>®
¸�°|®�®
¶�°C®�ÁEðÌÀ�±"�ì±³¶�Ð�ÁE¶=µ(Â
·K¶ �^½�ÐIÁ;¸i±³·E¶�¸n·�¸n¼iÁE¶�¾^²�ÁM¸n±³·K¶
ÊO·4°�¾�ÁM¶�µ�°C®�»OÁ�ÕK®Ì¸i»�®�Ñ�·K²´²³·4°�±³¶=Ð�Ë
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Rα � � % � "$+!" � %'-M�6#&%'+ � -D%'�("*),+�),+
Td � 7 �!��+ ��"$� �!��#

),+2�l)?:8�(KO)�4!) ��� " � "$- "$�6"*� � �!),-D=
	
(i) 7 �!�L.'��0��1),#

α
" � 3 "*)�4!�5%'+!�("$+2�k%'+�=Z:<),#k%'+��

φ ∈ C∞(Td+1,R∗
+)

9��$�!�
#A�145%'#N% � ���(#B"DCE%'�6"*),+ )?:l�$�!��HJ),K

Rt(1,α)

9JKM"$� � � 4!���N= 1
φ

" � C∞ 0�),+<j � T�%'�1� �1)
%d�6#&%'+ � -D%'�("*),+�HJ),KF),+

Td+1.
(ii) 7 �!�e.'��0��?),#

α
" � � "*) � .E"$-$- "(%'+ %'+�= :<),# %>=���+ � � Gδ

)?:
φ ∈ C∞(Td+1,R∗

+)
9

� �!�L#A�145%'#&% � ���(#�"DCE%'�("*),+ )?: �$�!�JHg),K
Rt(1,α)

9�KM"$�$� � 4!���N= 1
φ

" � KO�N%,P � "RQS"$+�T
UV:<),#>� �!� � +!"(W � �X"$+!.,%'#�"(%'+!� � �N% ��� #A�1Y �
JO·K¼ïÁM¶OÁE²´º�¸n±³Â�¼n®
àOÁE¼iÁMÀ�®�¸i¼n±´á�ÁM¸n±³·K¶=¾ Ö °|®í»OÁ�ÕE®�ÁE¶OÁE²´·KÐK·K½�¾�¼^®�¾n½=²´¸i¾
¢ J.±´¼n¾^¸

µ�®
×�¶�®fÑ�·K¼
h > 0

¸n»�®f¾^®
¸
Cw
h (Td,R∗

+)
·EÑ�¾G¸i¼n±´Â
¸n²´º�à>·K¾n±�¸i±´ÕE®�¼^®�ÁE²@Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶=¾

·K¶
Rd Ö Zd ä�à>®�¼n±´·ìµ=±³Â�ÁE¶�µ�¸i»�ÁM¸CÂ�ÁE¶ï¹>®�®���¸i®
¶�µ�®�µ�¸i·�»=·K²³·KÀ+·K¼^à�»�±³Â|Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶=¾

·K¶
Bh = {z ∈ Cd, sup

i
|Imzi| < h} ¢Ì¬ ±�¸i»í¸n»�®�¸i·Eàm·K²´·KÐEº�·EÑ�¸n»�®f½�¶�±�Ñ�·K¼nÀ

Â�·K¶IÕE®�¼nÐE®�¶�Â
®�·K¶�Â
·KÀ�à�ÁEÂ
¸9¾^®
¸n¾ Ö Cw
h (Td,R∗

+)
±³¾9Á L�ÁM±³¼n®|¾nàOÁMÂ�®�ÁE¶�µ�°|®#»OÁ�ÕK®

�����
	��
��� 
1-���"$.'��+ %'+ "$#�#&%'�("*),+�%'- .'��0��1),#
α ∈ Rd,

" :Z� �!��#A�L�&QS" � � δ > 0%'+�= % � �NW � ��+20��l)?:
kn ∈ Zd ��� 0�� �$�5%'�

||| < kn, α > ||| ≤ e−δ||kn||,� �!��+59 :<),# % =���+ � � Gδ ��� � � ���l)?:�: � +20��6"*),+ � φ "$+ � �!� � ��� )?:
Cw

δ
2π

� �6#B"*0��(-��4!) � "$�6"$.'� : � +20��6"*),+ � 9 � �!��#A�145%'#&% � ���6#B"DCE%'�("*),+I)?: �$�!�>�(#N%'+ � -D%'�("*),+8Hg),K
Rt(1,α)

9
KM"$� � � 4!���N= 1

φ

" � KO�N%,P � "RQS"$+�T@UV:<),#>� �!� � +!"(W � �X"$+!.,%'#�"(%'+!� � �N% ��� #A�1Y �
Ò�®
¼n®¯ÁEÐIÁE±´¶ ¸n»�®¯¼^®�¾^½�²´¸"±³¾�·Kà=¸n±³À�ÁE²�ÁE¶=µ °|®Ý»OÁ�ÕE® Á à>®�¼GÑ�®�Â�¸,µ�±´Âz»�·E¸n·KÀ�º Ö¹m®
Â�ÁE½=¾n®�±´Ñ

α
¾iÁM¸n±³¾G×O®�¾

lim
||k||→∞

−Log||| < k, α > |||
||k|| = 0,

ã1�Kå

¸i»�®
¶ Ö Ñ�·K¼9ÁE¶Iº�¼^®�ÁE²�ÁE¶OÁE²�º�¸n±³ÂCÑ�½=¶�Â
¸n±³·K¶ φ > 0 Ö ¸i»�®#¼^®�àOÁM¼iÁEÀ+®
¸n¼n±³á�ÁM¸i±´·K¶f·EÑ Rtα¹Iº
φ
±´¾�ÁE¶OÁE²�º�¸n±³Â�ÁE²³²�ºïÂ
·K¶ �^½�ÐIÁ;¸i®�¸i·�Á�¸n¼iÁE¶=¾n²�Á;¸i±³·E¶�Ê�·�°ßÑbÁE±³²´±³¶�Ð�¸n»�®�¼^®
Ñ�·K¼^®�¸n·

¹m®�°|®�ÁEðîÀ+±G�ì±´¶�Ð ã�¸n»�®�à�¼n·�·EÑ|±³¾Ì¹OÁE¾^®�µ ·K¶ ¸n»�®�²³±´¶�®�ÁE¼^±³á
®�µ�®�Ï�½OÁM¸n±³·K¶ ÁE¶=µ¯±´¾
ÁE¶OÁE²´·KÐK·K½=¾C¸i·�¸i»=®�à=¼n·�·EÑ.·MÑ�ê9¼n·Eàm·K¾^±´¸n±³·K¶î¡ Ö é|Ñ�¢�� �Kå�¢� ØiÚ�Å;Ä E�� Í »�®ÌÂ�·K¶=µ�±´¸n±³·K¶ï¸n»OÁM¸�±´À�à�²´±³®
¾|Â
·K¶ �^½�ÐIÁMÂ
º�¸n·�Á�¸n¼iÁE¶=¾n²�Á;¸i±³·E¶ïÊO·4°7±´¾
°C®�ÁEðE®
¼�¸n»OÁE¶�¸i»�®,LC¼ �^½�¶�·�Â�·E¶�µ�±´¸n±³·K¶a¢
Í »�±³¾CàOÁEà>®�¼�Â
·K¶I¸zÁE±´¶�¾CÑ�·K½�¼C¾n®�Â�¸i±´·K¶�¾�¢X��®�Â
¸n±³·K¶=¾ ��ÁE¶�µ���ÁE¼^®�µ�®�µ=±³Â�Á;¸i®�µ�¸n·

¸i»�®�à�¼n·�·EÑ!·EÑ9¸i»=®f¸i»�®
·K¼n®
À�¾f¡�ÁM¶�µ �ì¢ Í »�®�®�¾^¾n®
¶�¸n±�ÁE².¼n®�¾^½�²´¸n¾�ÁE¼^®f·K¹=¸iÁE±³¶�®
µ
±³¶��ì®
Â
¸i±´·K¶���°�»�®�¼^®�°|®(à=¼n·4ÕK®�ÁE¶OÁM²³·KÐK·E½�¾�¸i»�®
·K¼n®
À�¾�Ñ�·E¼#¾nà>®�Â�±³ÁE²1ÊO·4°�¾�¢
¿�¾�°|®�¾iÁE±´µ ¹>®
Ñ�·K¼^® Ö ±´¸�±³¾fà>·K¾n¾^±³¹�²´®�¸n·î·K¹=¸zÁM±³¶Ý°|®�ÁEðÝÀ�±"�=±´¶�ÐíÁM¾fµ�®
×�¶�®�µ±³¶ ã �Eå Ö °�±´¸n» Á�µ=±³¼n®
Â
¸(ÁE¶�µ Á�ÐK®
·KÀ�®�¸i¼^±³Â�ÁM²�À�®�¸i»�·�µ Ö ¹�½ì¸Ì±´¸�ÁEà�à>®�ÁM¼n¾Ì®�ÁE¾^±³®
¼¸i·"à�¼n·4ÕK®�¸n»�®ï®
Ï�½�±´ÕMÁE²´®�¶I¸�¾^àm®
Â
¸n¼iÁE²|Âz»OÁE¼iÁMÂ
¸i®
¼n±´á�ÁM¸n±³·K¶¯·EÑ�°|®�ÁEð À�±"�ì±³¶�Ð Ö ±v¢r®E¢¸i»�®ï¶�·K¶ìäu®��ì±³¾G¸i®�¶=Â�®�·EÑ�®
±³ÐK®
¶=Ñ�½�¶�Â�¸i±³·E¶�¾�¢ N�¶ S ®
À�À�Á � Ö °C®�¾G¸zÁM¸n®�Á,Â�®
¶I¸i¼iÁM²Â�¼^±´¸i®
¼n±´·K¶(·E¶(¸i»=®|Â
®�±³²´±³¶�Ð;äuÑ�½�¶�Â�¸i±´·K¶ LC±³¼^ð�»�·@U�ä�¾n½=À�¾{¸i»OÁ;¸3ÐE½OÁE¼iÁM¶�¸n®�®
¾.¸i»�®!¶�·K¶�ä

®��ì±³¾G¸i®
¶�Â�®�·MÑ{®�±³ÐE®�¶=Ñ�½�¶=Â
¸i±´·K¶�¾�Ñ�·K¼|¸n»�®�¾^àm®
Â�±³ÁE²>Ê�·�°Ì¢ Í »=®�¶�°|®�°�±³²´²>½=¾n® L�ÁM±³¼n®
Â�ÁM¸n®�ÐK·E¼^º¯ÁE¼nÐE½�À�®
¶I¸i¾(ÁE¶�µÝ¸n»�®ï¾G¸zÁM¸n±³·K¶OÁM¼^º�à�»OÁM¾n®�À+®
¸n»�·ìµ ¸i·"¾^¸i½=µ=º¯°�»=®�¶



� �����������
	���
��������
¸i»�±´¾�Â�¼^±´¸i®
¼n±´·K¶î±³¾�Ñ�½�²�×O²³²´®�µí±´¶�¼n®�²³ÁM¸i±´·K¶,°�±�¸i»î¸i»�®+ÁE¼^±´¸n»�À�®�¸i±´Â�¾�·EÑ

α
ÁE¶�µî¸n»�®

¼n®
ÐK½�²�ÁM¼n±´¸�º�·EÑ�¸i»=®�Â�®
±³²´±³¶�Ð�Ñ�½�¶�Â�¸i±´·K¶
ϕ
¢ N�¶C�ì®�Â�¸i±³·E¶ �+°|®fµ�®
¼n±�ÕK®(¸n»�®�¼n®�¾^½�²´¸n¾

Ñ�·K¼#¼n®
àOÁE¼nÁEÀ�®�¸i¼^±³á�Á;¸i±³·E¶�¾�¢
N�¶î¸i»�®�²�ÁM¾^¸�¾^®�Â
¸n±³·K¶î°|®�¾n»�·4° ¸n»OÁM¸�¸i»=®�ÐK®�¶�®
¼iÁE²�ÁMàm®
¼n±³·�µ�±´Â(ÊO·4° ·MÑCÂ
²�ÁE¾^¾

C∞ ·K¶�¸i»�®�¸�°|·Mäu¸n·K¼n½=¾�±´¾�°C®�ÁEð�À+±G�ì±³¶=Ð�¢
J.±³¶�ÁE²³²�º Ö °C®,»OÁ�ÕK®îÁE²´¾n·ÝÁEµ�µ�®
µ�ÁE¶�ÁEà=àm®
¶�µ�±G��µ=½�®,¸i· W"±³Âz»�ÁE®�²�Ò�®
¼nÀ�ÁE¶

·K¶,¸n»�®�à>·K¾n¾^±³¹�±´²³±�¸�º�·EÑ9½�¾^±³¶�Ð�¸i±³À+®
t0
ÀïÁMà�¾�·MÑ9¸i»�®�ÊO·4°�¾�Â�·K¶=¾n±³µ=®�¼n®
µ�ÁE¹>·�ÕE®

¸i·�·K¹=¸iÁE±³¶�ÁM¶OÁE²´º�¸n±³Â�µ=±VUm®�·KÀ+·K¼nà=»�±³¾^À�¾�·K¶î¸i»�®�¸i·E¼n½�¾ Ö Â
·KÀf¹�±´¶�±³¶=Ðï¸i»�®f°|®�ÁMðÀ�±"�ì±³¶�Ðfà=¼n·Kà>®�¼G¸�º�°�±´¸i»�¸n»�®Ì¼iÁE¶�ð�·K¶�®Ìà�¼^·Kàm®
¼^¸�ºE¢
��¢��������
	Ý«���«S¤�
���§�¦�������ªQ«���������§���� �

¬Ý®�¼n®
Â�ÁE²´²�¸n»�®�µ=®
×O¶�±�¸i±´·K¶ï·EÑ@Á�¾nà>®�Â
±�ÁE²�ÊO·4°ÌË!ÔÌ±�ÕK®
¶�Á S ®�¹>®�¾^ÐK½�®�¾^àOÁEÂ
® L ÖÁ�À+®�ÁE¾^½�¼n®�à=¼n®�¾^®�¼GÕì±´¶�Ðf¸i¼nÁE¶�¾GÑ�·K¼nÀ�ÁM¸i±´·K¶
T
·E¶

L
ÁM¶�µ�ÁE¶�±´¶I¸i®�ÐE¼iÁE¹�²´®�¾G¸i¼^±³Â
¸n²´º

àm·E¾n±´¸n±´ÕE®�¼^®�ÁE²!Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶Ýµ�®
×O¶=®�µ�·K¶
L
°|®�µ�®
×�¶�®�¸i»�®ï¾nà>®�Â�±³ÁE²�ÊO·4° ·4ÕE®�¼

TÁE¶�µ�½=¶�µ�®�¼!¸i»�® )�ØiÃ³É³Ã´È�H,+.-EÈ�)4ÆVÃbÇ4È
ϕ
¹Iº�±³¶�µ=½�Â�±´¶�Ð(·E¶

L× R/ ∼ Ö °�»�®�¼^® ∼ ±³¾
¸i»�®Ì±´µ�®�¶I¸i±�×OÂ�Á;¸i±³·E¶

(x, s+ ϕ(x)) ∼ (T (x), s) Ö ¸i»�®�ÁEÂ�¸i±³·E¶�·EÑ

L× R → L× R

(x, s) → (x, s+ t).
NuÑ
T
à�¼n®
¾n®�¼GÕK®
¾�Á�½�¶�±´Ï�½=®�à=¼n·K¹OÁM¹�±³²´±´¸�º�À�®�ÁE¾n½=¼n®

µ
¸i»�®
¶+¸n»�®�¾nà>®�Â�±³ÁE²�ÊO·4°�°�±´²³²

à�¼n®
¾n®
¼^ÕK®�Á�½�¶�±³Ï�½�®�à�¼n·K¹�ÁE¹�±³²´±´¸�º�À+®�ÁM¾n½�¼^®(¸i»�ÁM¸�±´¾�¸i»=®�¶�·K¼^ÀïÁM²³±³á
®�µÓà�¼n·�µ�½�Â�¸
À�®�ÁE¾n½=¼n®Ì·EÑ

µ
·E¶�¸n»�®Ì¹OÁE¾^®�ÁE¶=µ�¸n»�® S ®�¹>®�¾nÐE½�®(À+®�ÁM¾n½�¼^®�·E¶�¸n»�®�×O¹>®�¼n¾
¢N�¶�¸i»�±´¾9¾n®�Â�¸i±´·K¶

α
±³¾�ÁE¶�±³¼^¼iÁM¸n±³·K¶�ÁE²IÕK®�Â�¸i·K¼!±³¶

Rd Ö d ≥ 1 Ö ÁM¶�µ�°C®�Â�·E¶�¾n±´µ�®�¼¾nà>®�Â
±�ÁE²QÊO·4°�¾�Â
·K¶�¾^¸n¼n½�Â�¸i®
µî·�ÕE®�¼�¸i»�®�¸i¼iÁM¶�¾n²³ÁM¸i±´·K¶
Rα

·EÑ.¸n»�®(¸n·K¼n½=¾
Td ¢#¬¯®

°�±³²´²aà�¼^·�ÕE®�¸n»�®�Ñ�·K²³²´·4°�±³¶�Ð�Ë
�����
	��
��� !1-eb$:J� �!�g.'��0��1),#

α ∈ Rd " � +2),�
β 3 "*)�4!�5%'+!�("$+2�c�$�!��+ � �!��#A�>�&Q#"

" � � � % =���+ � � Gδ
:<),#>� �!�

Cβ+d �?)�4!),- )NT �E9�)?:i: � +20��6"*),+ � ϕ ∈ Cβ+d(Td,R∗
+),

��� 0�� � �5%'�M�$�!� � 4!��0�"(%'-
HJ),K 0�),+ � �(# � 0��1�N= ),.'��#
Rα

KM"$�$� �$�!��0���"$- "$+�T�: � +20��("*),+
ϕ

" � KO�N%,P � "RQS"$+�T �
N�¶Ó¸n»�®�ÁE¶OÁE²�º�¸i±³Â�Â�ÁE¾^®Ì°|®�»OÁ�ÕK®EË
�����
	��
��� ${-Jb$:X� �!��.'��0��?),#

α ∈ Rd " �X��� 0�� �$�5%'���$�!��#��L�&QS" � � δ > 0
%'+�=

% � �NW � ��+20��Z)?:
kn ∈ Zd � %'�(" � : �;"$+�T

||| < kn, α > ||| ≤ e−δ||kn||,
� �!��+59 :<),# % =���+ � � Gδ

)?:J: � +20��("*),+ � ϕ "$+
Cw

δ
2π

(Td,R∗
+),

�$�!� � 4!��0�"(%'- HJ),K
0�),+ � �6# � 0��?�N=h),.'��#

Rα

KM"$� � �$�!� 0���"$- "$+�Tg: � +20��6"*),+
ϕ

" � KO�N%,P � "RQS"$+�T �
� [�_
^6� ���6^$_ ��- S ±³ðM®C¸i»�®|¸i»�®
·K¼n®
À�¾�·E¶�¼n®�à�ÁE¼iÁEÀ+®
¸n¼n±´á�ÁM¸n±³·K¶ Ö Í »�®
·K¼n®
À�¾ ��ÁM¶�µb�ÁE¼n®�·Kà=¸i±´ÀïÁM² Ö ÁE¶�µí¸n»�±³¾�±´¾�®�ÁE¾^º"¸i·�Âz»�®
Âzð>¢ N�¶�µ�®
®�µ Ö ±�Ñ9¸i»�®�Â
·K»�·KÀ+·K²³·EÐK±³Â�ÁE²®�Ï�½OÁM¸n±³·K¶

ϕ(θ) −
∫

Td

ϕ = χ(θ) − χ(θ + α),
ã*b�å



��� ��� �����	��
�� 
�
`	C	 ��� ��	���� ��� 		��� � ������
 � ��	C
���
 � ��� �

»OÁE¾�Á�Â
·K¶I¸i±³¶�½�·E½�¾9¾n·K²´½=¸i±´·K¶
χ Ö ¸i»=®#¾nà>®�Â�±³ÁE²ìÊ�·�° {Rα, ϕ}

±³¾
C0 Â
·K¶ �^½�ÐKÁM¸i®C¸n·

Á�¾^àm®
Â�±³ÁE²IÊO·4° ·�ÕE®�¼
Rα

°�±�¸i»(Á�Â�·E¶�¾^¸iÁE¶I¸.Â
®�±³²´±³¶�Ð#Ñ�½�¶=Â
¸i±´·K¶ Ö ±v¢r®E¢3Á�¸n¼iÁE¶�¾^²�ÁM¸n±³·K¶ÊO·4°â·K¶
Td+1 ãvé|Ñ�¢�æ�¡��Mè.·K¼fæ�¡:bEè3Ñ�·K¼�Á�¾^±³À+à�²³®�à�¼n·�·EÑiå�¢ O�®���¸ Ö ¸n»�®f¾G¸i½�µ=º,·EÑ¸i»�®�²³±´¶�®�ÁE¼^±³á
®�µ�®�Ï�½OÁM¸n±³·K¶�ã*b�å�°�±´¸n» JO·K½�¼^±³®
¼�¸n®�Âz»�¶�±´Ï�½�®�¾�ã�¾n®
®íæ�¡�YMè Ö ¿�¶=¶�®��ì®�

8 Ö àa¢ ���@�Kå(Â�·K¶ì×O¼nÀ+¾��Ì¸i»�®�®!�=±´¾^¸n®�¶�Â
®"·EÑ�ÁíÂ
·K¶I¸i±³¶�½�·E½�¾�¾n·K²´½=¸i±´·K¶
χ
°�»=®�¶

α ∈ Td ±´¾ β R�±´·Kà�»OÁM¶�¸n±³¶�®�ÁE¶�µ�¸i»�®�Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶
ϕ
±³¾
Cr °�±´¸n» r > β+ d

¢ Í »�®
Â�·K¶=µ�±´¸n±³·K¶�·K¶�¸n»�®#ÕK®�Â�¸i·K¼

α
¸i»�ÁM¸�±³À+à�²³±´®�¾�Å�ÙaÄnÃ�Ç�ÄnÃ�¸i»�®�®!�=±´¾^¸n®�¶�Â
®�·EÑm¾n·E²³½=¸n±³·K¶�¾

±³¶�¸i»=®(ÁM¶OÁE²´º�¸n±³Â�Â�ÁE¾n®Ì±³¾�¸n»�®Ì·K¶�®Ì¾^¸iÁM¸i®
µ"±´¶¯ã1�Iål¢
2

¬Ý®#¾G¸zÁE¼G¸�¸i»=®�à=¼n·�·EÑ>·EÑ Í »�®�·K¼^®�À ��°�±�¸i»+Á�ÕK®
¼^º�ÐE®�¶�®
¼iÁE²�ÑbÁEÂ�¸�ÁE¹>·K½=¸�°|®�ÁMð
À�±"�ì±³¶�Ð�¢
�Z�
	\[M	�]<^$_
^(	�` 
1- ��"$.'��+

α ∈ Rd 9 "$+d��.'��# � � 45%�0��
Cr(Td,R∗

+)
9
C∞(Td,R∗

+)),#
Cw
h (Td,R∗

+)
9X�$�!� � ���l)?: � �(#�"*0��(-�� 4!) � "$�6"$.'��: � +20��("*),+ � ϕ :<),# K ��"*0�� � �!�

� 4!��0�"(%'-'HJ),K {Rα, ϕ}
" � KO�N%,P � "RQS"$+�Tk" � %

Gδ � ��� �
¬Ý®(Â�ÁE¶Ó×O¶�µîÁ+à�¼n·�·EÑ9·MÑ�¸i»�±´¾�¼^®�¾^½�²´¸�±³¶Ó¸i»�®(±³¶I¸i¼^·ìµ�½=Â
¸i·E¼^º�¹>·ì·Kð�¸n·ï®
¼nÐK·�µ�±³Â
¸i»�®
·K¼^º�·EÑ�ê@¢�Ò�ÁE²´À�·E¾9æhç�è Ö ±³¶Ì»�±´¾Qà�¼n·�·EÑì·EÑì¸n»�®�¾n®
Â�·K¶�µ(Â�ÁM¸n®�ÐK·E¼^º�¸n»�®�·K¼^®�ÀÓ¢ 2
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ϕ
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¸
Cβ+d(Td,R∗
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¢
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¶�¾n±�¸�º Ö °C®+·K¹=¸iÁE±³¶í¸n»OÁM¸Ì¸i»=®+¾^®
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²³½�µ�®+¸i»OÁ;¸(±�¸�±³¾(Á
Gδµ�®�¶=¾n®E¢

J.±³¼^¾^¸#°|®(¾G¸zÁM¸n®�Á+Â
²�ÁE¾^¾n±³Â�ÁE²QÐK®
¶�®�¼nÁE²Q²³®
À�À�Áf·K¶�°C®�ÁEð�À�±"�ì±³¶�ÐfÑ�·K¼�®
¼nÐK·�µ�±³Â
¾nà>®�Â
±�ÁE²9ÊO·4°�¾ Ö ¸i»�®�à�¼n·�·EÑC·EÑC°�»�±´Âz» Â�ÁM¶Ý¹>®+Ñ�·K½=¶�µÝ±´¶�æ[�;è�Ñ�·K¼Ì®��=ÁEÀ+à�²³®M¢ N�¶
¸i»�±´¾�²³®
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·K¶�¾G¸i¼n½=Â
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¼nÐK·�µ�±´Â
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f > 0
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λ
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R∗ �$�!� �NW � %'�("*),+

h(T (x)) = eiλf(x)h(x)
ã ZEå
=�)E� � +2),�M�5%'.'�Z%d+2),+ C,��#A) � �N% ��� #N% � - � � ),- � �("*),+

h �
O�·4°�°|®#¼n®
¸n½�¼n¶(¸i·�¸n»�®�¾nà>®�Â
±�ÁE²�ÊO·4°�Â�·K¶=¾^¸i¼^½�Â
¸n®�µ�·4ÕK®
¼.¸i»=®�¼n·E¸iÁM¸i±´·K¶fÁM½=¸i·Mä

À�·E¼nà�»�±´¾nÀ
Rα

·MÑQ¸i»�®�¸n·K¼n½=¾
Td °�±�¸i»�¸n»�®�Â
®�±³²´±³¶�ÐÌÑ�½�¶�Â�¸i±´·K¶ ϕ ÁE¶=µïÑ�¼n·KÀ ¸n»�®

S ®�À+ÀïÁï°|® �^½=¾^¸Ì¾^¸iÁM¸i®
µ °|®+·K¹=¸zÁM±³¶�Á�Â�¼n±�¸i®
¼n±³·E¶ Ö ·K¶î¸i»=®2L|±³¼nð�»�·FU�¾n½�À+¾Ì·EÑ
ϕ Ö °�»�±³Âz»íÐE½OÁE¼iÁM¶�¸n®�®
¾�°C®�ÁEð�À�±"�ì±³¶�Ð�Ñ�·K¼�¸i»�®(¾nà>®�Â�±³ÁE²{ÊO·4°Ì¢�¬¯®(°�±´²³²{ÁE²�°�Á�º�¾µ�®�¶=·E¸i®�¸i»=® L|±³¼nð�»�·FUî¾n½�À+¾�¹Iº

�  1U�\!\�q�[���T@]V\nXbc;grT3[
X{XbTv[zTv\^d�WhR�"���� %=WhX{TVU�\9k�j
gxghjz`QWhR�s�� 0 XvXbc�p�\
α
WYX
β
? Wxj
Z�U;[�R
TvWxR;\

[�R;d�gh\�T
θ = d + β

��`QU;\GR
β = 0

Tu[lo�\
θ = d + ε

� 8  1U�\GR(Wrk
r > θ

_�[lR;d
ϕ ∈ Cr(Td)

_
TvU�\G]v\@\Gq�WYXbTvX

ψ ∈ Cr−θ(Td)
XV[lTVWYX�k�e�WhR�s9TVU;\@\^��c;[lTVWhj�RÌ�	���OWxk

r− θ
WYXmR�jlTaWxR�TV\^s�\^]�

Wrk

r− θWYX�WhR�TV\Gs
\G]>TVU�\^R�TVU�\.Xbj
gxc4TvWxj
R
ψ
WYX
Cr−θ−1

[lR;d
�GXbp�j�jlTvUCWhR#TvU�\3XV\GR;XV\{j�k��Ke�s
p!c�RMd�� 8 PSR
t jlTvU��^[�XV\^XaWxT{WhX{�Gj�R�TVWhR�c�j�cMX 8
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ϕm(θ) =

m−1∑

k=0

ϕ(θ + kα).

 ��� � � 
 ãvéC¼^±´¸n®�¼n±´·K¶"Ñ�·E¼�°C®�ÁEð,À+±G�ì±´¶�Ð�å -Ob : :<),#k��.'��# �
g

"$+
L2(Td,C)

9
%'+�=g:<),#l��.'��# �

λ
"$+

R∗ 9 KO���5%'.'�

inf
m∈N

∣∣∣∣
∫

Td

eiλϕm(θ)g(θ)dθ

∣∣∣∣ = 0,

� �!��+I�$�!�MHJ),KF),.'��#
Rα

KM"$�$�h� �!� 0���"$- "$+�Tc: � +20��("*),+
ϕ

" � KO�N%,P � "RQS"$+�T �
�Z�
	 	���	��Ì e��� � � 
1- �ì±³¶�Â
®

Rα
±´¾�®
¼nÐK·�µ�±³Â(ÁE¶Iº"À�®�ÁE¾n½�¼nÁE¹�²´®�¾n·E²³½=¸n±³·K¶Ó·EÑ

ã ZKåQ»OÁE¾@Â�·E¶�¾^¸iÁE¶I¸�À+·ìµ�½=²³½�¾@ÁE¶�µ�±³¾Q¸i»�®
¼n®�Ñ�·K¼n®|±³¶
L2 ¢K�ì½�à�à>·K¾^® h ±³¾@Á�¾^·K²³½ì¸i±³·E¶·EÑ�ã ZKå Ö °C®�»OÁ�ÕK®

h(θ +mα) = eiλϕm(θ)h(θ)
ÁE¶�µ�Ñ�·K¼�ÁE¶Iº

k ∈ Zd

e−i2πm<k,α>
∫

Td

h(θ)ei2π<k,θ>dθ =

∫

Td

h(θ +mα)ei2π<k,θ>dθ,

=

∫

Td

eiλϕm(θ)h(θ)ei2π<k,θ>dθ.

�ì»�·K½=²³µ�¸i»�®ÌÂ
·K¶�µ�±�¸i±³·E¶�·EÑ3¸n»�® S ®�À+ÀïÁf¹>®Ì¾iÁM¸n±³¾^×�®�µ�°C®�°|·K½�²³µÓ»OÁ�ÕK®

inf
m∈N

∣∣∣∣
∫

Td

eiλϕm(θ)h(θ)ei2π<k,θ>dθ

∣∣∣∣ = 0.

¬ »�±³Âz»"±³À+à�²³±´®�¾�¸n»OÁM¸ ∫
Td h(θ)e

i2π<k,θ>dθ = 0
Ñ�·K¼�ÁE¶Iº

k ∈ Zd Ö »�®�¶=Â�® h ±´¾á�®
¼n·�¢
2

� ØiÚ�Å;Ä E��
Nu¸�±³¾�®
¶�·K½�ÐE» ¸n· Âz»�®�Âzð ¸n»�®îÂ�·K¶=µ�±´¸n±³·K¶�·EÑ�¸i»=®î²³®�À+À�Á¯Ñ�·K¼ï¸n»�®
Âz»OÁE¼nÁEÂ
¸n®�¼n¾

χj(θ) = ei2π<j,θ>
¸n»OÁM¸�Ñ�·K¼nÀ Á�¹OÁE¾n±´¾�·EÑ

L2 ¢

ÔÌ±�ÕK®
¶¯¸i»=®ï±³¼^¼iÁM¸n±³·K¶�ÁE².ÕK®
Â
¸n·K¼
α ∈ Td ÁE¶�µ Á"àm·K¾^±´¸n±´ÕK®+¶�½�Àf¹>®�¼ β Ö ¸i»OÁ;¸Â�ÁE¶Ó¹>®�á�®�¼^·�·E¼�±´¶=×O¶�±�¸i®�µ=®
×O¶�®

A(α) ={
ϕ ∈ Cβ+d(Td,R)|∀λ ∈ R∗, ∀j ∈ N, infm∈N

∣∣∫
Td e

iλϕm(θ)χj(θ)dθ
∣∣ = 0

}
.

N�¶�²³±³ÐE»�¸�·EÑ S ®
À�À�Á ��µ=®�¶�¾^±´¸�º�±´¶ Í »=®�·K¼^®�À �f°�±³²´²mÑ�·K²´²³·4° Ñ�¼n·KÀ
�Z�
	\[M	�]<^$_
^(	�` !1-�b$:

α
" � +2),�

β 3 "*)�4!�5%'+!�("$+2�L�$�!��+
A(α)

" � %
Gδ

=���+ � �
��� � � ���c)?:

Cβ+d(Td,R) �
�Z�
	 	��J	����X�
	\[M	/] ^ _
^ 	�` !1- JO·K¼

j, p, k ∈ N3,
µ=®
×O¶�®

A(j,p,k)(α) = {ϕ ∈ Cβ+d(Td,R)|∀λ ∈ [
1

p
, p], inf

m∈N

∣∣∣∣
∫

Td

eiλϕm(θ)χj(θ)dθ

∣∣∣∣ <
1

k
}.
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¬Ý®Ì»OÁ�ÕE®
A(α) =

⋂

j∈N

⋂

p∈N

⋂

k∈N

A(j,p,k)(α).

Í »�®+¾n®
¸
A(j,p,k)(α)

±´¾(·K¹IÕ�±³·E½�¾n²�ºî·Kà>®�¶�ãS°C®�¸i·�·Kð
λ ∈ [1

p
, p]

Ñ�·K¼�¸n»�±³¾Ìà�½�¼�ä
àm·E¾n®4å Ö ÁM¶�µ�°C® �^½�¾G¸�»�Á4ÕE®�¸i·�à�¼n·4ÕE®Ó¸n»OÁM¸�±�¸�±³¾fµ�®
¶�¾n® Ö °�»�±´Âz»�°�±´²³²|¹m®�¸n»�®Â�·K¶=Â�®�¼^¶,·EÑ@¸i»=®�¼^®�¾G¸�·MÑ3¸n»�®Ì¾n®�Â�¸i±´·K¶1¢
J.±³¼^¾^¸�°|®Ì°�¼n±´¸n®�¸i»�®�ÑbÁEÂ�¸#¸i»OÁ;¸

α
±´¾#¶�·E¸

β
R�±³·Kà=»OÁE¶I¸i±´¶�®EË

Í »�®�¼^®�®��ì±³¾G¸+Á,¾n®
Ï�½�®�¶�Â
®
kn ∈ Zd °�±´¸n» limn→∞ ||kn|| = +∞ ÁE¶�µ�Á,¾^®�ä

Ï�½�®�¶�Â
®
dn

·MÑ�à>·K¾n±�¸i±´ÕE®�¼n®�ÁE²Q¶�½�Àf¹>®�¼^¾�°�±�¸i»
limn→∞ dn = +∞,

¾^½�Âz»"¸n»OÁM¸

||| < kn, α > ||| < 1

dn

1

||kn||d+β
.

ã1�Iå
ã=NuÑ

β = +∞ Ö ±v¢r®E¢ α ±³¾�Á S ±³·K½=Õ�±´²³²³±³ÁE¶�ÕK®
Â
¸i·E¼ Ö °C®Ìà�½ì¸ ||kn||n ±³¶ ã*�IåC±³¶�¾G¸i®�ÁEµ·EÑ ||kn||d+β ¢hå
¬Ý®�±´¶I¸i¼n·�µ�½�Â
®Ì¶�·4°�Á�¾n®
Ï�½=®�¶�Â
®f·EÑ3¼n®�ÁM²aÑ�½�¶�Â�¸i±³·E¶�¾�·K¶

Td

ψ(n)(θ) =
cos(2π < kn, θ >)√

dn||kn||d+β
.

ã*NuÑ
β = +∞ Ö °C®Ì¸zÁMðE® n ±³¶�¾G¸i®�ÁMµÓ·MÑ d+ β

¢hå
J.±³¶�ÁE²³²�º�²´®
¸

mn
¹>®�¸i»�®�±³¶I¸i®
ÐK®�¼�àOÁE¼G¸C·MÑ

dn
3
4 ||kn||d+β

ã�±³¶�¸i»�®�¾n®
Ï�½=®�² Ö ¸i»�®�®�¾�ä¾n®
¶�¸n±�ÁE²MÑbÁEÂ
¸{ÁM¹m·K½ì¸
mn

°�±³²´²E¹>®�¸i»OÁ;¸ √
dn||kn||d+β � mn � ||| < kn, α > |||−1 ål¢

¬Ý®f°�±´²³²@¶�®�®
µ ¸n»�®fÑ�·K²´²³·4°�±³¶�Ð�²³®
À�À�ÁE¾�ãS¸i»�®f×�¼n¾^¸�·K¶=®�±³¾�µ�±´¼n®
Â
¸�Ñ�¼n·EÀ ¸n»�®
µ�®
×�¶�±´¸n±³·K¶�·EÑ

ψ(n) å
 ��� � � !1-cb$: ||.||β+d

=���+2),�?� � �$�!�
Cβ+d +2),# � 9e�$�!��+IKO�>�5%'.'�

||ψ(n)||d+β −→
n→∞

0.

Ueb :
β = +∞ 9eKO�>� %,P��

n
"$+ � �?�N%�= )?:

d+ β � Y
JO¼n·KÀ ·K½�¼#Âz»�·K±´Â�®Ì·EÑ

mn Ö
 ��� � � ${-��L���5%'.'�

ψ(n)
mn

(θ) = Xn cos (2π < kn, θ > +φn) ,
K �!��#A�

Xn

" � %d#A�N%'-54!) � "$�("$.'�8+ ��� � ��# � %'�6" � : �,"$+�T
Xn ≥ 1

π
dn

1
4 .

�Z�
	 	��J	��� e��� � � ${- ¬¯®�»�Á4ÕE®

ψ(n)
mn

(θ) = Re

(
1 − ei2πmn<kn,α>

1 − ei2π<kn,α>

ei2π<kn,θ>

√
dn||kn||d+β

)
,

= Re

(
eiπ(mn−1)<kn,α>

sin (πmn < kn, α >)

sin (π < kn, α >)

ei2π<kn,θ>

√
dn||kn||d+β

)
,

= Xn cos (2π < kn, θ > +φn) ,
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¸

Xn =
sin (πmn < kn, α >)

sin (π < kn, α >)

1√
dn||kn||d+β

.

�ì±³¶=Â�®
mn||| < kn, α > ||| ≤ dn

− 1
4 Ö °|®(»OÁ�ÕE®

sin (πmn < kn, α >)

sin (π < kn, α >)
≥ 2

π
mn,

»�®�¶=Â�®

Xn ≥ 2

π

mn√
dn||kn||d+β

≥ 1

π
dn

1
4 .

2� Ç�Ú+Ú�ØiÈmÆ � Í »�®fÑ�½�¶�Â�¸i±³·E¶�¾
ψ(n) °|®f±³¶I¸n¼n·�µ�½�Â�®
µ�ÁE¼n® �

α
�Ìàm®
¼n±³·�µ�±´Â�ã�±³¶,¸n»�®

¾n®
¶�¾n®�¸i»�ÁM¸
ψ(n)(x + jα) ∼ ψ(n)(x)

å�ÁE¾�²´·K¶�Ð�ÁM¾�¸i»�®f¶�½�À�¹m®
¼�·EÑ!±´¸n®�¼iÁ;¸i±³·E¶
·EÑ
Rα Ö ±´¾|¾^½�Âz»ï¸i»�ÁM¸ j||| < kn, α > ||| = o(1)

¢�éC·K¶�¾^®�Ï�½�®�¶I¸n²´º Ö ¸i»�®MLC±³¼^ð�»�·@U¾n½�À+¾�·EÑ
ψ(n) ½�à�¸i· mn

°�±´²³²�²´·ì·Eð,²³±´ðE®
mnψ

(n) ¢ NuÑ mn
±´¾ÌÀ�·K¼^®�·4ÕK®
¼Ì¾n½�Âz»

¸i»OÁ;¸ mn

Dn
→ ∞ Ö °�»�®�¼^® Dn

±³¾�¸n»�®Ìµ�®�¶=·KÀ�±´¶OÁM¸n·K¼�±³¶�¸n»�®Ì®��ìà�¼n®
¾n¾^±³·K¶"·EÑ
ψ(n) Ö

¸i»�®
¶
ψ

(n)
mn

°�±´²³²@»OÁ�ÕK®�ÐK¼^®�ÁM¸�·K¾nÂ
±³²³²³ÁM¸i±´·K¶�¾
¢ Í »�±´¾�®
¾n¾n®
¶I¸i±�ÁM²�à�»�®
¶�·KÀ+®�¶�·K¶í°�±´²³²
ÁE²³²´·4° ½=¾�¸n·ÌÂz»�®�Âzðf¸n»�®�Â�¼n±�¸i®
¼n±³·E¶�·EÑ S ®
À�À�Á ��¹�ºfÀ�®�ÁE¶�¾�·EÑ�¸i»�®�¾G¸zÁM¸n±³·K¶�¶�ÁE¼^ºà�»OÁE¾^®�À+®
¸n»�·ìµa¢ Í »�®�±³µ�®�Á�¶�®!��¸ Ö ±´¾9¸i·�à>®�¼G¸i½�¼^¹�Á�ÐK±´ÕE®�¶�Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶�¹IºïÁMµ�µ�±³¶=Ð¸i· ±�¸�Á Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶

ψ(n) ¸i»OÁ;¸ï°�±³²´²Z�
à�¼n·�µ�½�Â
®íÀ+±G�ì±³¶�Ð!�ÓÁM¸�¸i±´À�®
mn

¢7Ò�®�¼^®
°C®�¾^®�®�¸i»�ÁM¸�¸i»=®�²³®�¾^¾

α
±´¾ R�±³·Eà�»OÁE¶I¸i±´¶�® Ö ¸i»�®�²³ÁE¼nÐK®
¼�°|®�Â�ÁE¶î¸iÁEðE® mn

ÁM¶�µ
Dn Ö ÁE¶�µ�¸i»=®(¾^ÀïÁE²´²³®
¼Ìãb±V¢x®M¢CÀ+·K¼n®�µ�±GUa®
¼n®
¶�¸n±�ÁE¹=²³®4å|°�±´²³²1¹>®Ì¸i»�®�àm®
¼^¸n½�¼n¹OÁ;¸i±³·E¶
ψ(n) ¸i»�ÁM¸C°|®�»OÁ�ÕK®�¸n·fÁEµ=µ�¸i·�¸n»�®�ÐK±�ÕK®
¶�Â�®�±´²³±´¶�Ð�Ñ�½=¶�Â
¸n±³·K¶+¸i·fà�¼^·ìµ=½�Â�®�¾^·KÀ+®
À�±"�ì±³¶�Ð�¢

JO¼n·KÀ�¸i»=®�®�¾G¸i±³À�ÁM¸n±³·K¶(±³¶ S ®
À�À�Á b�ÁE¶=µ�Á�¹OÁE¾^±³ÂCÑbÁEÂ�¸�·K¶�¾G¸zÁM¸n±³·K¶=¶OÁE¼^º�à�»�ÁE¾n® Ö°C®�»OÁ�ÕK®�¸n»�®�Ñ�·K²³²´·�°�±´¶�Ð�Ñ�½�¶=µOÁEÀ+®�¶I¸zÁE²Q¼^®�¾^½�²´¸ÌË
 ��� � � �1-�� ),#k��.'��# �

g ∈ C∞(T,R)
9 %'+�=>:<),#d��.'��# �

λ > 0
9gKO���5%'.'�

% � n T�)E� � �1)L"$+��e+!"$���
∫

Td

eiλψ
(n)
mn (θ)g(θ)dθ = O(

1√
λXn

).
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	  1U�\#\Gq�[���T!XbTv[lTV\^pC\^R�T�jlk ? Wh\Gc;d�j�R�R���WhX�TvU�\�k�j�ghghjz`QWxR�s � 0 XvXbc;pC\
g
[lR;d

h
[l]v\�T�`aj

k�c�RM��TVWhj�RMX�WhR
C∞([a, b],R)

_ìXVc;�uU�TVU;[lT
h′
U;[�X�j�R�ghe�j
R�\#wG\^]Vj

c ∈]a, b[
`QWrTvU

g(c) 6= 0[�R;d
h”(c) 6= 0

� 8  1U;\GR�k�j�]{[�R�e
t
gY[l]vs�\�\GR�j
c�s�U�_4Wrk

h”(c) > 0

∫ b

a

g(x)eith(x)dx =

(
π

2th”(c)

) 1

2

g(c)eith(c)+ iπ

4 +O(
1

t
).

P�k
h”(c) < 0

TVU;\�Xv[lp�\�WYX.TV]vc�\|Wxk1`m\��uU;[lR;s�\
iπ

4

Tvj − iπ

4

[lR;d
h”(c)

TVj −h”(c)
WhR�TvU�\

[ t jz~
\3\Gq�Z;]V\nXVXVWxj
R 8 P�k
g(c) = 0

TvU�\�Xv[lp�\�\^��c;[lghWxT�e�U�j�gYd�X 8
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 � ��	C
���
 � ��� ñ^ñ
¹m®�Ñ�·K½�¶�µ,±³¶ æ bEè�ãvéC»OÁMà=¸i®
¼ N�� Ö àOÁE¼nÁEÐK¼iÁMà�»�ã6b�¢] Kånå�°C®fð�¶�·4°	¸i»�ÁM¸�Ñ�·K¼�®
ÕE®�¼Gº
g
±´¶
C∞(T,R)

°C®Ì»OÁ�ÕK®ÌÑ�·K¼#²³ÁE¼nÐK® |Xn|
∫

T1

eiλXn cos 2πxg(x)dx ≤ C(g)√
λXn°�»�®�¼^®ï¸i»=®�Â�·K¶=¾^¸zÁM¶�¸

C(g)
·K¶=²´º µ�®�à>®�¶=µ�¾ÓãVÁE¾

n
ÐK·�®�¾�¸i·í±´¶=×O¶�±�¸�º�å�·K¶Ý¸n»�®

C0 ¶�·K¼^À ·EÑ
g Ö ||g||0

¢ O�·4°
kn

±´¾�Á�ÕE®�Â
¸n·K¼�µ�±VUm®�¼^®�¶I¸�Ñ�¼n·KÀ á
®�¼^·�±´¶
Zd Ö ÁM¶�µ°C®+Â�ÁM¶¯¾^½�à�à>·K¾n®�¸i»�®�×O¼^¾^¸�Â�·�·K¼nµ=±³¶OÁM¸n®

k1
n

µ�±VUm®�¼^®�¶I¸ÌÑ�¼n·KÀ á
®�¼^·�¢ JO¼^·KÀ�¸n»�®
±³¶�®
Ï�½OÁE²³±�¸�º�ÁM¹m·4ÕK®Ì°|®�»�Á4ÕE®�°�»=®�¶

n
±´¾�²�ÁE¼^ÐK®�®�¶=·K½�ÐK»

∫

T1

eiλXn cos(2πk1
nθ1+un)g(θ1, θ)dθ1 ≤

C(g)√
λXn

,

°�»�®�¼^®
θ = (θ2, ..., θd)

ÁE¶�µ
un = 2π(< kn, θ > −k1

nθ1) + φn
¢ N�¶I¸n®�ÐK¼nÁM¸i±´¶�Ð

ÁE²³·E¶�Ðf¸i»�®Ì·E¸n»�®�¼#ÕMÁE¼^±�ÁE¹�²´®�¾C°|®Ì·K¹=¸iÁE±³¶�¸i»=®�¼^®�¾^½�²´¸�¢
2� ØiÚ�Å;Ä E��=NuÑ{Ðf±´¾CÁ

C∞ Ñ�½�¶�Â�¸i±´·K¶ Ö ÁE¶�µ gn ±´¾CÁ(¾n®�Ï�½�®
¶�Â�®ÌÂ
·K¶IÕK®�¼^ÐK±³¶=Ð�¸i· g ±´¶¶�·K¼^À
L1 Ö ¸i»�®
¶Ó°|®�»OÁ�ÕK®ÌÑ�¼n·KÀ&¸i»�®�ÁE¹>·4ÕK®Ì²³®
À�À�Á

lim
n→∞

∫

Td

eiλψ
(n)
mn (θ)gn(θ)dθ −→

n→∞
0.

O�·4° Ö °|®�ÁE¼^®�¼n®�ÁEµ=º�¸n·�à�¼^·4ÕK®�¸i»OÁ;¸ A(j,p,k)(α)
±³¾#µ=®�¶�¾^®(±´¶

Cβ+d(Td,R)
¢

J.±G�"Á+Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶
ϕ ∈ Cβ+d(Td,R)

ÁM¶�µ,¸zÁMðE®
ε > 0

ÁE¼^¹�±´¸n¼iÁE¼^±³²´ºï¾nÀ�ÁE²³²V¢#¬Ý®
Â�ÁE¶ÝÁE¾n¾^½�À+®+¸n»�®�±´¶I¸i®�ÐE¼iÁE²9·EÑ

ϕ
±´¾�á
®�¼^·íÁE¶�µÝÁE¼n¹=±´¸i¼nÁE¼n±´²´º"Â�²´·K¾n®�¸i·Ó±´¸Ì×O¶�µÝÁ

C∞ Â�·E¹m·K½=¶�µOÁE¼Gº Ö ±v¢r®E¢�ÁfÑ�½�¶=Â
¸i±´·K¶�·EÑ@¸i»�®�¸�º�à>® ϕ̂ = η ◦Rα − η Ö °�»=®�¼n® η ±´¾·EÑ3Â�²�ÁM¾n¾
C∞ ¾n½=Âz»"¸i»�ÁM¸

||ϕ− ϕ̂||d+β < ε.N�¶�µ�®
®�µ Ö ÁE¶Iº�¸n¼n±´ÐK·K¶�·KÀ+®
¸n¼n±´Â�à>·K²´º�¶�·EÀ�±³ÁE²>°�±�¸i»�á
®�¼n·�±´¶�¸n®�ÐK¼nÁE²1±´¾#Á�Â�·K¹>·K½�¶�µ�äÁE¼^ºE¢ Í »�®�¶ÓÑ�·K¼
n ∈ N

°|®(µ=®
×O¶�®

ϕ̂(n) = ϕ̂+ ψ(n).
O�·4° Ö ±´Ñ@°|®Ì¸iÁEðE® n ²�ÁM¼nÐK®�®
¶�·K½�ÐK» Ö °C®�°�±³²´²a»OÁ�ÕE® Ö Ñ�¼n·KÀ S ®
À�À�Á$�=Ë

||ϕ− ϕ̂(n)||d+β < 2ε.
ãvçEå
Q�¶ ¸n»�®�·E¸i»�®
¼�»OÁE¶�µ Ö Â�·K¶�¾^±³µ�®
¼n±´¶�Ð�Á�¾^½�¹�¾n®
Ï�½�®�¶�Â
® ±´Ñ(¶�®
Â�®�¾^¾iÁE¼Gº Ö °|® Â�ÁE¶ÁE¾n¾^½�À+®Ì¸n»OÁM¸

ϕ̂mn

Â�·E¶�ÕE®�¼^ÐK®�¾�¸i·�Áf×��ì®�µ,Â
·ìÂ�º�Â�²³®
η ◦Rβ − η Ö¸i»�®
¶ Ö ÁEà�à=²´º�±³¶�Ð S ®
À�À�Á Z+ÁM¶�µ�¸i»�®Ì¼n®
ÀïÁM¼nðï¸n»OÁM¸#Ñ�·K²´²³·4°�¾C°|®(»OÁ�ÕE®

∫

Td

eiλbϕ(n)
mn (θ)χj(θ)dθ =

∫

Td

eiλψ
(n)
mn (θ)eiλbϕmn (θ)χj(θ)dθ −→

n→∞
0.

ã�¬¯®�½�¾n®
µ S ®
À�À�Á�ZïÑ�·K¼
g(θ) = eiλ(η◦Rβ (θ)−η(θ))χj(θ) Ö ÁE¶�µ�¸i»�®fÑbÁMÂ
¸�¸i»�ÁM¸

eiλbϕmn (θ)χj(θ) → eiλ(η◦Rβ(θ)−η(θ))χj(θ)
½�¶�±�Ñ�·K¼nÀ+²´º�°�»�®
¶

n
ÐK·ì®
¾�¸i·Ó±³¶=×O¶�ä

±´¸�ºE¢Yå
�ì·�°�»�®
¶

n
±³¾�²³ÁE¼nÐK®(®�¶�·E½�ÐK»

ϕ̂(n) ±´¾�±´¶ A(j,p,k)(α)
¢ Í »=®�¼n®�ÁM²�¶�½�Àf¹>®�¼

ε¹m®
±³¶�Ð�ÁE¼^¹�±´¸n¼iÁE¼^±³²´º�¾nÀ�ÁE²´²K¸i»�±´¾@Â
·KÀ+à�²³®�¸i®�¾{¸i»=®|à�¼^·ì·MÑ�·EÑ=µ�®�¶�¾^±´¸�º�·EÑ
A(j,p,k)(α)

¢
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C∞ Â�ÁM¾n® Ö ±v¢r®E¢ β ±³¾�±³¶ì×O¶�±´¸n® Ö °|®�¸zÁEðM® ϕ ∈ C∞ ÁM¶�µ
Ñ�·K¼�ÁM¶�ÁE¼n¹�±�¸i¼nÁE¼^º

l ∈ N Ö °�±�¸i»,¸n»�®f¾iÁMÀ�®�ÁM¼nÐK½�À+®�¶I¸n¾�½�¾n®
µ ÁE¹m·4ÕE® Ö °|®f×O¶�µÁfÑ�½�¶�Â
¸n±³·K¶
C l Â�²´·K¾n®�¸n· ϕ ÁE¶=µÓ±´¶

A(j,p,k)(α) �
ê9¼n·Kà>·K¾n±�¸i±´·K¶���±³¾#à�¼^·�ÕE®�µ1¢

2

�Z�
	 	��i	����Z�f�
	\�
� � !1- N�¶�²´±³ÐK»I¸.·EÑ S ®
À�À�Á�ê9¼n·Eàm·K¾^±´¸n±³·K¶f±´À�à=²³±³®
¾3¸n»OÁM¸�¸n»�®¾n®�¸f·EÑ#¾G¸i¼^±³Â
¸n²´º�à>·K¾n±�¸i±�ÕK®�Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶=¾
ϕ
Ñ�·K¼�°�»=±³Âz»Ý¸n»�®�ÊO·4° ±´¾�°|®�ÁEð À+±G�ì±³¶�Ð

Â�·K¶I¸iÁE±³¶�¾ÌÁ
Gδ

µ�®
¶�¾n®�¾n½=¹�¾n®�¸�¢ Í ·KÐK®�¸i»�®
¼Ì°�±�¸i»�ê9¼n·Eàm·K¾^±´¸n±³·K¶ � Ö ¸i»�±´¾�à�¼n·4ÕE®�¾Í »�®�·E¼n®�À �ì¢
2

� ��� � ��� 
1- N�¶ S ®
À�À�Á Z Ö °|®�Â�·E½�²³µÓ®�¾G¸zÁE¹�²´±³¾^»"Á+À�·E¼n®�à�¼^®�Â�±´¾n®(ÁE¶�µ"½�¶�±�äÑ�·K¼nÀ ¹>·K½�¶�µ�·E¶Ý¸i»�®ï±³¶I¸i®
ÐK¼iÁE²9¸n»OÁM¸f·E¶�²´º µ�®
àm®
¶�µ�¾�·K¶Ý¸n»�®
C1 ¶�·K¼^À ·MÑ

g
¢

Í »�±³¾|°C·K½=²³µ�®
¶OÁE¹�²´®�½�¾C¸n·�Âz»�®�Âzðï¸n»�®�ÕMÁE²´±³µ�±�¸�º�·EÑ S ®�À+ÀïÁ �(¸i·�¸n»�®�Ñ�½�¶�Â�¸i±´·K¶
ψ =

∑
ψ(n) ÁM¶�µ¯·E¹=¸zÁE±´¶ ¸n»�½�¾�ÁM¶¯®!�=à=²³±³Â
±´¸ÌÂ
®�±³²´±³¶�Ð�Ñ�½=¶�Â
¸n±³·K¶ ½�¶�µ�®
¼�°�»=±³Âz»

¸i»�®�¾^àm®
Â�±³ÁE².ÊO·4° ±³¾�°|®�ÁEðíÀ+±G�ì±´¶�Ð�¢ W"·K¼^®�·4ÕK®
¼ Ö ±´Ñ9°|®�ÁMµ�µî¸i·�¸i»�±´¾�Ñ�½�¶�Â�¸i±´·K¶àm·E²´º�¶�·KÀ+±�ÁE²´¾ Ö ¸i»�®�Â�¼^±´¸n®�¼n±´·K¶�±³¶ S ®�À+ÀïÁ ��¼n®
ÀïÁM±³¶�¾.ÕMÁE²´±³µ+ÁE¶�µ+µ�®
¶�¾n±�¸�º�»�®�¶=Â�®Ñ�·K²³²´·4°�¾ �
LC®
Ñ�·E¼n®�°|®ÌÂ�²³·E¾n®�¸n»�±³¾�¾^®�Â�¸i±³·E¶ Ö °|®�°�ÁE¶I¸#¸n·�¾n»�·4° »�·4° ¸n»�®�à�¼^·ì·EÑ3ÁEà=à�²³±´®�¾|¸n·
¸i»�®�ÁE¶�ÁE²´º�¸i±´Â�Â�ÁM¾n®E¢
�Z�
	 	��J	����Z�f�
	\�
��� ${-�Í ÁEðM®�Ñ�·K¼

ψ(n) ¸n»�®�Ñ�½�¶�Â
¸n±³·K¶=¾

ψ(n)(θ) = Re

(
ei2π<kn,θ>

n−2eδ||kn||

)
.

¬Ý®Ì»OÁ�ÕE®

||ψ(n)|| −→
n→∞

0,
Ñ�·K¼�¸n»�®�¶�·K¼^À ·K¶

Cw
δ
2π

·EÑ�½�¶�±´Ñ�·E¼nÀ Â�·K¶IÕE®�¼nÐE®�¶�Â
®"·K¶�Â
·KÀ+àOÁEÂ
¸f¾n®
¸n¾�±³¶Ý¸n»�®
·Kà>®�¶Ó¹OÁE¶�µ

B δ
2π

¢
O�·4° Ö Ñ�·K¼ mn

°|®"¸zÁMðE®�¸i»�®Ó±³¶I¸i®
ÐK®�¼+àOÁE¼G¸+·EÑ
n−1eδ||kn|| Ö °�»�±³Âz» ·K¹IÕ�±³·K½�¾^²´º¾iÁM¸n±³¾G×O®�¾

mn||| < kn, α > ||| →
n→∞

0,
°�»�±³²´®

mn

n−2eδ||kn||
−→
n→∞

∞.
Í »�±³¾�²´®�ÁEµ�¾�¸n·�¸i»�®Ìà�¼^·ì·EÑ Ö ÁE¾�±³¶ Í »�®
·K¼n®
À �=¢

2

�=¢�� ��� �3¦ ��� �O¥{¦{«�� ��¥{«S§�¤�§ �	�Ì¦ �.¤�� � �=¥{«S§�¤ ����§ � � �

N�¶ ¸n»�±³¾�¾^®�Â�¸i±³·E¶ °|®¯Â
·K¶�¾^±³µ�®
¼"¼^®�àOÁE¼nÁEÀ+®
¸i¼^±³á�ÁM¸i±´·K¶�¾�·EÑ(±³¼^¼iÁM¸n±³·K¶�ÁE²�Ê�·�°�¾ Ö°�±´¸n»Ó¾^àm®
®�µ 1
φ

Ë
dθ

dt
=

α

φ(θ, s)
,

ds

dt
=

1

φ(θ, s)
,
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φ > 0
±³¾C·EÑ@Â�²�ÁM¾n¾�ÁM¸#²´®�ÁE¾G¸

C1 Ö Rα
±³¾�ÁfÀ+±³¶�±´ÀïÁM²�¸i¼iÁM¶�¾n²³ÁM¸i±´·K¶�·K¶

Td d
θ ∈ Td ÁE¶�µ s ∈ R

¢
éC·K¶�¾^±³µ�®
¼n±³¶=Ð�Á+ê3·E±³¶�Â�ÁE¼nëÌ¾n®
Â
¸n±³·K¶ Ö ¸n»�±³¾#ÊO·4°�Â�ÁE¶"¹>®ÌÕì±´®
°|®�µ,ÁE¾�Á�¾nà>®�Â
±�ÁE²

ÊO·4°�Â�·E¶�¾^¸n¼n½�Â�¸i®�µ�Ñ�¼^·KÀ
Rα

·K¶
Td ÁE¶�µ+Ñ�¼n·KÀ ¸n»�®�Â
®�±´²³±³¶=ÐÌÑ�½=¶�Â
¸n±³·K¶+ÐK±´ÕE®�¶�¹�º

R(φ)(θ) = ϕ(θ) =

∫ 1

0

φ(θ + ξα, ξ)dξ.
ã* Iå
� ØiÚ�Å;Ä E�� NuÑ�°|®�Â�·K¶=¾n±³µ=®�¼�¸n»�®�¾n®
Â
¸i±´·K¶

(θ, 0) Ö ¸i»=±³¾�Ñ�·E¼nÀf½�²³Á �^½�¾G¸�¸i¼nÁE¶�¾n²³ÁM¸i®
¾¸i»�®�ÑbÁMÂ
¸�¸n»OÁM¸#¸i»=®�¼n®
¸n½�¼n¶�¸n±³À+®�¸i·f¸n»OÁM¸#¾^®�Â�¸i±³·E¶Ó±´¾C¸i»=®�±³¶I¸i®
ÐK¼iÁE²m·EÑ@·K¶�®�·4ÕK®
¼
¸i»�®Ì¾^àm®
®�µíÁM²³·K¶�Ðf¸n»�®�×O¹�¼^®�¾�¢

JO¼n·KÀ�¸i»=±³¾.Â
·K¼n¼^®�¾^àm·K¶=µ�®�¶�Â
®�¹m®�¸�°C®
®�¶�¼n®
àOÁE¼iÁMÀ�®�¸i¼n±´á�ÁM¸n±³·K¶=¾.ÁE¶=µf¾nà>®�Â
±�ÁE²�ÊO·4° Ö°C®(Â�ÁE¶,ÐK±´ÕE®�Á+à�¼n·�·EÑ�¸n·�·K½=¼�À�ÁE±³¶�¸i»=®�·K¼^®�À+¾�½�¾^±³¶�Ð+¸i»�®�¼n®
¾n½�²�¸i¾�·MÑX�ì®�Â�¸i±´·K¶
��¢
�Z�
	 	�� 	 ��������	\�
��� �O- J.±G��¸n»�®(ÕE®�Â�¸i·K¼

α
¶�·E¸

β
ä.R�±´·Kà�»OÁM¶�¸n±³¶�®�ÁE¶=µíÂ�·K¶�ä

¾n±´µ�®�¼�¸i»�®�±³¼^¼iÁM¸n±³·K¶�ÁE²aÊO·4°
Rt(1,α)

¢ Nu¸�±³¾�Á�Â
²�ÁE¾^¾n±´Â�ÁE²QÑbÁEÂ�¸ Ö ÁE¾�±³¶"ê�¼^·Kà>·K¾n±�¸i±³·E¶��·EÑ ��®�Â
¸n±³·K¶
� Ö ¸i»�ÁM¸�¸i»�®�¾^®
¸�·EÑ φ > 0
Ñ�·K¼�°�»=±³Âz»�¸i»�®�¼n®
àOÁE¼nÁEÀ�®�¸i¼^±³á�Á;¸i±³·E¶

·EÑ
Rt(1,α)

°�±´¸i» ¾^àm®
®�µ 1
φ

±³¾f°|®�ÁEðÝÀ�±"�=±´¶�Ðí±´¾�Á
Gδ Ö ±´¶ àOÁE¼^¸n±³Â
½�²�ÁE¼�Ñ�·K¼�¸n»�®¸i·Kà>·K²´·KÐEº

Cβ+d ¢�¬¯®�°�ÁM¶�¸�¸n·+à=¼n·4ÕK®�µ�®�¶=¾n±´¸�ºE¢9¬Ý®Ì±³¶I¸n¼n·�µ�½�Â�®

B(α) = {φ ∈ Cβ+d(Td+1,R∗
+) | R(φ) ∈ A(α)},

ÁE¶�µ

B(j,p,k)(α) = {φ ∈ Cβ+d(Td+1,R∗
+) | R(φ) ∈ A(j,p,k)(α)}.

Í »�®�Ñ�½�¶�Â�¸i±³·E¶
R(φ)

¹>®�±´¶�Ðf¸i»�®ÌÂ
®�±³²´±³¶�ÐfÑ�½=¶�Â
¸n±³·K¶�·K¹=¸iÁE±³¶=®�µ�Ñ�¼n·KÀ
φ
¹Iº¯ã1 Iål¢

¿�¾#±´¶�¸i»�®Ìà�¼^·ì·EÑ@·EÑ Í »�®
·K¼n®
À � Ö °|®Ì¶�®�®
µ"·E¶�²´º+¸i·�à�¼^·ì·EÑ{¸n»OÁM¸ B(j,p,k)(α)±³¾
Cβ+d µ�®
¶�¾n®�±´¶ Cβ+d(Td+1,R∗

+)
¢Ì¬¯®f×��

φ
ÁM¶�µî°C®f¸iÁEðE®

φ̂
Áï¸n¼n±³ÐE·K¶�·Mä

À�®�¸i¼^±³Â�ÁM²!à>·K²�ºì¶=·KÀ�±³ÁE²�Â�²´·K¾n®+¸i·
φ
¢ Q�¹IÕ�±³·K½=¾n²´º Ö ϕ̂ = R(φ̂)

ã�ÐK±´ÕE®�¶ ¹Iº�ã1 Iå^å
°�±³²´²@¹>®fÁ+¸i¼n±´ÐK·K¶�·EÀ�®�¸i¼n±´Â�ÁE²Qà>·K²�ºì¶=·KÀ�±³ÁE²QÁE¶=µ Ö ¹Iº,¸n»�®�à=¼n·�·EÑ�·EÑ Í »�®
·K¼n®
À � ÖÑ�·K¼

n
¾n½��+Â
±³®�¶I¸n²´º�²³ÁE¼nÐK® Ö ϕ̂+ ψ(n) ∈ A(j,p,k)(α)c�®
À�®
Àf¹>®�¼�¸i»�ÁM¸

ψ(n)(θ) = Re

(
ei2π<kn,θ>

√
dn||kn||d+β

)
.

¿�¶�µÓµ�®�×O¶�®

Ψ(n)(θ, s) =
i2π (< kn, α > +ln)

ei2π(<kn,α>+ln) − 1
Re

(
ei2π<kn,θ>ei2πlns√

dn||kn||d+β
)
,

°�»�®�¼^®
ln
±³¾!Âz»�·K¾^®�¶�¸n·�¹>®�¸n»�®�Â
²³·K¾^®�¾^¸C±³¶I¸i®
ÐK®�¼�¸i· − < kn, α >

¢�¿ß¾G¸i¼nÁE±³ÐK»I¸Gä
Ñ�·K¼^°CÁE¼^µ"Â
·KÀ�à=½=¸zÁM¸n±³·K¶ï±³À+à�²³±´®�¾

R
(
Ψ(n)

)
= ψ(n).

¬Ý®Ì¾G¸i±³²´²a»OÁ�ÕE®�¸n·+Âz»=®�Âzð�·K¶�®Ì²³®
À�À�Á=Ë
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 ��� � � �1-cb$: ||.||d+β =�� � "DT'+�%'�?� � �$�!�
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