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�E���M�z�y���;���������1� �1�1���;���u�y�������;���

�E��� ���  n¡y¢
n
 n£E¤n¥9¦

T
n = R

n/Zn §©¨  n¤ ¨ �9¦nª ¨  �«¬£?�­£?®°¯?¢k±� n£E¤ α =
(α1, ..., αn) ∈ R

n «¬¦[ n¡y¢� �¤ ¨ �y¦|®²£E¤|³ ¨  �«¬£?�

T
n → T

n,

(x1, ..., xn) → (x1 + α1, ..., xn + αn).
´ ¢¶µy¢k�9£? �¢�«� M·C¸

Rα

�(¹*¡9¢� �¤ ¨ �y¦nª ¨  �«º£E� Rα

«¬¦�¦ ¨ «ºµ» �£(·}¢½¼¬¾n¾�¿9Àf¼²Á�Âz¿GÃ�«�®
 �¡y¢Ä¤|¢ ¨ ª���¥y³S·�¢k¤n¦ 1, α1, ..., αn

¨ ¤n¢U¤ ¨  �«º£E� ¨ ªºªº¸Å«º�yµy¢kÆ�¢k�9µy¢k�C  § «g�j¢?�Ç«º®� n¡y¢
¤n¢�ª ¨  n«¬£E� k1α1 + ...knαn = p §ÉÈ ¡y¢k¤|¢ k1, ..., kn,

¨ �yµ p ¨ ¤n¢Ê«º� Z
«¬³#Æyª¬«º¢k¦

k1 = ... = kn = p = 0
�(ËÌ�Í n¡y«¬¦
± ¨ ¦n¢ Rα

«¬¦�¦| n¤n«¬±% �ª�¸�¢k¤nÎ?£Ïµy«º±ÄÐ²¥y�y«¬Ñ�¥y¢�ªº¸
¢k¤|ÎE£Ïµ9«¬± ¨ �yµÊ³#«¬�y«º³ ¨ ª�Ò%�

�E�]Ó ¹*¡y¢_ �¤ ¨ �y¦nª ¨  �«º£E��Ôy£ È £E�
T

n £?®Õ¯E¢k±% �£E¤ α ∈ R
n «¬¦� n¡y¢SÔI£ ÈÖ¨ ¤n«º¦n«¬�9Î

®²¤n£E³  �¡y¢�±�£E�y¦|  ¨ �C Ê¯E¢k±% �£E¤Ê×I¢�ª¬µ X(x) = α
� ´ ¢Øµ9¢k�y£? n¢Ä �¡y«º¦ÊÔy£ È ·C¸

{Rtα}
� ´ ¡y¢��Ù n¡y¢Ê�u¥9³S·}¢�¤n¦

α1, ..., αn
¨ ¤n¢Ê¤ ¨  n«¬£E� ¨ ª¬ª�¸»«º�yµy¢�Æ}¢��yµy¢k�C  § «g�j¢?�

�y£E�y¢
£?®� n¡y¢k³Ú«º¦ ¨ ¤ ¨  n«¬£E� ¨ ª/±k£?³S·y«¬� ¨  �«º£E�Ê£?®� �¡9¢�£? n¡y¢k¤|¦ § {Rtα}
«º¦a¦| �¤|«¬±% �ªº¸

¢k¤|ÎE£Ïµ9«¬±?�ÛËÌ�Û n¡y«¬¦ ± ¨ ¦n¢ È ¢�¦ ¨ ¸Ù«º  «¬¦ ¨ �Û«¬¤|¤ ¨  n«¬£E� ¨ ªvÔI£ È �ÝÜ�£? �¢Ê �¡ ¨  ¶£?�y¢
£?®� n¡y¢M±�£Ï£?¤nµy«º� ¨  �¢�¦a£?®� n¡y¢M±�£E¤n¤|¢k¦nÆ�£E�yµ9«¬�yÎ ¯E¢�±� �£?¤�×I¢�ª¬µ(³#«¬Î?¡� a·�¢
¤ ¨  n«¬£E� ¨ ªg�
Þ £E¤|¢�¦nÆ�¢k±�«º×I± ¨ ª¬ª�¸ § ÎE«º¯?¢k� ¨ �­«¬¤n¤ ¨  �«º£E� ¨ ª� n¤ ¨ �9¦nª ¨  �«¬£?� Rα

£?�
T

n §  �¡9¢k�­ n¡y¢
ÔI£ È {Rt(1,α)}

£E�
T

n+1 «º¦*«¬¤|¤ ¨  n«¬£E� ¨ ªg�

�E�Qß à�áWâK¿G¾�¿Gã�á�Àf¾|¼¬ä�¿9Àf¼²Á�Â�Á�å
{Rtα}

��Ës®
φ
«º¦ ¨ ¦| n¤n«º±� �ª�¸_Æ�£E¦n«� �«º¯?¢*¦n³#£Ï£G �¡#¤n¢ ¨ ª

®²¥y�y±% �«¬£?�¶£E�
T

n §CÈ ¢�µy¢�×y�y¢� n¡y¢�¤|¢kÆ ¨ ¤ ¨ ³#¢� n¤n«¬æ ¨  �«º£E�_£?® {Rtα}
È «� �¡ ¯E¢�ª¬£u±k«º Ì¸

φ ¨ ¦* �¡y¢�ÔI£ È ÎE«º¯?¢k��·�¸� �¡y¢�¯E¢�±� n£E¤�×y¢kª¬µ φ(x)α §  n¡ ¨  �«¬¦ § ·C¸� �¡y¢&¦A¸Ï¦A �¢�³

dx

dt
= φ(x)α.

¹*¡y¢��9¢ È ÔI£ È ¡ ¨ ¦
 �¡y¢¶¦ ¨ ³#¢¶£?¤n·y«� �¦ ¨ ¦ {Rtα}
¨ �yµÍÆ9¤n¢k¦|¢k¤A¯E¢k¦ ¨ ³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢

¢kÑ�¥y«�¯ ¨ ª¬¢k�C & �£Ê �¡9¢�ç ¨E¨ ¤&³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢#ÎE«º¯?¢k�Ø·�¸� n¡y¢¶µ9¢k�y¦|«º Ì¸ 1
φ

� Þ £E¤|¢k£'¯E¢�¤ § «�®
è



� �����������
	���
��������

{Rtα}
«º¦¶¢�¤nÎE£uµy«º±Ê n¡y¢k� ¦n£Í«º¦  n¡y¢(¤|¢kÆ ¨ ¤ ¨ ³#¢� n¤n«¬æ�¢kµÙÔI£ È �ÖÐ��I£E¤ ¨ ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª

¨ ·y¦A �¤ ¨ ±� 
µy¢�×y�y«º n«¬£E��£?®v¤n¢�Æ ¨ ¤ ¨ ³¶¢% �¤n«ºæ ¨  n«¬£E�(£?®�ÔI£ È ¦ §�¨ �9µØ®²£E¤� n¡y¢ Æy¤n£u£?®v£?®
³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢&Æy¤n¢�¦n¢�¤|¯u«¬�yÎ ¨ �yµ�¢k¤|ÎE£uµy«¬±�«º Ì¸¶£?®1 n¡y¢&¤n¢�¦n¥yª� �«¬�9Î Ôy£ È ¦n¢�¢��q��Ó���Ò%�

�E��� �?â�á���¼�¿GÃ��}Á �"!$#"%�«º¯?¢k� ¨ ®²¥y�9±� �«º£E� f ∈ L1(Tn) § f > c > 0 §  �¡9¢&!sâ�á��o¼�¿GÃ�}Á �'�kÁ�Â�!�Àf¾�()��ÀÌá�*ÊÁ,+�á�¾
Rα

¿GÂ-*.(?Â�*yá�¾�À�/}á*å0(?Â-��Àf¼²Á�Â
f
«¬¦Õ �¡y¢�Ñ�¥y£? �«º¢k�C �Ôy£ È

£?®; �¡y¢ ¨ ±% �«¬£?�

T
n × R −→ T

n × R

(x, s) −→ (x, s+ t)
·C¸� �¡y¢Õ¤|¢kª ¨  �«¬£?� (x, s+f(x)) ∼ (Rα(x), s)

�1¹*¡y«º¦/ÔI£ È ¨ ±% �¦�£E�� �¡9¢É³ ¨ �y«�®²£Eª¬µ
MRα,f = T

n × R / ∼, ¨ �yµÊÆy¤n¢�¦n¢�¤|¯E¢�¦� n¡y¢&�y£E¤n³ ¨ ªº«¬æk¢�µ21K¢k·�¢k¦|ÎE¥y¢&³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢
£E�

MRα,f
§ «f�Q¢G�� �¡y¢MÆy¤n£uµy¥y±% �£?®� �¡9¢_ç ¨E¨ ¤�³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢S£?�( �¡y¢M· ¨ ¦n«º¦

T
n È «º n¡

 �¡y¢31K¢k·�¢k¦nÎ?¥y¢[³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢v£E�M �¡9¢v×I·�¢k¤|¦�µy«�¯Ï«ºµy¢kµ�·C¸� n¡y¢�±�£E�y¦|  ¨ �C  ∫
T

n f(x)dx
�

¹1£¶ª¬«ºÎE¡C �¢k�Ê �¡9¢M�y£?  ¨  �«º£E�y¦ §zÈ ¡9¢k�( n¡y¢k¤|¢M«¬¦a�y£ ¨ ³S·y«ºÎE¥y«º Ì¸ §9È ¢ È «¬ªºªK± ¨ ªºª/ �¡y«º¦
³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢ ν §z¨ �yµ È ¤|«º �¢&¦|«¬³#Æyªº¸ M ®²£E¤

MRα,f

�
4 ¹*¡y¢Ê®²¥y�y±� n«¬£E� f §  �¡ ¨  #³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢k¦_ n¡y¢� n«¬³#¢��y¢�¢kµy¢�µ ·C¸ ¨ Æ�£E«º��  £?�Å n¡y¢· ¨ ¦|«¬¦  �£­¤|¢� n¥y¤n�  n£­«�  § «º¦¶± ¨ ª¬ªº¢kµÅ �¡y¢5�ká�¼¬Ãº¼¬Â�6Øå0(?Â��'Àf¼²Á�Â/�87�¦ ¨ � ¢:9 ¨ ³¶Æ9ª¬¢ §
£E�y¢�± ¨ ��ª¬£u£<; ¨  [ n¡y¢�ÔI£ È {Rt(α,1)}

¨ ¦ ¨ ¦nÆ�¢k±k« ¨ ª}Ôy£ È £'¯E¢�¤[ �¡y¢� n¤ ¨ �9¦nª ¨  �«¬£?�
Rα

¨ �yµÝ¥y�9µy¢k¤� n¡y¢Ä±k£E�9¦|  ¨ �� �®²¥9�y±� n«¬£E�Ý¢�Ñu¥ ¨ ª� �£ £?�y¢?�=�I£E¤¶ n¡y¢Ä� ¨  n¥y¤ ¨ ª
±k£E¤|¤n¢�¦nÆ�£E�yµy¢��y±k¢U·�¢�  È ¢k¢��Ý¤n¢�Æ ¨ ¤ ¨ ³¶¢% �¤n«ºæ ¨  n«¬£E� ¨ �yµ�¦nÆ�¢k±�« ¨ ª*ÔI£ È ¦¶¤n¢�®²¢�¤# n£
¦n¢�±� �«º£E�.�y�
4 ËÌ�� �¡y¢v± ¨ ¦|¢�£?® ¨ ¦nÆ�¢k±k« ¨ ªCÔI£ È {T t}

£'¯E¢�¤
T

2 §7È ¢[µ9¢k�y£? n¢v n¡y¢[ç ¨E¨ ¤;³¶¢ ¨ ¦n¥y¤|¢
£E�� n¡y¢�· ¨ ¦n«º¦1·C¸ µ = λ×λ §?È ¡y¢�¤n¢ λ µy¢�¦n«¬Î?� ¨  �¢�¦1«º�yµy«?>�¢�¤n¢k�C nªº¸� �¡9¢31K¢k·�¢k¦|ÎE¥y¢³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢&£E�� �¡y¢&ªº«¬�y¢�£?¤a n¡y¢
ç ¨E¨ ¤*³¶¢ ¨ ¦n¥y¤|¢�£E�

T
1.

4 7Ù¦n¥9·y¦n¢%  R £?® T2 «¬¦;± ¨ ªºª¬¢�µ ¨ ¤|¢k±%  ¨ �yÎ?ª¬¢ § «º®y«º ;«¬¦ ¨ Æy¤|£Ïµy¥9±� 1£?®y  È £�«¬�C �¢�¤|¯ ¨ ª¬¦
®²¤n£E³

T
1 @ ¨ �yµ(®²£E¤ 0 < δ < c È ¢S± ¨ ª¬ªK±�¥y·}¢M£E�� n¡y¢M· ¨ ¦n«¬¦ § £?®�¡y¢k«ºÎE¡C  δ ¨ �yµ· ¨ ¦|¢ R §  n¡y¢&Æy¤n£uµy¥y±%  R× [0, δ] =

⋃

0≤t≤δ T
t(R).

4 Ës® I «¬¦ ¨ �Ê«¬�C n¢k¤|¯ ¨ ª�£E� T
1 È ¢ ¨ ÎE¤|¢k¢&£E�Ê �¡y¢��y£G  ¨  n«¬£E� |I| := λ(I).

4 1K¢� 
z = (x, y) ∈ T

2 @ È ¢ È ¤n«� �¢ § ®²£?¤ i ∈ N
§ Ri

α(z) = (x + iα, y + iα′) �¡y¢
ith
«º n¢k¤ ¨  �¢�£?® z ¥y�yµy¢�¤ Rα.4 ´ ¡y¢k�( n¡y¢k¤|¢M«º¦��9£�±k£?�9®²¥y¦n«º£E� §IÈ ¢ È «¬ªºªKµy¢k�9£? �¢
 �¡y¢BA�«¬¤C;�¡y£,>�¦n¥9³¶¦�£?®� n¡y¢

®²¥y�y±% �«¬£?�
f
£'¯E¢�¤� n¡y¢&«º n¢k¤ ¨  �¢k¦*£G®1 n¡y¢� �¤ ¨ �y¦nª ¨  �«º£E� Rα

·�¸-D

fm(z) =

m−1
∑

i=0

f
(

Ri
α(z)

)

.

�E�FE ´ ¢ ¨ ªº¦n£�¤n¢�± ¨ ªºª� �¡9¢#µ9¢�×I�y«� �«º£E�Ä£?®v³¶«G99«º�yÎ�®²£E¤ ¨ ³#¢ ¨ ¦n¥y¤|¢#Æ9¤n¢k¦|¢k¤A¯Ï«º�yÎ
ÔI£ È D ¨ Ôy£ È {Tt}

Æy¤|¢k¦|¢k¤|¯u«º�yÎ ¨ ³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢ ν £E� M «¬¦*¦ ¨ «¬µ� �£ ·�¢
³#«?9Ï«º�yÎS«º® §
®²£E¤ ¨ �C¸�³#¢ ¨ ¦|¥y¤ ¨ ·yª¬¢�¦|¥y·y¦n¢% �¦ A ¨ �yµ B £?® M § £?�y¢&¡ ¨ ¦

lim
t→∞

ν(T t(A)
⋂

B) = ν(A)ν(B).

�E�IH ´ ¢S«¬�C n¤n£uµy¥y±k¢�×I� ¨ ªºªº¸�¦n£E³#¢ ¨ ¤|«º n¡y³¶¢% �«º±��y£G  ¨  n«¬£E�y¦��J1�¢% 
x
·}¢ ¨ ¤|¢ ¨ ª

��¥y³S·�¢k¤ @ È ¢&µy¢k�9£? �¢
·C¸�D
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� [x]  �¡y¢&«¬�C n¢kÎE¢�¤*Æ ¨ ¤| a£G® x,
� {x} = x− [x]

«� �¦[®²¤ ¨ ±� n«¬£E� ¨ ª�Æ ¨ ¤A  §
� ‖ x ‖= min({x}, 1 − {x})

 n¡y¢&µy«¬¦A  ¨ �y±�¢&£?® x  �£_ �¡9¢
±�ª¬£E¦|¢k¦A �«º�C �¢kÎ?¢k¤k�
� ´ ¡y¢�� È ¢ È ¤|«º n¢ p

q
∈ Q §yÈ ¢ ¨ ¦n¦n¥9³¶¢& �¡ ¨   q ∈ N

§ q ≥ 1 § p ∈ Z
¨ �yµÊ �¡ ¨  

p ¨ �yµ q ¨ ¤n¢#¤n¢kª ¨  �«�¯E¢�ªº¸UÆ9¤n«¬³#¢?� 7��9µ È ¢�ÎE«�¯E¢_ �¡y¢ ®²£Eªºª¬£ È «¬�yÎ�¤|¢k³#«¬�yµ9¢k¤&£E�
±k£E�C n«¬��¥y¢kµ#®²¤ ¨ ±% �«º£E�y¦k� 1K¢�  α ·�¢ ¨ �¶«º¤n¤ ¨  �«º£E� ¨ ªÏ¤n¢ ¨ ªI�u¥9³S·}¢�¤�D�¹*¡9¢k¤n¢�¢�9Ï«¬¦A �¦ ¨¦n¢�Ñu¥9¢k�y±�¢M£?®1¤ ¨  n«¬£E� ¨ ª¬¦ {pn

qn
}

n∈N

§ ± ¨ ªºª¬¢kµ� n¡y¢&±k£E�C¯E¢�¤nÎE¢��C �¦�£G® α § ¦n¥y±o¡� �¡ ¨  $D

‖ qn−1α ‖<‖ kα ‖ ∀k < qn

ÐA��Ò
¨ �yµÊ®²£E¤ ¨ �C¸ n

1

qn(qn + qn+1)
≤ (−1)n(α−

pn

qn
) ≤

1

qnqn+1
.

ÓÏ�������! ����#"#$/�������É�
% £u±k¢�¤nÎE«º� § «¬� �'&�(EÓ �)& � § Î ¨ ¯E¢ ¨ ¯E¢�¤|¸»¦n«¬³#Æyªº¢_Æy¤n£u£?®[£G®[ �¡y¢ ® ¨ ±% � n¡ ¨  ��y£

³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢ 4 Æy¤n¢�¦n¢�¤|¯u«¬�yÎ�Ôy£ È £E�� �¡y¢M n£E¤n¥9¦ T
2 § £?®Õ±kª ¨ ¦n¦ C1 ¨ �9µ È «º n¡y£E¥9 �Æ}¢ 4¤n«º£Ïµy«º±�£?¤n·y«� �¦ § ± ¨ ��·}¢�³#«?9Ï«º�yÎy��ç�¢�Æy¤|£�¯?¢k¦[ n¡y¢�³#£E¤n¢�ÎE¢k�y¢�¤ ¨ ª}¤n¢�¦n¥yª� [ �¡ ¨   ¿

!sâ�á���¼�¿GÃ���Á,�8�kÁ'Â !�Àd¾$()�'ÀWá�*�Á,+�á�¾�¿7Â�¼º¾n¾�¿9Àf¼²Á�Âz¿GÃz¾%Á�Às¿9Àd¼dÁ�Â�Á'å�À�/}á �o¼º¾��oÃ²á ��¼sÀ�/�¿
�ká�¼¬Ã¬¼ºÂ�6&å0(?Â��'Àf¼²Á�ÂÊÁ'å+*yÁ (?Â�*yá�* +%¿G¾n¼�¿9Àf¼²Á�Â_¼ !ÕÂ}á +�á�¾�ã#¼-,Ï¼¬Â�6y� % £Ï±�¢k¤nÎ?«¬�/.j¦vÆ9¤n£u£?®
«¬¦�· ¨ ¦n¢�µØ£?�U �¡y¢10�¢k�32|£'¸ 4 % £<;�¦n³ ¨ «º�y¢kÑ�¥ ¨ ª¬«º Ì¸­Ð�®²£E¤�«¬�9¦|  ¨ �y±k¢ §�È ¡y¢k� f «º¦�£?®±kª ¨ ¦n¦ C1 ¨ �yµ ∫ f = 1 § £?�y¢�± ¨ �Å«º³¶³#¢kµ9« ¨  n¢kªº¸�Æ9¤n£'¯E¢� �¡ ¨  _«º® qn ¨ ¤n¢� n¡y¢µy¢k�9£E³¶«º� ¨  n£E¤n¦�£G®É n¡y¢ ±k£E�C¯?¢k¤n¢�ÎE�C �¦
£?® α §  �¡9¢k� T qn → Id

¥9�y«º®²£E¤|³¶ª�¸ ¨ ¦ nÎE£u¢k¦[ �£#«¬�Ï×I�y«º Ì¸?��¹*¡y«º¦�¾|¼ 6C¼ *�¼sÀ-4�±�ª¬¢ ¨ ¤nªº¸�«¬³#Æ}¢�µy¢k¦*³#«?9Ï«º�yÎ�Ò%�

ËÌ�Í �¡y¢�± ¨ ¦n¢ È ¡9¢k¤n¢� n¡y¢�¤n£?  ¨  �«º£E�Í��¥y³S·�¢k¤|¦ ¨ ¤n¢65��y£? S n£Ï£ È ¢kªºª ¨ ÆyÆ9¤n£$9 4«¬³ ¨  �¢�µ!5�·C¸ ¤ ¨  �«¬£?� ¨ ª¬¦ §Õ¨ �yµÅ �¡y¢Ê±�¢k«¬ªº«¬�yÎ�®²¥y�y±� n«¬£E�Å«º¦ ¨ � ¨ ª�¸u n«¬± §  n¡y¢Ê¤n¢�¦n¥yª� 
£?® % £Ï±�¢k¤nÎ?«¬��£E�(¦|Æ}¢�±k« ¨ ª�Ôy£ È ¦�«¬¦�«¬�y±�ª¬¥yµy¢�µ�«º� È ¡ ¨   È�¨ ¦�£?·9  ¨ «º�y¢kµ�·C¸ % £Eª 4³¶£?ÎE£E¤n£'¯ ���E���É«¬��¡y«¬¦ ¨ � ¨ ªº¸u¦|«¬¦&£?® ¨ Æ}¢�¤n«º£Ïµy«º±S³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢ 4 Æy¤|¢k¦n¢�¤|¯u«¬�9Î�ÔI£ È ¦
£E� �¡y¢�  È £� �£E¤|¥y¦k� % £Eª¬³#£EÎE£E¤|£'¯ ¨ ±% �¥ ¨ ªºªº¸_Æ9¤n£'¯E¢�¦� �¡ ¨  �«º�65�ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª75
Ðd«f�Q¢G��®²£E¤ ¨
¦n¢% �£?®; �£G  ¨ ªK³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢&£?®�¤n£?  ¨  �«º£E����¥y³S·�¢k¤|¦oÒ §  n¡y¢�µÏ¸Ï� ¨ ³¶«º±k¦a£?®; �¡y¢
¦nÆ�¢k±�« ¨ ª
ÔI£ È ¥y�9µy¢k¤ ¨ �C¸ ¨ � ¨ ªº¸� �«º±S±k¢�«¬ªº«¬�yÎ�®²¥9�y±� n«¬£E� § ± ¨ �Ø·}¢ ¤n¢�µy¥y±�¢kµØ·�¸�³#¢ ¨ �y¦�£?®
¨ � ¨ ª�¸� �«¬±[ n¤ ¨ �9¦|®²£E¤|³ ¨  n«¬£E�_£G®/±k£u£E¤|µy«¬� ¨  �¢k¦� n£
 n¡y¢�µÏ¸Ï� ¨ ³¶«º±k¦É£?® ¨ �¶«º¤n¤ ¨  �«¬£?� ¨ ª
ÔI£ È Ð² n¡y¢ ¨ ·y¦|¢k�y±�¢M£?®�³¶«G99«º�yÎ_«¬¦ ¨ ±kªº¢ ¨ ¤*±�£E�y¦n¢�Ñ�¥y¢k�y±�¢'ÒY��ç�¢ ¨ ª¬¦|£¶³ ¨ µy¢� n¡y¢
¤n¢�³ ¨ ¤C;Ä �¡ ¨  � �¡y¢¶±k£E�82|¥yÎ ¨ ±%¸» n£( �¡y¢�«¬¤n¤ ¨  �«º£E� ¨ ª�Ôy£ È ± ¨ � ·�¢�Æy¤|£�¯?¢k�Å¢�¯?¢k�
È ¡y¢k�� n¡y¢�±k¢�«¬ª¬«º�yÎM®²¥y�9±� �«º£E��«º¦[ª¬¢�¦n¦*¤n¢�ÎE¥yª ¨ ¤�Ð²£E·C¯Ï«º£E¥y¦|ªº¸ § ®²£E¤ ¨ ¦n³ ¨ ªºª¬¢k¤É¦n¢% a£?®
¤n£?  ¨  �«º£E�
�u¥9³S·}¢�¤n¦ ¨ �yµ È «� �¡Mªº¢k¦|¦�¤n¢�ÎE¥yª ¨ ¤n«� Ì¸�£?®I �¡9¢�±k£?�32|¥yÎ ¨  n«¬�yÎa®²¥y�y±% �«º£E�zÒ%�:9
9<; T#`�R%hÌc>=IOQT¶^%es{'LAeÉcf^Sbdr7^ox L@?k��O]P�R%\QL|T7hWL�^Y`;R�bdZ?L|hAO]R%\}wG^ox ^oP%LAevR&eg^YcgRYcfO]^%T ^%`Kcfr�L

hAOQeshW\]L
Rα

RYT7{��7T7{'LAe�R[`q��T7hWcfO]^%T
f
xKOQcfr�cgr�LÉO]efesRocgOQ^�T7RY\EwG^ox

Rt(
R

fα,
R

f)

=GOQc;Olb�L|T�^%��N�r
cg^[bf^%\]P%L�cgr�LÕhW^�r�^%X[^%\]^%N�O]h|RY\?L@?k�7RYcfO]^%T

ψ ◦Rα − ψ = f −

∫

T

fdλ (∗)

R%T7{Mcfr�L�hW^%TBA²��N�R�hWi&xKO]\Q\}~GL�R%b�egLAN���\lRYeÕR%b
ψ
O]b 5DC r�La^%egO]N%O]T7RY\IZ�eg^�^Y`/^Y`/cfr7O]bvhW\lR%bgbdOlhAR%\

egL|bf��\Qc�T�^oxE=�OlbK{'��L1cf^*�1^%\]X�^�N%^�efPGF)HIH7J 5z. bfOQX[Z�\]L�Z�ef^�^%`<=k~GR%bfL|{a^�Tacgr�L�hW^%TGb²cgef�7hWcfO]^%T�^Y`
R�T�L|x�bfL|hWcfO]^%Tv`q^%eIxKr�Olhsr�cfr�LKegLWcg��efTvcfO]X[LKO]bIhA^%T7bdcgR%Tkc@=%h|RYT�~GL/`q^���T7{�OQTDFLK>J	=NMzeg^%Z?^�bfOQcfO]^%T
O 5 P75 Q�5�. N%LAT7LAesRY\]OQmnRocfO]^%TS^%`K�1^%\]X[^%N�^%egP�R b�efLnbd�7\jcÕcg^&r�O]N%r�L|eÉ{'O]X[LAT7bfOQ^�T7bÕx/R%bÉN%O]P%L|TM~�i



� �����������
	���
��������

¹*¡y¢U± ¨ ¦n¢Ä£?®� n¡y¢��Ì· ¨ µ�����¥y³S·�¢k¤|¦ § «g�j¢?�  n¡y£E¦|¢U �¡ ¨   ¨ ¤n¢ È ¢�ª¬ª ¨ ÆyÆy¤n£$9Ï« 4³ ¨  �¢kµ�·C¸�¤ ¨  �«¬£?� ¨ ª¬¦�¤n¢k³ ¨ «º�y¢kµ�£EÆ�¢k�/�#ç�£ È ¢�¯?¢k¤ § ®²£E¤� �¡9¢k¦n¢#��¥y³S·�¢k¤|¦ § % ¨ 4 �£<; ��H���¥y¦|¢kµ�¡9«¬¦_ �¡y¢�£E¤|¸Å£G®�Æ�¢k¤n«º£Ïµ9«¬± ¨ ÆyÆ9¤n£$9Ï«¬³ ¨  �«º£E�y¦M n£»¦|¡y£ È  �¡ ¨    n¡y¢
±k£E¤|¤n¢�¦nÆ�£E�yµy«º�yÎ ¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�ÔI£ È ¦ ¨ µy³#«º �® ¨ ¦| �±%¸Ï±�ª¬«º± ¨ ÆyÆy¤|£$99«º³ ¨  �«¬£?�y¦UÐ²¥y�yµy¢�¤
¨ ¤n¢�ÎE¥yª ¨ ¤n«º Ì¸Ø±�£E�yµy«� �«¬£?�Í£E�Í �¡9¢�±k¢k«ºª¬«º�yÎ�®²¥y�9±� �«º£E�zÒ §Õ¨ Æy¤n£EÆ�¢k¤A Ì¸­ n¡ ¨  _¤|¥yª¬¢�¦
£E¥9 _³#«?9Ï«º�yÎy����£E³S·y«º�y«¬�9Î(¡y«º¦_¤n¢k¦|¥yªº  È «º �¡Í n¡ ¨   £?® % £Eª¬³#£EÎE£E¤|£'¯Ä �£Ä±k£'¯?¢k¤
¨ ª¬ª;��¥y³S·�¢k¤|¦ α § ¡9¢S¡ ¨ ¦�£?·9  ¨ «º�y¢kµÙÐ²«¬�Í�'&�(��CÒ ¨ ¦| n¤n£��yÎE¢�¤�¤n¢�¦n¥yª� � �¡ ¨ �U �¡ ¨  £?® % £Ï±�¢k¤nÎ?«¬� Ðd¡y¢¶Æy¤n£'¯E¢�µÍ �¡y¢#¦n«º³¶Æ9ª¬¢ ¦nÆ�¢k±% �¤n¥9³½Æy¤|£EÆ�¢k¤| Ì¸ ¨ ªº£E�yÎ È «º n¡» n¡y¢
�y£E�y³#«?9Ï«º�yÎ�Ò § ·y¥Ï �ª¬¢�¦n¦�ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª § ¦n«º�y±k¢M¡y¢ ¨ ¦|¦n¥y³#¢kµU n¡y¢S±k¢�«¬ªº«¬�yÎ ®²¥y�y±% �«¬£?�U£?®
±kª ¨ ¦n¦ ¨  �ª¬¢ ¨ ¦|  C5 Ð ¨ ±� n¥ ¨ ªºªº¸ §  �£�£E·9  ¨ «¬�U±%¸Ï±�ª¬«º± ¨ ÆyÆ9¤n£$9Ï«¬³ ¨  �«º£E�y¦ È ¡y¢k�U n¡y¢
��¥y³S·�¢k¤�«¬¦a¦n¥
	#±�«¬¢k�C nªº¸ È ¢kª¬ª ¨ Æ9Æy¤n£$9Ï«¬³ ¨  �¢�µ § % ¨  �£,;�µy£Ï¢�¦��9£? �¤n¢kÑ�¥y«º¤n¢& �¡ ¨  
³S¥y±o¡Í¤|¢kÎE¥9ª ¨ ¤|«º Ì¸�£E�­ n¡y¢�±�¢k«ºª¬«¬�9Î�®²¥y�9±� �«º£E� § ·y¥9 S¡9¢��y¢�¢kµy¦_«� 
 n£U±k£'¯?¢k¤M n¡y¢
¤n¢�³ ¨ «º�y«¬�9ÎS��¥y³S·�¢k¤n¦a¥y¦|«¬�yÎ % £?ª¬³#£EÎE£E¤|£�¯�.j¦[³#¢� �¡9£ÏµzÒY�

Þ ¨ ¸u·}¢a«º Õ«º¦ È £?¤| �¡#�y£? n«¬±�«¬�yÎ�¡y¢�¤n¢a �¡ ¨   ¨ ±k±�£E¤nµy«º�yÎ� �£ % £Eªº³¶£?ÎE£E¤n£'¯ ¨ �y¢ È
·}¢�¡ ¨ ¯u«¬£E¤a®²£E¤�³¶¢ ¨ ¦n¥y¤|¢MÆy¤|¢k¦|¢k¤|¯u«º�yÎ�ÔI£ È ¦�£E�� �¡y¢
 �£E¤|¥y¦ § µy«?>�¢�¤n¢k�C �®²¤n£E³  n¡y¢
± ¨ �9£E�y«¬± ¨ ª�£E�y¢k¦�Ðdµy«º¦n±k¤|¢� n¢�¦nÆ�¢k±� n¤n¥y³ È «º n¡ ¨ ×I�y«� �¢��u¥9³S·}¢�¤[£?®;«¬�9µy¢kÆ�¢k�yµ9¢k�C 
®²¤n¢�Ñu¥9¢k�y±�«¬¢k¦ §K¨ �yµ 1�¢�·}¢�¦nÎE¥9¢_¦nÆ�¢k±� n¤n¥y³ È «º n¡U±k£?¥y�C  ¨ ·yªº¢M³S¥9ªº �«ºÆyª¬«º±k«� Ì¸yÒ §9È�¨ ¦
¤ ¨  n¡y¢k¤�¥y�y¢�9ÏÆ�¢k±% �¢kµ «¬�Û �¡y¢ ¨ � ¨ ªº¸� n«¬±(± ¨ ¦n¢ �������g�
�u n«¬ªºª § �Ï¡�;uªº£'¯E¢k¤�«º�4� &<H (
����ß �vÐd¦|¢k¢������K®²£?¤ ¨ ��¢��yÎEª¬«º¦n¡�¯E¢�¤n¦|«¬£E�zÒ*Î ¨ ¯E¢
¢�9 ¨ ³#Æyªº¢k¦a£?®�¦|Æ}¢�±k« ¨ ª/ÔI£ È ¦�£'¯E¢�¤
«¬¤|¤ ¨  n«¬£E� ¨ ª�¤|£?  ¨  �«¬£?�y¦[£?®; �¡y¢�±�«¬¤|±kª¬¢ È «º �¡ ¨ � ¨ � ¨ ªº¸� �«º±�±�¢k«¬ªº«¬�yÎ�®²¥y�y±� n«¬£E� §  �¡ ¨  
¡ ¨ µ ¨ ±k£E�C �«º��¥y£E¥y¦�¦n«¬�9ÎE¥yª ¨ ¤�¦|Æ}¢�±� �¤|¥y³ Ð² �¡9¢�¸ È ¢�¤n¢ È ¢ ¨ ; 4 ³¶«G99«º�yÎ(·9¥9 S�y£G ³¶«G9Ï«¬�yÎ�Ò §�È ¡y«º±o¡ ±�£E�C �¤ ¨ µy«¬±% �¢�µ % £Eª¬³#£EÎE£?¤n£'¯�.Q¦#«¬�C �¥9«º �«º£E�/��ËÌ�� n¡y¢Ä± ¨ ¦|¢Ä£?®
³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢�Æy¤n¢�¦n¢k¤A¯u«¬�yÎØÔI£ È ¦�£E�

T
2 ��¼gÀ /�� ,zá�*Øâ�Á�¼ºÂ}À�! § % £u±k¢k¤|ÎE«¬�Ù«¬� � &�(,E

����� § Î ¨ ¯E¢�¢�9ÏÆyªº«¬±k«� _¢�9 ¨ ³#Æyªº¢k¦_£?®�³¶«G99«º�yÎ(ÔI£ È ¦#£?®�±kª ¨ ¦n¦ C∞ �Ù¹*¡9¢��y£G �«¬£?�
£?® !kÀf¾Yá�À0� /9¼¬Â�6Ú®²£E¤[ n¡y¢ Av«¬¤ ;�¡y£ >�¦n¥y³#¦�£G®1 n¡y¢�±�¢k«ºª¬«¬�9ÎS®²¥y�y±� n«¬£E� § ¥y�yµy¢�¤nªº¸u«º�yÎ
 �¡y¢¶£Ï±�±k¥y¤|¤n¢��y±k¢¶£?®*³#«?9Ï«¬�yÎ�®²£E¤
¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�ÔI£ È ¦S£'¯?¢k¤M¤|«¬ÎE«ºµÄ �¤ ¨ �y¦|®²£E¤|³ ¨  �«¬£?�y¦ §
¨ ÆyÆ�¢ ¨ ¤|¢kµÙ«¬�Ù·}£G �¡Å �¡y¢�¦n¢ È £E¤C;�¦ÄÐ ¨ ªº �¡9£E¥yÎE¡Å¥y�yµ9¢k¤#µy« >}¢k¤|¢k�C  ¨ ¦nÆ�¢k±% �¦ ¨ �yµ
·}¢�± ¨ ¥9¦n¢
£?®�µ9« >}¢k¤n¢��C �¤|¢ ¨ ¦|£E�y¦�Ò%�

�I¤n£E³Ö n¡y¢�¤n¢k¦|¥yªº v£?® % £Ï±�¢k¤|ÎE«¬�#«¬� �)&�� § «º É±�£E³¶¢�¦É n¡ ¨   ¨ �C¸#¤n¢kÆ ¨ ¤ ¨ ³#¢� n¤n«ºæ ¨ 4 �«º£E��£G® ¨ �(«º¤n¤ ¨  �«º£E� ¨ ª�Ôy£ È £E�
T

2 ·C¸ ¨ ¦n³#£Ï£G �¡�¦| �¤|«¬±% �ªº¸ÊÆ�£E¦|«º �«�¯E¢�®²¥y�y±% �«º£E�
® ¨ «¬ªº¦� �£Ê·�¢ ³¶«G99«º�yÎy�S��¥9¤ ¨ «¬³ «¬�Ä �¡y«º¦�Æ ¨ Æ�¢k¤�«º¦� �£�Æy¤n£'¯E¢_ n¡ ¨  & �¡y«º¦�«¬¦��y£G 
¨ �C¸u³¶£E¤|¢� �¡9¢�± ¨ ¦|¢
£?�� �¡y¢� n£E¤n¥y¦

T
3 Ðd£E¤[£?� ¨ �C¸

T
n § n ≥ 3

ÒY� ´ ¢ È «ºª¬ª�ÎE«º¯?¢
¢�9 ¨ ³#Æyª¬¢�¦ £?®�«º¤n¤ ¨  �«º£E� ¨ ªÉÔI£ È ¦¶£E�

T
3  �¡ ¨   µy«¬¦|Æyª ¨ ¸Í n¡y¢Ê³¶«G9Ï«¬�yÎÄÆy¤|£EÆ�¢k¤| Ì¸

È ¡y¢k�­¤n¢kÆ ¨ ¤ ¨ ³#¢� n¤n«ºæk¢kµ»·C¸ ¨ µy¢kÑ�¥ ¨  n¢kª�¸»±o¡9£E¦n¢��Í¦| n¤n«¬±% �ª�¸�Æ}£E¦|«º n«º¯E¢ ¤|¢ ¨ ª ¨ � ¨ 4ªº¸� �«º±�®²¥y�y±% �«º£E�y¦k���Ï«º�y±k¢&«� *«¬¦a³#£E¤n¢�±�£E�C¯E¢k�9«¬¢k�C � �£ È £E¤ ; È «� �¡Ê¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�Ôy£ È ¦ §
È ¢ È «¬ªºª�¦A  ¨ ¤A �·C¸ÊÎE«�¯u«¬�yÎ ¨ ��¢�9 ¨ ³#Æyªº¢�£?® ¨ �Ê«º¤n¤ ¨  �«¬£?� ¨ ª}¯?¢k±% �£E¤ (α, α′) ∈ R

2

¨ �yµ ¨ ¦A �¤n«º±� nªº¸ØÆ}£?¦n«º n«º¯?¢�¤n¢ ¨ ª ¨ � ¨ ªº¸� �«º±¶®²¥y�9±� �«º£E� ϕ £E� T
2 § ¦n¥y±o¡  n¡ ¨  S n¡y¢

�;LAegX[R%T F �NJ =kxKr�^�RY\lbd^�N�OQP�L|b�RÕX�^�efL1{'OQegL|hWc}Z�eg^�^Y`C^Y`�hA^%T A²��NkR%hAiv�7bfO]T�N�cfr7L;P%LnhÌcg^%e��GLA\l{�b =
xKr�L|T�cfr�L&hA^%T A²��NkR%hAi_^%T�L�bfLAL��'b*bfr�^%�7\]{�~?L�^Y`�hA\]R�bfb

C1 5�. b�`q^�e[cfr�L&hA^%r�^�X[^%\]^%N%OlhAR%\L>?��GRocfO]^%T�=�^�T�L1bfLALnb��7bfO]T�N 6 ^%��egOQL|e}LAV'Z7RYT7bfO]^%T7bzcfr7RYc}`q^�e�RvbdLAc�^%`C`q��\Q\EX[L|R�bd�7efL1^Y`
α ∈ R

=
OQ`
f ∈ C1+ε(T)

=9L>?k�7RocgOQ^�T
(∗)
rGR%bÉR
hW^%TkcgOQT���^��7bÕbf^%\]�'cfO]^%T�p ; T cfr�L�R%T�T�LAVM^%` F � J	=9cfr�L

hA^%r�^�X�^�\Q^�N%OlhAR%\GL>?��GRocfO]^%T�Olb�cfr�^�ef^���N%r�\]iabdcf�7{'O]L|{Gt 5}0 L|L�RY\lbd^[^%�7e/`q^k^%cfT�^%cfL�O]T�ZGRYN%L���� 5
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¦nÆ�¢k±�« ¨ ªIÔI£ È £'¯E¢�¤ R(α,α′)

¨ �9µ�¥y�yµy¢�¤ ϕ «¬¦É³¶«G9Ï«¬�yÎy�;¹*¡y¢�±k¤n¥9±k« ¨ ªz® ¨ ±� É«¬¦Õ �¡ ¨   �¡y¢ 0�¢k�32|£'¸ 4 % £<;�¦n³ ¨ «º�y¢kÑ�¥ ¨ ª¬«º Ì¸&®²£E¤;®²¥y�y±% �«¬£?�y¦�µy¢�×y�y¢kµ £E�S n¡y¢*±k«º¤n±kªº¢[µy«º¦ ¨ Æ 4Æ}¢ ¨ ¤n¦a«º��µ9«¬³#¢k�y¦|«¬£E�Ê¡y«ºÎE¡y¢k¤[ n¡ ¨ � 1 §z¨ ¦ È�¨ ¦�Æy¤n£'¯E¢�µU·C¸�� 4 �����É£u±k±�£Eæ
«¬� ¨ �
¨ ÆyÆ�¢k�yµ9«?9� n£#¡9«¬¦* �¡y¢�¦n«º¦B�q�$�,�f� Þ £E¤|¢
Æ9¤n¢k±�«¬¦|¢kªº¸ § ¡y¢ �kÁ�Â�!�Àf¾�()��À�!�¿7Â�¼º¾n¾o¿ÏÀf¼dÁ'Âz¿GÃ
Àf¾�¿GÂ !nÃ�¿9Àf¼²Á�Â�Á�Â

T
2 � ¿GÂ�*�¿M¾Yá%¿GÃ�¿7Âz¿GÃ 4/Àd¼��*å0(GÂ���Àd¼dÁ�Â ψ � /z¿�+'¼¬Â�6 ��Á�ãMâ}Ãdá>, +%¿GÃ��

(uá !É¿7Â�*�ãÊáY¿GÂ +%¿GÃ (uá�ä7áo¾YÁ � !$( � /(À�/z¿9À�À /�áo¾%á*á@,Ï¼ !�À�!É¿1*yÁ'¾%áoÃº¼�¿GÂ !$( * !Yá�À�Á�å
T

2 �
Ω � ��¼sÀ /�å0(?ÃºÃ	��á3*9á !C6 (uá�ã�á%¿�!$(?¾Yá /z¿�+'¼¬Â�6UÀ�/}á�ågÁ'Ã¬ÃdÁ ��¼ºÂ�6&â�¾YÁ%â�á�¾�À-4�

��Á�¾�¿7Â 4�kÁ)(kâ�Ãdá

(x, x′) ∈ Ω � À�/}á���¼º¾�� /}Á�� !$(?ã !�Á�å
ψ � ψm(x, x′)

��Á�¾n¾Yá !gâ�Á�Â-*�¼¬Â�6�ÀÌÁ
À /}áMÀd¾o¿GÂ !|Ã�¿9Àd¼dÁ�Â

Rα,α′
� ÀWá�Â�*UÀWÁM¼¬Â �yÂ9¼sÀ-4Ê¼ºÂ�ã�Á)*-(?Ã ( ! �"/}áoÂ

m
ÀWá�Â�* !�ÀWÁM¼¬Â��

�yÂy¼gÀ-4)#�¹*¡y¢�³ ¨ «¬� «¬�9ÎE¤n¢�µy«¬¢��� É«º���É£u±k±�£Eæ�.j¦ÉÆy¤n£u£?®/«º¦� �¡ ¨  Õ n¡y¢�µ9¢k�y£E³#«¬� ¨  �£E¤|¦ §
{qn}n∈N

¨ �yµ {q′n}n∈N

£?®y �¡9¢�±k£?��¯?¢k¤|ÎE¢k�C �¦�£G®
α ¨ �9µ α′ ¨ ¤n¢ ¨ ªº n¢k¤|� ¨  �¢�µ §E¨ �yµ

³¶£?¤n¢*Æy¤|¢k±k«º¦n¢�ªº¸ §  n¡y¢�¸ ¨ ¤|¢a¦n¥y±o¡� n¡ ¨  Õ �¡9¢�¦|¢kÑ�¥y¢��y±k¢ ...qn, q′n, qn+1, q
′
n+1...

«¬� 4±k¤|¢ ¨ ¦|¢k¦Ê¢�9ÏÆ�£E�y¢k�C n« ¨ ªºªº¸E� ´ ¢ È «ºª¬ªa¦n¢�¢Øª ¨  �¢�¤ § ¡y£ È  �¡y«º¦�«¬¦¶¥y¦n¢�µÝ �£ ±k¤|¢ ¨  n¢
³¶«G9Ï«¬�yÎy�

1K¢� 
Y
·}¢_ n¡y¢¶¦|¢� 
£?®v±k£E¥9Æyª¬¢�¦

(α, α′) ∈ R
2 − Q

2 §KÈ ¡y£E¦|¢¶¦|¢kÑ�¥y¢��y±k¢�¦S£?®
·}¢�¦|  ¨ ÆyÆy¤|£ 9Ï«º³ ¨  n«¬£E�9¦ qn ¨ �9µ q′n

¦ ¨  n«¬¦A®�¸Ø n¡y¢¶®²£?ª¬ª¬£ È «º�yÎ § ®²£E¤ ¨ ��¸ n ≥
n0(α, α

′)

q′n ≥ e3qn ,

qn+1 ≥ e3q′n .
7��yµ ªº¢� 
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ϕ(x, y) = 1 + Re

(

∞
∑

k=2

ei2πkx

ek
+

∞
∑

k=2

ei2πky

ek

)

.

��¥y¤*³ ¨ «¬�� �¡9¢k£E¤|¢k³ «º¦[ �¡y¢�®²£Eªºª¬£ È «¬�yÎ
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® ¨ ±� * n¡ ¨  a �¡9¢
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T

2 ¦|¥y±o¡_ �¡ ¨  
ϕ + P > 0

� Þ £E¤n¢#ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª¬ª�¸ § «º  ¨ ÆyÆ�¢ ¨ ¤n¦& �¡ ¨   È ¢�± ¨ �»  ¨ ;?¢ ¨ �C¸�¦| n¤n«¬±% �ª�¸
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ϕ(x, y) = 1 + Re

(

∞
∑

k=1

ei2πkx

ak

+
∞
∑

k=1

ei2πky

bk

)

,

¦n¥y±o¡� �¡ ¨   ak
¨ �9µ bk ¦ ¨  �«¬¦A®�¸�®²£E¤*ª ¨ ¤nÎ?¢ k
e

k
2 ≤ ak ≤ e2k, e

k
2 ≤ bk ≤ e2k.
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®²£E¤ ¨ ¦|Æ}¢�±k« ¨ ª�Ôy£ È £'¯?¢k¤
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ÎE«º¯?¢� n¡y¢Uµy¢%×I�y«º n«¬£E�Û£?® (?Ây¼ºågÁ�¾nã !kÀf¾Yá�À0� /Ý®²£E¤ ¨ ®²¥y�9±� �«º£E��£E� ¨ ��«¬�C n¢k¤|¯ ¨ ª
¨ �yµ È ¢�Æ9¤n£'¯E¢ § ¥y¦|«¬�yÎ
 �¡y¢�ÎE¢k�y¢�¤ ¨ ª�ª¬¢�³¶³ ¨ ³¶¢��C �«¬£?�y¢kµ ¨ ·}£'¯?¢ §  n¡ ¨  v¥y�y«�®²£E¤n³
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¦nÆ�¢k±�« ¨ ªÕÔI£ È ¦M±�£E�y¦| n¤n¥y±% �¢�µÙ£'¯?¢k¤M«º¤n¤ ¨  �«º£E� ¨ ª� n¤ ¨ �y¦|ª ¨  n«¬£E�9¦
£G®[ �¡y¢# �£E¤|¥y¦k��ËÌ�
 �¡y¢Ä¦ ¨ ³#¢U¦n¥y·9¦n¢k±% �«º£E� È ¢�ÎE«º¯?¢ ¨ ¦n«º³¶Æ9ª¬¢U±�¤n«º n¢k¤|«¬£E� § «¬�C¯?£Eªº¯u«¬�9ÎÍ£E�yª�¸Û n¡y¢
µy¢k¤|«º¯ ¨  n«º¯E¢�¦S£?®* n¡y¢2A�«º¤ ;�¡y£,>Û¦n¥y³#¦ §  n¡ ¨  _«º³¶Æ9ª¬«¬¢�¦&¥y�y«º®²£?¤n³ ¦| n¤n¢� n±o¡ § ¡y¢k�9±k¢
³¶«G9Ï«¬�yÎy� ��«¬� ¨ ª¬ª�¸ § «¬�»ß9�Qß È ¢�±o¡y¢�± ;Ø n¡y«¬¦
ª ¨ ¦| 
±k¤|«º �¢�¤n«º£E�Ø®²£?¤ ϕ ¨ �yµØ®²£E¤ ¨ ��¸
(α, α′) ∈ Y §GÈ ¡y«¬±o¡ ¨ ±o¡9«¬¢�¯?¢k¦� �¡9¢[Æy¤n£u£?®I£G®� n¡y¢[³ ¨ «¬�
 �¡y¢�£E¤n¢�³��1ËÌ� �Ï¢�±� �«º£E� �
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¹*¡y¢Õ®²£Eª¬ªº£ È «º�yÎ�¦|¢k±% �«¬£?��«º¦Kµy¢�¯?£? �¢�µM �£* �¡9¢ÉÆ9¤n£u£?®9£G®9¹*¡y¢�£E¤n¢�³ÇÓ[£E� ¨ ·y¦n¢��y±k¢É£?®
³¶«G9Ï«¬�yÎ&«¬�# �¡y¢�ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª}± ¨ ¦n¢G��ËÌ� �Ï¢�±� �«º£E� H È ¢�ÎE«º¯?¢ ¨ ÎE¢k�9¢k¤ ¨ ª¬«¬æ ¨  �«º£E� £?®K£E¥9¤
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0�«¬£?Æy¡ ¨ �C �«º�y¢ §;¨ �9µ È ¢#ÎE«º¯?¢ ¨ �Ø¢:9 ¨ ³¶Æ9ª¬¢ £?® ¨ ³#«?9Ï«º�yÎ�¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�ÔI£ È £�¯?¢k¤ ¨
(2 + ε)−

0�«¬£EÆy¡ ¨ �C �«¬�9¢� �¤ ¨ �y¦|ª ¨  n«¬£E�Ê£?®
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Fig. 1. An interval J and its image.

ß9���­��������� �u�  Û�
	z��$K�������
�Ï���Ê�#������ Å�! K���;�
�u�y�������1�_���
T

2 �
ß9���E� ��� ������� � � �F��� � � !=1K¢% 

{T t}
·�¢ ¨ ¦nÆ�¢k±k« ¨ ª�ÔI£ È ±k£E�y¦A �¤|¥y±� n¢kµ(£'¯?¢k¤

¨ ��¢�¤nÎE£uµy«º±a n¤ ¨ �9¦|®²£E¤|³ ¨  n«¬£E� T £G® T2 ¨ �yµ¶¥y�yµy¢�¤ ¨ ±�¢k«ºª¬«¬�9Î�®²¥y�y±� n«¬£E� f §  �¡ ¨  È ¢#¦n¥9ÆyÆ}£?¦n¢#·}£E¥9�yµy¢kµ�®²¤n£?³ ·}¢�ª¬£ È ·�¸ ¨ ±�£E�y¦|  ¨ �C  c > 0
��1K¢% 

M
·�¢_ �¡y¢

¦nÆ ¨ ±k¢ È ¡y¢�¤n¢� n¡y«¬¦
ÔI£ È ¨ ±� n¦ÊÐd¦|¢k¢�¦|¢k±� n«¬£E�Ý�'Ò%�	�a¢k± ¨ ª¬ªÕ �¡ ¨   È ¢�µy¢��y£? �¢�·�¸
ν
 �¡y¢S«º�C¯ ¨ ¤n« ¨ �� �Æy¤n£?· ¨ ·y«ºª¬«º Ì¸Ê³#¢ ¨ ¦n¥y¤|¢ 1

R

f
µ × λ §}È ¡y¢k¤|¢ µ = λ × λ

«¬¦� �¡y¢
ç ¨E¨ ¤�³¶¢ ¨ ¦n¥y¤|¢a£E�

T
2 ¨ �yµ λ «¬¦� n¡y¢ 1�¢�·}¢�¦nÎE¥9¢�³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢*£?�# n¡y¢aª¬«¬�9¢?� �z£?¤ ¨ �«¬�C �¢�¤|¯ ¨ ª I £E� T

1 §9¨ �yµ�Æ�£E«¬�C �¦ y ∈ T
1 § I ×{y, 0}

µy¢�¦n«¬Î?� ¨  �¢�¦v n¡y¢�¦|¢� *£?® M¦n«� �¥ ¨  n¢kµ¶£E�¶ n¡y¢�· ¨ ¦n«º¦
T

2 «¬�  �¡y¢ x µy«º¤n¢k±% �«º£E� § ± ¨ ªºªz«º  ¨ ¡y£?¤n«¬æ�£E�C  ¨ ªI«º�C �¢k¤A¯ ¨ ªg�´ ¢�¥y¦n¢�¦n«¬³#«¬ª ¨ ¤��y£?  ¨  �«º£E�y¦Õ®²£E¤v n¡y¢�µ9«¬¤n¢�±� n«¬£E� y §  �¡9¢�¯E¢�¤| �«º± ¨ ª�µy«º¤n¢k±% �«º£E�/� ´ ¢È «¬ªºª1µy¢��y£? n¢ I × {y, z} := T z(I × {y, 0})
� ´ ¡y¢��

z ≤ c < inf f §�È «� �¡ ¨¦nªº«¬ÎE¡C  ¨ ·y¥9¦n¢ §CÈ ¢ È «ºª¬ªy¥9¦n¢a �¡y¢a�y£?  ¨  �«º£E� λ(I×{y, z}) = λ(I) = |I|
� ´ ¡y¢k�

R
«º¦ ¨ ¤n¢k±%  ¨ �9ÎEª¬¢�£E�� n¡y¢&· ¨ ¦n«º¦ ¨ �yµ δ «º¦ ¨ ¦A �¤|«¬±� nªº¸¶Æ}£?¦n«º n«º¯?¢��u¥9³S·}¢�¤ δ < c §È ¢_µ9¢�×I�y¢�µ ¨�� ±�¥y·�¢�.�£?�U �¡y¢S· ¨ ¦n«º¦ § £G®Õ· ¨ ¦n¢ R ¨ �yµÄ¡y«¬Î?¡C  δ §  �£�·}¢M n¡y¢S¦|¢� 

Q = R × [0, δ] =
⋃

0≤t≤δ T
t(R).

��·�¯u«º£E¥y¦nª�¸
ν(Q) = µ(R)δ

� ´ ¢�¡ ¨ ¯?¢� �¡9¢
®²£Eª¬ªº£ È «¬�yÎSªº¢k³#³ ¨ · ¨ ¦n¢�µ�£?� �I¥y·y«º�y« .j¦� n¡y¢k£E¤|¢k³��



� �����������
	���
��������
� ��� � ��� !  !��DJNJ %(' ),+�- 8 @ �;3 Q %(+ /D1�3�� ) 4;:L49. %AJ � ) 4 3 R ),+ B 1�3;: I 1�/
δ < c . ),+ B J %(' ),+�- ε > 0 . /D1�3 ' 3N:L4 ) t0 4 @ 891 /21 ) / J %(' ),+�- t > t0 /21�3 ' 3N:L4) 6 ),' / : ),< 6 ),' /F:2/ : %(+ %AJ /D1�3�8;: ' 8 < 39. ηt = {C

(t)
i } 4 ) /F:L4 J"- : +�I /D1�3 J %(<2<L%(? : +�I

ηt −→
t→∞

ε ( partition into points ),
),+ B(. B�376�3 + B,: +�I0%(+

t > t0
) / < 3 ) 4;/ %(+ 3 %AJ /D1�3 / ?
% 8 %(+ B,:2/F: %(+ 4 :L4 / ';@ 3

Ðd«�Ò J %(' ),<2<
y ∈ T

1 . ),+ B ),<2< C(t)
i .

λ
[(

C
(t)
i × {y, 0}

)

⋂

T−tQ
]

≥ (1 − ε)δµ(R)λ(C
(t)
i );

Ð²«¬«�Ò J %(' ),<2<
x ∈ T

1 . ),+ B ),<2< C(t)
i .

λ
[(

{x} × C
(t)
i × {0}

)

⋂

T−tQ
]

≥ (1 − ε)δµ(R)λ(C
(t)
i );

/D1�3 + /21�3 = %(? {T t} :L4 M�:POQ: +�ISR
7ÝÆ ¨ ¤| n« ¨ ªÏÆ ¨ ¤A �«º n«¬£E�M£?® ¨ ¦|¢�  X ±k£?�y¦n«º¦| �¦�£G®�µy«º¦<2|£E«º�C �¦n¥9·y¦n¢% �£?®

X ¨ �yµ È ¢
¦ ¨ ¸� n¡ ¨   ¨ ¦n¢kÑ�¥y¢��y±k¢v£?®ÏÆ ¨ ¤| n« ¨ ªGÆ ¨ ¤A �«º n«¬£E�� �¢k�9µy¦; n£* �¡y¢ÕÆ ¨ ¤A �«� �«¬£?��«¬�C �£aÆ�£E«¬�C n¦
«º®9¢�¯E¢�¤|¸&×I�y«� �¢ÉÆ ¨ ¤A �«º n«¬£E�&£?® X ¡ ¨ ¦1«� �¦ ¨  �£?³¶¦ ¨ ¤|·y«º n¤ ¨ ¤|«¬ªº¸ È ¢kª¬ª ¨ ÆyÆ9¤n£$9Ï«¬³ ¨  �¢�µ·C¸�¥y�y«º£E�y¦a£?®1¦n¢� n¦�«º�� �¡y¢&¦|¥y±k±�¢k¦n¦|«º¯?¢SÆ ¨ ¤A �« ¨ ª�Æ ¨ ¤A �«� �«¬£?�y¦k�
74¦n«º³¶«ºª ¨ ¤�ªº¢k³#³ ¨�È�¨ ¦*¥y¦n¢�µ�·C¸ % £u±k¢�¤nÎE«º��«º�5������ �£� �¡y«º¦�µy«?>�¢�¤n¢k�9±k¢� n¡ ¨   È ¢
¡ ¨ ¯E¢� �£ ¥y¦|¢�  È «¬±�¢& n¡y¢ �I¥y·y«º�y«�«º�� n¢kÎE¤ ¨  �«º£E��·�¢k± ¨ ¥y¦n¢&£E¥9¤*ª¬¢k³#³ ¨   ¨ ;?¢k¦a«º�� n£
¨ ±k±�£E¥y�C � n¡y¢*£Ï±�±k¥y¤|¤n¢��y±k¢*£?®z³#«?9Ï«º�yÎ�®²£E¤1«¬�C �¢�¤|¯ ¨ ªº¦�£E�S n¡y¢[· ¨ ¦|«¬¦�«º�S£E�y¢�£E¤1 n¡y¢
£? �¡9¢k¤�µy«¬¤|¢k±� n«¬£E�

x ¨ �9µ y µy¢�Æ}¢��yµy«º�yÎ�£E� t �*¹*¡y¢�Æy¤n£EÆ�¢k¤A Ì¸Ê«¬³#Æyª¬«º¢kµ�·C¸Ê �¡y«º¦ª¬¢�³¶³ ¨ «º¦[¦| n¤n£E�9ÎE¢k¤� n¡ ¨ �� n¡ ¨  [£G®�³¶«G99«º�yÎ�®²£?¤�³#¢ ¨ ¦|¥y¤ ¨ ·9ª¬¢�¦|¢� n¦*£?®� �¡y¢� n¡y¤n¢�¢
µy«¬³#¢k�9¦n«¬£?� ¨ ª�¦nÆ ¨ ±�¢�£?®� �¡y¢�¦|Æ}¢�±k« ¨ ª}ÔI£ È �ÕËÌ�yµy¢�¢kµ�¢�¯?¢k��¦n¢� n¦*£?®;±k£uµy«¬³#¢k�9¦n«¬£?�
  È £ § ª¬« ;?¢�«º�� n¢k¤A¯ ¨ ª¬¦ § ÎE¢% *¥y�y«�®²£E¤n³#ªº¸ µy«º¦| n¤n«¬·9¥9 �¢�µ�«¬� ¨ ªºª� n¡y¢�¦nÆ ¨ ±k¢�¥y�9µy¢k¤[ n¡y¢
¨ ±� n«¬£E��£G®� �¡9¢&Ôy£ È �
� ������� !½¹1£¶Æy¤n£'¯?¢�³#«?9Ï«¬�9ÎS®²£E¤* �¡y¢&ÔI£ È {T t} § «� a«¬¦a¢k�y£?¥yÎE¡� n£¶¦|¡y£ È  �¡ ¨  ÎE«º¯?¢k�   È £�³¶¢ ¨ ¦n¥9¤ ¨ ·yªº¢a¦n¥y·y¦|¢� n¦ A ¨ �yµ A′ £?® M §  n¡y¢k�#®²£E¤ ¨ �C¸ ε > 0 §CÈ ¡y¢k�
t
«º¦*·y«¬Î_¢��y£E¥yÎE¡

ν
(

A′
⋂

T−tA
)

> (1 − ε)ν(A)ν(A′),
ÐgÓEÒ
«¬�yµ9¢k¢kµ § «º® È ¢ ¨ ÆyÆ9ªº¸� n¡y«¬¦[ n£ Ac ¨ �yµ A′ È ¢
ÎE¢% 

ν
(

A
⋂

T−tA′
)

< (1 + ε)ν(A)ν(A′) + εν(A′).
�Ï«¬�9±k¢S×I�y«� �¢_¥y�9«¬£E�y¦�£G®v±�¥y·�¢k¦
£E�Ä �¡y¢_· ¨ ¦n«¬¦ ¨ �9µØ£G®É n¡y¢k«º¤�«¬³ ¨ ÎE¢�¦�¥y�yµy¢�¤

 �¡y¢SÔy£ È ÎE¢k�9¢k¤ ¨  �¢S �¡9¢�Av£E¤n¢�ª
σ 4 ¨ ª¬ÎE¢�·y¤ ¨ £?� M «º �«¬¦�¢��y£E¥yÎE¡Ä n£�Æ9¤n£'¯E¢�ÐgÓ?Ò

®²£E¤ ¨ �C¸�±�£E¥yÆyªº¢ Q ¨ �yµ Q′ £?®1±k¥y·�¢k¦�£E�� �¡9¢
· ¨ ¦n«º¦k�
7�ªº¦n£ §�È ¢ È «¬ªºª�Æyª ¨ ±k¢�£?¥y¤n¦|¢kªº¯?¢k¦ «¬�­¦n«º n¥ ¨  n«¬£E� (i) §  �¡y¢�£? n¡y¢k¤_± ¨ ¦n¢�·�¢k«º�yÎ¦n«º³¶«ºª ¨ ¤�� Av¸�µy¢�×y�y«º n«¬£E��£G® ¨ ±�¥y·�¢�£E�� �¡y¢�· ¨ ¦n¢ §  �¡y¢�¤n¢�¢�9Ï«º¦| �¦ ¨ ��«¬�C �¢�¤|¯ ¨ ª�«º�

T
1 § J § ¦n¥y±o¡� �¡ ¨  

Q′ =
z1
⋃

z=0

y2
⋃

y=y1

J × {y, z}.
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�I¤n£E³  �¡y¢�¡C¸ÏÆ�£? n¡y¢k¦|«¬¦
ηt → ε §  �¡y¢�¤n¢�¢�9Ï«¬¦A �¦_®²£E¤ t ª ¨ ¤nÎ?¢�¢k�y£E¥9ÎE¡ §[¨ ¦|¥y· 4¦n¢% 

S
£?®

N
¨ �yµ ¨ ¥y�y«¬£?�Ù£G® ¨  n£E³#¦M®²¤n£E³ ηt

§ J̃ =
⋃

i∈S C
(t)
i ,

¦n¥y±o¡Ù �¡ ¨  

λ
(

J4J̃
)

< ελ(J)ν(Q).
ç�¢k�y±�¢
 n¡y¢&¦n¢� 

Q̃′ =

z2
⋃

z=0

y2
⋃

y=y1

⋃

i∈S

C
(t)
i × {y, z},

¦ ¨  n«¬¦A×I¢k¦
ν
(

Q′4Q̃′
)

< εν(Q′)ν(Q),

¨ �yµ

ν
(

Q̃′
⋂

T−tQ
)

=

∫ ∫

∑

i∈S

λ
[(

C
(t)
i × {y, z}

)

⋂

T−tQ
]

dydz

��¢�± ¨ ªºª; n¡ ¨   C(t)
i × {y, z} = T z(C

(t)
i × {y, 0}) § z ≤ z1

§K¨ �yµU n¡ ¨   È ¢ ¨ ¦ 4
¦n¥y³#¢kµ

z1 ≤ c § ¦|£ È ¢Õ± ¨ �
±�£E�y¦|«¬µy¢�¤/ �¡ ¨   (i) ¡y£Eª¬µ9¦ ¨ ª¬¦|£[®²£E¤ λ
[(

C
(t)
i × {y, z}

)

⋂

T−tQ
]

,¡y¢k�9±k¢ §

ν
(

Ã
⋂

T−tQ
)

≥

∫ ∫

∑

i∈S

δµ(R)λ(C
(t)
i )(1 − ε)dydz

≥ δµ(R)ν(Ã)(1 − ε).
��«¬� ¨ ª¬ª�¸ §�È ¢&¡ ¨ ¯E¢

ν
(

A
⋂

T−tQ
)

≥ (1 − ε)ν
(

Ã
⋂

T−tQ
)

≥ (1 − ε)3δµ(R)ν(A).
¹*¡9¢�ªº¢k³#³ ¨ «º¦*Æy¤n£'¯?¢kµ/�

2

ß9�]ÓÏ� � ������� � ���Q����	 �����D� � � �
	 �&���Q�����
� � ��� ��������	��F� �����D���	�&�������&��� !
� �C �«ºª�¦n¢�±� n«¬£E� � §�È ¢ È «¬ªºª�·�¢#¢:9Ï±kª¬¥9¦n«º¯?¢kª�¸�«¬�C �¢�¤n¢k¦A �¢�µ­«¬��¦|Æ}¢�±k« ¨ ª�ÔI£ È ¦�£'¯E¢�¤
¢k¤|ÎE£Ïµ9«¬±  �¤ ¨ �y¦nª ¨  �«º£E�y¦
£?®* �¡y¢#  È £U n£E¤n¥9¦

T
2 � ��«¬¤|¦|  §;È ¢ È «¬ª¬ªÕ¥y¦|¢� �¡9¢�ÎE¢k� 4¢k¤ ¨ ª�ª¬¢�³¶³ ¨ ®²£E¤�³#«?9Ï«¬�9Î�¦|  ¨  �¢kµ ¨ ·�£'¯E¢_®²£E¤�ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª�¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�ÔI£ È ¦
£'¯E¢k¤� n¡y¢

 �£E¤|¥y¦ ¨ �yµ�µ9¢k¤n«�¯E¢�®²¤|£E³)«�  § «¬�� �¡9¢�Æ ¨ ¤| n«¬±�¥yª ¨ ¤v± ¨ ¦|¢�£?® ¨ ¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�Ôy£ È È «º n¡ ¨
 �¤ ¨ �y¦nª ¨  �«º£E��£?�� �¡y¢�· ¨ ¦n«º¦ §9¨ ±k¤n«� �¢�¤n«¬£?��£E�� n¡y¢ A�«º¤ ;�¡y£,>�¦n¥y³#¦[£?®K n¡y¢�±�¢k«¬ªº«¬�yÎ
®²¥y�y±% �«¬£?�� �¡ ¨  �«º³¶Æyªº«¬¢�¦É³#«?9Ï«º�yÎ
®²£?¤v �¡9¢�ÔI£ È �Õ¹*¡y¢k� È ¢�±o¡y¢�± ;¶ n¡y«¬¦v±k¤n«� �¢�¤n«¬£?�
®²£E¤� n¡y¢�¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�ÔI£ È {Rα,α′, ϕ} §9È ¡y¢k¤|¢ (α, α′) ∈ Y ¨ �yµ ϕ «¬¦v �¡y¢�®²¥y�9±� �«º£E�«¬�C �¤|£Ïµ9¥y±k¢�µ�«º���Ï¢k±% �«¬£?�UÓÏ�
ç�¢��y±k¢%®²£E¤| n¡ § {T t} È «ºª¬ª�·�¢ ¨ ¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�ÔI£ È £'¯E¢�¤ ¨ �»¢k¤nÎ?£Ïµy«º±# n¤ ¨ �9¦nª ¨  �«¬£?�

Rα,α′
£?®

T
2 È «� �¡ ¨ ¦n³#£Ï£? n¡�±k¢�«¬ªº«¬�yÎ&®²¥y�y±% �«¬£?� f  n¡ ¨   È ¢�¦|¥yÆyÆ�£E¦n¢�·�£E¥y�9µy¢kµ®²¤n£E³ ·�¢kªº£ È ·C¸ c > 0

��¹;£�¦|«¬³#Æyª¬«�®�¸� �¡9¢�¢:99Æ�£E¦|«º �«º£E�(£G®�£E¥y¤�Æy¤n£u£?®²¦ È ¢ È «¬ª¬ª
¨ ¦n¦|¥y³#¢& n¡ ¨   ∫

T
2 f = 1 ¨ �yµ� n¡ ¨  

1

2
≤ f ≤

3

2
,

È ¡y«¬±o¡�µy£u¢k¦a�y£? a± ¨ ¥y¦|¢ ¨ ��¸�ª¬£E¦|¦*£?®�Î?¢k�y¢�¤ ¨ ªº«º Ì¸�«º�� �¡y¢&Æy¤|£EÆ�£E¦n«� �«¬£?�y¦ È ¢ È «ºª¬ª
¦|  ¨  �¢G�ÍÐ�A�¢k¦|«¬µy¢�¦ §  n¡y«¬¦�±k£E�yµ9«º �«º£E�Ø«¬¦
¢�>}¢k±� n«º¯?¢kªº¸Ø¦ ¨  �«º¦|×I¢�µÍ·C¸ ϕ «º® È ¢�µy¤|£EÆ �¡y¢�×I¤|¦| ��y£E��±k£?�y¦|  ¨ �C � n¢k¤|³¶¦[®²¤|£E³ «º n¦ �I£E¥y¤n«º¢k¤[¦|¢k¤|«¬¢k¦��lÒ
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¹*¡y¢�®²£?ª¬ª¬£ È «º�yÎ_µy¢�×y�y«º n«¬£E� § ¤|¢kª ¨  �«º¯?¢
 n£�£E�9¢
¯ ¨ ¤|« ¨ ·yªº¢&¤n¢ ¨ ª�®²¥9�y±� n«¬£E�y¦ §�È «ºª¬ª

·}¢�¢k¦|¦n¢k�C n« ¨ ª�«¬�Ù �¡y¢�¦n¢kÑ�¥y¢�ªg� Ës �«º¦¶¦|«¬³#«¬ª ¨ ¤S �£» n¡y¢(µ9¢�×I�y«� �«º£E�Û£G®�¥y�y«�®²£E¤n³
µy«¬¦A �¤|«¬·y¥9 n«¬£E��«¬� �����g�
� ��������	��D� � � !  Ð � �y«�®²£E¤n³ ¦| n¤n¢� n±o¡zÒ;!�� : C 3 + ε > 0

),+ B K > 0 � ? 3 4 ),- /D1 ) /) ' 3 ),< J"@�+ 8;/ : %(+ g . %(+G),+ : + /73 '"C(),< [a, b] :L4 (ε,K)
�C(?Ây¼¬ågÁ'¾nã#Ã 4 !�Àd¾%á�À � /y¼¬Â�6*%(+

[a, b] : J
sup
[a,b]

g − inf
[a,b]

g ≥ K,

),+ B : J J %(' ),+�- u ),+ B v 4 @ 891�/21 ) /
inf
[a,b]

g ≤ u ≤ v ≤ sup
[a,b]

g,

/D1�3 4 3;/
Iu,v = {x ∈ [a, b]/u ≤ g(x) ≤ v},

1 ) 4	��3 �;394 I,@ 3 M 3 ) 4 @K' 3
(1 − ε)

v − u

g(b) − g(a)
(b− a) ≤ λ(Iu,v) ≤ (1 + ε)

v − u

g(b) − g(a)
(b− a).

7�ÎE¤|¢k¢*£E�_ n¡y¢*�y£?  ¨  �«º£E� ∆g[a,b]
®²£E¤

supx∈[a,b] |g(x)|− infx∈[a,b] |g(x)|
� ´ ¢

¨ ¦n¦|¥y³#¢¶�y£ È g
£G®[±kª ¨ ¦n¦ ¨  �ª¬¢ ¨ ¦|  C2 ¨ �yµ È ¢¶ÎE«º¯?¢ ¨ ¦| n¤ ¨ «ºÎE¡C n®²£E¤ È[¨ ¤|µ»·9¥9 

¥y¦n¢%®²¥yª�±�¤n«º n¢k¤|«¬£E��£E�( �¡9¢_µy¢k¤|«º¯ ¨  �«�¯E¢�¦�£?® g «¬�9¦n¥y¤|«¬�yÎ�«� �¦�¥y�y«�®²£E¤n³Ú¦| n¤n¢% �±o¡�£E� �¡y¢&¦|¢kÎE³#¢k�C 
[a, b]

D
� ��� � � � ! � Ð 7 ��¤n«º n¢k¤|«¬£E��®²£E¤*¥9�y«º®²£E¤|³)¦A �¤n¢% �±o¡zÒ"! �DJ

inf
x∈[a,b]

|g′(x)||b− a| ≥ K

and sup
x∈[a,b]

|g′′(x)||b− a| ≤ ε inf
x∈[a,b]

|g′(x)|

/D1�3 + g :L4 (ε,K) 
 @K+ : J %(' M < - 4;/ ' 3;/7891�: +�I %(+
[a, b].

� ������� ! ¹*¡9¢#×I¤|¦| �±k£E�9µy«º n«¬£E�Ä«º³¶Æyªº«¬¢�¦� �¡ ¨   g «¬¦&³#£E�y£? n£E�y¢_£E� [a, b] §1È ¢È «¬ªºªI¦n¥yÆyÆ�£E¦|¢�«º É«¬�y±�¤n¢ ¨ ¦n«º�yÎy��Ës  ¨ ª¬¦|£M«¬³#Æyªº«¬¢k¦ ∆g[a,b] = g(b)− g(a) ≥ K.
¹;£

±o¡y¢k± ;� �¡y¢_±�£E�yµy«� �«¬£?�U£E�Ä¥y�y«�®²£E¤n³#«º Ì¸�  ¨ ;?¢ u = g(c) ¨ �yµ v = g(d) §�È ¡y¢k¤|¢
a ≤ c ≤ d ≤ b

� Av¸ �a£Eª¬ªº¢�.j¦� �¡y¢�£E¤n¢�³  �¡y¢�¤n¢&¢�9Ï«º¦| 
ξ1, ξ2 ∈ [a, b]

¦|¥y±o¡� n¡ ¨  

v − u

g(b) − g(a)
=
g′(ξ1)

g′(ξ2)

d− c

b− a
,

®²¤n£E³  �¡y¢&±�£E�yµy«� �«¬£?��£E�� n¡y¢&¦n¢�±k£E�yµ�µy¢�¤n«º¯ ¨  n«º¯?¢ È ¢
¡ ¨ ¯E¢& �¡ ¨  
∣

∣

∣

∣

g′(ξ1)

g′(ξ2)
− 1

∣

∣

∣

∣

≤ ε,

¡y¢k�9±k¢

(1 − ε)
d− c

b− a
≤

v − u

g(b) − g(a)
≤ (1 + ε)

d− c

b− a
,

¨ �yµÊ �¡y¢&Æy¤|£Ï£G®1«º¦*£'¯E¢k¤��
2Ü�£ È&§�È ¢ È «ºª¬ªÉ¦n¡y£ È ¡y£ È ¥9�y«º®²£E¤|³½¦A �¤|¢� �±o¡Å£?®a n¡y¢ A�«¬¤C;�¡y£,>�¦|¥y³#¦S£?®
f«¬³#Æyª¬«º¢k¦v³¶«G99«º�yÎy�
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/ :2/F: %(+ 4 %AJ T

1 . ηt = {C
(t)
i } . ? 1�3 ' 3N/21�3 C(t)

i

),' 3N: + /73 ';C(),< 4 4 @ 891�/21 ) /
sup

C
(t)
i

∈ηt

|C
(t)
i | −→

t→∞
0,

∑

C
(t)
i ∈ηt

|C
(t)
i | −→

t→∞
1,

),+ BN6 % 4;:2/F: C 3 J"@K+ 8;/F: %(+ 4 ε(t) ),+ B k(t) 4 @ 891�/21 ) /
ε(t) −→

t→∞
0,

k(t) −→
t→∞

∞,

),+ B : J /21�3 J"@K+ 8;/F: %(+ f :L4
4 @ 891H/21 ) /D. J %('>),+�- t ) / < 3 ) 4;/ %(+ 3 %AJ /21�3 J %(<2<L%(? : +�I
/ ?
% 8 %(+ B,:2/F: %(+ 4 :L4 / '"@ 3��

Ðd«�Ò J %(' ),+�-
m ∈ [ t

2
, 2t] . J %(' ),+�- y0 ∈ T

1 ),+ B ),+�- C(t)
i .

fm(., y0) is (ε(t), k(t)) − uniformly stretching on C
(t)
i ;

Ð²«¬«�Ò J %(' ),+�-
m ∈ [ t

2
, 2t] . J %(' ),+�- x0 ∈ T

1 ),+ B ),+�- C(t)
i .

fm(x0, .) is (ε(t), k(t)) − uniformly stretching on C
(t)
i ;

/D1�3 + /21�3 = %(? {T t} :L4 M�:POQ: +�ISR
� ��������� ��� ����� � ����	 �F� � � !  ! �1«¬¤n¦A  È ¢MÆ9¤n£'¯E¢M n¡ ¨  � �¡y¢�±k£E�9µy«º n«¬£E�y¦�£E� ηt«¬³#Æyª¬«º¢k¦* �¡ ¨   ηt → ε

ÐdÆ ¨ ¤| n«º �«º£E��«¬�C �£¶Æ}£E«º�C �¦�£?�
T

1 Ò�D 7�¦ ¨ �C¸�³¶¢ ¨ ¦n¥y¤ ¨ ·yªº¢
¦n¢% _± ¨ � ·�¢ ¨ Æ9Æy¤n£$9Ï«¬³ ¨  �¢�µÍ·C¸­«º�C �¢k¤A¯ ¨ ª¬¦ § «º M«¬¦M¢��y£E¥yÎ?¡Í �£U¦|¡y£ È  n¡ ¨   ¨ ��¸
«¬�C �¢�¤|¯ ¨ ª I £E�­ n¡y¢�±�«¬¤|±kª¬¢ ± ¨ �Í·�¢ ¨ ÆyÆ9¤n£$9Ï«¬³ ¨  �¢�µ»®²£E¤ t ª ¨ ¤nÎE¢#¢k�9£E¥yÎE¡Í·C¸ ¨¥y�y«º£E��£?® ¨  �£E³#¦[£?® ηt

��ËÌ�9µy¢k¢�µ § ×�9 σ > 0 ¨ �yµ ¨ ¦|¦n¥y³#¢� �¡ ¨   sup |C
(t)
i | ≤ σ

¨ �yµ ∑ |C
(t)
i | ≥ 1−σ

� 1K¢� 
Ĩ
·�¢[ �¡9¢�¥9�y«¬£E�_£G® ¨ ª¬ªÏ n¡y¢ ¨  n£E³¶¦ C(t)

i

£?®
ηt

 �¡ ¨  
«¬�C �¢�¤n¦|¢k±� 

I § £E·C¯u«¬£E¥9¦nªº¸ λ(I 4 Ĩ) ≤ 3σ
�SÜ�£ È&§  �£ÊÆy¤n£'¯?¢  n¡y¢ Æy¤n£?Æ}£E¦|«º n«¬£E� §

È ¢ È «¬ªºª�¦|¡y£ È  �¡ ¨  v n¡y¢�«º�� n¢k¤A¯ ¨ ª¬¦É£?®/ �¡9«¬¦ÉÆ ¨ ¤| n«º n«¬£E� ¦ ¨  �«¬¦A®�¸_ �¡y¢�±k£E�9µy«º n«¬£E�#£?®
 �¡y¢#ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª�ª¬¢�³¶³ ¨ £E�Ø³¶«G99«º�yÎ § 1K¢�³¶³ ¨ ß9�º�?�¶ËÌ�Ø® ¨ ±�  È ¢ È «ºª¬ª�¦|¡y£ È  �¡ ¨  
«º® È ¢
×�9 ε ¨ �9µ È ¢�  ¨ ;?¢ t ·y«ºÎ ¢k�y£E¥9ÎE¡ @ ¨ ±k±�£E¤nµy«º�yÎ_ �£ È ¡y¢� n¡y¢k¤� �¡y¢&×I¤|¦| �£E¤¦n¢�±k£E�yµ»Æ ¨ «º¤�£?®v±k£E�yµ9«º �«º£E�y¦�£?®���¤n£EÆ�£E¦|«º �«º£E�Äß9��� ¡y£Eªºµ È ¢ È «¬ª¬ª1ÎE¢� � n¡y¢_×I¤n¦A 
£E¤*¦n¢�±k£E�9µ(«¬�9¢kÑ�¥ ¨ ªº«º Ì¸¶£?® 1K¢�³¶³ ¨ ß9�º�?�

��«?9
ε′ > 0 ¨ �yµ ¨ ±k¥y·�¢ Q £G®y· ¨ ¦|¢ R ¨ �yµM¡9¢k«¬Î?¡�  δ < 1

2

Ð
Q =

⋃δ

t=0 T
t(R)

È ¡y¢k¤|¢ R «º¦ ¨ ¤n¢�±�  ¨ �yÎEªº¢�£?� T
2 Ò%��ËÌ�¶ n¡y¢�Æy¤n£u£?® È ¢ È «ºª¬ªyµ9¢� �¢�¤n³#«¬�y¢ ¨ t0  �¡ ¨  È «¬ªºª�µy¢�Æ}¢��yµ(£E�9ªº¸�£?� Q ¨ �yµ ε′ > 0

�
1K¢� 

t ≥ t0
·}¢*×�9Ï¢kµ §9¨ �9µ ¨ ¦|¦n¥y³#¢a �¡ ¨  Õ®²£E¤� n¡y«¬¦ t «º Õ«¬¦� n¡y¢�×y¤n¦| É±�£E�yµy«� �«¬£?�£?®���¤|£EÆ}£?¦n«º n«¬£E�ÊßÏ�º�& �¡ ¨  �¡9£Eª¬µy¦��v¹ ¨ ;G¢ ¨ � ¨ ¤|·y«º n¤ ¨ ¤A¸�«¬�C n¢k¤|¯ ¨ ªK£G® ηt

§ Ct
i
¨ �yµ

¨ � ¨ ¤n·y«� �¤ ¨ ¤|¸ y0 ∈ T
1 ¨ �9µ�ªº¢�  I ·�¢
 n¡y¢&«¬�C �¢�¤|¯ ¨ ª Ci

t × {y0, 0}
�ÕËÌ�(ª¬«ºÎE¡C *£?®

1K¢k³#³ ¨ ß9��� §9È ¢ È «¬ª¬ª�×I�y«º¦n¡�«º® È ¢
Æy¤|£�¯?¢

λ
[

I
⋂

T−tQ
]

≥ (1 − ε)δµ(R)λ(I).
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ËÌ�� n¡y¢�Æ9¤n£u£?® È ¢ È «ºª¬ª È ¤|«º n¢ I := [x1, x2]

È ¡y«¬ªº¢ x ∈ I È «¬ªºª/·}¢ ¨ ¦n«¬³#Æyªº«º×I¢�µ�y£?  ¨  �«º£E�Ý£?® (x, y0, 0) ∈ I
� ��¢�± ¨ ªºª�®²¤n£?³  �¡9¢Ø¦C;?¢% �±o¡4£?®
 �¡9¢ØÆ9¤n£u£?®� n¡y¢

®²£Eª¬ªº£ È «¬�yÎSµ9¢�×I�y«� �«º£E�y¦ § ®²£E¤ ¨ �C¸ m ∈ N
§

Im = {x ∈ I; 0 ≤ t− fm(x, y0) ≤ f(Rm
α,α′(x, y0))}

= {x ∈ I; N(x, t) = m},

Im,δ = {x ∈ Im; 0 ≤ t− fm(x, y0) ≤ δ},
È ¡y¢k¤|¢ N(x, t)

«º¦v �¡9¢�·y«¬Î?ÎE¢k¦A [«¬�C n¢kÎE¢�¤
m
¦n¥y±o¡� n¡ ¨   t−ϕm(x) ≥ 0 §  n¡ ¨  �«¬¦ �¡y¢M�u¥9³S·}¢�¤�£?®Õ×I·�¢k¤|¦�±k£'¯E¢�¤n¢�µ»·C¸

x
µy¥9¤n«¬�9Î�«º n¦�³#£? �«º£E�(¥y�9µy¢k¤� n¡y¢ ¨ ±% �«¬£?�

£?®; �¡y¢�ÔI£ È ¥9�� n«¬ª� n«¬³#¢ t � Av¸�µy¢%×I�y«� �«¬£?�

T t(x) =
(

R
N(t,x)
α,α′ (x), t− ϕN(t,x)(x)

)

.

�Ï£
T t(x) ∈ Q

«º® ¨ �yµÛ£E�yªº¸Í«º® RN(t,x)
α,α′ (x) ∈ R ¨ �yµ t − ϕN(t,x)(x) ≤ δ

�
¹*¡y¢S¦|¢� 

T t(Im)
ª¬«º¢k¦�«º�

M
«º�( �¡y¢M· ¨ �yµÄ£'¯E¢�¤ Rm

α,α′(I)
��Ës  È «¬ªºª;«º�UÎE¢��y¢k¤ ¨ ª

«¬�C �¢�¤n¦|¢k±� 
Q È ¡y¢�� Rm

α,α′(I) ⊂ R ¨ �yµ� n¡y¢�«¬�C n¢k¤n¦|¢k±% �«¬£?� È £E¥9ª¬µ�·�¢ T t(Im,δ)
�

��£E�y¦|¢kÑ�¥y¢k�C nªº¸ §  �¡y¢#¦n¢%  I⋂T−tQ È «ºª¬ª�¢�¦n¦n¢��C �« ¨ ª¬ªº¸(·}¢  �¡9¢#¥9�y«¬£E��£?®v �¡y£?¦n¢
Im,δ

È «� �¡ m ¦n¥y±o¡U n¡ ¨   Rm
α,α′(I) ⊂ R

� ´ ¢M¦ ¨ ¸�¢k¦|¦n¢��� n« ¨ ªºªº¸Ê·�¢k± ¨ ¥y¦n¢
 �¡y¢�¤n¢
¨ ¤n¢�·�£E¤nµy¢�¤�¢�>�¢�±� �¦�D� �¡y¢�«¬�C �¢�¤|¯ ¨ ª Rm

α,α′(Im)
³¶«ºÎE¡C Õ«¬�C �¢�¤n¦|¢k±� 

R
·y¥9 ��y£? É® ¨ ª¬ª

±k£E³#Æyªº¢� �¢�ªº¸(«¬�y¦|«¬µy¢_£?®�«º k��Av¥9 
I
± ¨ �Ø·�¢  n¡y£E¥yÎ?¡� 
£?®�·}¢�«¬�yÎÊ¦|£�¦|³ ¨ ªºª È «º n¡

¤n¢�Î ¨ ¤nµØ �£ R  �¡ ¨   È ¡y¢k�9¢�¯E¢�¤_«º 
¡y«� �¦ R § «º &® ¨ ªºª¬¦&±k£?³¶Æyªº¢� n¢kªº¸�«º�y¦n«ºµy¢?�Ê¹*¡y«º¦È «¬ªºª�·�¢
³#£E¤|¢�Æy¤n¢�±k«¬¦|¢&«¬�� �¡y¢�®²£Eªºª¬£ È «¬�9ÎMª¬¢�³¶³ ¨ �
1K¢� 

Rη

·�¢ È ¡ ¨  �«º¦�ªº¢�®� �®²¤n£E³  n¡y¢M¤|¢k±%  ¨ �yÎ?ª¬¢ R ¨ ®� �¢�¤ È ¢S¡ ¨ ¯?¢M  ¨ ;G¢k�U£ >®²¤n£E³Ú«� �¦�·}£E¤|µy¢k¤ ¨ � ¨ ¤|¤n£ È ¦| n¤n«¬Æ�£?®� �¡9«¬± ;��y¢k¦|¦ η ��¹*¡y¢S¤|¢k±%  ¨ �yÎ?ª¬¢ R ¨ �yµ ε′·}¢�«¬�yÎ�×�99¢�µ §CÈ ¢*± ¨ � ±o¡y£u£E¦n¢ η > 0 ¨ �yµ ¨ ±�£E�C �«¬��¥y£?¥y¦�®²¥y�y±� n«¬£E�_£?� T
2 § χRη

§
¦n¥y±o¡� �¡ ¨  $D

4 χRη

«º¦*«¬µy¢��� n«¬± ¨ ª¬ª�¸�æ�¢k¤n£#£E¥9 n¦n«ºµy¢ Rη
@

4 0 ≤ χRη
≤ 1 @

4 ∫
T

2 χRη
≥ (1 − ε′)µ(R)

�
� Â�À /�á3*yá �yÂy¼sÀd¼dÁ�Â_Á�å

t0
��á&��¼ºÃ¬ÃÏ¿ ! �¶À�/z¿9ÀzågÁ�¾�¿GÂ�4

t ≥ t0, supCi
t∈ηt

|Ci
t | ≤ η

�
ç�¢��y±k¢ § |I| ≤ η §y¨ �yµÊ®²¤n£E³  �¡y¢&µy¢%×I�y«º n«¬£E�Ê£?® χRη

È ¢
¡ ¨ ¯?¢
�F��� � � � !  !  ! ��3;/ x1 �;3 ),+T),' � :2/ ' ),'"- 6 % : + / : + I . ? 3 1 ),C 3

λ
[

I
⋂

T−tQ
]

≥
∑

m∈N

χRη
(Rm

α,α′(x1))λ(Im,δ).

� ������� !$Ës®
m
«¬¦*¦n¥9±o¡� �¡ ¨  

χRη

(

Rm
α,α′(x1)

)

> 0,
·}¢�± ¨ ¥9¦n¢ |I| ≤ η È ¢ È «ºª¬ª}¡ ¨ ¯E¢

Rm
α,α′(I) ⊂ R,

È ¡y«¬±o¡�«¬�Ê«� �¦[ �¥9¤n�Ê«¬³#Æyª¬«º¢k¦

T t (Im,δ) ⊂ Q.
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2Ü�£? n«¬±�¢� �¡ ¨  a£?�yªº¸¶×I�y«º n¢kª�¸�³ ¨ �C¸�¦n¢% �¦ Im È «ºª¬ª/�9£? a·}¢&¢�³¶Æ9 Ì¸?�
� � ��� ���­� �
� ����� � � 	 � ! A�¢�± ¨ ¥9¦n¢ Rα,α′

«º¦�¥y�y«ºÑ�¥y¢kª�¸(¢�¤nÎE£uµy«¬± ¨ �yµ χRη

¨ �yµ
f ¨ ¤n¢&±k£?�� n«¬��¥y£E¥9¦ §  �¡9¢k¤n¢&¢:99«º¦|  N0

¦n¥9±o¡� �¡ ¨  
∀N > N0, ∀(x, y) ∈ T

2, ∀m0 ∈ N,
∑N

j=0 χRη

(

Rm0+j
α,α′ (x, y)

)

N
≥ (1 − ε′)

2
µ(R)

ÐfßEÒ
∣

∣

∣

∣

∣

∑N

j=0 f
(

Rm0+j
α,α′ (x, y)

)

N
− 1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε′
Ð���Ò

� Â­À /}á *yá �yÂy¼sÀd¼dÁ�ÂUÁ�å
t0

��á&¿�!���À /I¿9À
t0 ≥ 4N0 �

¿GÂ�*�À�/z¿9À
t ≥ t0

¼¬ã�â�Ã¬¼²á !
Á�Â�À /}á !kÀf¾%á'À0� /�À /z¿ÏÀ

k(t) ≥ max
(

4N0,
1
ε′

) ¿GÂ�*
ε(t) ≤ ε′

�Õ���#£?�y¢*¡ ¨ �yµ §
 �¡y¢�® ¨ ±� ¶ �¡ ¨   k(t) «º¦¶ª ¨ ¤nÎE¢ È «¬ªºª ¨ ª¬ªº£ È ¥y¦� n£­³ ¨ ;?¢�¦n¥y¤|¢( �¡ ¨   I ·y¤|¢ ¨ ;�¦µy£ È �Å«¬�C �£U¦|¥
	#±k«º¢k�C �ª�¸Í³ ¨ �C¸­«º�� n¢k¤A¯ ¨ ª¬¦ Im � ��£?�y¦n¢�Ñu¥9¢k�C �ª�¸ §ÕÈ «º �¡ Ð ��Ò È ¢È «¬ªºªÉ£?·9  ¨ «º� ¨ � ¨ ¦|¸u³#Æ9 �£? n«¬±#¢k¦A �«¬³ ¨  n«¬£E�»£?®[ �¡9¢���¥y³S·�¢k¤S£?®[�y£E�y¢�³¶Æ9 Ì¸ ImÐ 1K¢k³#³ ¨ ß9���E�QßCÒ ¨ �yµ�¥y¦|«¬�yÎÊÐdßCÒ È ¢ È «ºª¬ªz¢k¦A �«º³ ¨  n¢� n¡y¢�Æy¤|£EÆ�£E¤| n«¬£E�#£?®K �¡9¢ Im �¡ ¨  �® ¨ ªºª1«º�� n£ R ¨ �yµÄ¦|¡y£ È «� �«º¦�±kªº£E¦n¢
 �£ µ(R)

�����U n¡y¢S£? n¡y¢k¤�¡ ¨ �yµ §  �¡y¢
±k£E�9µy«º n«¬£E�

ε(t) ≤ ε′ È «¬ªºª ¨ ª¬ªº£ È ¥9¦a n£¶Î?«º¯E¢ ¨ Æy¤|¢k±k«º¦n¢&¢k¦A �«º³ ¨  n«¬£E��£G® λ(Im,δ)Ð 1K¢k³#³ ¨ ß9�º�?�I��ÒY� ´ ¢ È «ºª¬ª��9¢k¢kµÊ �¡9¢&®²£?ª¬ª¬£ È «º�yÎM® ¨ ±% $D
�F��� � � � !  ! � !>#&%('

t
<E),' I 3�3 + %(@QI 1S. J %(' ),+�- (x, y) ∈ T

2 .
N(x, y, t) ∈ [

t

2
, 2t].

� ������� ! Av¸�µy¢%×I�y«º n«¬£E��£G®
N(x, y, t)

0 ≤ t− fN(x,y,t)(x, y) ≤ f(R
N(x,y,t)
α,α′ (x, y)).

�Ï£ § f ·�¢k«¬�9Î_·}£E¥9�yµy¢kµ�·C¸ 3
2
§

0 ≤ t− fN(x,y,t)(x, y) ≤
3

2

Ð EEÒ

¨ �yµ

t−
3

2
≤ fN(x,y,t)(x, y) ≤

3

2
N(x, y, t),

 �¡y¢�¤n¢%®²£E¤n¢ §yÈ ¡y¢k� t ≥ t0 ≥ 4N0,

N(x, y, t) ≥ N0.Av¸�¢�¤nÎE£uµy«¬±�«º Ì¸ § Ð��CÒ §  �¡9«¬¦*«¬³#Æyªº«¬¢k¦
∣

∣

∣

∣

fN(x,y,t)(x, y)

N(x, y, t)
− 1

∣

∣

∣

∣

≤ ε′.

¹*¡y«¬¦aª ¨ ¦| *«º�y¢kÑ�¥ ¨ ª¬«º Ì¸ È «º n¡ (5) ¨ �9µ� n¡y¢�® ¨ ±� * n¡ ¨   N(x, y, t) ≥ N0
«º³¶Æ9ªº¸

∣

∣

∣

∣

t

N(x, y, t)
− 1

∣

∣

∣

∣

≤ 3ε′

¨ �yµ�«º® ε′ ≤ 1
10

 �¡9«¬¦ È £E¥yª¬µÊ«º³¶Æyª�¸¶ n¡y¢&·}£?¥y�yµy¦a£?®; �¡y¢&ªº¢k³#³ ¨ �
2
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	���
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�I£E¤� �¡9¢
«º�C �¢k¤A¯ ¨ ª I §  �¡y¢ ¨ ·�£'¯E¢&ª¬¢�³¶³ ¨ ÎE«�¯E¢�¦�«º�ÊÆ ¨ ¤| n«¬±�¥yª ¨ ¤v �¡ ¨  

N1 := N(x1, t) ∈ [ t
2
, 2t]

� �I¤n£E³  �¡y¢#¡C¸uÆ}£? n¡y¢k¦|«¬¦
£?® ��¤|£EÆ}£?¦n«º n«¬£E�Øß9��� ¨ �yµ
£E¥y¤�±o¡y£E«¬±�¢S£?®

t0
Ð ¨ �yµU·�¢k± ¨ ¥y¦n¢ È ¢ ¨ ¦|¦n¥y³#¢kµU n¡ ¨   È ¢ ¨ ¤|¢M«º�U¦n«� �¥ ¨  n«¬£E� (i)®²£E¤[ �¡9¢& n«¬³#¢

t
Ò�D

fN1 is (ε′, 4N0) − uniformly stretching on I.
Ð HCÒ

ç�¢�¤n¢ ¨ ®� �¢k¤ §�È ¢ È «¬ªºª�¦|¥yÆyÆ�£E¦n¢ fN1(x1) ≥ fN1(x2)
§  �¡9¢U£? �¡9¢k¤�± ¨ ¦n¢U·�¢k«º�yÎ

¦n«º³¶«ºª ¨ ¤��
0�¢�×y�y¢

K(I) = {j ∈ N / sup
x∈I

fj(R
N1

α,α′(x)) ≤ ∆fN1 |I − δ},

M(I) = maxK(I).
¹1£�¥y�yµ9¢k¤n¦A  ¨ �9µ» �¡9¢¶³#¢ ¨ �9«¬�yÎÊ£?®É �¡y¢�¦n¢¶µy¢�×I�9«º �«º£E�y¦ ¨ �9µØ n¡y¢¶ªº¢k³#³ ¨ ¦� �¡ ¨  
È «¬ªºª 2|¥y¦A &®²£Eª¬ªº£ È&§ «¬³ ¨ ÎE«º�y¢
 n¡ ¨  � n¡y¢ A�«¬¤C;�¡y£,>Í¦|¥y³#¦

fm
¨ ¤|¢_³¶£?�y£? �£?�y¢Sµy¢ 4±k¤|¢ ¨ ¦|«¬�yÎ�£E� I = [x1, x2]

� ��£E�y¦|¢kÑ�¥y¢k�C nªº¸ È ¡y¢k� È ¢#ÎE£�®²¤n£?³ ª¬¢%®� � �£�¤n«¬Î?¡� 
£E�

I
 �¡y¢aÆ�£E«¬�C n¦É«º�_ �¡y¢�«¬¤� �¤ ¨ 2|¢k±% �£E¤A¸_¥y�yµy¢�¤É n¡y¢aÔI£ È ¥yÆ  �£& �«¬³#¢ t È «¬ª¬ªÏ¡ ¨ ¯E¢Æ ¨ ¦|¦n¢kµÛ �¡y¤|£E¥yÎE¡Û³¶£E¤|¢ ¨ �yµ ³#£E¤n¢�×I·�¢k¤|¦k� ¹*¡ ¨   .Q¦¶¡y£ È T t(I)

¦nÆyªº«º n¦#«º�C �£
 �¡y¢

T t(Im)
 �¡ ¨   È ¢ ¡ ¨ ¯?¢ ¨ ª¬¤n¢ ¨ µ9¸(³¶¢��� n«¬£E�9¢kµÄ«¬�U n¡y¢_«¬�C n¤n£uµy¥y±� n«¬£E� È ¡9¢k�

È ¢�¦ ¨ «¬µ T t(I)
·y¤|¢ ¨ ;�¦[«º�C �£S³ ¨ �C¸¶¯?¢k¤A �«¬± ¨ ª�¦A �¤|«¬Æy¦ È ¡y£E¦n¢�Æ9¤n£32|¢�±� �«º£E��£E�� n¡y¢

· ¨ ¦|«¬¦[ªº«¬¢�£?�Ê n¡y¢� �¤ ¨ 2|¢k±% �£E¤A¸�£?®� n¡y¢� �¤ ¨ �y¦nª ¨  �«º£E�/� ´ «º �¡� n¡y«¬¦ ¨ ¦n¦|¥y³¶ÆÏ �«¬£?��£E�
³¶£?�y£? �£?�y«¬±�«º Ì¸ § fN1(x1)−fN1(x2) = ∆fN1 |I

«º¦1 n¡y¢��Wµy¢�ª ¨ ¸ �v·}¢%  È ¢�¢k� x1
¨ �yµ

x2
D ¨ ®� �¢�¤ N1

 n¤ ¨ �9¦nª ¨  �«¬£?�y¦ §/È ¡y«ºª¬¢S n¡y¢ Æ}£E«º�C  x1
¤n¢ ¨ ±o¡y¢�¦M«º n¦�ª ¨ ¦A �×I·�¢k¤ § x2¦| n«¬ª¬ªz¡ ¨ ¦ ¨ µy«º¦|  ¨ �y±k¢ ∆fN1 |I

 �£S±�£�¯?¢k¤*£E�¶ �¡y¢�×y·}¢�¤n¦k�Õ¹*¡y¢��u¥9³S·}¢�¤[£?®K×I·�¢k¤|¦
±k£'¯E¢�¤n¢�µ�·C¸

x2
·�¸_ n¡y«¬¦Õ³#¢ ¨ �9¦v«º¦ M(I)

� AÉ¸ ¢k¤nÎ?£Ïµy«º±k«� Ì¸ È ¢�± ¨ � ¨ ¦|¦n¥y³#¢� n¡y¢
¦n«ºæk¢�£?® ¨ ×I·}¢�¤* �£S �¡9¢
³#¢ ¨ �Ê¯ ¨ ªº¥y¢�£?® f §  �¡ ¨  a«º¦ 1

� ��£E�y¦|¢kÑ�¥y¢��� nªº¸
M(I)

«¬¦
¢kÑ�¥y«�¯ ¨ ª¬¢k�C * n£ ∆fN1 |I

� Þ £E¤n¢&Æy¤|¢k±�«¬¦n¢�ªº¸
�F��� � � � !  ! � !�� 3 1 ),C 3

∣

∣

∣

∣

∣

M(I)

∆fN1 |I

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 5ε′.

� ¦|«¬�yÎ& �¡y¢�¡C¸ÏÆ�£? n¡y¢k¦|«¬¦�£?��¥y�y«�®²£E¤n³°¦A �¤|¢� �±o¡ §ÏÈ ¢�ÎE«�¯E¢�«¬�¶ n¡y¢�ª¬¢k³#³ ¨ ¡9¢k¤n¢ 4¥y�yµy¢�¤ § ®²£E¤ j ≤M(I) §z¨ ¥9�y«º®²£E¤|³ ¢�¦| n«¬³ ¨  �«º£E��£E�� �¡y¢&³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢&£?® IN1+j,δ.�F��� � � � !  !���!>#&%(' ),+�-
j 4 @ 891�/D1 ) / 1 ≤ j ≤M(I),

λ(IN1+j,δ) ≥ (1 − 5ε′)
δ

∆fN1 |I

|I|.

� ������� ��� 	 �&� �F��� � � � !  ! � ! �I£E¤ ¨ �C¸ (x, y) ∈ T
2 §

f(x, y) ≤
3

2
.

Ð (EÒ
�I¤n£E³  �¡y¢&³ ¨ 9Ï«¬³ ¨ ª¬«� Ì¸ £?® M(I) ∈ K(I) È ¢&¡ ¨ ¯E¢&®²£E¤*¦n£E³#¢ x ∈ I §

∆fN1 |I − δ −
3

2
≤ fM(I)(R

N1

α,α′(x)) ≤ ∆fN1 |I − δ
Ð �EÒ
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£? �¡9¢k¤ È «º¦n¢�·C¸ØÐ (EÒ M(I) + 1 È £E¥9ª¬µÊ·}¢�«º� K(I)

� A�¥9  § ®²¤n£E³  �¡y¢�¦A �¤|¢� �±o¡�«¬�
Ð HCÒ

∆fN1 |I ≥ 4N0

¦n£ § ¥9¦n«¬�9Î­Ð (EÒ ¨ Î ¨ «¬� §�È ¢ ¡ ¨ ¯?¢ ®²£?¤ ¨ �C¸ x ∈ I § 3
2
M(I) ≥ fM(I)(R

N1

α,α′(x)) §È ¢
µy¢�µy¥y±k¢

M(I) ≥ 2N0
Ð &CÒ
È ¡y«¬±o¡ § ·�¸�¥y�y«¬Ñ�¥y¢&¢�¤nÎE£uµy«¬±�«º Ì¸ÄÐ���Ò�«º³¶Æyªº«¬¢�¦v®²£E¤ ¨ �C¸ x ∈ I

∣

∣

∣

∣

∣

fM(I)(R
N1

α,α′(x))

M(I)
− 1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε′.

�Ï«¬�9±k¢
N0 ≥

1
ε′
§ Ð &EÒ*«º³¶Æ9ª¬«¬¢�¦ È ¡y¢�� È ¢
µy«º¯u«¬µ9¢#Ð �CÒ�·C¸ M(I)

∣

∣

∣

∣

∣

fM(I)(R
N1

α,α′(x))

M(I)
−

∆fN1 |I

M(I)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2ε′,

¡y¢k�9±k¢ §
∣

∣

∣

∣

∆fN1 |I

M(I)
− 1

∣

∣

∣

∣

≤ 4ε′.

¹*¡y¢&Æy¤n£u£?®1£?®; �¡y¢&ª¬¢�³¶³ ¨ «º¦*±k£E³#Æyª¬¢% �¢G�
2

� ������� ��� 	 �&� �F��� � � � !  !��&! ´ ¡9¢k�y¢%¯E¢k¤
j ∈ N

«º¦*¦n¥y±o¡� �¡ ¨  

inf
x∈I

(t− fN1+j(x)) ≤ 0 ≤ δ ≤ sup
x∈I

(t− fN1+j(x)) ,
ÐA� �CÒ

 �¡y¢��Å·�¸» �¡y¢�«¬�C �¢�¤n³#¢kµy« ¨  �¢#¯ ¨ ª¬¥y¢� n¡y¢k£?¤n¢k³  �¡9¢k¤n¢�«º¦ ¨ � x ∈ I
¦n¥y±o¡Å �¡ ¨  

N(x, t) = N1 + j ¨ �yµ51K¢�³¶³ ¨ ß9���E�]Ó#«º³¶Æyªº«¬¢�¦ N1 + j ∈ [ t
2
, 2t]

� �I¥y¤| n¡y¢k¤ §
È ¢
± ¨ � ¨ ÆyÆyªº¸¶ �¡y¢&¥y�9«º®²£E¤|³)¦| n¤n¢% �±o¡(¡C¸uÆ�£? �¡y¢�¦n«º¦� n£ fN1+j

§yÈ ¢&¡ ¨ ¯E¢

λ (IN1+j,δ) ≥ (1 − ε(t))
δ

∆fN1+j |I

|I|.
ÐA�E�'Ò

A�¢�®²£E¤|¢ È ¢&µy¢�¤n«�¯E¢� �¡9¢�±k£E�y±�ª¬¥y¦|«¬£E��£G®; n¡y¢�ª¬¢�³¶³ ¨ ®²¤|£E³,ÐW�E��Ò §ÏÈ ¢ È «¬ª¬ª}¦n¡y£ È
 �¡ ¨   È ¡y¢��y¢�¯?¢k¤ 1 ≤ j ≤ M(I)

¢kÑ�¥ ¨  n«¬£E� Ð
���ÄÒ�«º¦M¦ ¨  �«¬¦A×I¢kµ�� �z¤|£E³, �¡y¢
µy¢�×y�y«º n«¬£E��£?®

N1 = N(x1, t)

0 ≤ t− fN1(x1) ≤ f
(

RN1

α,α′(x1)
)

 �¡y¢&¤|«¬ÎE¡C a¡ ¨ �9µ�£G®1 n¡y«¬¦a¢kÑ�¥ ¨  �«¬£?��«º³¶Æ9ª¬«¬¢�¦v®²£E¤ j ≥ 1

t− fN1+j(x1) ≤ 0,
¡y¢k�9±k¢� �¡9¢�ª¬¢%®� M¡ ¨ �yµ ¦n«ºµy¢�£?®* n¡y¢�¢kÑ�¥ ¨  �«¬£?� ÐA���EÒ
«¬¦
¯ ¨ ª¬«ºµ/� �I£E¤
 �¡y¢�£G �¡y¢�¤
¦n«ºµy¢ § ·�¢k± ¨ ¥y¦n¢&·C¸Êµy¢%×I�y«º n«¬£E� t− fN1(x1) ≥ 0 § £E·C¯u«¬£?¥y¦nª�¸

sup
x∈I

(t− fN1(x)) ≥ t− fN1(x1) + ∆fN1 |I ≥ ∆fN1 |I .

�Ï«¬�9±k¢
t− fN1+j(x) = t− fN1(x) − fj

(

RN1

α,α′(x)
)

,
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«¬³#³¶¢�µy« ¨  �¢kª�¸

sup
x∈I

(t− fN1+j(x)) ≥ sup
x∈I

(t− fN1(x)) − sup
x∈I

fj

(

RN1

α,α′(x)
)

,

·y¥9 �·C¸�µy¢%×I�y«º n«¬£E�Ê£?®
j ∈ K(I) § supx∈I fj

(

RN1

α,α′(x)
)

≤ ∆fN1 |I − δ
¦n£ §

sup
x∈I

(t− fN1+j(x)) ≥ ∆fN1 |I − (∆fN1 |I − δ) ≥ δ,

¨ �yµ� �¡y¢&ª¬¢%®� �¡ ¨ �yµ�¦n«¬µ9¢
£G®aÐA� �CÒ[«¬¦ ¨ ª¬¦|£¶¦ ¨  �«º¦|×I¢�µ/� �I£E¤ ¨ �C¸ 1 ≤ j ≤ M(I) §¢kÑ�¥ ¨  n«¬£E� ÐA� �CÒ�«¬¦&¢k¦A  ¨ ·yªº«¬¦|¡y¢kµ §  �¡�¥y¦�ÐA�E�'Ò�¡9£Eª¬µy¦�� �É¢�  §  n£�¡ ¨ ¯?¢ ¨ ¥y�y«�®²£E¤n³
¢k¦A �«¬³ ¨  n«¬£E� È ¢��y¢�¢kµ� n£M±k£?³¶Æ ¨ ¤n¢ ∆fN1+j |I

È «º �¡ ∆fN1 |I
§�È ¡y¢k� j ≤M(I)

�
�I£E¤ ¨ ª¬ª j ∈ N

∣

∣

∣
∆fj |I

∣

∣

∣
≤ j||f ||C1 |I| ≤ j||f ||C1η,

È ¡y¢k¤|¢ η «¬¦v n¡y¢�³ ¨ 9Ï«¬³ ¨ ªI¦n«ºæk¢�£?® ¨ ��«º�C �¢k¤A¯ ¨ ª}«º� ηt

��Ës®
t
«º¦�ª ¨ ¤nÎE¢�¢k�9£E¥yÎE¡ È ¢

È «¬ªºª�¡ ¨ ¯E¢ η ≤ ε′

||f ||
C1

���Ï£ §9È ¡9¢k�y¢%¯E¢k¤ j ≤M(I) §yÈ ¢�¡ ¨ ¯?¢
∣

∣

∣
∆fj |I

∣

∣

∣
≤ M(I)ε′

≤ 2ε′∆fN1 |I

¡y¢k�9±k¢ § ®²£E¤ ¨ ��¸ j ≤M(I)
∣

∣

∣

∣

∣

∆fN1+j |I

∆fN1 |I

− 1

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2ε′

 �¡y«º¦ §9È «� �¡»ÐA�?��Ò�¢k�yµ9¦� n¡y¢&Æy¤n£u£?®1£?® 1K¢�³¶³ ¨ ß9���E�I�9�
2

´ ¢�± ¨ ��±k£?�y±kªº¥yµy¢��9£ È ¥y¦n«º�yÎM¦|¥y±k±�¢k¦n¦|«º¯?¢kªº¸ 1K¢k³#³ ¨ ß9���E��� § 1K¢�³¶³ ¨ ß9�º�?�I� §
 �¡y¢&¢�¤nÎE£uµy«¬±�¢�¦| n«¬³ ¨  �«º£E��ÐfßEÒ ¨ �yµÊ �¡y¢�� 1K¢k³#³ ¨ ß9�º�?�]ß�D

λ
[

I
⋂

T−tQ
]

≥
∑

m∈N

χRη

(

Rm
α,α′(x1)

)

λ(Im,δ)

≥

M(I)
∑

j=1

χRη

(

RN1+j
α,α′ (x1)

)

λ(IN1+j,δ)

≥ (1 − 5ε′)
δ

∆fN1 |I

|I|

M(I)
∑

j=1

χRη

(

RN1+j
α,α′ (x1)

)

≥ (1 − 5ε′)
δ

∆fN1 |I

|I|(1 − ε′)
2
M(I)µ(R)

≥ (1 − 5ε′)
2
(1 − ε′)

2
δµ(R)|I|.

Ës® È ¢� n£Ï£,; ε′ ¦|¥y±o¡� �¡ ¨   (1 − 5ε′)2(1 − ε′)2 ≥ 1− ε
 n¡y«¬¦ È £E¥9ª¬µ�¢:9 ¨ ±� �ª�¸

·}¢� n¡y¢&«¬�y¢�Ñu¥ ¨ ª¬«� Ì¸�£?®1ª¬¢�³¶³ ¨ ß9���E� ��¤n£?Æ}£E¦|«º n«¬£E�Êß9���&«¬¦[ n¡u¥9¦�Æy¤|£'¯E¢kµ��
2ËÌ�( �¡9¢Mª¬«ºÎE¡C �£?® 1K¢k³#³ ¨ ß9�]Ó#£E�U¥9�y«º®²£E¤|³ ¦| n¤n¢� n±o¡U®²£E¤�¦|³¶£u£? n¡�®²¥y�y±% �«º£E�y¦ §

È ¢ÉÎE«�¯E¢ ¨ ¤n¢k¦A  ¨  n¢k³#¢k�C 1£?®Ï n¡y¢�®²¥y�yµ ¨ ³¶¢���  ¨ ªCÆy¤|£EÆ}£?¦n«º n«¬£E��¥9¦n«¬�9Îa n¡y¢�×I¤n¦A  ¨ �yµ
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¦n¢�±k£E�yµ(µy¢k¤|«º¯ ¨  �«�¯E¢�¦�£G®� �¡9¢ A�«º¤ ;�¡y£,>�¦|¥y³#¦ fm(x, y)

��ç�¢k¤|¢
f
«º¦�±�£E�y¦|«¬µy¢�¤n¢kµ

 �£ ·�¢
£G®�±�ª ¨ ¦|¦ ¨  aª¬¢ ¨ ¦|  C2 �
� ����� � ��� 	��F� � � ! � ! �&3;/ ηt = {C

(t)
i } . ε(t) ),+ B k(t) �;3 ) 4>: + /21�3 4;/ ) /73;M 3 + /%AJ�� '9% 6 % 4;:2/F: %(+���R��SR �2J .$B�376�3 + B,: +�I %(+

t . ) / < 3 ) 4;/ %(+ 3 %AJ /21�3 J %(<2<L%(? : +�I
8 %(+ B,:2/ : %(+ 4 1 %(< B(4Ðd«�Ò J %(' ),+�-

m ∈ [ t
2
, 2t] . J %(' ),+�- y0 ∈ T

1 ),+ B ),<2< C(t)
i .

�
inf

x∈C
(t)
i

∣

∣

∣

∂fm(x,y0)
∂x

∣

∣

∣
|C

(t)
i | ≥ k(t)

�
sup

x∈C
(t)
i

∣

∣

∣

∂2fm(x,y0)

∂x2

∣

∣

∣
|C

(t)
i | ≤ ε(t) inf

x∈C
(t)
i

∣

∣

∣

∂fm(x,y0)
∂x

∣

∣

∣

Ð²«¬«�Ò J %(' ),+�-
m ∈ [ t

2
, 2t] . J %(' ),+�- x0 ∈ T

1 ),+ B ),<2< C(t)
i .

�
inf

y∈C
(t)
i

∣

∣

∣

∂fm(y,x0)
∂y

∣

∣

∣
|C

(t)
i | ≥ k(t)

�
sup

y∈C
(t)
i

∣

∣

∣

∂2fm(y,x0)

∂y2

∣

∣

∣
|C

(t)
i | ≤ ε(t) inf

y∈C
(t)
i

∣

∣

∣

∂fm(y,x0)
∂x

∣

∣

∣

/D1�3 + /21�3 = %(? {T t} :L4 M�:POQ: +�ISR

7�¦ È ¢¶¦ ¨ «¬µ�«¬�Ä n¡y¢¶«º�C �¤n£uµy¥y±% �«º£E� §  n¡y¢ È�¨ ¸Ä �£Ê£E·9  ¨ «¬��³#«?9Ï«¬�9Î È «º �¡Ä n¡y¢
³¶¢�±o¡ ¨ �y«º¦n³ «º�C �¤n£uµy¥y±�¢kµ#·C¸H� 4 � �É£Ï±�±k£Eæ È�¨ ¦É n¡y¢ ¨ ªº n¢k¤|� ¨  �«º£E�_«¬�_ n¡y¢a£Ï±�±k¥y¤ 4¤n¢��y±k¢_£?®É¥y�9«º®²£E¤|³ ¦A �¤n¢% �±o¡�®²£E¤� n¡y¢ A�«º¤ ;�¡y£,>­¦n¥y³#¦

ϕm

D�«¬�� �¡y¢
x
µy«¬¤|¢k±% �«¬£?�

È ¡y¢k� t «º¦1® ¨ ¤�®²¤n£E³ qn
¨ �yµM«¬�� n¡y¢ y µy«¬¤|¢k±% �«¬£?� È ¡y¢�� t «¬¦;® ¨ ¤1®²¤|£E³ q′n

� �Ï£� n¡y¢
¨ ªº n¢k¤|� ¨  �«º£E��·}¢%  È ¢�¢k�Ä �¡y¢
¯ ¨ ª¬«ºµy«º Ì¸�£G®� �¡y¢�±k£E�yµ9«º �«º£E�y¦�«¬�� �¡y¢Sª ¨  n n¢k¤�Æy¤n£?Æ}£ 4¦n«� �«¬£?�y¦�«º¦ ;��y£ È �/� ´ ¢S¦A  ¨  n¢S�y£ È&§K¨ ¦|¥
	#±k«¬¢��C &±k¤n«� �¢�¤n«¬£?��®²£E¤�³¶«G99«º�yÎ §  �¡ ¨  
  ¨ ;G¢k¦&«¬�C n£ ¨ ±k±�£E¥y�C � �¡9«¬¦�Æ ¨ ¤| �«º±k¥yª ¨ ¤�Î ¨ ³¶¢M£?®Õ¤n£?  ¨  �«º£E� §�¨ �yµÄ �¡ ¨  �«¬�C¯E£?ªº¯E¢�¦
£E�yª�¸¶ n¡y¢ A�«º¤ ;�¡y£,>(¦n¥y³#¦*£?®� �¡y¢�±k¢k«ºª¬«º�yÎ�®²¥y�9±� �«º£E�

f
Ð� �«¬³#¢�µ9£Ï¢�¦*�y£?  ¨ Æ9Æ}¢ ¨ ¤

¨ �C¸u³¶£E¤|¢�¢�9ÏÆyªº«¬±k«� �ª�¸�«º�Ê n¡y¢&±k£E�9µy«º n«¬£E�y¦�Ò%�
� ����� � ��� 	��F� � � ! � Ð Þ «?9Ï«º�yÎ ��¤n«� �¢k¤|«¬£E��Ò"! ��3;/ {T t} �;3 ) 476�398;: ),<,=>%(? %(C 3 '),+ 3 ' I�% B,: 8 / ' ),+ 4 <E) /F: %(+ %AJ /21�3 / %('"@ 4 T

2 ? :2/21 ) 893;: < : +�I�J"@�+ 8;/F: %(+ f > 0
%AJ

8 <E) 494 ) / < 3 ) 4;/ C2 R �DJ /D1�3 ' 3�3 OQ:L4;/ 4 3�� @ 3 + 89394 %AJ ' 3 ),< +�@ M �;3 ' 4 τn . kn . εn

4 @ 891�/21 ) /
τn → ∞,

εn → 0,

kn → ∞,
),+ B ) 4 3�� @ 3 + 893 %AJ 6 ),' / : ),< 6 ),' /F:2/ : %(+ 4 ηn = {C

(n)
i }

? 1�3 ' 3�/21�3 C(n)
i

),' 3
: + /A3 '"C(),< 4 4 @ 891�/21 ) /

sup
C

(n)
i ∈ηn

|C
(n)
i | −→ 0,

∑

C
(n)
i ∈ηn

|C
(n)
i | −→ 1;

4 ) / :L4 J"- : +�I



è � �����������
	���
��������
Ðd«�Ò J %(' ),+�-

m ∈ [ τ2n

2
, 2τ2n+1] . J %(' ),<2< y0 ∈ T

1 ),+ B ),<2<
C

(2n)
i ∈ η2n .�

inf
x∈C

(2n)
i

∣

∣

∣

∂fm(x,y0)
∂x

∣

∣

∣
|C

(2n)
i | ≥ k2n,

�
sup

x∈C
(2n)
i

∣

∣

∣

∂2fm(x,y0)

∂x2

∣

∣

∣
|C

(2n)
i | ≤ ε2n inf

x∈C
(2n)
i

∣

∣

∣

∂fm(x,y0)
∂x

∣

∣

∣

),+ B
Ð²«¬«�Ò J %(' ),+�-

m ∈ [ τ2n+1

2
, 2τ2n+2] . J %(' ),<2< x0 ∈ T

1 ),+ B ),<2<
C

(2n+1)
i ∈

η2n+1 .�
inf

y∈C
(2n+1)
i

∣

∣

∣

∂fm(y,x0)
∂y

∣

∣

∣
|C

(2n+1)
i | ≥ k2n+1,

�
sup

y∈C
(2n+1)
i

∣

∣

∣

∂2fm(y,x0)

∂y2

∣

∣

∣
|C

(2n+1)
i | ≤ ε2n+1 inf

y∈C
(2n+1)
i

∣

∣

∣

∂fm(y,x0)
∂x

∣

∣

∣
,

/D1�3 + {T t} :L4 M�:POQ: +�ISR

� ������� ! �z£?¤�¢%¯E¢k¤A¸
t ∈ [τ2n, τ2n+1]

  ¨ ;G¢M®²£E¤ ηt

 n¡y¢MÆ ¨ ¤| �« ¨ ª�Æ ¨ ¤A �«º n«¬£E� η2n¨ �yµÊ®²£E¤ k(t) ¨ �yµ ε(t)   ¨ ;?¢ k2n
¨ �yµ ε2n

�
�I£E¤

t ∈ [τ2n+1, τ2n+2]
  ¨ ;?¢ ®²£E¤ ηt

 �¡y¢#Æ ¨ ¤A �« ¨ ª�Æ ¨ ¤A �«º n«¬£E� η2n+1
¨ �yµØ®²£?¤

k(t) ¨ �yµ ε(t)   ¨ ;?¢ k2n+1
¨ �9µ ε2n+1

�
¹*¡y¢#Æ ¨ ¤| n«º n«¬£E� ηt

¨ �yµ� �¡y¢ ®²¥y�y±% �«º£E�y¦ k(t) ¨ �9µ ε(t) ¦ ¨  �«º¦|®�¸�±kªº¢ ¨ ¤|ªº¸� �¡y¢±k£E�9µy«º n«¬£E�y¦�£?® ��¤|£EÆ}£?¦n«º n«¬£E�ÊßÏ�lÓÏ�
2

ß9�Qß9� ���������D���	�&��� ! � � � � �
ϕ
!°ËÌ�U �¡y«º¦�¦n¥9·y¦n¢�±� �«º£E� §/È ¢ È «¬ªºª�±k£E�y¦|«¬µy¢�¤

¨ ¦nÆ�¢k±k« ¨ ª�ÔI£ È ±k£E�9¦| �¤|¥y±� n¢kµ�£�¯?¢k¤ ¨  �¤ ¨ �y¦|ª ¨  n«¬£E��£G®1 n¡y¢�  È £  �£?¤n¥y¦*£?®;¯E¢�±� n£E¤
(α, α′) ∈ Y ¨ �9µ�¥y�yµy¢�¤� �¡9¢�±k¢�«¬ª¬«º�yÎ�®²¥9�y±� n«¬£E� ϕ Ð² �¡9¢�¦n¢%  Y ¨ �9µ� �¡y¢�±�¢k«ºª¬«¬�9Î®²¥y�y±% �«¬£?�

ϕ ¨ ¤|¢S �¡y£?¦n¢ µy¢�×y�y¢kµØ«¬�U n¡y¢ «¬�C �¤|£Ïµy¥9±� �«º£E�zÒY�M¹;£�Æ9¤n£'¯E¢ ¹*¡y¢�£E¤n¢�³� §�È ¢ È «¬ª¬ª9±o¡y¢k± ;# �¡ ¨  É �¡9¢ A�«º¤ ;�¡y£,>�¦|¥y³¶¦É£?® ϕ ¤n¢�ª ¨  n¢kµ  �£ Rα,α′
¦ ¨  �«º¦|®�¸_ n¡y¢

¡C¸ÏÆ�£? n¡y¢k¦|«¬¦�£?® ��¤|£EÆ}£?¦n«º n«¬£E��ß9�]ßÏ�
�I£E¤ ¨ �C¸ m ∈ N

§yÈ ¢&¡ ¨ ¯E¢

ϕm(x, y) = m + Re

(

∞
∑

k=1

X(m, k)

ek
ei2πkx +

∞
∑

k=1

Y (m, k)

ek
ei2πky

)

,

È ¡y¢k¤|¢

X(m, k) =
1 − ei2πmkα

1 − ei2πkα
,

Y (m, k) =
1 − ei2πmkα′

1 − ei2πkα′ .

´ ¢ È «ºª¬ª��9¢k¢kµ� �¡y¢�®²£Eªºª¬£ È «¬�9ÎM«¬�9¢kÑ�¥ ¨ ªº«º �«º¢k¦ D
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For all k ∈ N
∗ , m ∈ N , |X(m, k)| ≤ m;

ÐW��ÓEÒ

for all n ∈ N , k < qn , m ∈ N , |X(m, k)| ≤ qn;
ÐA�'ßEÒ

for all n ∈ N , k ∈]qn, 2qn[ , m ∈ N , |X(m, k)| ≤ 2qn;
ÐA�$�CÒ

),+ B J %(' ),+�- m ≤ qn+1

2
,

ÐA� E?Ò
|X(m, qn)| ≥

2

π
m;

ÐA� HEÒ
|arg(X(m, qn))| ≤ π

(m− 1)

qn+1
.

� ������� ! ´ ¢&¡ ¨ ¯E¢ §

X(m, k) =
m−1
∑

j=0

ei2πjkα,

¦n£� �¡y¢�×I¤|¦| #«¬�9¢kÑ�¥ ¨ ªº«º Ì¸»«¬¦S �¤|«º¯u« ¨ ªg� �z£?¤S �¡y¢Ê£? n¡y¢k¤ «¬�9¢kÑ�¥ ¨ ªº«º �«º¢k¦�¤n¢k³#¢k³M·}¢�¤
 �¡ ¨  a·�¸Êµ9¢�×I�y«� �«º£E��£?®; �¡y¢&·�¢k¦|  ¨ Æ9Æy¤n£$9Ï«¬³ ¨  �«º£E�y¦ § qn «º¦*¦n¥y±o¡� �¡ ¨  

‖ qn−1α ‖≤‖ kα ‖, ∀k < qn,
ÐA�8(?Ò

¨ �yµ È ¢ ¨ ªº¦n£ ¡ ¨ ¯E¢
1

2qn+1
≤

1

qn + qn+1
≤ ||qnα|| <

1

qn+1
.

ÐA���EÒ

�I£E¤*«¬�y¢�Ñ�¥ ¨ ª¬«� Ì¸ÄÐW�'ßCÒ È ¤|«º �¢

|X(m, k)| ≤
2

|1 − ei2πkα|
,

 �¡y¢���¥9¦n«¬�9Î  n¡y¢&«¬�y¢�Ñ�¥ ¨ ª¬«� Ì¸ sin(πu) ≥ 2u §ÏÈ ¡9¢k� 0 ≤ u ≤ 1
2
§yÈ ¢
¡ ¨ ¯?¢

2

|1 − ei2πkα|
=

1

sin π||kα||
≤

1

2||kα||
,

¦n«º�y±k¢
k < qn

§1È ¢�¡ ¨ ¯E¢#®²¤n£E³ ÐW�8(EÒ ¨ �yµ­ n¡y¢�ªº¢�®� 
¡ ¨ �9µÍ¦n«ºµy¢�«º��ÐW���CÒ §  �¡ ¨  
 �¡y«º¦*ª ¨ ¦A * �¢�¤n³ «º¦*·}£E¥9�yµy¢kµ�·C¸ qn §I¨ �yµ­ÐA��ßCÒ�«¬¦*Æy¤|£'¯E¢kµ��´ ¡y¢k�

k ∈]qn, 2qn[ §uÈ ¤|«º �«º�yÎ k ¥y�9µy¢k¤É �¡y¢�®²£E¤n³ qn + q §uÈ «� �¡ 0 < q < qn,È ¢
£E·9  ¨ «¬�

||kα|| ≥
1

2qn
−

1

qn+1

≥
1

4qn
.

Ðg��·C¯u«¬£E¥y¦|ªº¸
qn+1 ≥ 4qn

¦n«¬�9±k¢
qn+1 ≥ e3eqn ·C¸�µy¢%×I�y«º n«¬£E��£?®É �¡9¢¶¦|¢� 

Y
�]Ò

´ «º n¡Ê n¡y«¬¦ § ÐA����Òv®²£Eª¬ªº£ È ¦[«¬� ¨ ¦n«º³¶«ºª ¨ ¤ È[¨ ¸ ¨ ¦�ÐW�'ßCÒ%�



� � �����������
	���
��������
7�¦|¦n¥y³#¢&�y£ È m ≤ qn+1

2
, ¨ �9µ È ¤|«º n¢

X(m, qn) = e±iπ(m−1)||qnα|| sinπm||qnα||

sinπ||qnα||
,

®²¤n£E³  �¡y¢&¤|«¬ÎE¡C a¡ ¨ �9µ�¦|«¬µy¢�«º�­ÐW���CÒ�£E�9¢
¡ ¨ ¦ πm||qnα|| ≤
π
2
,
¦n£

|X(m, qn)| ≥
2m||qnα||

sin(π||qnα||)
≥

2

π
m.

��«¬� ¨ ª¬ª�¸ §�È «º �¡� n¡y¢&¦ ¨ ³#¢�¡C¸ÏÆ�£? n¡y¢k¦|«¬¦�£E� m § £E�y¢&¡ ¨ ¦a±kªº¢ ¨ ¤|ªº¸

0 ≤ |arg(X(m, qn))| = π(m− 1)||qnα|| ≤ π
(m− 1)

qn+1
.

2à�á�ã�¿7¾��-#�¹*¡y¢k¤|¢ ¨ ¤n¢�£?®1±k£E¥9¤n¦n¢ ¨ � ¨ ª¬£EÎE£?¥y¦[«¬�9¢kÑ�¥ ¨ ªº«º �«º¢k¦�®²£?¤ Y (m, k)
�

´ ¢�± ¨ �(¦|  ¨  �¢S�y£ È  n¡y¢S±k¢��C �¤ ¨ ª�¢k¦A �«º³ ¨  n«¬£E�Ê£E�� �¡y¢ ϕm

 n¡ ¨   È «¬ª¬ª�«º³¶Æyª�¸
¥y�y«�®²£E¤n³ ¦| �¤|¢� n±o¡(«¬�� n¡y¢

x
µy«º¤n¢�±� �«º£E�/�

��«¬¤|¦| *µ9¢�×I�y¢ § ®²£E¤ n ∈ N
§  n¡y¢&¦n¢% 

In = {x ∈ T
1 / {qnx} ∈ [

1

n
,
1

2
−

1

n
]
⋃

[
1

2
+

1

n
, 1 −

1

n
]}.

¹*¡y¢k��®²£E¤ ¨ �C¸�«º�� n¢kÎE¢�¤ n È ¢&¡ ¨ ¯E¢& �¡9¢&®²£?ª¬ª¬£ È «º�yÎ
� ����� � ��� 	��F� � � ! ��! # %(' ),+�-

y ∈ T
1 . J %(' ),+�- x ∈ In . J %(' ),+�-

m ∈ [ e2qn

2
, 2e2q′n], /21�3 J %(<2<L%(? : +�I 1 %(< B(4

∣

∣

∣

∣

∂ϕm

∂x
(x, y)

∣

∣

∣

∣

≥
m

eqn

qn
n
.

ÐA� &EÒ

¹*¡y¢&Æy¤n£?Æ}£E¦|«º n«¬£E��¡ ¨ ¦*±kª¬¢ ¨ ¤nª�¸ ¨ ±k£?¥y�C �¢k¤|Æ ¨ ¤A �«º�� �¡y¢ y µ9«¬¤n¢�±� n«¬£E�/�� ������� ! ´ ¢&¡ ¨ ¯E¢

∂ϕm

∂x
(x, y) = Re

(

∞
∑

k=1

i2πk
X(m, k)

ek
ei2πkx

)

= Re

(

i2πqn
|X(m, qn)|

eqn
ei2πqnx

)

+ Re

(

qn−1
∑

k=1

i2πk
X(m, k)

ek
ei2πkx

)

+ Re

(

2qn−1
∑

k=qn+1

i2πk
X(m, k)

ek
ei2πkx

)

+ Re

(

∞
∑

k=2qn

i2πk
X(m, k)

ek
ei2πkx

)

+ Re

(

i2πqn
X(m, qn) − |X(m, qn)|

eqn
ei2πqnx

)

.

7�¦ È ¢�¦ ¨ «¬µ­«¬�» n¡y¢�«º�C �¤n£uµy¥y±% �«º£E� § «º �«¬¦� n¡y¢¶×y¤n¦| � �¢�¤n³ £?®[ �¡9«¬¦
¢�9ÏÆy¤n¢�¦n¦|«¬£E�
 �¡ ¨   È «¬ªºªKÆy¤n¢%¯ ¨ «¬ª ¨ ¦�ª¬£E�yÎ ¨ ¦ m ªº«¬¢�¦�·�¢�  È ¢k¢�� qn ¨ �yµ qn+1

§ ® ¨ ¤�®²¤|£E³Ú·}£? n¡
£?®� n¡y¢k³ ¨ ¦
«� 
«¬¦� �¡y¢ ± ¨ ¦n¢¶¡y¢k¤|¢?��¹;£(Æ9¤n£'¯E¢  �¡y¢#Æy¤|£EÆ}£?¦n«º n«¬£E� È ¢ È «ºª¬ª� n¡�¥y¦
·}£?¥y�yµÊ �¡y¢ ¨ ·y¦|£Eª¬¥9 n¢�¯ ¨ ª¬¥y¢&£?®1 �¡y¢&×I¤n¦A � n¢k¤|³ ®²¤n£E³ ·�¢kªº£ È&§z¨ �yµ(·�£E¥y�9µ� n¡y¢
¨ ·y¦|£Eª¬¥9 n¢�¯ ¨ ª¬¥y¢�¦a£?®1 n¡y¢&£? �¡9¢k¤n¦*®²¤|£E³ ¨ ·�£'¯E¢G�
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5	���� ��	�������� 	��	����������������
�� 	�	�������������� 
������ � �oè
��«¬¤|¦|  È ¢
¡ ¨ ¯E¢
∣

∣

∣

∣

Re

(

i2πqn
|X(m,n)|

eqn
ei2πqnx

)∣

∣

∣

∣

=
|X(m,n)|

eqn
2πqn| sin(2πqnx)|;

¦n«º�y±k¢
m ∈ [ e2qn

2
, 2e2q′n] § £E�y¢_¡ ¨ ¦ m ≤ qn+1

2

Ðd·C¸(µy¢�×I�9«º �«º£E�U£?®Õ n¡y¢S¦n¢% 
Y
Ò §

¦n£#¢kÑ�¥ ¨  n«¬£E�»ÐW� EEÒ�«¬¦[¯ ¨ ªº«¬µ §uÈ ¡y«¬ªº¢� �¡9¢&® ¨ ±� a �¡ ¨   x ∈ In
§ «º³¶Æyªº«¬¢�¦

| sin(2πqnx)| ≥
4

n
.

ç�¢��y±k¢ §
∣

∣

∣

∣

Re

(

i2πqn
|X(m,n)|

eqn
ei2πqnx

)∣

∣

∣

∣

≥ 16
m

eqn

qn
n
.

Ü�¢:9Ï  §z¨ �yµÊ®²£E¤ ¨ �C¸ m § ¥y¦|«¬�yÎ�ÐW�'ßCÒ È ¢�¡ ¨ ¯?¢
∣

∣

∣

∣

∣

Re

(

qn−1
∑

k=1

i2πk
X(m, k)

ek
ei2πkx

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2π

qn−1
∑

k=1

k
|X(m, k)|

ek
,

≤ 2π

qn−1
∑

k=1

qnk

ek
,

≤ 2πqn
2.

�Ï«¬³#«¬ª ¨ ¤nª�¸ §
∣

∣

∣

∣

∣

Re

(

2qn−1
∑

k=qn+1

i2πk
X(m, k)

ek
ei2πkx

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ 4πqn
2.

�I¥y¤| n¡y¢k¤|³¶£E¤|¢ § ®²¤|£E³,ÐW��ÓEÒ § £E�y¢&¡ ¨ ¦
∣

∣

∣

∣

∣

Re

(

∞
∑

k=2qn

i2πk
X(m, k)

ek
ei2πkx

)∣

∣

∣

∣

∣

≤ 2π
∞
∑

k=2qn

k
|X(m, k)|

eqk
,

≤ 2πm
∞
∑

k=2qn

k

ek
,

≤
2π

e
3
2
qn
m.

��«¬� ¨ ª¬ª�¸ § ®²¤n£E³,ÐA� HCÒ ¨ �yµ»ÐA��ÓEÒ §9È ¢�¢ ¨ ¦n«ºªº¸¶£E·9  ¨ «¬�

|X(m, qn) − |X(m, qn)|| ≤ 2|X(m, qn)|arg(X(m, qn),

≤ 2π
(m− 1)

qn+1
m;

¦n«º�y±k¢
m ≤ e2q′n §I¨ �yµ qn+1 ≥ e3q′n §  �¡y«º¦�«º³¶Æ9ª¬«¬¢�¦

∣

∣

∣

∣

Re

(

i2πqn
|X(m, qn)| −X(m, qn)

eqn
ei2πqnx

)∣

∣

∣

∣

≤ 4π2e−q′nqn
m

eqn
.
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��������
��£E³S·y«º�y«¬�9Î ¨ ª¬ª[ n¡y¢�·�£E¥y�9µy¦ ¨ ·}£'¯E¢ §�È «º n¡Ù n¡y¢Ê® ¨ ±�   �¡ ¨   m ≥ e2qn § «º ®²£Eª¬ªº£ È ¦� �¡ ¨  

∣

∣

∣

∣

∂ϕm

∂x
(x, y)

∣

∣

∣

∣

≥ 16
m

eqn

qn
n

− 2πqn
2 − 4πqn

2 − 2π
m

e
3
2
qn

− 4π2e−q′nqn
m

eqn
,

≥ 15
m

eqn

qn
n
.

2�I£E¤� �¡9¢
¦|¢k±�£E�yµ(µ9¢k¤n«�¯ ¨  �«�¯E¢k¦ ¨ ¦| n¤ ¨ «ºÎE¡C n®²£E¤ È[¨ ¤nµÊ·}£?¥y�yµÊ«¬¦*¢��y£E¥yÎE¡�¡y¢�¤n¢,D
� ����� � ��� 	��F� � � !���! � 1�3 ' 3 :L4 ) 8 %(+ 4;/ ),+ / C 4 @ 891 /D1 ) / J %(' ),+�- : + /73 I 3 ' m),+ B ),+�- (x, y) ∈ T

2 . %(+ 3 1 ) 4
∣

∣

∣

∣

∂2ϕm

∂x2 (x, y)

∣

∣

∣

∣

≤ Cm.

¹*¡y¢&Æy¤n£u£?®1«¬¦*µy«º¤n¢�±� a·�¢k± ¨ ¥y¦n¢ ϕ «¬¦ C2 �
2

� ������� � �[������� �����  ! ´ ¢ ¨ ¤|¢�ÎE£?«¬�yÎ& �£SÆ9¤n£'¯E¢�®²£?¤ ϕ  n¡y¢�¯ ¨ ªº«¬µy«� Ì¸_£?®/ n¡y¢³¶«G9Ï«¬�yÎS±�¤n«� �¢k¤|«¬£E��Î?«º¯E¢���·C¸ ��¤n£?Æ}£E¦|«º n«¬£E��ßÏ�]ß9��¹ ¨ ;G¢
®²£E¤ {τn}  n¡y¢&¦n¢�Ñu¥9¢k�y±�¢

τ2n = e2qn ,

τ2n+1 = e2q′n .

�I£E¤
η2n

  ¨ ;?¢ ¨ Æ ¨ ¤A �«� �«¬£?�S£?®� �¡y¢a¦n¢%  In µy¢%×I�y¢�µ ¨ ·�£'¯E¢ È «º n¡#«º�C �¢k¤A¯ ¨ ª¬¦ C(2n)
i
§

£?®vª¬¢k�9Î? �¡y¦&·�£E¥y�yµ9¢kµ­·�¢�  È ¢k¢�� e−qn ¨ �yµ 2e−qn
��A�¢�± ¨ ¥y¦|¢ λ(In) ≥ 1 − 4

n
§

η2n

¦ ¨  �«º¦|×I¢�¦a n¡y¢&±k£E�9µy«º n«¬£E�y¦*£G® ��¤n£?Æ}£E¦|«º n«¬£E��ßÏ�]ß9�
Þ £E¤|¢k£'¯E¢�¤ § ®²¤|£E³ ��¤n£?Æy¦n«� �«¬£?�y¦
ß9�I� ¨ �yµ»ß9�FE § ®²£E¤ ¨ �C¸ m ∈ [ τ2n

2
, 2τ2n+1],®²£E¤ ¨ ªºª C(2n)

i ∈ η2n,
¨ �yµ ¨ ª¬ª y0 ∈ T
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∣
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ç�¢��y±k¢ § ±k£?�yµy«º n«¬£E� (i)
£?® ��¤n£EÆ�£E¦|«º �«º£E��ß9�]ß «¬¦�¦ ¨  �«¬¦A×I¢kµ(£E�y±k¢ È ¢
  ¨ ;G¢ k2n =

1
2

qn

n
¨ �yµ ε2n = 2C n

qn

��¹*¡y¢�¦n¢ ¦n¢�Ñ�¥y¢k�y±�¢k¦
£E·C¯u«¬£E¥y¦|ªº¸�ÎE£� n£�«¬�9×y�y«º Ì¸ ¨ �yµU n£
æk¢�¤n£#¤n¢k¦|Æ}¢�±� n«º¯E¢�ªº¸ È ¡9¢k� n ÎE£u¢k¦[ n£ «¬�9×I�9«º Ì¸ ¨ ¦�¤|¢kÑ�¥y«º¤n¢kµ�«¬�� n¡y¢&±k¤n«� �¢�¤n«¬£?�/�¹*¡y¢S±o¡y¢�± ;�«¬�yÎ�£?®� �¡y¢S±�¤n«� �¢k¤|«¬£E��«¬�� �¡y¢

y
µy«¬¤|¢k±� n«¬£E�­Ðd±�£E�yµy«� �«º£E�

(ii)
Ò §�È ¡y¢k�

m ∈ [ τ2n+1

2
, 2τ2n+2]

§ «¬¦*¢:9 ¨ ±� nªº¸�¦|«¬³#«¬ª ¨ ¤k�
¹*¡y¢&Æy¤n£u£?®1£?®1¹*¡y¢k£E¤|¢k³,�&«¬¦*£'¯?¢k¤k�

2
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T
3 �

ËÌ�� n¡y«¬¦a¦|¢k±� n«¬£E� È ¢
±k£?�y¦n«ºµy¢k¤�«¬¤|¤ ¨  n«¬£E� ¨ ª�ÔI£ È ¦�£E�
T

3 £?®1¯E¢�±� �£?¤ (α, α′, 1)«¬�
R

3 §/È ¡9¢k¤n¢ (α, α′) ∈ R
2 «¬¦&¦n¥y±o¡� �¡ ¨   Rα,α′

«¬¦ ¨ ³#«¬�y«º³ ¨ ª; n¤ ¨ �y¦|ª ¨  n«¬£E�
£E�

T
2 D

{ dx
dt

= α,
dy

dt
= α′,

dz
dt

= 1.Ës �«º¦��y£? �¡ ¨ ¤|µ( �£�¦|¢k¢M n¡ ¨  � �¡y¢S¤|¢kÆ ¨ ¤ ¨ ³#¢� n¤n«¬æ ¨  �«º£E��£?®�¦n¥9±o¡ ¨ ÔI£ È ·C¸ ¨
¦| n¤n«¬±% �ª�¸ Æ}£E¦|«º n«º¯E¢�¦n³#£u£? �¡#®²¥y�y±� n«¬£E� 1

φ

± ¨ ��·�¢�«¬�C n¢k¤nÆ9¤n¢� n¢kµ ¨ ¦ ¨ ¦|Æ}¢�±k« ¨ ª�ÔI£ È
£'¯E¢k¤

Rα,α′
£?�

T
2 È «� �¡Ê �¡y¢&±�¢k«¬ªº«¬�yÎ�®²¥y�y±� n«¬£E�Êµy¢%×I�y¢�µ(·C¸

ϕα,α′(x, y) =

∫ 1

0

φ(x+ sα, y + sα′, s)ds.

7��yµÊ±�£E�C¯E¢k¤|¦n¢�ªº¸ § Î?«º¯E¢�� ¨ ¦nÆ�¢k±k« ¨ ª}Ôy£ È {Rα,α′ , ϕα,α′} § «�®K �¡y¢�¤n¢&«¬¦ ¨ ¦n³#£Ï£? n¡¨ �yµÙ¦| n¤n«¬±% �ª�¸ Æ}£?¦n«º n«º¯?¢Ê®²¥9�y±� n«¬£E� φ £E� T
3 ¦ ¨  �«º¦|®�¸u«¬�9ÎØ n¡y¢Êª¬«¬�9¢ ¨ ¤_¢�Ñu¥ ¨  �«º£E�

¨ ·�£�¯?¢ §  �¡y¢aÔI£ È ± ¨ �¶·�¢a¯Ï«º¢ È ¢kµ ¨ ¦ ¨ ¤n¢�Æ ¨ ¤ ¨ ³¶¢% �¤|«¬æ ¨  �«¬£?�_£?® {T t
(α,α′,1)}

È «� �¡
¯E¢�ª¬£u±k«º Ì¸ 1

φ

�
A�¢�®²£?¤n¢ È ¢�Æy¤|£�¯?¢ ��£?¤n£Eªºª ¨ ¤A¸��E��� È ¢ È «¬ª¬ªvµy¢k¤|«º¯?¢�®²¤|£E³�¹*¡y¢�£E¤n¢�³ �� n¡y¢

®²£Eª¬ªº£ È «¬�yÎ È ¢ ¨ ;?¢k¤�¤n¢�¦n¥yª� $D
� ����� � ��� 	��F� � ��!  ! # %('G),+�- : '"' ) /F: %(+�),<>C 398;/ %(' (α, α′) ∈ R

2/Q2 .�/D1�3 ' 3
3 OQ:L4;/D4 ) 4;/ ' : 8;/ < - 6 % 4;:2/F: C 3 ' 3 ),<�),+�),< - /F: 8 J"@�+ 8;/ : %(+ %(+

T
3 . φα,α′ 4 @ 891�/D1 ) /

ϕ(x, y) =

∫ 1

0

φα,α′(x+ sα, y + sα′, s)ds,

? 1�3 ' 3 ϕ :L4N/21�3 ' 3 ),<&),+�),< - /F: 8 J"@�+ 8;/ : %(+ ? 3 @ 4 3�B : + /21�3 M ) : + 6 ' % 6 % 4;:2/ : %(+�R
�;+ 6 ),' / : 8 @�<E),' .�: J (α, α′) ∈ Y .�/21�3 ' 376 ),' ) M 3;/ ' :
� ) / : %(+ %AJ /D1�3
: '"'�) /F: %(+�),<"=>%(?
Rt(α,α′ ,1) � - /21�3 J"@K+ 8;/F: %(+ 1

φα,α′
:L4NM�:POQ: +�ISR

à�á�ã�¿7¾��-#���¯?¢k�C �¥ ¨ ª¬ª�¸ §  �£�³ ¨ ;G¢ ¦n¥y¤|¢# n¡ ¨  � �¡9¢¶¦|£Eª¬¥9 n«¬£E� φα,α′
«¬¦�Æ�£E¦n«� �«�¯E¢ §

È ¢ È «¬ªºª��y¢�¢kµÊ �£_  ¨ ;?¢ ¨'È�¨ ¸�®²¤n£E³ ϕ
 �¡y¢�×I¤|¦| a �¢�¤n³#¦�£G®�«� �¦ �I£E¥y¤|«¬¢k¤�¦n¢k¤|«¬¢�¦k�

� ������� ! ¹*¡9¢�¢ ¨ ¦n«º¢k¦A  È[¨ ¸S n£&×y�yµ ¨ ¦|£Eª¬¥Ï �«¬£?� φα,α′
®²£?¤� �¡y¢ ¨ ·}£'¯E¢a¢�Ñu¥ ¨  �«º£E�

«¬¦[ n£#ªº£Ï£,;#®²£E¤*«� a¥y�yµy¢�¤* �¡y¢&¦nÆ�¢k±�« ¨ ª/®²£?¤n³

φα,α′(x, y, z) = 1+Re

(

∞
∑

k=1

dk,lke
i2πkxei2πlkz

)

+Re

(

∞
∑

k=1

bk,l′
k
ei2πkyei2πl′

k
z

)

,

È ¡y¢k¤|¢ lk ¨ �yµ l′k È
«ºª¬ªy·�¢a±o¡y£E¦n¢���ª ¨  �¢k¤�«º�

Z
§ ®²£Eª¬ªº£ È «º�yÎ� �¡9¢�ªº«¬�y¢�¦Õ£?®"�q�'ß��f� ´ ¢

¡ ¨ ¯E¢ §
∫ 1

0

φα,α′(x + sα, y + sα′, s)ds = 1 + Re

(

∑

k>1

dk,lk

ei2π(kα+lk) − 1

i2π(kα + lk)
ei2πkx

)

+ Re

(

∑

k>1

bk,l′
k

ei2π(kα′+l′
k
) − 1

i2π(kα′ + l′k)
ei2πky

)

,
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¨ �yµ φα,α′
«º¦[®²£E¤n³ ¨ ªºªº¸ ¨ ¦n£Eªº¥9 �«º£E��£?®; �¡y¢&ª¬«º�y¢ ¨ ¤[¢kÑ�¥ ¨  n«¬£E�Ê«�® È ¢&  ¨ ;G¢

dk,lk =
i2π(kα + lk)

ei2π(kα+lk) − 1
e−k,

bk,l′
k

=
i2π(kα + l′k)

ei2π(kα′+l′
k
) − 1

e−k,

È ¡y«¬±o¡�«¬¦*Æ�£E¦|¦n«¬·9ª¬¢� �£ µy£ ·�¢k± ¨ ¥y¦n¢ α ¨ �yµ α′ ¨ ¤|¢�«¬¤|¤ ¨  n«¬£E� ¨ ªg�;ËÌ�� n¡y«¬¦*± ¨ ¦n¢ §

|dk,lk| =
π|kα+ lk|

| sin(π(kα + lk))|
e−k,

|bk,l′
k
| =

π|kα′ + l′k|

| sin(π(kα′ + l′k))|
e−k.

�Ï£ § «�® È ¢M±o¡y£u£E¦|¢ lk  n£¶·�¢
 n¡y¢
±kª¬£?¦n¢k¦A �¤|¢kª ¨  �«�¯E¢�«¬�C n¢kÎE¢�¤� n£ −kα §zÈ ¢ È «¬ª¬ª¡ ¨ ¯E¢
|kα + lk| ≤

1

2
,

¡y¢k�9±k¢ §
|kα + lk|

| sin(π(kα+ lk))|
≤

1

2
,

³¶£?¤n¢k£'¯?¢k¤ §yÈ «� �¡� �¡9«¬¦*±o¡y£E«º±k¢&£?® lk § |lk| ≤ |α|k + 1 §  �¡y¢�¤n¢%®²£E¤n¢

|dk,lk| ≤
π

2
e−k

≤
π

2
e
− 1

|α|+2
(k+|lk|).

´ ¢a³ ¨ ;?¢ ¨ ¦n«¬³#«¬ª ¨ ¤�±o¡9£E«¬±�¢�£G® l′k §Ï¨
�yµ# n¡y¢a®²¥y�y±� n«¬£E�

φ̃α
È ¢�£E·Ï  ¨ «º� È «ºª¬ª9 n¡�¥y¦

·}¢ ¨ � ¨ ªº¸� �«º± ¨ �yµÊ¦A �¤n«º±� nªº¸�Æ�£E¦|«º �«�¯E¢G��¹*¡y¢&Æy¤n£EÆ�£E¦|«º �«º£E��«¬¦*Æ9¤n£'¯E¢�µ/�
2

� ������� ���¶� � ����� � � ���  !  ! 1K¢� 
(α, α′) ∈ Y

·}¢ ×�9Ï¢kµ»®²£E¤
 n¡y¢�³#£E³#¢k�C ��
��£E�y¦|«¬µy¢�¤a n¡y¢&¦nÆ�¢k±�« ¨ ª�Ôy£ È £'¯E¢k¤ Rα,α′

È «� �¡ ¨ ±k¢k«ºª¬«º�yÎM®²¥y�y±% �«º£E�

ϕα,α′(x, y) = 1 + Re

(

∞
∑

k=1

dke
i2πkx +

∞
∑

k=1

bke
i2πky

)

.

´ ¢
¦n¢�¢
®²¤|£E³) n¡y¢�Æ9¤n£u£?®�£?®1 �¡y¢
³ ¨ «¬�� n¡y¢k£E¤|¢k³  n¡ ¨   ¨ ¦|¥
	#±k«¬¢��C �±�£E�yµy«� �«¬£?�
®²£E¤� n¡y¢MÔI£ È  �£�·�¢S³¶«G9Ï«¬�yÎ¶«¬¦� n¡ ¨  � n¡y¢_±k£u¢ 	#±k«º¢k�C �¦ dk

¨ �yµ bk ¦ ¨  n«¬¦A®�¸� n¡y¢®²£Eª¬ªº£ È «¬�yÎ
Ðd±G��Ò �I£E¤ ¨ �C¸ k ∈ N

ª ¨ ¤nÎE¢�¢��y£E¥yÎE¡ §
|dk| ≤ e−k, |bk| ≤ e−k,

Ðd±�ÓEÒ �I£E¤ ¨ �C¸ n ∈ N
ª ¨ ¤nÎE¢�¢��y£E¥yÎ?¡ §

|dqn
| ≥ e−2qn, |bq′n | ≥ e−2q′n .

0�¢�×y�y¢��9£ È £E�
T

3

φ(x, y, z) := 1 + Re





∞
∑

k=1

∑

|l|≤k

e−k

k

(

ei2πkxei2πlz + ei2πkyei2πlz
)



 .
ÐgÓ��EÒ
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� ����� � ��� 	��F� � �&! � !>#&%(' ),+�- C 398;/ %(' (α, α′) ∈ Y
⋂

[−1, 1]2 :2/
:L4 / '"@ 3 /21 ) /
/D1�3 ),+�),< - /F: 8 J"@K+ 8;/F: %(+

ϕα,α′(x, y) =

∫ 1

0

φ(x+ sα, y + sα′, s)ds,

4 ) / :L4�� 394 � % /D1 � 8 1 � ),+ B � 8 2 � R
� ¾%ÁuÁ�å0# 7�¦a«¬�� n¡y¢&Æy¤n£u£?®;£?® �Õ¤|£EÆ�£E¦n«� �«¬£?�2�y�º� §I¨ µy«¬¤|¢k±� �±�£E³¶Æ9¥9  ¨  n«¬£E��Î?«º¯E¢�¦

ϕα,α′(x, y) = 1 + Re

(

∞
∑

k=1

dke
i2πkx +

∞
∑

k=1

bke
i2πky

)

È «º n¡

ak =
e−k

k

∑

|l|≤k

sin(π(kα+ lk))

π(kα + l)

¨ �yµ ¨ ¦n«º³¶«ºª ¨ ¤�¢:99Æ9¤n¢k¦|¦n«º£E��®²£E¤ bk � ��ª¬¢ ¨ ¤nª�¸ |dk| ≤ e−k ¨ �yµÄÐd±?�'ÒÉ«¬¦É¦ ¨  �«¬¦A×I¢kµ��
Ü�£ È&§ ¦n«º�y±k¢ |α| ≤ 1 § «�® È ¢�±�£E�y¦|«¬µy¢�¤� n¡y¢�±�ª¬£E¦|¢k¦A �«º�� n¢kÎE¢�¤ lqn

 n£
−qnα

§ «º 
¦ ¨  n«¬¦A×I¢k¦ |lqn

| ≤ qn
�ÕÜ�¢:9Ï  § �y£? �«º±k¢� n¡ ¨  

| sin(π(qnα+ lqn
))|

π|qnα + lqn
|

≥
2

π
,

È ¡y«¬ªº¢�®²£E¤ ¨ �C¸ l ∈ Z−{lqn
}

| sin(π(qnα+ l))|

π|qnα + l|
≤

2

π
| sin(πqnα)| = O(

1

qn+1
),

¨ �yµ­Ðd±�ÓEÒ��y£ È ®²£Eªºª¬£ È ¦k�
2

EÏ���������z�#$K�»��� ��������� � ���Û���;�	�
���z�1�� K� �
� $/�1�����
¹*¡y«¬¦*¦|¢k±% �«¬£?��«º¦*µy¢�¯?£? �¢�µ� �£_ n¡y¢

� ������� ���(� �&��� ����� � ! ´ ¢ È «¬ªºªaµy¢k¦|«¬ÎE� ¨  �¢U·C¸ G  n¡y¢U¦n¢% Ê£?®�¯E¢�±� n£E¤n¦
(α, α′) ∈ R

2 ®²£?¤ È ¡y«º±o¡U �¡y¢�¤n¢S«º¦ ¨ ¦n¢kÑ�¥y¢��y±k¢ £?®�«¬�C �¢�ÎE¢k¤|¦ rn

¦n¥y±o¡U n¡ ¨  �®²£?¤
¨ �C¸ ϕ ∈ C4(T2) È «� �¡ ∫

T
2 ϕdµ = 1 §  �¡9¢&®²£?ª¬ª¬£ È «º�yÎS¡y£Eªºµy¦Ð % �'Ò

ϕrn
− rn

±�£E�C¯E¢�¤nÎE¢�¦�¥y�y«�®²£E¤n³#ªº¸  n£
0 È ¡y¢�� n  n¢k�yµy¦a �£ «º�9×I�y«� Ì¸Ð %�Ó?Ò

Rrn(α, α′) −→
n→∞

Id
T

2

�
¹*¡y«¬¦ ® ¨ ±% ¶£?·�¯u«º£E¥y¦nª�¸Å«¬³#Æyª¬«º¢k¦M n¡ ¨   T rn → IdMϕ

È ¡y¢�� n → ∞ §vÈ ¡y¢�¤n¢
{T t}

«¬¦� �¡9¢*¦nÆ�¢k±k« ¨ ª9ÔI£ È £�¯?¢k¤ Rα,α′
¨ �yµ ¥y�9µy¢k¤ ϕ �1ËÌ�# n¡y«¬¦�± ¨ ¦n¢ §�È ¢a¦ ¨ ¸S n¡y¢ÔI£ È «º¦�¾n¼ 6E¼�* §C¨ �yµ È ¢a± ¨ ªºª9 �¡9¢ rn

¤n«¬Î?«¬µy«� Ì¸
 n«¬³#¢k¦�����ª¬¢ ¨ ¤nª�¸ § ¤|«¬ÎE«ºµy«º Ì¸
«¬³#Æ�¢kµy¢�¦
³¶«G9Ï«¬�yÎy�
��«¬¤|¦|  È ¢�¤n¢�³ ¨ ¤C;U �¡ ¨  � n¡y¢�¦|¢�  G ±�£E�C  ¨ «º�y¦
 n¡y¢�¦|¢� M£?®[¯E¢�±� n£E¤n¦S¦|¥y±o¡Í �¡ ¨  
ÎE«º¯?¢k� ¨ ��¸Ø®²¥y�y±% �«º£E� ϕ ∈ C4(T2)

£?®a«º�C �¢kÎ?¤ ¨ ª 1 §  �¡y¢�ª¬«¬�9¢ ¨ ¤|«¬æk¢�µ»¢�Ñ�¥ ¨  �«º£E�
ϕ − 1 = ψ ◦ Rα,α′ − ψ § ¡ ¨ ¦ ¨ ±k£E�C �«º��¥y£E¥y¦�¦n£Eªº¥9 �«º£E�ÛÐd³#¢ ¨ ¦|¥y¤ ¨ ·9ª¬¢ È £E¥9ª¬µ·}¢¶¢k�y£?¥yÎE¡zÒY� A�¥Ï  È ¢�± ¨ �­Æy¤n£'¯E¢�¥y¦n«º�yÎ �I£E¥y¤|«¬¢�¤ ¨ � ¨ ªº¸u¦n«º¦
 n¡ ¨  � �¡y¢¶ª ¨  | �¢k¤
¦n¢%  § ±k£?�y¦n«º¦| �«º�yÎØ£?®�¦n£?³¶¢�¡y£ È 5�· ¨ µyª�¸ ¨ ÆyÆy¤|£$99«º³ ¨  �¢kµ�5�¯?¢k±� n£E¤n¦�«¬¦ £?®� n£?  ¨ ª
1K¢k·�¢k¦nÎ?¥y¢�³#¢ ¨ ¦n¥y¤|¢�Ð �Qß � § «º�� �¡y¢ ¨ �y�9¢�9yÒ%�
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Ü�¢:9Ï  §9È ¢ È «¬ªºª}Æy¤|£'¯E¢� n¡ ¨   G ±k£?��  ¨ «¬�9¦ ¨ µy¢��y¦n¢ Gδ

� �I£E¤Õ �¡y«º¦ È ¢ È «¬ª¬ªzÆy¤|£'¯E¢
 �¡y¢�®²£Eªºª¬£ È «¬�9ÎSª¬¢�³¶³ ¨ ¦
� ��� � � ��!  ! � 1�3 ' 303 OQ:L4;/24 ) Gδ B�3 + 4 3�4 3;/ Ĝ ∈ R

2 4 @ 891T/D1 ) / J %(' ),+�-
(α, α′) ∈ Ĝ /D1�3 ' 3T3 OQ:L4;/�: + � + :2/ < - M ),+�- / ' : 6 < 3;/D4 (p, p′, q) ∈ Z×Z×N
4 @ 891�/21 ) /Ð ¨ Ò |α− p

q
| < 1

eq , p ∧ q = 1;
Ð ¨ .]Ò |α′ − p′

q+1
| < 1

eq , p′ ∧ (q + 1) = 1.
ç�¢�¤n¢

p ∧ q = 1
¦A  ¨ �9µy¦*®²£E¤ p ¨ �yµ q ¤n¢�ª ¨  n«º¯E¢�ªº¸¶Æy¤n«º³¶¢G�

� ��� � � ��! � ! � 1�3 4 3;/ Ĝ :L4N: + 8 < @ B�3�B : + G R
��ªº¢ ¨ ¤|ªº¸ §CÈ «� �¡  �¡y¢�¦n¢�ªº¢k³#³ ¨ ¦ ¨ �yµ¶ n¡y¢�µ9¢�×I�y«� �«º£E� £?®/ �¡9¢�¦|¢�  G  �¡y¢�Æy¤n£u£?®£?®; �¡y¢&Æy¤|£Ï£?®1£?®; �¡y¢� n¡y¢k£E¤|¢k³ È «ºª¬ª�®²£Eª¬ªº£ È �

� ������� ��� �F��� � � ��!  !�0�¢��y£? n¢�·C¸
Oq

 �¡y¢a¦n¢% �£G®}¯?¢k±� n£E¤n¦v£?®
R

2 ®²£E¤ È ¡9«¬±o¡
Ð ¨ Ò ¨ �yµØÐ ¨ .lÒ ¨ ¤n¢�¤n¢ ¨ ª¬«ºæ ¨ ·9ª¬¢ È «º �¡ q ��Ës *«º¦ ¨ ��£EÆ�¢k�Ê¦n¢%  ¨ �yµ�®²£E¤ ¨ �C¸�«¬�C n¢kÎE¢�¤
n § ⋃q≥n Oq

«¬¦�£EÆ�¢k� ¨ �yµØµy¢��y¦n¢#·}¢�± ¨ ¥9¦n¢#«º &±k£?��  ¨ «¬�9¦� �¡y¢ Æ�£E«¬�C �¦ (p

q
, p′

q+1
) §

q ≥ n
�vç�¢��y±k¢ § Ĝ =

⋂

n∈N

⋃

q≥n Oq

«¬¦ ¨ ¤n¢k¦|«¬µy¥ ¨ ªK¦n¥y·9¦n¢� SÐdµ9¢k�y¦|¢ Gδ

Ò §z¨ �yµ
 �¡y¢&ªº¢k³#³ ¨ «º¦*Æy¤n£'¯?¢kµ/�

2� ����������� �D��� � � ��! � !v¹ ¨ ;?¢ (α, α′) ∈ Ĝ
� ��¡y£u£E¦|¢ ¨ ¦|¢kÑ�¥y¢��y±k¢ (pn, p

′
n, qn)¦ ¨  n«¬¦A®�¸Ï«º�yÎ(Ð ¨ Ò ¨ �yµÍÐ ¨ .]Ò%� ��ªº¢ ¨ ¤|ªº¸»Ð %
ÓEÒ[«¬¦�¦ ¨  �«¬¦A×I¢kµ�®²£E¤a �¡y¢�¦n¢kÑ�¥y¢��y±k¢ rn =

qn(qn + 1)
�v���Ê n¡y¢&£? �¡9¢k¤a¡ ¨ �yµ È ¢
± ¨ � È ¤n«º n¢� �¡y¢J�I£E¥y¤|«¬¢�¤[¦n¢�¤n«¬¢�¦�£G®

ϕ

ϕ(x, y) = 1 +
∑

(k,l)∈Z
2−{0,0}

dk,le
i2πkxei2πly,

¦n«º�y±k¢
ϕ
«¬¦*£?®1±kª ¨ ¦n¦ C4 È ¢
¡ ¨ ¯E¢

|dk,l| = o

(

1

|k|4 + |l|4

)

.

�I£E¤ ¨ �C¸ m ∈ N
§9È ¤|«º �¢

ϕm(x, y) = m +
∑

(k,l)∈N
2−{0,0}

dk,l

1 − ei2πm(kα+lα′)

1 − ei2π(kα+lα′)
ei2πkxei2πlz.

´ ¢ È «ºª¬ªv±o¡y¢k± ;Í n¡ ¨   ϕrn
− rn

±k£?��¯?¢k¤|ÎE¢k¦#¥y�y«�®²£E¤n³#ªº¸Ä n£Øæ�¢k¤|£ §ÉÈ «� �¡ rn =
qn(qn + 1)

� �I£E¤ ¨ �C¸ k, l, |k|, |l| < qn
È ¢�¡ ¨ ¯?¢

kα + lα′ = k
pn

qn
+ l

p′n
qn + 1

+ O(
qn
eqn

),

¦n«º�y±k¢
qn ∧ (qn + 1)pn = 1 §  �¡9«¬¦*«¬³#Æyªº«¬¢k¦

|||kα+ lα′||| ≥
1

2qn(qn + 1)
,

È ¡y¢k¤|¢ |||.||| «¬¦� n¡y¢Sµy«º¦|  ¨ �y±k¢S n£� �¡y¢M±kª¬£?¦n¢k¦A &«¬�C �¢�ÎE¢k¤�� Þ ¢ ¨ � È ¡y«ºª¬¢ § Ð ¨ Ò ¨ �yµÐ ¨ .]Ò�«¬³#Æyª�¸

|||rn(kα + lα′)||| = O(
q2
n

eqn
).
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������ � � �
ç�¢��y±k¢ § ®²£?¤ k, l, |k|, |l| < qn

§ £E�9¢
¡ ¨ ¦
∣

∣

∣

∣

1 − ei2πrn(kα+lα′)

1 − ei2π(kα+lα′)

∣

∣

∣

∣

= O(
q4
n

eqn
)

¨ �yµ
∑

|k|,|l|<qn,kl 6=0

|dk,l|

∣

∣

∣

∣

1 − ei2πrn(kα+lα′)

1 − ei2π(kα+lα′)

∣

∣

∣

∣

= o(1).

���Ê n¡y¢&£? �¡9¢k¤a¡ ¨ �yµ
∑

|k|+|l|≥qn

|dk,l|

∣

∣

∣

∣

1 − ei2πrn(kα+lα′)

1 − ei2π(kα+lα′)

∣

∣

∣

∣

≤ rn

∑

|k|+|l|≥qn

|dk,l|,

= rn

∑

|k|+|l|≥qn

o

(

1

|k|4 + |l|4

)

,

= o(1).
´ ¢»¦n¡y£ È ¢kµ4 n¡ ¨  ÍÐ %
ÓEÒÊ¡9£Eª¬µy¦Ê®²£E¤Ê �¡y¢Ø¦n¢�Ñ�¥y¢k�y±�¢ rn

¨ �yµ  n¡y¢­ªº¢k³#³ ¨ «º¦
Æy¤n£'¯?¢kµ/�

2

H9���_�z�;�� �� �u�����9������� ���;� � 	 	 �u��$/�y�������É�
1K¢� 

{T,M, ρ}
·}¢ ¨ µ9¸u� ¨ ³#«¬± ¨ ª�¦|¸u¦| n¢k³ ¨ �yµS±�£E�y¦|«¬µy¢�¤1 �¡9¢�Æy¤|£Ïµy¥9±� � n¤ ¨ �9¦ 4®²£E¤n³ ¨  n«¬£E� T ×Rα,α′

£?�
T

2 ×M §uÈ «º n¡ (α, α′) ∈ Y
��¹*¡9«¬¦Õ �¤ ¨ �y¦|®²£E¤|³ ¨  �«¬£?�

Æy¤n¢�¦n¢�¤|¯E¢�¦� n¡y¢_Æy¤n£uµy¥y±% &³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢_£?® ρ È «º �¡Ä n¡y¢ ç ¨E¨ ¤�³¶¢ ¨ ¦n¥9¤n¢ £E� T
2 § µ �Ü�£ È ±�£E�y¦n«ºµy¢k¤�¦nÆ�¢k±�« ¨ ª/ÔI£ È ¦�£�¯?¢k¤ T × Rα,α′

È «º �¡ ¨ ±�¢k«ºª¬«¬�9Î ®²¥9�y±� n«¬£E�Ê �¡ ¨  
µy¢kÆ�¢k�9µy¦ £E�yªº¸Ø£E�  n¡y¢�¯ ¨ ¤n« ¨ ·yªº¢k¦M£G®

T
2 ¨ �yµ  �¡ ¨   È ¢�  ¨ ;G¢�¢kÑ�¥ ¨ ª� n£ ϕ £?® �¡y¢
³ ¨ «¬�� n¡y¢k£E¤|¢k³�� ´ ¢ È «¬ª¬ª�µy¢k�y£G �¢& �¡y«º¦�¦|Æ}¢�±k« ¨ ª/ÔI£ È ·C¸ {T × Rα,α′ , ϕ}

�
��¢ ¨ ¦n£?�y«¬�yÎ ¢:9 ¨ ±� �ª�¸ ¨ ¦*«º�Ê n¡y¢&Æy¤n£u£?®1£?®; �¡y¢&³ ¨ «¬�� n¡y¢k£E¤|¢k³ È ¢
£E·9  ¨ «¬�
������������� � ! �2J

T × Rα,α′ :L4 @�+ : � @ 3 < - 3 ' I�% B,: 8 /D1�3 + {T × Rα,α′ , ϕ} :L4
M�:POQ: +�I � J %(' /21�3 : +�C(),' : ),+ / M 3 ) 4 @�' 3 ρ× µ � R
¹*¡y«¬¦1 �¡y¢�£E¤n¢�³ Æ}¢�¤n³#«º n¦� �£�ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª¬«ºæk¢[¹*¡9¢k£E¤|¢k³ �* �£�¡9«¬ÎE¡y¢�¤�µy«º³¶¢��y¦n«º£E� ¨ ª

 �£E¤|«
� ����������� ��� � !  Ðfç�«ºÎE¡y¢�¤�µy«º³¶¢��y¦n«º£E�zÒ"! �DJ

β ∈ R
k :L4 4 @ 891 /D1 ) / /21�3�/ ' ),+ 4 
<E) / : %(+ Rα,α′,β

%(+
T

k+2 :L4 : '"' ) / : %(+�),< . /21�3 + {R(α,α′,β), ϕ} :L4 M�:POQ: +�ISR � 1�:L4
476�398;: ),<S=>%(? 8 ),+ ),< 4 % �;3 C : 3 ? 3�B ) 4 ) M�:POQ: +�I�),+�),< - /F: 8 ' 376 ),' ) M 3;/ ' :
� ) /F: %(+%AJ /21�3 : ';' ) /F: %(+�),<Q=>%(? {T t

(α,α′,β,1)}
%(+

T
k+3 R

��£E¤n£?ª¬ª ¨ ¤|¸��E�º�Õ£E�
³#«?9Ï«¬�yÎ*¤|¢kÆ ¨ ¤ ¨ ³#¢� n¤n«¬æ ¨  �«º£E�y¦/± ¨ �
·}¢É¦|  ¨  �¢�µ�«º� ¨ ¦nªº«¬ÎE¡C nªº¸
³¶£?¤n¢�ÎE¢��y¢k¤ ¨ ª È[¨ ¸
������������� ��!�� 1�3 ' 3 :L4 ) B�3 + 4 3 ),+ B @�+ 8 %(@K+ / ) � < 3H4 @ �;4 3;/ B ⊂ R

3 ),+ B) B�3 + 4 3H4 @ �;4 3;/ F ⊂ Cw
1
2π

(T3,R+,∗) . 4 @ 891 /21 ) /D. ),+�- ' 376 ),' ) M 3;/ ' :
� ) /F: %(+%AJH),+ : '"' ) /F: %(+�),< / ' ),+ 4 <E) /F: %(+ %(+
T

3 ? :2/21 C 398;/ %(' β ∈ B � - 1
φ
. φ ∈ F .>:L4

M�:POQ: +�ISR
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´ ¢ È «ºª¬ª ¨ ÆyÆyª�¸� �¡9«¬¦*±k£?¤n£Eªºª ¨ ¤A¸¶ n£  n¡y¢�±k¥9·y«¬±&·y«ºª¬ª¬« ¨ ¤nµ�� 7�±�¥y·y«¬±�·9«¬ª¬ªº« ¨ ¤|µ�«º¦

 �¡y¢Éµ9¸u� ¨ ³#«¬± ¨ ªE¦A¸Ï¦A �¢�³Ç£?·9  ¨ «º�y¢kµ È ¡y¢�� È ¢v±�£E�y¦n«ºµy¢k¤� �¡9¢v¥y�9«º®²£E¤|³ ³#£? �«º£E��£?®
¨ Æ�£E«º�� É³ ¨ ¦n¦Õ«º�y¦n«ºµy¢ ¨ ±�¥y·}¢ C «¬�  �¡9¢ ��¥y±�ª¬«¬µ9« ¨ �_¦|Æ ¨ ±k¢ R

3 §CÈ «º n¡# n¡y¢�¥y¦n¥ ¨ ª
ª ¨�È ¦�£?®y¤|¢�ÔI¢�±� n«¬£E� È ¡y¢k�
 �¡y¢ÉÆ�£E«¬�C �¡y«� �¦ ¨ ¦|«¬µy¢G� �I£E¤K n¡y¢Õ³¶£E³#¢k�C  § ¯?¢kªº£Ï±�«º Ì¸�«º¦
  ¨ ;G¢k�# �£&·}¢a±�£E�y¦|  ¨ �C �¢�Ñ�¥ ¨ ªI �£&¥y�y«� Ì¸E��¹*¡9¢�Æy¡ ¨ ¦n¢�¦nÆ ¨ ±k¢�£?®} n¡y«¬¦Õµ9¸u� ¨ ³¶«º± ¨ ª
¦|¸u¦| n¢k³ §  �¡ ¨   È ¢�± ¨ ªºª M «º¦M£E·9  ¨ «¬�9¢kµ­®²¤|£E³, �¡y¢�µ9«¬¤n¢�±� _Æ9¤n£uµy¥y±�  C × S2 §
È ¡y¢k¤|¢ S2 «¬¦� �¡y¢v¦nÆy¡y¢�¤n¢*£?®y¥y�y«º ;¯E¢�ª¬£u±k«� �«¬¢�¦ § ·�¸�«¬µ9¢k�C �«�®�¸Ï«º�yÎ�Æ ¨ «¬¤|¦1£G®I �¡y¢É®²£E¤n³
(ξ, v) § (ξ, v′) ®²£E¤ ξ ∈ ∂C § v ¨ �yµ v′ ∈ S2 ¨ �yµ v−v′ = 2(n(ξ), v)n(ξ) @ n(ξ)·}¢�«¬�yÎ� �¡y¢v¥y�y«� �¢�9u n¢k¤n«º£E¤;�y£E¤n³ ¨ ªC �£ ∂C ¨  ; �¡y¢�Æ}£E«º�C  ξ � ´ ¢�µy¢��y£? n¢[·C¸ {T t} �¡y¢&±�£E¤n¤|¢k¦nÆ�£E�yµ9«¬�yÎ#Æy¡ ¨ ¦|¢
Ôy£ È �vËs �Æy¤n¢�¦n¢k¤A¯E¢�¦� �¡y¢
³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢&«¬�9µy¥y±k¢�µ(£E� M·C¸� n¡y¢�¯?£Eª¬¥9³¶¢&³#¢ ¨ ¦|¥y¤n¢
£E� C × S2 § dξdv �37*±� n¥ ¨ ªºªº¸ § «º�� n¡y«¬¦�µy¢k¦|±k¤|«¬Æ9 n«¬£E�È ¢��y¢�ÎEª¬¢�±� �¢�µ# n¡y¢a¢kªº¢k³#¢k�C �¦ (ξ, v) ∈M

 n¡ ¨  É³¶«ºÎE¡C �¢�¯?¢k¤É³¶¢�¢� � n¡y¢*¯E¢k¤A �«º±k¢k¦
£?®y n¡y¢v±�¥y·�¢ §  n¡y«¬¦;¢�9Ï±k¢�Æ9 �«º£E� ¨ ª�¦|¢� �·�¢k«º�yÎ�£G®9¯E£?ª¬¥y³#¢væ�¢k¤|£y�"%�«º¯?¢k� ¨ µy«¬¤|¢k±% �«¬£?�
v = (α, β, γ) § α2 + β2 + γ2 = 1 § αβγ 6= 0 §KÈ ¡y¢k¤|¢_ �¡y¢ ±k£u£E¤|µy«¬� ¨  �¢ ¨ 9Ï¢k¦¨ ¤n¢�ÎE«º¯?¢k�Í·C¸­ n¡y¢�¯?¢k¤| n«¬±�¢k¦_£?® C §�È ¢�µy¢k�y£G �¢�·C¸ C(v)

 �¡9¢ �W±�¥y·}¢ �
C × v«¬�Å �¡y¢�Æy¡ ¨ ¦n¢(¦|Æ ¨ ±�¢?� ¹*¡y¢� n¤ ¨ 2|¢�±� n£E¤|¸Å£?® ¨ Æ�£E«¬�C  (c, v) ∈ M È «ºª¬ª*·�¢ ¨

¦| n¤ ¨ «ºÎE¡C aª¬«¬�9¢�«¬� C(v)
¥y�C �«¬ªK«� a¡y«º n¦a£E�y¢
¦n«¬µ9¢
£G®� �¡9¢
±�¥y·�¢?�37�®� �¢�¤�¤|¢�ÔI¢�±� �«º£E�

 �¡y¢�Æ�£E«º�� [ÎE£Ï¢�¦*«¬�C �£
C(v′) È ¡y¢k¤|¢ v′ «¬¦*£E·9  ¨ «¬�9¢kµ�®²¤n£?³ v

·�¸ 2|¥y¦| a±o¡ ¨ �yÎE«º�yÎ
 �¡y¢#¦n«ºÎE�Ø£?®�£?�y¢¶£G®� �¡9¢¶±�£Ï£E¤|µy«¬� ¨  �¢�¦ α, β, γ £?® v § µy¢kÆ�¢k�9µy«¬�yÎ�£E�� �¡y¢#¦n«ºµy¢ �¡y¢aÆ�£E«¬�C Õ¡y«� �¦����Ï£ §  n¡y¢a¥y�y«¬£?�#£G®} n¡y£E¦n¢a¢�«¬ÎE¡C Õ±k¥9·}¢�¦ §  �¡ ¨   È ¢�± ¨ ªºª Mv

«º¦ ¨ �
«¬�C¯ ¨ ¤n« ¨ �C [¦|¥y·y¦n¢% �£G®; n¡y¢�Æy¡ ¨ ¦n¢&¦nÆ ¨ ±k¢&¥y�yµy¢�¤[ �¡y¢�Ôy£ È4¨ ±� n«¬£E����¹1£_¯u«¬¦|¥ ¨ ªº«¬¦n¢
 �¡y¢Ê³#£? �«º£E�Í£E�

Mv
È ¢ÊÆy¥Ï # n¡y¢�±k¥9·}¢�¦ C(v) ¨ �9µ C(v′)

¦|«¬µy¢�·C¸ ¦|«¬µy¢�«º�
R

3 Ð ¨ ª¬£E�yÎ� �¡y¢�«º�y±k«ºµy¢k�y±�¢�¦n«ºµy¢'Ò ¨ �yµ È ¢�± ¨ �Í¯u«¬¢ È  n¡y¢� �¤ ¨ 2|¢k±% �£E¤A¸­£?®a n¡y¢
Æ}£?«¬�C _·�¢�®²£E¤|¢ ¨ �yµ ¨ ®� �¢�¤S �¡y¢�¤|¢�ÔI¢�±� n«¬£E�Ù�y£?  ¨ ¦ ¨ ·9¤n£<;G¢k� ªº«¬�y¢¶·y¥9 #¤ ¨  �¡y¢�¤
¨ ¦ ¨ ¦| �¤ ¨ «¬Î?¡� M£E�y¢# �¡ ¨  M±k¤|£E¦n¦|¢k¦S®²¤n£?³ C(v)

 �£
C(v′)

�5Av¸ØÎEªº¥y«¬�yÎ�«¬�Ø �¡y«º¦
® ¨ ¦n¡9«¬£E�Ê �¡y¢�¢k«ºÎE¡C �±�£E³#Æ}£E�9¢k�C �¦�£?® Mv

È ¢M£E·Ï  ¨ «º� ¨ ±k¥y·�¢M«º�
R

3 £E� È ¡9«¬±o¡
 �¡y¢[Ôy£ È «¬¦� n¡y¢[ �¤ ¨ �y¦|ª ¨  n«¬£E� È «� �¡_µy«º¤n¢�±� �«º£E� v ���Ï£ ¨ ¦�®²£?¤� �¡y¢aÎ?¢k�y¢�¤ ¨ ªyÆ9ª ¨ � ¨ ¤Æ}£?ªº¸uÎE£E�Ê·y«ºª¬ª¬« ¨ ¤nµ È «º �¡�¤ ¨  �«¬£?� ¨ ª ¨ �9ÎEª¬¢�¦MÐ²¦n¢�¢ �q� E���Ò §IÈ ¢�¡ ¨ ¯?¢Mµy¢��y¦n«� Ì¸Ê£?®� n¡y¢
 �¤ ¨ 2|¢k±% �£E¤|«¬¢k¦�«¬�M n¡y¢[±k£?�9×IÎE¥y¤ ¨  �«º£E�S¦|Æ ¨ ±k¢[®²£?¤ ¨ ªº³¶£E¦A �¢%¯E¢�¤|¸_«º�y«º n« ¨ ªCµy«º¤n¢�±� �«º£E�/�

7�¦|¦n¥y³#¢��9£ È ¨ ¦ ¨ ·�£'¯E¢� �¡ ¨  É �¡9¢�³#£? �«º£E� «¬�  �¡y¢�±k¥y·�¢�«º¦v¤|¢k±% �«¬ªº«¬�y¢ ¨ ¤ È «º n¡
¢kª ¨ ¦| n«¬±�¤n¢%ÔI¢k±% �«º£E�Û£?�Û �¡9¢�·�£E¥y�9µ ¨ ¤|¸ § ·y¥Ï �¦|¥yÆyÆ�£E¦n¢Ê �¡ ¨  # n¡y¢�³¶£uµy¥yªº¥y¦_£?®
 �¡y¢¶¯E¢kªº£Ï±�«º Ì¸»µy¢kÆ�¢k�9µy¦_£E�Í �¡9¢�Æ}£?¦n«º n«¬£E�

ξ
«º� ¨ � ¨ � ¨ ªº¸� �«º± È�¨ ¸ §  �¡y¢�Æ�£E«º�� 

ÎE£E«º�yÎ
® ¨ ¦| �¢�¤�£E¤É¦nªº£ È ¢�¤v �¡ ¨ ��¥y�9«º Ì¸#¦nÆ�¢k¢�µ�·y¥9 ��y¢�¯?¢k¤[¦A �£EÆyÆ9«¬�yÎ�£E¤v±o¡ ¨ �yÎE«º�yÎ
µy«¬¤|¢k±% �«¬£?�¶¥y�9ª¬¢k¦|¦�«� v¡9«º �¦ ¨ ¦|«¬µy¢�£?®/ n¡y¢�±�¥y·�¢?��Ës®/ n¡y¢�¯?¢kª¬£u±k«� Ì¸ µy«¬¦A �¤|«¬·y¥9 n«¬£E� «º¦
ÎE«º¯?¢k�¶·�¸ ¨ ®²¥y�y±% �«¬£?� 1

φ
È ¡y¢�¤n¢ φ «¬¦É«¬�  �¡9¢�µy¢��y¦n¢�¦nÆ ¨ ±k¢ F ⊂ Cw

1
2π

(T3,R+,∗)£?®Ï¹*¡y¢k£E¤|¢k³ � §  n¡y¢k�& �¡9¢k¤n¢Õ«º¦ ¨ �&¥y�y±k£?¥y�C  ¨ ·yªº¢Õµy¢k�y¦|¢v¦|¢� ;£?®Ï«¬�y«� �« ¨ ª�µy«¬¤|¢k±� n«¬£E�9¦
Ð
v ∈ B

ÒÉ®²£E¤ È ¡9«¬±o¡� �¡y¢�±k£E¤|¤n¢k¦|Æ}£?�yµy«¬�9ÎSÔI£ È £E�� n¡y¢�±k£?�9×IÎE¥y¤ ¨  �«º£E��¦|Æ ¨ ±k¢�«º¦
³¶«G9Ï«¬�yÎy��¹*¡y«º¦1 n¥y¤n�y¦�£E¥9 � n£�·�¢[«¬³#Æ}£?¦n¦n«º·yª¬¢� n£�µy£�«º�� �¡9¢[± ¨ ¦|¢[£?® ¨ Æ�£Eª�¸ÏÎ?£E� ¨ ª
·y«¬ªºª¬« ¨ ¤nµ È «º �¡Å¤ ¨  �«º£E� ¨ ªºªº¸�¤n¢�ª ¨  n¢kµ ¨ �yÎ?ª¬¢k¦_¦|«¬�y±�¢�·C¸ ¨ ¤|¢k¦|¥yªº  £?® % ¨  �£,; �IE�� §
¨ �C¸(¦|Æ}¢�±k« ¨ ª1ÔI£ È £'¯E¢k¤ ¨ �Ä«¬�C �¢�¤|¯ ¨ ª1¢�9Ï±o¡ ¨ �yÎ?¢S �¤ ¨ �y¦|®²£E¤|³ ¨  �«¬£?�(·y¥y«ºªº �¥y�yµy¢�¤
¨ ®²¥y�y±� n«¬£E�Ê£?®1·�£E¥y�yµy¢�µ�¯ ¨ ¤|« ¨  n«¬£E��«º¦*�y£? a³#«?9Ï«¬�9Îy�
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�! K�1�1�
���y�������Å���
T

2 �
´ ¢�¦ ¨ ¸� n¡ ¨   α̂ ∈ R

n ¦ ¨  �«º¦|×I¢�¦ ¨ *�¼²Á%â /z¿7Â}Àd¼¬Â}á �kÁ�Â-*�¼sÀd¼dÁ�Â ��¼sÀ /�á>,?â�Á'Â}áoÂ�À
β § «�®� n¡y¢k¤|¢Ê¢�9Ï«¬¦A  ¨ Æ�£E¦n«� �«�¯E¢�±k£?�y¦|  ¨ �C  C ¦|¥y±o¡Û n¡ ¨  _®²£E¤ ¨ ��¸­¯E¢k±% �£E¤ k ∈

Z
n − {0} È ¢
¡ ¨ ¯E¢ D

||| < k, α̂ > ||| ≥
C

|k|n+β
;

ÐgÓÏ�'Ò

È ¡y¢k¤|¢ < ., . >
«º¦a n¡y¢
± ¨ �y£?�y«¬± ¨ ªK¦n± ¨ ª ¨ ¤*Æ9¤n£uµy¥y±� �£E�

R
n ¨ �yµ |.|

«� �¦ ¨ ¦|¦n£u±k« 4
¨  �¢�µ��9£E¤n³ §ÏÈ ¡y«ºª¬¢ |||.||| «¬¦[ n¡y¢&µy«¬¦A  ¨ �9±k¢� �£_ �¡9¢
±�ª¬£E¦|¢k¦A �«º�C �¢kÎ?¢k¤k�ËÌ�� �¡y¢�Æy¤|¢�¯u«¬£?¥y¦K¦n¢�±� �«º£E� È ¢Õ±�£E�y¦| n¤n¥y±% �¢�µ ¨ ³#«?9Ï«¬�yÎ�¦nÆ�¢k±k« ¨ ª?ÔI£ È ·y¥y«ºªº K£'¯E¢�¤
¨ ��«º¤n¤ ¨  �«¬£?� ¨ ªy �¤ ¨ �y¦|ª ¨  n«¬£E�#£?®K �¡9¢�  È £S n£E¤n¥9¦ ¨ �yµ�¥9�yµy¢k¤ ¨ � ¨ � ¨ ªº¸� �«º±�±�¢k«¬ªº«¬�yÎ
®²¥y�y±% �«¬£?�/� Av¥9 � n¡y¢�¯?¢k±� n£E¤�£?®� n¡y¢� n¤ ¨ �9¦nª ¨  �«¬£?� È ¢S¥y¦|¢kµÄ¡ ¨ µ(Æ}¢�¤|®²£E¤|±k¢�¯?¢k¤A¸
ÎE£u£ÏµS¤ ¨  �«º£E� ¨ ª ¨ ÆyÆ9¤n£$9Ï«¬³ ¨  �«º£E�y¦ § «g�j¢?�1«¬�9×I�9«º �¢�ªº¸&³ ¨ �C¸M¯?¢k±� n£E¤n¦ k ∈ Z

n−{0}¦n¥y±o¡� �¡ ¨  

||| < k, α̂ > ||| ≤
1

e|k|
.

ËÌ�yµy¢�¢kµ § «º®z �¡9¢�¯?¢k±� n£E¤Õ£?®� �¡y¢* �¤ ¨ �y¦|ª ¨  n«¬£E�_£E�  �¡9¢�· ¨ ¦n«º¦�«¬¦+0�«º£EÆy¡ ¨ �C n«¬�y¢ §Ï¨ �yµ
 �¡y¢
±k¢�«¬ªº«¬�yÎ_®²¥y�y±% �«º£E�(«º¦�¤|¢kÎE¥yª ¨ ¤a¢k�y£?¥yÎE¡� n¡y¢�Ôy£ È�È «ºª¬ª/·�¢M±�£E�32|¥yÎ ¨  �¢& �£ ¨ �
«¬¤|¤ ¨  n«¬£E� ¨ ªÕÔy£ È ���
�Ï£ § £?�y¢�³¶«ºÎE¡C Mªº£Ï£,; § ®²£?¤ ¨ 0�«º£EÆy¡ ¨ �C n«¬�y¢�¯?¢k±% �£E¤ §ÕÈ ¡ ¨  
¡ ¨ ÆyÆ�¢k�9¦ È «� �¡�ª¬¢�¦n¦*¤n¢�ÎE¥yª ¨ ¤*±k¢�«¬ª¬«º�yÎM®²¥y�9±� �«º£E�y¦��

� á�¾%á ��á 6E¼ +�á�¿GÂ»á@,y¿GãMâ}Ãdá
Á�åÕ¿#ã#¼-,Ï¼ºÂ�6 !sâ�á��o¼�¿GÃ��}Á � Á,+�áo¾�¿GÂ(¼º¾n¾o¿ÏÀf¼dÁ'Âz¿GÃ
Àf¾�¿GÂ !nÃ�¿9Àf¼²Á�Â(Á�å

T
2 ��¼sÀ�/U¿

C2 �ká�¼¬Ãº¼¬Â�6 å0(?Â-��Àf¼²Á�Â
�
À�/}á +�á���ÀWÁ'¾&Á�å�À /}áMÀd¾o¿GÂ !|Ã�¿,�

Àf¼²Á�Â � α̂ � *9áo¼¬Â�6 (2 + ε)
� *�¼dÁ%â�/z¿GÂ�Àf¼ºÂ}á�ågÁ�¾�¿GÂ�4

ε > 0
#

�I¤n£E³ È ¡ ¨   È ¡ ¨   È�¨ ¦�¦ ¨ «¬µ ¨ ·�£E¥9 � �¡y¢_±�£E¡y£E³#£Eª¬£?ÎE«¬± ¨ ª/¢kÑ�¥ ¨  �«¬£?�Ä«¬�( n¡y¢
®²£Ï£G ��y£? n¢k¦ § �y£? n¢� �¡ ¨  �¥y�yµ9¢k¤� �¡9«¬¦ 0�«¬£EÆy¡ ¨ �C �«¬�9¢�±k£?�yµy«º n«¬£E�M£E� α̂ §C¨ �C¸S¦|Æ}¢�±k« ¨ ªÔI£ È £�¯?¢k¤ Rα̂

È «º �¡ ¨ ±k¢�«¬ª¬«º�yÎ�®²¥9�y±� n«¬£E�»£?®a±kª ¨ ¦n¦ Cr § r > 4 § «º¦M±k£?�32|¥yÎ ¨  n¢ �£ ¨ �(«º¤n¤ ¨  �«¬£?� ¨ ª�ÔI£ È £E�
T

3 ��ç�£ È ¢�¯?¢k¤ § ®²£E¤ ¨ β 4 0�«º£EÆy¡ ¨ �� n«¬�y¢� n¤ ¨ �y¦|ª ¨  n«¬£E�¯E¢�±� �£?¤v£E�  �¡9¢a n£E¤n¥9¦
T

n Ð ¨ �9µ#®²£E¤� n¡y«¬¦�£E�9¢�«º�#Æ ¨ ¤| n«¬±k¥9ª ¨ ¤�Ò §?È ¢�µ9£��y£G  ;��y£ È
«º®�«º  «º¦_Æ}£E¦|¦n«º·yª¬¢� n£»¤|¢ ¨ ªº«¬æk¢� n¡y¢Ê·}¢�¦| #£E�y¢�± ¨ �Û¢:99Æ�¢k±%  §  n¡ ¨   «º¦ ¨ Cn+β−ε

±k¢�«¬ª¬«º�yÎ»®²¥9�y±� n«¬£E� ®²£?¤ È ¡y«¬±o¡� n¡y¢UÔI£ È «¬¦�³#«?9Ï«º�yÎy� Ð²ËÌ�� �¡y¢Ä± ¨ ¦n¢Ä£?® È ¢ ¨ ;
³¶«G9Ï«¬�yÎM n¡y¢&Ñ�¥y¢k¦A �«¬£?��«º¦[®²¥yª¬ª�¸ ¨ �9¦ È ¢k¤n¢�µU«¬� �QÓ���Ò%�
´ ¢ È «¬ªºª�×I¤|¦| �±o¡y£Ï£?¦n¢�Æ9¤n£EÆ�¢k¤|ªº¸U n¡y¢#¯?¢k±% �£E¤ α̂ ∈ R

2 §  n¡y¢k� È ¢ È «¬ªºª�ÎE«º¯?¢
 �¡y¢¶¢�9ÏÆy¤|¢k¦n¦|«¬£E� £G®[ �¡y¢¶±k¢�«¬ª¬«º�yÎÊ®²¥y�y±� n«¬£E�

ϕ
¥y�yµ9¢k¤ È ¡9«¬±o¡­ n¡y¢�¦|Æ}¢�±k« ¨ ªÉÔI£ È

£'¯E¢k¤
Rα̂

«¬¦*³#«?9Ï«º�yÎy� ´ ¢&Æy¤n£'¯?¢�³#«?9Ï«¬�9ÎS¥y¦n«º�yÎ_ �¡y¢�¦ ¨ ³#¢�±k¤n«� �¢�¤n«¬£?��ÎE«º¯?¢k��·�¸
 �¡y¢�®²¥y�9µ ¨ ³#¢k�C  ¨ ª�Æy¤n£EÆ�£E¦|«º �«º£E��«¬�� n¡y¢ ¨ � ¨ ª�¸u n«¬±�± ¨ ¦n¢G�

(Ï���E� � � ��� 	 ������	��D� � � �
α̂
!

� 0 L|L[^%��e�`q^�^YcgT�^YcgLDH 5 C r�L[Z�egL|hWOlbfL�egL|bf��\Qc�OQT F �BJ =ÏO]b�cgr�L[`q^%\]\]^oxKOQT�N�� . bfbf��X[L
α
Olb
β{'O]^%Z7r7RYTkcfO]T�L[RYT7{�\]LWc

θ = d + β
p�xKr�LAT

β = 0
cgR��%L

θ = d + ε
t 5 C r7LATMOj`

r > θ
=uRYTG{

ϕ ∈ Cr(Td)
=Gcfr�L|efLvLWV'Olb²csb

ψ ∈ Cr−θ(Td)
bfRYcfOlb²`qi�O]T�N*cfr7LvhW^�r�^%X[^�\Q^�N%OlhARY\uL@?k�7RocgOQ^�T p��%t

OQ`
r− θ

O]b}T�^Yc�OQTkcgLAN%L|e��kOQ`
r− θ

Olb}OQTkcfL|N%L|e�cgr�LAT�cfr�L�bd^�\Q�'cgOQ^�T
ψ
Olb
Cr−θ−1

RYT7{
	WbfX�^�^%cfr
O]T�cfr�LÕbfLAT7bfL�^Y`��?i�N%XÉ�7T7{
	 5



� � �����������
	���
��������
��«¬¤|¦| �¤n¢�± ¨ ªºª1 �¡ ¨   ¨ �C¸�«¬¤n¤ ¨  �«º£E� ¨ ª���¥y³S·�¢k¤ α ∈ R−Q

¡ ¨ ¦ ¨�È ¤|«º n«¬�yÎ¶«¬�
±k£E�C n«¬��¥y¢kµÊ®²¤ ¨ ±� �«º£E�

α = [a0, a1, a2, ...] = a0 + 1/(a1 + 1/(a2 + ...)),
È ¡y¢k¤|¢ {ai}i≥1

«º¦ ¨ ¦|¢kÑ�¥y¢k�9±k¢#£?®Õ«¬�C �¢�ÎE¢k¤|¦ ≥ 1 § a0 = [α]
� ��£E�C¯E¢�¤n¦|¢kªº¸ ¨ �C¸

¦n¢�Ñu¥9¢k�y±�¢
{ai}i∈N

±k£?¤n¤n¢�¦nÆ�£E�yµy¦a �£ ¨ ¥y�y«ºÑu¥9¢
��¥y³M·}¢�¤ α �Õ¹*¡y¢&±k£E�C¯?¢k¤nÎ?¢k�C �¦£?®
α ¨ ¤n¢&ÎE«�¯E¢k�Ê·C¸� �¡9¢ ai

«¬�� n¡y¢�®²£Eª¬ªº£ È «¬�yÎ È�¨ ¸-D

pn = anpn−1 + pn−2 for n ≥ 2, p0 = a0, p1 = a0a1 + 1,

qn = anqn−1 + qn−2 for n ≥ 2, q0 = 1, q1 = a1.ËÌ��£E¥y¤�±k£?�y¦| n¤n¥y±% �«¬£?�»£?®
α̂ = (α, α′) §/È ¢ È «¬ª¬ª ;?¢�¢kÆ­«º�Ä³¶«º�yµU �¡9¢#³#¢k±o¡ 4¨ �y«º¦n³, �¡ ¨   ¨ ªºª¬£ È ¢�µ­¥y¦� �£U£E·Ï  ¨ «º�­³#«?9Ï«¬�yÎ�«¬�Ø �¡y¢ ¨ � ¨ ª�¸u n«¬±#± ¨ ¦|¢ § � ¨ ³¶¢�ªº¸

 �¡y¢ ¨ ª� �¢�¤n� ¨  n«¬£E��·�¢�  È ¢k¢��� n¡y¢�µ9¢k�y£E³#«¬� ¨  �£E¤|¦[£?®; �¡y¢
±k£?��¯?¢k¤|ÎE¢k�C �¦�£?® α ¨ �yµ �¡y£?¦n¢�£?®
α′ �"7�ªº n¡y£E¥yÎE¡¶¡y¢k¤|¢ È ¢�± ¨ ���9£? [¦|Æ ¨ ±k¢� �¡y¢�³  n£Ï£�³S¥y±o¡�·�¢k± ¨ ¥y¦n¢�«�®

È ¢ È�¨ �C a �¡y¢�¯E¢k±% �£E¤ (α, α′)
 n£_·}¢ 0�«¬£EÆy¡ ¨ �C �«¬�9¢ § α ¨ �yµ α′ ¦|¡y£E¥yªºµ ¨  *ªº¢ ¨ ¦A 

·}¢*¦|£&«¬�yµy«�¯u«¬µy¥ ¨ ª¬ªº¸?�K¹1£ ¨ ¯E£?«¬µ ÎE£u£Ïµ ¨ ÆyÆy¤n£$9Ï«¬³ ¨  n«¬£E�y¦ ¨ ª¬¦|£ §?È ¢ È «¬ª¬ª ¨ ¦C;M �¡ ¨  
 �¡y¢�±k£?��¯?¢k¤|ÎE¢k�C �¦�£?®

α ¨ �yµ α′ ¦n¡y£?¥yª¬µ#·}¢�¤n¢�ª ¨  n«º¯?¢kªº¸MÆy¤n«º³¶¢G��¹*¡y¢ ¨ ¤n«� �¡y³#¢� n«¬±
Æy¤n£?Æ}¢�¤| �«º¢k¦ È ¢M�y¢�¢kµ ¨ ¤|¢�¦|¥y³#³ ¨ ¤|«¬æ�¢kµ ¨ �yµ�Æy¤n£'¯E¢��( �£¶·}¢
¤n¢ ¨ ª¬«ºæ ¨ ·9ª¬¢�«º�� n¡y¢
®²£Eª¬ªº£ È «¬�yÎSÆ9¤n£EÆ�£E¦n«� �«º£E��D
� ����� � ��� 	��F� ��� !  !�� + 3 8 ),+ 891 % % 4 3 / ?
% ' 3 ),<�+�@ M �;3 ' 4 α ),+ B α′ ' ) / : %(+�),<2< -
: + B�376�3 + B�3 + / : + [0, 1] 4 @ 891�/D1 ) / J %(' ),+�- n �

n4q′
2
n−1 ≤ qn ≤ 2n4q′

2
n−1,

ÐgÓEÓ?Ò

n4q2
n ≤ q′n ≤ 2n4q2

n

ÐgÓ?ßEÒ
),+ B

qn ∧ q′n−1 = 1,
ÐgÓ���Ò

q′n ∧ qn = 1.
ÐgÓ,EEÒ
ç�¢�¤n¢ § qn ∧ q′n−1 = 1

¦|  ¨ �yµy¦*®²£E¤ qn ¨ �yµ q′n−1
¨ ¤|¢
¤|¢kª ¨  �«�¯E¢kª�¸�Æ9¤n«¬³#¢?�

� ������� ! ´ ¢ È «¬ªºªÕ±k£E�y¦A �¤|¥y±� _·C¸»«¬�yµ9¥y±� n«¬£E�Ø �¡y¢�¦|¢kÑ�¥y¢��y±k¢�¦ {an}n≥1
¨ �yµ

{a′n}n≥1

±k£E¤|¤n¢�¦nÆ�£E�yµy«º�yÎ¶ n£
α ¨ �9µ α′ � 7�¦n¦n¥9³¶¢M n¡y¢ ai

¨ �yµ a′i § i ≤ n − 1 §
¨ ¤n¢�±o¡y£E¦n¢��Ê¦n¥y±o¡� �¡ ¨  
ÐgÓ?ÓEÒ 4 ÐgÓ<EEÒ�¡y£Eªºµ�¥y�C �«ºª�¦A �¢kÆ n− 1

� A�¢�± ¨ ¥9¦n¢ qn−1
¨ �yµ

q′n−1
¨ ¤|¢�¤n¢�ª ¨  n«º¯E¢�ªº¸�Æy¤n«º³¶¢� n¡y¢k¤|¢&¢�9Ï«¬¦A �¦ ¨ �Ê«¬�C �¢�ÎE¢k¤ τn < q′n−1

¦|¥y±o¡� n¡ ¨  

τnqn−1 ≡ −qn−2[q
′
n−1],³¶¢ ¨ �y«º�yÎ� n¡ ¨   q′n−1

µy«º¯u«¬µ9¢k¦
τnqn−1 + qn−2

�(Ü�£ È&§ ±o¡9£Ï£E¦|¢ an = τn + ρnÈ ¡y¢k¤|¢ ρn

«¬¦a¦n¥y±o¡� �¡ ¨  

ρn ∧ q′n−1 = 1 and n4q′
2
n−1 ≤ ρnqn−1 ≤

3

2
n4q′

2
n−1.

ËÌ�� n¡y«¬¦*± ¨ ¦n¢

qn = anqn−1 + qn−2 = ρnqn−1 + τnqn−1 + qn−2,¦n«º�y±k¢
τn ≤ q′n−1

È ¢M¡ ¨ ¯?¢S±kªº¢ ¨ ¤|ªº¸ n4q′2n−1 ≤ qn ≤ 2n4q′2n−1,
¨ �yµ ÐgÓEÓEÒ[«º¦

¯E¢�¤n«º×y¢kµ ¨  �¦A �¢kÆ n ������ n¡y¢M£? n¡y¢k¤�¡ ¨ �9µ § ®²¤|£E³) n¡y¢M¤|¢k±k¥9¤n¤n¢��y±k¢M¡�¸uÆ�£? �¡9¢k¦n«º¦
qn−1∧q

′
n−1 = 1 ¨ �yµM®²¤|£E³�£E¥y¤;±o¡y£E«º±k¢É£?® ρn

§ «º �®²£Eª¬ªº£ È ¦� n¡ ¨   ρnqn−1∧q
′
n−1 =
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1 §�È ¡y«¬ªº¢a·�¸¶µy¢%×I�y«º n«¬£E� τnqn−1 + qn−2
«º¦ ¨ ³S¥yª� �«¬Æ9ª¬¢*£?® q′n−1

� ��£?�y¦n¢�Ñu¥9¢k�C �ª�¸
qn ∧ q′n−1 = 1 ¨ �9µ­ÐfÓ ��Ò�«º¦[ �¤n¥9¢ ¨  a¦| �¢�Æ n �´ ¢Õ®²£Eªºª¬£ È  n¡y¢�¦ ¨ ³#¢Éªº«¬�y¢�¦�«¬�& �¡y¢v±k£E�y¦A �¤|¥y±� n«¬£E��£?® a′n

«¬�
£E¤nµ9¢k¤� �£�«º³¶Æ9ª¬¢k³#¢k�C 
ÐgÓ?ßEÒ ¨ �yµÛÐgÓ,EEÒ�D�¹ ¨ ;?¢ a′n = τ ′n + ρ′n

¦|¥y±o¡� �¡ ¨   qn µy«�¯u«¬µy¢�¦ τ ′nq′n−1 + q′n−2
§

È ¡y«¬ªº¢ ρ′n∧qn = 1 ¨ �yµ�ÐgÓ?ßCÒ/¡y£?ª¬µy¦��1¹*¡y¢�� È ¢v¥9¦n¢�ÐgÓ ��Ò} n¡ ¨   È ¢v«º³¶Æyªº¢k³#¢k�C �¢�µ¨ ·�£�¯?¢� �£ Æy¤n£'¯?¢�ÐfÓ<EEÒ ¨  a¦A �¢kÆ n � 2¹*¡y«¬¦*Æ9¤n£EÆ�£E¦n«� �«º£E� È «¬ªºª ¨ ªºª¬£ È ¥y¦* �£ Æy¤n£'¯?¢
 n¡y¢�®²£Eª¬ªº£ È «º�yÎS£E� α̂ = (α, α′)
D

� ����� � ��� 	��F� � � ! � ! � 1�3 C 398;/ %(' α̂ :L4 2 + ε 
 B,: % 6�1 ),+ / : + 3 J %(' ),+�- ε > 0
� ������� ! �1«?9

ε > 0
� ´ ¢�¡ ¨ ¯?¢� n£»¦|¡y£ È  �¡ ¨   ®²£E¤ ¨ �C¸ (k, l) ∈ Z

2 §
(k, l) 6= (0, 0) § |k| + |l|

¦|¥
	#±k«º¢k�C �ª�¸Êª ¨ ¤|ÎE¢

|||kα+ lα′||| ≥
1

(|k| + |l|)4+ε
.

ÐgÓ,HEÒ

´ ¢ È «¬ªºª/×I¤n¦A � n¤n¢ ¨  �£G®� �¡9¢M± ¨ ¦n¢ È ¡y¢k� kl = 0
� 7�¦|¦n¥y³#¢

l = 0 §�¨ �yµ�  ¨ ;G¢ n¦n¥y±o¡� �¡ ¨   qn−1 ≤ k < qn
� ��«¬¤|¦| a�y£G �¢� �¡ ¨  �ÐgÓEÓEÒ ¨ �yµÍÐfÓ?ßCÒv«º³¶Æ9ªº¸

q′n ≤ 8n12q′
4
n−1,

ÐgÓ (?Ò

qn ≤ 8n12q4
n−1,

ÐgÓ��EÒ
¦n«º�y±k¢ pn

qn

§ n ∈ N
¨ ¤n¢� �¡9¢
·�¢k¦A  ¨ ÆyÆy¤|£ 9Ï«º³ ¨  n«¬£E�9¦[£?® α § £E�9¢
¡ ¨ ¦*®²£E¤ k < qn

|||kα||| ≥
1

2qn
,

≥
1

16n12q4
n−1

,

¦n«º�y±k¢
k ≥ qn−1

È ¡y¢�� n «¬¦*¦|¥
	#±k«º¢k�C �ª�¸�ª ¨ ¤|ÎE¢� �¡9«¬¦*ª¬¢ ¨ µy¦[ n£

|||kα||| ≥
1

|k|4+ε
.

� ¦|«¬�yÎ�ÐgÓ �CÒ È ¢
± ¨ ��£?·9  ¨ «º�� �¡y¢&¦ ¨ ³¶¢�¤|¢k¦n¥9ªº  È ¡y¢k��«º a«º¦ k  �¡ ¨  �¯ ¨ �9«¬¦n¡9¢k¦k�Ü�£ È ¦n¥yÆyÆ�£E¦|¢� n¡ ¨  Õ·�£? �¡ k ¨ �yµ l ¨ ¤n¢*¥y�9¢kÑ�¥ ¨ ªI �£ 0
��¹*¡y¢k¤|¢a¢�9Ï«¬¦A �¦

n ∈ N¦n¥y±o¡� �¡ ¨  
q′n−1 ≤ |k| + |l| < q′n.´ ¢ È «ºª¬ª�¦|¢kÆ ¨ ¤ ¨  n¢&  È £�± ¨ ¦n¢�¦�D

Ðd«�Ò
q′n−1 ≤ |k| + |l| < qn

§
Ð²«¬«�Ò

qn ≤ |k| + |l| < q′n
�

� ��� � � ��� ! ��¢�± ¨ ªºª� �¡ ¨  

α =
pn

qn
−

1

qnqn+1

+ h.o.t.

α′ =
p′n−1

q′n−1

−
1

q′n−1q
′
n

+ h.o.t.
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È ¡y¢k¤|¢M«º� h.o.t. È ¢�¡ ¨ ¯E¢S¤|¢k¦| n¦� n¡ ¨   ¨ ¤n¢
ª¬¢�¦n¦� n¡ ¨ � 1
q′n+2

�&7�¦
|k| < qn

§�¨ �yµ

|l| < qn
£E�y¢&¡ ¨ ¦a¥y¦|«¬�yÎ�ÐfÓEÓEÒ ¨ �yµ­ÐgÓGßCÒ

|kα+ lα′ − k
pn

qn
− l

p′n−1

q′n−1

| ≤
1

qn+1
+

qn
q′n−1q

′
n

+ h.o.t.,

≤
1

qn4
+

1

n4qnq
′
n−1

+ h.o.t.,

= o(
1

q′n−1qn
).

���  n¡y¢*£? n¡y¢k¤�¡ ¨ �yµ § ·�¢k± ¨ ¥y¦n¢ qn∧q′n−1 = 1 ¨ �yµ qn∧pn = 1 § k < qn
«º³¶Æyª�¸

||k
pn

qn
− l

p′n−1

q′n−1

|| ≥
1

q′n−1qn
.

´ «º n¡Ê n¡y¢&¢k¦A �«¬³ ¨  n«¬£E� ¨ ·}£'¯E¢� n¡y«¬¦a«¬³#Æyªº«¬¢k¦

||kα + lα′|| ≥
1

2q′n−1qn
,

¨ �yµ�«º® È ¢�¥y¦|¢¶ÐgÓEÓEÒ�£?�y¢&³¶£E¤|¢� �«º³¶¢

||kα+ lα′|| ≥
1

2n4q′n−1
3 ,

≥
1

q′n−1
4 ,

≥
1

(|k| + |l|)4
.

� ��� � � �
��� !v¹*¡9«¬¦* �«º³¶¢ §ÏÈ ¢ È ¤|«º n¢

α =
pn

qn
−

1

qnqn+1
+ h.o.t.

α′ =
p′n
q′n

−
1

q′nq
′
n+1

+ h.o.t.

¨ �yµÊ �¡y¢&¦ ¨ ³¶¢�±�£E³#Æy¥9  ¨  �«¬£?�y¦[ÎE«�¯E¢

||kα+ lα′|| ≥
1

2q′nqn
,

≥
1

2n4qn3
,

≥
1

qn4
,

≥
1

(|k| + |l|)4
.
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20�¢�×y�y¢��9£ È

ϕ(x, y) = 1 + Re

(

∞
∑

k=1

ei2πqkx

k2qk2
+

∞
∑

k=1

ei2πqk
′y

k2q′k
2

)

;

 �¡y¢�� § ±kªº¢ ¨ ¤|ªº¸ ϕ «º¦ C2 §y¨ �yµ È ¢&¡ ¨ ¯E¢
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�Ï¢k±% �«º£E��ß9�lÓ)D
4 È ¡y¢�� t «¬¦�«¬� [n3q2

n, n
3q′n

2] § ¥9�y«º®²£E¤|³ ¦| n¤n¢% �±o¡�«º¦ÕÆy¤n£'¯E¢�µ�«º�  n¡y¢ x µy«º¤n¢k±% �«º£E� §
4 È ¡y¢�� t «º¦�«¬� [n3q′2n, n

3q2
n+1]

¥y�y«�®²£E¤n³Ç¦| n¤n¢� n±o¡¶«º¦�Æy¤|£�¯?¢kµ#«¬�S n¡y¢
y
µ9«¬¤n¢�±� n«¬£E�/�

2
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