
���������	�
����
����������������������	��� �"!�#$�&%��'�����"�"�)(�!*�'� #,+-�	!�(/.

02143536187:9;1=<>1@?

ACB5DFEHGJIHK5EMLON-PRQTS U�P4VWQTPYXTZ�PF[]\]S_^R^`\]S []P`\]S_XTab[dcJVe[�S_Z�f;g_S_PYh&V)h]S_a5QTi5gjVk\2ZlVem6S_ZlVkg5h]fnP`^F[]\dVkgn[po;fHP
qrXT\@Vls;o6aJVkZ�S_^YVkgth]o6h][]P`ZuXTa	Vwv�S_P`ZlVka5a5SjVka,ZlVka5S qrXTg_syx'z�c5P)^Y\{S []PY\{S_XTay|}[dcJVe[@S_h@~JVkhdP`s XTa []c5P
PFm6S_h][]P`a5^`P@XkqMq�VkS_\]g o�\]S_^�cl~5i6[�g_X6^YVkg_S_�`P`swfHP`\{S_X6s5S_^8Vkf5f5\{X�m6S_ZlVe[dS_XTa;h�|6S_h2^`XTZ�fJVe[dS_~;g_PR�'S [dc�Z�S m6S_a5Q5x
� a;s5P`PYs}|6��P�^�c;PY^d��S [�q�XT\�Vka,���)�;�Y�2^`gjVkhdh�Xkq}h]Z�X6Xk[]cOZ�S m6S_a5QR�5X��'h&XTa

T3
XT~;[dVkS_a5P`sOq�\{XTZ�g_S_a5PYVk\

�5X��'h=~�oW[]S_Z�P&^�cJVka;QTP�|T[]c�i5h>f;\]XYU;S_s5S_a;Q@aJVe[]i5\dVkg;P`m;VkZ�f5g_P`h=XkqHZ�S m;S_a;Q'h]Z�X6Xk[]c)s5S �nPYXTZ�XT\{f5c5S_h]Z�h
Vka;sw�JXY�Rh��'S [dcwf5i5\{P`g o$h]S_a5QTi5gjVk\�hdfHP`^F[d\]V;x

�n�l�k�����&�R�'�'�>�����R�
�n���n�����r t�r¡�¢��¤£l¥n¡�¦�¥H§@¨e©=¦�ª=«e��¡�¬���ª�­H®@¬k©�­n«e­}¬T¨�¦6«��¤£Y¨��¤¬�£O¥H§4¨e©=¦-£Y¨�¥t¬k©�­}£`¨e��¬,¯&¦�©>­5°y��¥n«w¥H§W±t²M¡�­n³´�¤¬�­n®
£Y²t£Y¨�¦6³µ£6�'¶�¨��¤£'­�£�ª&¦6¬T¨e«e­n®Jª=«e¥nª&¦�«�¨`²w­H¡>±w��¡$¨�©=¦)¢n«e¦6­J¨�³�­J·`¥}«��r¨`²l¥n§t£Y¨�¸>±t�r¦;±,¬�­n£�¦6£��¹¨��¤£'­�¬�¥n¡�£�¦6ºy¸=¦6¡�¬�¦
¥H§8³�¸�¬k©"£`¨e«�¥}¡=¢n¦6«)ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£C¥H§�¨e©=¦ £Y²t£Y¨�¦6³"»t£�¸�¬k©�­}£C¨�©=¦,¼$½dª�«�¥}ª>¦6«Y¨`²µ¥n«C§{­n£Y¨�¬�¥n«e«e¦�®¤­J¨���¥n¡¾±=¦6¬�­5²}»
¨�©�­H¨l�r³µª=®�²�­µ¿'¦�¯&¦6£�¢n¸=¦ £�ª>¦;¬T¨�«e¸=³À§�¥n«O¨�©�¦	­n£e£Y¥t¬��¤­J¨e¦6±�¸=¡=�r¨e­H«e²¾¥}ª>¦6«e­H¨�¥n«;�
Á ©=¦�¥n¡�®r²Âª=«�¦6°M�r¥}¸�£Y®�²/ÃM¡=¥JÄ�¡�¦� =­n³´ª�®r¦;£,Ä�©=¦�«e¦�³µ�¹ t��¡=¢�¥H§O¨�©�¦¾£Y²t£Y¨�¦�³ÅÄ�­}£	­n¬6¬�¥}³´ª>­H¡=��¦6±Â¯M²

£Y��¡=¢}¸=®�­n«l£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³À¥n§R¨e©=¦�­}£�£�¥t¬��¤­J¨�¦;±¾¸=¡��¹¨k­H«e²�¥nª&¦�«k­J¨e¥n«OÄ�¦�«e¦$¥}¯t¨e­n�r¡�¦6±"�r¡�­n¡Æ­n¯�£Y¨�«k­n¬T¨�³µ¦6­}£Y¸�«�¦
¨�©=¦6¥n«e¦�¨e��¬6­H®b¥}«�ª=«e¥n¯>­H¯=��®r�¤£Y¨��¤¬"§�«e­n³´¦}»b£�¸�¬k©Ç­n£"È,­H¸�£e£Y�¤­H¡u­n¡�±u«e¦�®¤­J¨�¦;±u£Y²t£Y¨�¦6³µ£�Ä�©=�¤¬k©u¯y²É¨e©=¦���«
¡�­J¨e¸=«e¦Æ±=¥Ê¡=¥H¨¾¬�¥}³µ¦�§�«e¥n³Ë±t�rÌ&¦6«�¦6¡}¨e��­n¯=®�¦Æ±=²y¡>­H³µ��¬6£�»�¥n«µ«k­H¡=ÃÍ¥n¡=¦�­H¡>±Í³µ�r M��¡=¢Î¬�¥n¡�£Y¨�«e¸�¬T¨e�r¥}¡�£
Ä�©=�¤¬k©Ï±=¥Ð¡�¥H¨�©�­5°n¦"²n¦�¨

C∞ «e¦6­n®r��Ñ6­H¨���¥n¡�£6�Í¶F¡É¨e©=��£µª>­Hª&¦�«;»CÄ�¦�£Y¥}®r°}¦�¨e©=¦�ª=«e¥n¯=®�¦�³Ò¥n§$£�³µ¥y¥n¨�©
«�¦;­H®��rÑ;­J¨e�r¥}¡�£�¥H§@³´�r t�r¡�¢´Ä��r¨�©�£��r¡�¢n¸=®¤­H«�£�ª>¦;¬T¨�«e¸=³Ó¯y²�ª=«�¥J°M��¡=¢-¨�©=¦,§�¥}®r®�¥JÄ��r¡�¢
Ô Õ�Ö �R� Ö=×�Ø�Ù2Ú=Û�Ü�Û�ÛeÝ}Þ¤ßkà�áJâ

Td ã d ≥ 3 ã)ä áJå¹ætçµÛ�è&Ü�Û�ß�Û�Ü ä Þpâyé,ê�áHë@ß	áYì�í�årî5ßkß C∞ à�Ú=îHàlîJÜ�Û�ç-Þ¹Ý}ÞpâMé
îJâ2ï´Ú�î ä ÛOè2ætÜ�Û�å¹ð�ßTÞpâyénætårîJÜ,ßdè�Ûeí�àdÜ�înñ
Á ©=¦bª>­Hª&¦�«�©�­n£W¨`ÄC¥	ª>­H«�¨e£6�8¶F¡¾¨�©=¦bò�«e£Y¨C¥}¡=¦n»yÄ�¦b��¡}¨e«�¥t±t¸>¬�¦b­n¡�­H¯�£Y¨�«k­n¬�¨C¬�«e�r¨�¦�«e��¥n¡µ¨�©>­J¨C��³µª=®��r¦;£

¨�©=¦�£��r¡=¢}¸=®¤­H«e�¹¨`²É¥H§	¨e©=¦�£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³ó§�¥n«Æ­Í±t�¤£e¬�«e¦�¨�¦�¨���³µ¦Ð±t²M¡�­n³µ��¬6­H®,£Y²t£Y¨�¦�³ó¥}¡ô­Íõl�r¦6³µ­n¡=¡=�¤­H¡
³�­H¡=�r§�¥n®¤±�� Á ©=¦�¬�«��r¨�¦6«���¥n¡'»C¨e©�­J¨���£�¯�­n£�¦6±É¥n¡Ï¨e©=¦�¦� t��£Y¨�¦6¡�¬�¦�¥n§$§{­n�r«e®�²ö«e��¬k©É§{­n³´��®��r¦;£¾¥H§	­n®r³µ¥}£Y¨
ª>¦6«���¥t±t�¤¬w£�¦�¨k£�»y��£�£Y¨���®r®�¬�¥}³µª�­J¨e�r¯=®�¦bÄ��r¨�©�³µ�¹ t��¡=¢�»t­H®�¯&¦��r¨�­J¨�­�£�®�¥JÄÉ«k­J¨e¦n�8÷Â¦,£Y¨e­J¨e¦l¨e©=¦$¬�«��r¨�¦6«���¥n¡���¡
ø �}� ù-¯&¦�®�¥JÄô­H¡>±�ª�«�¥J°}¦b�r¨l�r¡/úM¦;¬T¨���¥n¡/ù=�
¶F¡�¨e©=¦O£Y¦;¬�¥n¡>±	ª�­n«Y¨@¥H§=¨e©=¦Oª�­Hª&¦�«;»núM¦;¬T¨���¥n¡µû=»JÄ�¦�«�¦6®r² ¥}¡	¨�©���£@¬�«e�r¨�¦�«e��¥n¡�»H­n¡�±	¥}¡	¨�©�¦�³µ¦;¬k©�­H¡=�¤£�³

¥H§�³µ�¹ t��¡=¢ ¸�£�¦6±´��¡�ü ù;ý�»}¨�¥ ¥n¯=¨e­H��¡�£Y³µ¥M¥H¨e©µ³´�r t�r¡�¢ «�¦6ª�­H«k­H³µ¦�¨e«���Ñ6­H¨���¥n¡�£8¥n§2£�¥n³µ¦l¿���¥n¸�°y��®�®r¦;­H¡´®r��¡=¦6­n«
þ ¥JÄl£,¥n¡

T3 ¨�©>­J¨�±t�¤£Yª�®�­5²/­"ª=¸=«e¦�®�²�£��r¡�¢n¸=®¤­H« £�ª>¦;¬T¨�«e¸=³Æ�µ¶�¨	��£ ­"¢}¦�¡=¦6«e­n®R§{­}¬T¨ ¨e©�­J¨ ��¡Â¨e©=�¤£ ¬�­n£�¦
¨�©=¦ þ ¥JÄ:�¹¨k£Y¦6®¹§4³�¸>£`¨$©�­5°n¦ ­�ª=¸�«�¦6®r²"£Y��¡=¢n¸�®�­n«b£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³Æ��ÿ=¸=«�¨�©=¦6«6»&­n£w­µ¯y²y½�ª=«e¥M±=¸�¬T¨;»�Ä�¦ ¥n¯�£�¦�«e°n¦
¯M²��b¥}£Y¨�� £4¨e©=¦�¥}«�¦6³ ü��6ý&¨�©�­H¨)¨e©=¦w®¤­J¨�¨�¦6«)³µ�¹ t��¡=¢�«e¦�ª>­H«k­H³µ¦�¨e«���Ñ6­H¨���¥n¡�£6»J¯>¦;¬�­n¸�£Y¦b¨�©=¦6²µ©�­5°n¦b­	ª=¸=«e¦�®�²
£Y��¡=¢}¸=®�­n« £Yª&¦6¬�¨�«e¸=³Æ»R­H«e¦�­n¬�¨�¸�­n®r®�²�³µ�¹ t��¡=¢Æ¥H§�­H®�®4¥n«k±t¦�«k£��µÿ8�r¡>­H®�®r²}»'­Hª�­n«Y¨,§�«e¥n³�¢}�r°M��¡=¢Æ­�ª&¥}£��r¨���°n¦
­H¡�£�Ä�¦�«w¨�¥¾¨e©=¦´ª=«�¥}¯=®�¦�³ ¥H§)£�³µ¥M¥H¨�©Â«�¦;­H®��rÑ;­J¨e�r¥}¡�£lÄ�¦�©�­5°}¦�ª&¥}£�¦6±�»2¥}¸=«$¬�¥n¡�£Y¨�«e¸�¬�¨���¥n¡�£w£Y©=¦;±�£�¥n³µ¦
¡=¦�Ä ®��r¢}©y¨�¨e¥�¨�©�¦	£`¨e¸�±t²�¥n§8«e¦�ª>­H«k­H³µ¦�¨e«���Ñ6­H¨���¥n¡�£�¥H§@®��r¡=¦;­H« þ ¥JÄl£O¥}¡"¨�¥n«e��¥n§8Ä�©=�¤¬k©ÆÄC¦ ¢}�r°}¦ ­µ¯=«���¦�§
©=�¤£`¨e¥n«e��¬6­H®�­n¬6¬�¥}¸=¡y¨���¡ ø �n� û=�
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�n�_ùt� ������������������ ! !�"�$#%��&���'(���*)�+,�-)!�.+���)�/*0!1����2+� 3�$�4'��"��.
÷Â¦,¬�¥}¡�£���±t¦6«�±=²y¡>­H³µ��¬6­H®�£�²M£Y¨�¦6³�£

(T,M, µ)
¨�©>­J¨�­H«e¦b¢n��°n¦6¡¾¯M²¾­-¿'¦�¯&¦6£�¢n¸=¦$£Yª>­n¬�¦

(M,µ)
­n¡�±

­H¡¾­n¸t¨�¥}³´¥}«�ª�©=��£�³
T
¥n¡��r¨6»}¨�©>­J¨)�¤£�»y­,¯=�r½d³µ¦6­}£Y¸�«e­n¯=®r¦

µ
½�ª=«e¦6£�¦�«e°M�r¡=¢$¯=� ·`¦6¬�¨���¥n¡�¥H§

M
� Á ©=¦l¸=¡=�r¨e­n«�²

¥nª&¦�«k­J¨e¥n«
UT

­n£e£Y¥t¬��¤­J¨e¦6±�¨�¥µ¨e©=¦�£�²M£Y¨�¦6³
(T,M, µ)

­}¬T¨k£�¥n¡"¨�©�¦ �l��®r¯&¦�«�¨w£�ª�­n¬�¦
H = L2(M,µ,C)¯M²

UT f = f ◦ T−1 ��út�r¡�¬�¦ ¨�©�¦�¥nª&¦�«k­J¨e¥n« UT

­H®�Ä�­5²t£O©�­}£l­H¡Æ¦6�r¢}¦�¡M°J­H®�¸=¦ ¦6ºy¸�­n®�¨�¥���«�¦6ª=«�¦;£Y¦6¡y¨�¦6±
¯M²�¨e©=¦�¬�¥}¡y¨e­H¡y¨�§�¸=¡>¬T¨���¥n¡>£�»>ÄC¦	¸>£Y¸�­n®r®�²�³µ¦;­H¡�¯M²¾¨e©=¦�£�ª>¦;¬T¨�«k­H®Rª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£O¥H§

T
¨�©�¥}£�¦	ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£

¥H§
UT

Ä�©=¦�¡Ê«e¦6£Y¨�«e��¬�¨�¦;±�¥n¡Ð¨�©=¦"£Y¸�¯�£Yª>­n¬�¦
H0 = L2

0(M,µ,C)
¥H§O§�¸=¡>¬T¨���¥n¡>£�Ä��r¨�©ÊÑ6¦�«e¥��r¡y¨�¦6¢n«k­H®d�

Á ©=�¤£l­Hª=ª�®r��¦6£���¡Æª�­H«�¨��¤¬�¸�®�­n«C¨e¥µ¨�©=¦ ¡�¥H¨���¥n¡Æ¥n§@¬�¥n¸=¡y¨e­n¯=®�¦,¿'¦�¯&¦6£�¢n¸=¦ £�ª>¦;¬T¨e«�¸=³Ó³µ¦�¡y¨���¥n¡=¡�¦6±"�r¡"¨e©=¦
�r¡y¨e«�¥t±t¸�¬�¨���¥n¡��
÷Â¦,«e¦6¬6­H®�®>¨e©�­J¨O¨e¥´¦6°n¦6«�²

f ∈ H
��£�­}£�£�¥t¬��¤­J¨�¦;±¾­65{£�ª>¦;¬T¨e«e­n®87)³µ¦6­n£�¸=«e¦

σf

±t¦�ò�¡=¦6±�¥n¡�¨�©�¦,¬��r«k¬�®�¦
S ä Þ{î ¨e©=¦	ÿ=¥}¸=«e�r¦6«C¨e«e­n¡�£Y§�¥n«e³

(Un
T f, f) =

∫

S

ei2πθdσf
(θ).

Á ©=¦ ³�­J t��³µ­n®�£Yª&¦6¬�¨�«k­H®2¨`²Mª&¦ ¥H§
T
�¤£�¨�©=¦	£�¸=ª=«e¦�³-¸=³À¥n§'¨e©=¦,¨`²Mª>¦;£�¥H§4­H®�®2¨�©=¦ ³µ¦;­n£�¸=«�¦;£

σf

§�¥}«
­H®�®

f ∈ H
»'¥n«,­H®�®

f ∈ H0
�r§CÄ�¦-ÄO­H¡y¨b¨e¥�±t��£e¬�­n«e±�¨�©=¦�¬�¥}¡�£Y¨e­H¡y¨w§�¸=¡�¬T¨e�r¥}¡�£ ­n£$¦� Mª�®�­n�r¡=¦;±�­n¯>¥J°}¦n�

õ�¦�¢y­H«k±t®�¦6£e£l¨e¥�¨e©=��£ ±=��£Y¨���¡�¬T¨e�r¥}¡�»
T
�¤£,£�­n��±/¨�¥"©�­5°n¦´­�ª�¸=«�¦6®r²/£���¡=¢n¸=®¤­H«,£�ª>¦;¬T¨�«e¸=³ �r§C�r¨e£$³�­J t��³µ­n®

£Yª&¦6¬�¨�«k­H®M¨`²Mª&¦���£W£���¡=¢n¸=®¤­H«;�8út�r¡�¬�¦�¦�°}¦�«e²,¨`²yª&¦�Ä�©=�¤¬k©-�¤£W­n¯�£Y¥}®r¸=¨�¦�®�²�¬�¥n¡y¨���¡M¸=¥n¸�£8Ä��r¨�©µ«e¦6£�ª>¦;¬T¨4¨�¥$¨e©=¦
³�­J t�r³�­n®2£�ª&¦6¬T¨e«e­n®&¨`²yª&¦,­Hª=ª&¦6­n«e£�­n£C¨�©�¦w¨`²Mª&¦w¥n§8­-³µ¦6­n£�¸=«e¦

σf
§�¥n«�£Y¥}³µ¦

f ∈ H
»
T
©>­n£O­�ª�¸=«�¦6®r²

£Y��¡=¢}¸=®�­n«´£�ª&¦6¬T¨e«�¸�³ �r§l¨e©=¦�«e¦��¤£-¡=¥/§�¸=¡>¬T¨���¥n¡öÄ��¹¨e©ö­n¡ö­H¯>£Y¥}®r¸t¨e¦�®�²Ð¬�¥n¡y¨���¡M¸=¥n¸>£-£�ª>¦;¬T¨e«e­n®C³µ¦6­}£Y¸�«�¦
5�Ä��r¨�©Î«e¦6£�ª&¦6¬T¨ ¨e¥�¨�©�¦�¿�¦6¯>¦;£Y¢}¸=¦�³µ¦6­n£�¸=«e¦�¥n¡�¨e©=¦�¬���«k¬�®�¦(7T��úM��¡�¬�¦�¬�¥n¡>£`¨k­H¡y¨ §�¸=¡�¬�¨���¥n¡Î¬�¥}¡y¨�«e�r¯=¸=¨�¦
¥n¡=®�²�Ä��r¨�©�­,9w�r«k­n¬$³�­n£e£�­J¨;:=»t�r¨l�¤£�¦�¡=¥}¸=¢n©�¨�¥�¬�¥n¡�£���±=¦�«�¥n¡�®r²

f ∈ H0
�

< ¯>­n£���¬�ª�«�¥}ª>¦6«Y¨`²´�r³µª=®�²M�r¡�¢	¨�©�¦$£��r¡�¢n¸=®¤­H«e�¹¨`²´¥H§�¨e©=¦,£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³ ¥H§
(T,M, µ)

��£ ÜTÞ¹éHÞ{ïHÞpà]ð »��]� ¦n�8¨�©�¦
¦� t�¤£`¨e¦�¡�¬�¦-¥n§C­�£�¦6ºy¸=¦6¡�¬�¦´¥H§)¨���³´¦;£

tn
£�¸�¬k©/¨e©�­J¨$§�¥n« ­H¡M²Æ³µ¦6­}£Y¸=«k­H¯�®r¦´£Y¦�¨

A ⊂ M
�r¨ ©=¥n®¤±=£b¨�©�­H¨

µ(T tnA4A) → 0
Ä�©=¦�«e¦"¨�©=¦Æ¡=¥n¨e­J¨e�r¥}¡

A4B
£Y¨e­H¡>±=£-§�¥n«µ¨�©�¦Æ£�²M³µ³´¦�¨�«e��¬"±t�rÌ&¦6«�¦6¡�¬�¦Æ¯&¦�¨`Ä�¦�¦6¡

¨�©=¦�£Y¦�¨e£
A
­n¡�±

B
��ÿ�¥n« ÃM¡=¥JÄ�¡Ê£Y³µ¥M¥H¨e©Ð£�²t£`¨e¦�³�£6»�¨�©�¦¾®�­H¨Y¨e¦�«	ª=«e¥nª&¦�«�¨`²��¤£ ¥H§p¨e¦�¡Ê¥n¯=¨e­H��¡=¦;±Ð­}£ ­

¬�¥}¡�£Y¦;ºy¸=¦�¡�¬�¦¾¥H§l­/£Y¨�«e¥n¡�¢n¦�« ¥}¡=¦n»@¡�­n³µ¦�®�²�¨e©=¦�¦� M�¤£Y¨�¦�¡>¬�¦¾¥n§ éyá;á6ï�í�ðní�åjÞ{í�îkènè2Ü�á�Ý}Þpç�îJàdÞ{áJâ=ß �r¡�¨e©=¦
£Y¦6¡�£�¦w¥n§R¼ ­J¨e¥nÃ¾­H¡>±�úy¨e¦�ª=��¡%=W­´£Y²t£Y¨�¦�³

(T,M, µ)
�¤£O£�­n��±¾¨�¥´©�­5°n¦w¢n¥M¥t±�¬�²t¬�®r�¤¬w­nª=ª=«e¥5 t�r³�­J¨e�r¥}¡�£W�r§

¨�©=¦6«�¦O¦� M�¤£Y¨4­,£�¦6ºy¸=¦6¡�¬�¦
ξqn

¥H§&ª�­H«�¨��r¨���¥n¡�£8¥n§
(M,µ)

�r¡y¨�¥ £�¦�¨k£@¥H§>¦;ºy¸�­H®t³µ¦6­}£Y¸�«�¦
Ci

n

»
i = 1, . . . , qn

»
­H¡�±Æ¬�²M¬�®r�¤¬$ª>¦6«�³-¸t¨e­H¨���¥n¡�£

Sqn

¥n§'¨�©�¦6£�¦	£Y¦�¨e£�£�¸�¬k©�¨e©�­J¨
qn
∑

i=1

µ(TCi
qn
4Sqn

Ci
qn

) = o(1/qn).

¶�§
T
­n±t³µ�r¨e£µ¢}¥y¥t±ö¬�²t¬�®���¬Æ­nª=ª=«e¥5 M��³�­J¨e�r¥}¡Ê¨�©=¦6¡

T
��£µ¦6«�¢}¥t±t��¬"­H¡>±Í«e�r¢}��±>5{£�¦�¦"§�¥n«�¦� =­H³µª=®�¦�¨e©=¦

¥n«e�r¢}�r¡>­H®&ª�­Hª&¦�«,ü��n�Tý�¥n«$ü���:5ý�§�¥}«�­´±t¦�ò>¡=�¹¨e�r°}¦$­}¬�¬�¥n¸=¡y¨C¥n§�¨�©�¦$¢}¦�¡=¦6«e­n®&¬�¥n¡�¬�¦�ªt¨O¥H§Rª>¦6«���¥t±t��¬$­Hª�ª=«�¥5 M½
�r³�­H¨���¥n¡�£�­n¡�±"�¹¨k£l­Hª=ª�®r�¤¬�­H¨���¥n¡�£C¨�¥µ¨e©=¦	£Y¨�¸�±t²�¥H§@°5­n«���¥n¸>£C¦6«�¢}¥t±t��¬,­n¡�±�£�ª&¦6¬T¨e«e­n®�ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£?7T�
õ���¢n�¤±t�¹¨`²u¥n§

(T,M, µ)
�¤£"¬�®r¦;­H«e®r²Ï¡=¥n¨Æ¬�¥n³µª�­H¨���¯=®r¦ÐÄ��r¨�©:³´�r t�r¡�¢�� Á ¥ö¢}¦�¨�­ö¬�«��r¨�¦6«���¥n¡Ç¨�©�­H¨

¢n¸�­n«e­n¡y¨�¦�¦;£)­-£Y��¡=¢n¸�®�­n«C£�ª>¦;¬T¨�«e¸=³ Ä��r¨�©=¥}¸t¨�ª�«�¦;¬�®�¸�±t��¡=¢�³µ�r M��¡=¢>»yÄ�¦b«e¦�®¤­J ´¨�©�¦$¬�¥n¡�¬�¦�ªt¨�¥H§'ª&¦�«e�r¥t±t�¤¬
­Hª=ª�«�¥5 t��³µ­H¨���¥n¡�£C¨e¥-¨e©�­J¨l¥n§R©�­5°M��¡=¢�£`¨e«�¥}¡=¢n®�²�ª&¦�«e�r¥t±t�¤¬w¨�¥JÄ�¦�«k£CÄ��r¨�©Æ¡=�¤¬�¦ ®�¦�°}¦�®¤£@5�¯�­n®r®¤£A7O£�¸�¬k©�¨�©�­H¨
¥n¡Î¥}¡=¦¾©�­n¡�±�¨e©=¦¾¨e¥H¨e­n®C³µ¦;­n£�¸=«�¦�¥H§�¨�©�¦�®�¦�°n¦6®�£��r¡ö­�¢n��°n¦6¡�¨�¥JÄ�¦�«�³µ��¢n©y¨�¨e¦�¡�±Ê¨�¥�Ñ6¦�«e¥�»8¯=¸t¨µ¥n¡
¨�©=¦"¥H¨e©=¦�«-¥n¡=¦�­H¡M²Â³µ¦;­n£�¸=«e­n¯=®�¦¾£Y¦�¨´¬�­n¡Î¯&¦�­Hª�ª=«�¥5 t��³�­J¨�¦;±Ð¯y²Ð¸=¡=��¥n¡>£�¥n§l®r¦6°n¦�®¤£ §�«e¥n³ ª&¥}£e£Y��¯=®�²
±t�rÌ&¦6«�¦6¡}¨ ¨e¥JÄC¦6«e£6�´út¸�¬k© årá6íkîHåjÞCB;Ûeï 5{­n£,¥}ª=ª&¥}£�¦6±�¨�¥Æ¦� t©�­n¸�£`¨e�r°}¦´­n¯>¥J°}¦(7wª&¦�«e�r¥t±t�¤¬µ­Hª=ª=«e¥5 t�r³�­H¨���¥n¡�£
­H«e¦,¡=¥H¨l��¡�¬�¥}³µª�­J¨e�r¯=®�¦,Ä��¹¨e©Æ³´�r t�r¡�¢��
DµÖ-E �p���¤�����'�>5]úM®�¥JÄ�®�²�¬�¥y­H®�¦6£e¬�¦�¡y¨Oª>¦6«���¥t±t�¤¬$­nª=ª=«e¥5 t�r³�­J¨e�r¥}¡�£?7 Ø ¿'¦�¨

T
¯&¦	­H¡"¦�«e¢n¥t±t�¤¬w¨�«k­H¡�£Y§�¥n«e³�­J½

¨���¥n¡µ¥H§�­,õ���¦�³�­H¡=¡���­n¡-³�­H¡��¹§�¥}®�±
M
ª�«�¦;£Y¦6«�°M��¡=¢$­$°}¥n®�¸=³µ¦

µ
�@÷Ð¦l£�­5²,¨e©�­J¨4¨e©=¦l±t²M¡�­n³´�¤¬�­n®=£Y²t£Y¨�¦6³

(T,M, µ)
±t��£�ª=®¤­5²t£GFIHKJ�LMHONQPRJTS�HVURF�PRU?W�XZY[U?\A]VJ�^�]�P;S�Y-Y	\RJ�_�]a`bS-X�]VJ"W�F6»n�r§�¨e©=¦�«e¦b¦� M�¤£Y¨O­´£Y¦;ºy¸=¦�¡�¬�¦b¥n§'�r¡=½

¨�¦6¢n¦�«k£
kn ∈ N∗ »}­n¡�±�­ £Y¦;ºy¸=¦�¡�¬�¦ εn ¥n§&ª&¥}£��r¨���°n¦�¡M¸=³�¯&¦�«k£4Ä��r¨�©

∑

εn < +∞
»}£�¸�¬k©´¨�©>­J¨W§�¥}«W¦�°}¦�«e²

n ∈ N
¨e©=¦�«e¦ ¦� t�¤£`¨k£�­µ£Y¦;º}¸�¦�¡�¬�¦

Cn =
⋃

i∈N

Bn,i
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Ä�©=¦�«e¦$¨�©=¦

Bn,i

»
i = 0, . . .

»>­H«e¦$#TS4HCH8FO¥H§
M
£e­J¨e��£Y§�²M�r¡�¢

5��K7
sup
i∈N

r(Bn,i) −→
n−→∞

0
»

5{�r�K7
µ
(

T knBn,i4Bn,i

)

≤ εnµ(Bn,i),

5����r�K7
µ

(

⋂

m∈N

⋃

n≥m

Cn

)

= 1
�

¶F¡/úM¦6¬�¨���¥n¡�ù�Ä�¦ Ä���®r®�ª=«e¥J°n¦w¨�©�¦,§�¥n®�®r¥JÄ���¡=¢´¨�©=¦6¥n«e¦�³
Ô Õ�Ö �R� Ö=× 5&%C«��r¨�¦6«���¥n¡�§�¥}«	¨e©=¦"£���¡=¢n¸=®¤­H«e�r¨`²�¥H§�¨e©=¦�£�ª&¦6¬T¨e«�¸�³b7 Ø$'ÅïJðJâ2îJç´Þ{íkîJå�ßTð5ßkàFÛ�ç

(T,M, µ)ïJÞ¤ßdè&å�îJðJÞpâyé F HVJ�LMH N P�J4S4HKU�F�P�U?W�X�Y[U?\A]VJ�^�]�P S�Y-Y�\�J�_$]a`2S�X�]KJ�W�F Ú=îJß	î,è&ætÜ�Û�åjð�ßTÞpâMéHætårîHÜ,ßdè=Ûkí�à]Ü�îHå�àdðeè=Û;ñ
(	Ö=×*) ��+ � Ø ¶F¡�¢n¦6¡=¦�«k­H®d»

µ(Cn)
¡�¦�¦6±Â¡=¥n¨ ¬�¥n¡M°n¦6«�¢}¦	¨e¥"Ñ6¦�«e¥��µÿ=¥}«	­�«e¥H¨k­J¨���¥n¡Â¥H§�¨�©=¦�¬��r«k¬�®�¦n»�§�¥}«

¦� =­H³µª=®�¦n»��r¨"¬6­H¡u¯&¦�¬k©=¥y£Y¦6¡Ç£Y¥�¨e©�­J¨"�¹¨¾¨e¦�¡�±�£�¥}¡Ï¨�©=¦Ð¬�¥n¡y¨e«e­n«�²Ê¨e¥Ç�n� ÿ�¥n«�­Î³´�r t�r¡�¢Í£Y²t£Y¨�¦6³
(T,M, µ)

©=¥JÄ�¦�°}¦�«;»
(ii)

��³´ª�®r��¦6£l¨�©�­H¨
µ(Cn) → 0

9 ­H¡�±"¨e©=�¤£l�¤£lÄ�©�­H¨bÄC¦�«�¦�§�¦�«�¨e¥¾¯M² P�J4S�HVURF�PRURW�XY�
Á ©=¦"¨�¦6«�³µ��¡=¥n®�¥n¢}² FIHVJ�LMH N P�J4S�HVURF�PRURW�Xb�¤£�¨e©=¦�¡É¸�£�¦6±Í¨�¥Ð«�¦�§�¦�«´¨�¥�ª=«e¥nª&¦�«�¨`²

(iii)
¨�©>­J¨���£-¨e©=¦ÆÃn¦�²

ª=«e¥nª&¦�«�¨`²���¡�¢n¸�­n«e­n¡y¨�¦�¦6�r¡�¢¾­�ª=¸=«e¦�®�²"£���¡=¢n¸=®¤­H«w£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³Æ�l÷Â¦-Ä��r®�®R­n¯=¯=«e¦�°M�¤­J¨�¦-£Y®�¥JÄ�®r²"¬�¥y­H®�¦6£e¬�¦�¡y¨
ª>¦6«���¥t±t�¤¬ ­Hª=ª=«e¥5 t�r³�­H¨���¥n¡�£CÄ��¹¨e©/ú�%-, < �
(	Ö=×*) ��+ ù Ø,Á ©=¦¾¬�¥n¡�±=�¹¨e�r¥}¡ ∑

εn < +∞
¬6­H¡Ð¯>¦�°M��¦�Ä�¦6±Ð­n£,­Æ¬�¥}¡�±t�r¨���¥n¡Ð¥n¡Â¨�©=¦ ßdè�ÛeÛkï ¥n§)¨�©�¦

®r¥t¬6­H®��rÑ6¦6±uª&¦�«e�r¥t±t�¤¬�­nª=ª=«e¥5 t�r³�­J¨e�r¥}¡�£6� ¶�¨"�¤£�¬�«�¸>¬��¤­H®b��¡Ç¨e©=¦�ª�«�¥M¥H§	¥n§ ¨�©=¦Â¨�©�¦�¥n«e¦�³Æ»�¡�­n³µ¦�®�²É��¡
¬�¥}³�¯=��¡=��¡=¢µª=«�¥}ª>¥y£Y�r¨���¥n¡�ùt�_ù-­H¡�±"®�¦�³µ³�­µù=� .=�
(	Ö=×*) ��+ û Ø ¶�§W¨�©=¦µ£�¦�¨e£

Cn
£e­J¨e��£Y§�²�­n±t¦;º}¸>­J¨�¦-�r¡>±t¦�ª&¦�¡�±=¦�¡�¬�¦´¬�¥n¡�±t�r¨���¥n¡>£�»

(iii)
Ä���®r®R§�¥n®�®r¥JÄ §�«e¥n³

¨�©=¦0/�¥}«�¦6®1%�­H¡y¨�¦6®r®���¿�¦6³´³�­´�r§ ∑
n∈N

µ(Cn) = +∞
�

(,�32%)!�54b1��$�!/Z&��$)�'(+n. ¶¾­H³ ¢}«e­H¨�¦�§�¸�®b¨e¥76}¦6­n¡t½8,4­n¸=® Á ©�¥n¸=°}¦�¡=¥n¨�§�¥n«Æ£�¦�°n¦6«e­n®b¦6¡=®r��¢n©y¨e¦�¡=��¡=¢
±t�¤£�¬�¸�£�£���¥n¡�£@­H¡>±�¦� Mª�®�­n¡�­J¨e�r¥}¡�£'��¡µ£Yª&¦6¬�¨�«k­H®y¨�©=¦6¥n«e²,¨�©�­H¨4©=¦�®�ª>¦;±´³´¦�ò�¡>±9%C«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡��}� ùl§�¥n«4£��r¡=¢}¸=®¤­H«
£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³Æ»=­H¡�±�¨�¥ < ¡�­J¨e¥n®�¦$¼ ­H¨�¥}Ã´­n¡�±µ¨�©�¦w«e¦�§�¦6«�¦6¦l§�¥n«�©=¦6®rª=��¡=¢-³´¦,£Y¨e­J¨e¦b�r¨���¡��r¨e£O­}¬T¨�¸>­H®&¢n¦�¡�¦�«k­H®
§�¥n«e³Æ�ô¶�­H®¤£�¥Â¨e©�­H¡�Ã < «Y¨e©y¸�« < °M��®�­�»�õl­Hª=©>­;:�®w¼,«���Ãn¥}«��¤­H¡É­H¡�±Ïÿ=«k­H¡�<�¥n�¤£¾¿'¦6±t«k­Hª=ª��r¦6«µ§�¥n«¾¸�£�¦�§�¸�®
¬�¥}¡y°}¦�«k£�­H¨���¥n¡�£6��¶l­H³ �r¡�±=¦�¯t¨e¦6±Æ¨e¥¾¨�©�¦�«e¦�§�¦�«e¦�¦,§�¥}«l¨e©=¦�³�­H¡M²"�r³µª=«e¥J°n¦6³µ¦�¡y¨e£O¨e©�­J¨$©=¦-£�¸=¢}¢n¦6£Y¨�¦;±��
,4­H«�¨'¥H§t¨e©=��£RÄ�¥n«eÃbÄO­n£�±t¥}¡=¦C±=¸=«���¡=¢l³-²$£Y¨e­5²$­J¨R¨�©=¦�%C¦�¡y¨�¦6«�§�¥n« < ±t°J­H¡�¬�¦6± �/­H¨�©=¦6³�­J¨��¤¬�­n®yút¬��r¦6¡�¬�¦;£
¥H§8¨�©=¦ < ³µ¦�«e��¬6­H¡>=l¡=��°n¦6«e£��¹¨`²�¥n§?/�¦6�r«e¸t¨l­H¡�±"¶)¨�©�­n¡=Ã¾¨e©=��£l�r¡�£Y¨��r¨�¸=¨���¥n¡"§�¥n«��r¨e£�ÄO­H«e³ ©=¥y£Yª=�r¨e­n®r�r¨`²n�
�n� û=� �% 3�$�4'����-1 'A@	 3� ��B ���� !�-�"��&���'����DC���� 1���)!���-�FE!�54b+}.
Á ©=¦)ª�«�¥}¯=®r¦6³ ¥n§=¸=¡�±t¦6«e£Y¨e­n¡�±t��¡=¢�¨�©�¦)¦�«e¢n¥t±t�¤¬4­H¡>± £Yª&¦6¬�¨�«k­H®nª�«�¥}ª>¦6«Y¨e�r¦;£�¥H§t«e¦�ª�­n«e­n³µ¦�¨�«e��Ñ6­J¨e�r¥}¡�£2¥H§

®r��¡=¦;­H« þ ¥JÄl£4¥n¡´¨�¥}«��>Ä�­}£4«k­H�¤£Y¦;±-¯M² < �5G	�}¼w¥n®�³µ¥n¢}¥n«e¥J°$��¡¾©=�¤£W¶T�H%w� �Ê�}­}±=±t«e¦6£e£@¥H§4�3I�.KJ�ü��L.;ý��@út�r¡�¬�¦
¨�©=¦6¡Â­n¡�±/£Y¨e­H«�¨���¡=¢¾Ä��r¨�©�¨�©=¦´Ä�¥n«eÃ�¥H§)¼w¥n®�³µ¥n¢}¥n«e¥J°¾©=��³µ£�¦�®r§`»&¨�©=�¤£wª=«�¥}¯=®�¦�³�©�­n£w¯&¦�¦�¡��r¡y¨�¦6¡�£��r°}¦�®�²
£`¨e¸�±t��¦6±�­H¡>±Ð­Æ£�¸=«eª=«��¤£��r¡=¢}®r²�«e�¤¬k©Â°J­H«e��¦�¨`²�¥H§O¯&¦�©�­5°M��¥n«k£wÄ�¦�«e¦µ±t��£e¬�¥J°}¦�«e¦6±/¨�¥Æ¯>¦�ª&¥}£e£��r¯=®�¦´§�¥n«,¨e©=¦
«�¦6ª�­H«k­H³µ¦�¨�«e�rÑ6¦6± þ ¥JÄl£��ö÷Â¦/£e­5²Î£Y¸�«�ª=«e�¤£Y��¡=¢n®�²Ê¯&¦6¬�­n¸�£�¦Æ­H¨µ¨�©=¦"¨���³µ¦�Ä�©=¦�¡Ï¼w¥n®�³´¥}¢n¥}«�¥J°Ð«e­n��£�¦6±
¨�©=¦-ª=«e¥n¯=®�¦�³Æ»>£�¥n³µ¦�£Y¨�«e¥n¡�¢�«�¦;£`¨e«��¤¬T¨e�r¥}¡�£�¥n¡"¨e©=¦-£�ª>¦;¬T¨e«e­n®�¨`²Mª>¦�¥H§@¨�©=¦-«�¦6ª�­H«k­H³µ¦�¨�«e�rÑ6¦6± þ ¥JÄ ÄC¦6«�¦
¦� tª&¦6¬T¨e¦6±Ð¨e¥�©=¥n®¤±�»R­H¨	®r¦;­n£Y¨ �r¡Ð¨�©�¦�¬�­}£Y¦µ¥H§O«e¦6­H®W­n¡�­H®�²y¨��¤¬´«�¦6ª�­H«k­H³µ¦�¨e«���Ñ6­H¨���¥n¡�£6»1%)§`�/ü��L.;ý�­n£ Ä�¦�®�®
­n£O¨e©=¦	­Hª�ª>¦6¡�±t�r �¯M²�ÿ�¥n³µ�r¡"¨e¥µ¨�©=¦	õ�¸>£�£���­n¡Æ°n¦�«k£��r¥}¡�¥H§8¨�©�¦	¯>¥M¥}Ã¾¥H§ �b­n®r³µ¥}£l¥n¡"¦�«e¢n¥t±t�¤¬b¨e©=¦�¥}«�²}»
Ä�©=¦�«e¦-­n¯�£�¦�¡�¬�¦	¥H§)³µ�r t¦6±/£�ª>¦;¬T¨e«�¸=³�ÄO­n£w¬�¥n¡H·`¦6¬T¨e¸=«e¦6±Æ§�¥}«$£�³µ¥y¥n¨�©/«e¦�ª>­H«k­H³µ¦�¨e«���Ñ6­H¨���¥n¡�£O¥n§W®r��¡=¦6­n«
þ ¥JÄl£6�

9 � [lS_hOa5Xk[�[]\]i5P S_a�QTP`a5P`\]Vkg8[]cJVe[�q�XT\OV-Z�S m6S_a5Q h]o6h][]P`Z Vka5s�V	hdPNM�i5P`a5^`P Xkq4Z�PYVkhdi5\]Vk~5g_P$h]PF[dh
Cn
hdi;^�c�[dcJVe[

T knCn4Cn → 0
|�[dc5P`a

µ(Cn) → 0
XT\

µ(Cn) → 1
x 0 i;[bS_a�XTi5\l^�Vkh]P

Cn

S_hbV-i5a5S_XTa�Xkq4~JVkg_g_h��'S [dc�\]Vks5S_S
^`XTa�U�PY\{QTS_a5Q¾i5a5S qrXT\{Z�g oµ[dX

0
|�c5P`a5^`P�S q

lim sup µ(Cn) > ε > 0
Vka5s"S q8��P�O5m

p = [ 2
ε
]
s5S_hQP]XTS_a�[lXTfHPYa�hdi5~;hdPF[dh

S_a
M
|

M1, . . . ,Mp

|�Xkq'PRM�iJVkg2Z�PYVkh]i5\]P
1/p

[]c5P`\{Pb�'S_g_g&~HPlVe[Cg_PYVkh][CXTa5PTS�hdVYo
M1 U [dcJVe[CZ�i;h][)S_a�[]P`\]h]P`^`[ Cn

|tq�XT\
S_aLO5a5S [dP`g o	ZlVka�o

n
|}S_a�Vwh]P`[@Xkq�Z�PYVkhdi5\{POQT\{P�Ve[]P`\)[]cJVka

ε/p
[dcJVe[WS_hWVkg_Z�XTh{[4Vbi5a5S_XTa	Xkq�~JVkg_g_h

Bn,i

h]X$Vkh4[]XbqrXT\]^`P
lim sup µ(T kn M1 ∩ M1) ≥ ε/p > µ(M1)2

�Rc;S_^�c$^`XTa�[d\]Vks5S_^F[dhR[dc5P4Z�S m6S_a5Q)f5\{XTfnP`\�[po�x
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÷Â¦	±=¦�¡=¥n¨�¦,¯M²
Rt

α

¨�©=¦ ®��r¡�¦6­H« þ ¥JÄô¥n¡"¨�©�¦,¨�¥n«e¸�£
Tn ¢n��°n¦6¡�¯M²

dx

dt
= α,

Ä�©=¦�«e¦
x ∈ Tn ­H¡�± α �¤£l­´°n¦;¬T¨e¥n«�¥H§ Rn �CÈ$��°n¦6¡Æ­µ¬�¥n¡y¨���¡M¸=¥n¸�£�§�¸�¡�¬T¨e�r¥}¡ φ : Tn → R∗

+

Ä�¦ ±t¦�ò>¡=¦
¨�©=¦ «e¦�ª>­H«k­H³µ¦�¨e¦�«e�rÑ;­J¨���¥n¡ þ ¥JÄ

T t
α,φ

¯M²

dx

dt
=

α

φ(x)
.

¶�§l¨�©�¦"¬�¥y¥}«e±=�r¡�­H¨�¦;£	¥H§
α
­n«�¦�«e­H¨���¥n¡�­n®r®�²Ð�r¡�±=¦�ª&¦�¡�±t¦6¡y¨´¨e©=¦�¡Í¨�©=¦"®��r¡=¦;­H« þ ¥JÄ

Rt
α

�¤£´¸=¡=�¤º}¸�¦�®�²
¦�«e¢n¥t±t�¤¬�­n¡�±�£�¥��¤£

T t
α,φ

¨e©�­J¨,ª=«e¦6£�¦�«e°n¦6£l¨�©=¦µ³µ¦6­}£Y¸�«�¦-Ä��¹¨e©Â±t¦6¡�£Y�r¨`²
φ
���b¨�©�¦�«,ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£w¥H§W¨e©=¦

®r��¡=¦;­H« þ ¥JÄô³µ­5²¾¬k©>­H¡=¢}¦$¸�¡�±t¦�«�«e¦�ª>­H«k­H³µ¦�¨e¦�«e�rÑ;­J¨���¥n¡'�'÷u©=��®r¦,¨e©=¦ ®��r¡=¦;­H« þ ¥JÄô©�­n£�­´ª=¸=«e¦ ±t�¤£�¬�«�¦�¨�¦
£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³:Ä��¹¨e© ¨�©=¦)¢n«e¥n¸=ª$¥H§t¦���¢n¦6¡M°5­n®r¸�¦6£��¤£Y¥}³µ¥n«eª=©=�¤¬'¨e¥

Zn »5­l¬�¥}¡y¨���¡y¸�¥n¸�£2¨e�r³µ¦)¬k©>­H¡=¢}¦8³�­5²$²M�r¦6®�±
­´Ä���±t¦ °J­n«���¦�¨`²�¥n§@£�ª>¦;¬T¨e«e­n®&ª�«�¥}ª>¦6«Y¨e�r¦;£�� Á ©=�¤£�§�¥n®�®r¥JÄl£�§�«e¥n³ ¨�©=¦,¨e©=¦�¥}«�²�¥n§R³µ¥n¡=¥n¨�¥}¡=¦b5{¼ ­HÃM¸t¨k­H¡=�K7
¦6ºy¸=��°J­H®�¦�¡�¬�¦wü IJý=­H¡>± ¨�©�¦C§{­}¬T¨8¨�©�­H¨4¦�°n¦6«�²,³µ¥n¡�¥H¨�¥}¡=¦)³µ¦;­n£�¸=«e­n¯=®�¦W¨���³µ¦�¬k©�­H¡=¢}¦)�¤£@¬�¥n©�¥n³µ¥n®�¥n¢}¥n¸�£�¨�¥
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Á ©=¦�³µ�r t�r¡=¢�¦� =­H³µª=®�¦6£b¥n¯t¨k­H��¡=¦6±Æ¯M²Æ«e¦�ª�­n«e­n³´¦�¨�«e�rÑ;­J¨e�r¥}¡�£O¥H§W®��r¡�¦6­H« þ ¥JÄl£l¯&¦�®�¥n¡�¢�¨�¥"­¾°J­H«e�r¦�¨`²
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£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³À«e¦�³�­n�r¡"¸=¡�±t¦�¨�¦6«�³µ��¡=¦6±��
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¬�«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡Â£Y¨e­H¨�¦6±Ð­H¯&¥J°n¦}� /�¸t¨,¨�©=¦�£��r¡�¢n¸=®¤­H«e�¹¨`²Æ¥n§)¨�©�¦´³�­H M��³�­H®4£�ª>¦;¬T¨�«k­H®8¨`²Mª&¦´¥n§�­n¡y²"¨e�r³µ¦�³�­Hª
�r³µª=®���¦6£O¨e©�­J¨l¥n§'¨�©�¦ þ ¥JÄ »M¨�©M¸�£�²M��¦�®¤±t��¡=¢
Ô Õ�Ö �R� Ö=×�Ø��RáJÜ

d ≥ 3 ã àpÚ�Û�Ü�Û�Û�Ý}Þ¤ßTà α ∈ Rd
îJâ2ï¾î´ßTà]ÜTÞ{í�àdåjðwè=áJßkÞpàdÞ ä Û)ìkætâ2í�àdÞ{áJâ φ á ä Û�Ü Td

á`ì	í�årîJßeß
C∞ ßTæ�íeÚÊàpÚ�îJàbà�Ú=Û�Ü�ÛFè=îHÜ�îJç�Û�à]ÜTÞCB;Ûkï	ê�áJë

T t
α,φ

Þ¤ß�ç´Þ¹Ý}Þpâyé�îHâ&ï"Ú=î5ß�î�ßkÞpâMéHætå�îJÜ�ç�î�Ý}ÞpçµîHå4ßdè=Ûkí�à]ÜeîJå
à]ðeè�Û�ë4ÞpàpÚ/Ü�Û�ß]è�Ûkí�àCà�á¾àpÚ�Û��RÛ��eÛ�ßYéHæ�Û	çµÛkîJßkætÜeÛ6ñ
< ±=²y¡>­H³µ��¬6­H®t£�²M£Y¨�¦6³

(T,M, µ)
5�¥n« þ ¥JÄ

(T t,M, µ)
7R��£@£e­H�¤±,¨�¥$¯>¦O³µ�r M��¡=¢$¥H§�¥}«e±=¦�«

l ≥ 2
�r§`»J§�¥n«

­H¡M²µ£Y¦;º}¸�¦�¡�¬�¦
(u(1)

n , · · · , u(l−1)
n ){n∈N}

»yÄ�©=¦6«�¦O§�¥}«
i = 1, · · · , l−1

¨e©=¦
(u(i)

n ){n∈N}

­n«�¦l£�¦6ºy¸=¦6¡�¬�¦;£
¥H§l��¡y¨�¦�¢}¦�«k£25�¥}«�«e¦6­n®)¡M¸=³�¯&¦�«k£?7 £Y¸>¬k©�¨�©�­H¨

lim
n→∞

u(i)
n = ∞

»W­n¡�±Ð§�¥n«´­H¡M²
l
½�¸=ª=®�¦

(A1, · · · , Al)
¥H§

³µ¦6­n£�¸=«k­H¯=®�¦ £Y¸�¯�£Y¦�¨e£O¥n§
M
»=Ä�¦,©�­5°n¦

lim
n→∞

µ
(

T−u(1)
n −...−u(l−1)

n Al ∩ · · · ∩ T−u(1)
n A2 ∩ A1

)

= µ(Al−1) · · ·µ(A1).
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­H®¤£Y¥l¨�©�­n¡=Ã < «Y¨e©M¸=« < °y��®¤­=»Jõl­Hª�©�­;:6®}¼,«e�rÃ}¥n«e��­n¡w­H¡>± ÿ=«k­H¡�<�¥n�¤£�¿�¦;±t«e­nª=ª=��¦�«�§�¥}«'¸�£�¦�§�¸�®}¬�¥}¡M°n¦�«k£e­J¨���¥n¡>£��
¶�­n³ ��¡�±t¦�¯=¨�¦6±"¨e¥´¨�©=¦ «e¦�§�¦6«�¦6¦w§�¥}«�³�­H¡M²¾��³´ª�«�¥J°}¦�³µ¦�¡y¨e£C¨e©�­J¨�©=¦	£�¸=¢n¢}¦6£Y¨�¦;±��

ùt�����M�������É�2� ) � Ö�� � Ö ����� Ö �����R�'��� ) ���=�2���'� ×*) �����R� �
¶F¡"¨�©=�¤£l£�¦6¬T¨e�r¥}¡�Ä�¦,ª=«e¥J°n¦ Á ©=¦�¥}«�¦6³��n�_ùt�

ùt���n� ÷Ð¦OÄ��r®�®t£`¨k­J¨�¦C¡=¥JÄÍ­b¢n¦�¡�¦�«k­H®M¬�«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡,¨�©�­H¨@¢}¸�­H«k­H¡y¨e¦�¦6£'­w£��r¡�¢n¸=®¤­H«8£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³ §�¥n«
(T,M, µ)

�
< ®r¨�©=¥}¸=¢n©�¨�©���£OÄ���®r®�¡�¥H¨O¯>¦,¨e©=¦ ¬�«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡�¨�©�­H¨�ÄC¦$Ä��r®�®�¸�£�¦$¨�¥´ª=«�¥J°}¦l¨e©�­J¨l£�²M£Y¨�¦6³�£C©>­5°y��¡=¢�ú�%-, <
©�­5°n¦$­�£��r¡�¢n¸=®¤­H«O£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³ �r¨��¤£�¥H§'��¡y¨�¦�«e¦6£Y¨C¯M²µ�r¨e£�¦�®r§8­H¡>±���£O£��r³µ��®�­n«6»y²n¦�¨�³µ¥}«�¦w¢n¦�¡�¦�«k­H®d»n¨e¥	¨�©�¦ î}ï
Ú=á;í ¥}¡=¦$¨�©�­H¨lÄC¦,Ä���®r®�¸>£Y¦ ­H¡>±�¨e©�­J¨�Ä���®r®'¯>¦	£Y¨e­H¨�¦6±"��¡"¨�©=¦,¡=¦� y¨lª>­H«k­H¢n«k­Hª�©��
� �2���>� � �¤�����'� Ø
�RÛ�à

(T,M, µ)
�kÛ"î/ïJðJâ2îJç´Þ{íkîJåWßTð5ßTàFÛ�ç�ñ��{ìOì�áJÜ�îHâ�ð/íkáJçbè&årÛeÝÂâ&áJâ�B;Û�Ü�á�ìkætâ&í�à]Þ{áHâ

f ∈ L2
0(M,µ) ã Þ{ñpÛ6ñ ∫

M
f(x)dµ(x) = 0 ã àpÚ�Û�Ü�Û´ÛeÝnÞ¤ßTà]ß�î¾ç�Ûkî5ßTætÜ�î���årÛ�ß�Û�à E ⊂ M

ë4Þpà�Ú
µ(E) > 0 ãîJâ2ï�î�ßkàdÜTÞ{í�à]åjð�Þpâ2í�ÜeÛeîJßTÞpâyé¾ß�Û���æ�Û�â2íkÛ

ln
ã ßTæ�íeÚ�àpÚ�îJà2ì�áJÜ�Û ä Û�ÜTð x ∈ E

ë)Û,Ú=î ä Û

lim sup
n→∞

1

n

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

i=0

f(T lix)

∣

∣

∣

∣

∣

> 0
5]ù=�r�"7

àpÚ�Û�âÂàpÚ�Û	ç�î�Ý}Þpç�îJå�ßdè�Ûkí�àdÜ�îJå'à]ðeè�Û-áYì à�Ú=Û�ætâ�ÞpàFîJÜTð¾áeè�Û�ÜeîJàFáJÜ-îJßeß�á;í�Þ{îHà�Ûkï�à�á
(T,M, µ)

Þ¤ß,ßTÞpâyénætårîJÜ�ñ
� \�J�J! � < £e£Y¸=³µ¦b¨�©�­H¨

T
©�­n£C­H¡�­n¯�£�¥n®�¸t¨�¦6®r²µ¬�¥}¡}¨e�r¡M¸=¥}¸�£W¬�¥n³µª>¥}¡=¦�¡y¨)��¡¾�r¨e£�£Yª&¦6¬�¨�«e¸=³Æ� Á ©=¦�¡�¨e©=¦�«e¦

¦� t�¤£`¨k£
f ∈ L2

0(M,µ)
£Y¸�¬k©/¨�©�­H¨b¨�©�¦-£�ª>¦;¬T¨�«k­H®R³µ¦6­n£�¸=«e¦	¬�¥}«�«e¦6£�ª>¥}¡�±t��¡=¢µ¨�¥

f
¥n¡�¨e©=¦-¬��r«k¬�®�¦

S
¬6­H¡



� ���������	��
���
����

¯>¦ Ä�«e�r¨Y¨�¦6¡�­n£
σf (dx) = g(x)dx

Ä�©=¦6«�¦
g ∈ L1(S,R+, dx)

��£l¯>¥}¸=¡�±t¦;±��4÷u�¹¨e©"¨�©=¦ ¡=¥n¨e­H¨���¥n¡

Snf(x) =
n−1
∑

i=0

f(T li(x))

ÄC¦ Ä�«e�r¨�¦ £Yª&¦6¬�¨�«k­H®�®r²

∥

∥

∥

∥

Snf

n

∥

∥

∥

∥

2

L2

=
1

n2

∫

S

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

i=0

zli

∣

∣

∣

∣

∣

2

g(z)dz

≤
supz∈Sg(z)

n2

∫

S

∣

∣

∣

∣

∣

n−1
∑

i=0

zli

∣

∣

∣

∣

∣

2

dz

≤
supz∈Sg(z)

n
.

ÿ=«e¥n³ ¨�©���£$Ä�¦-±t¦;±t¸�¬�¦�¨�©�­H¨
Sn2f/n2 ¬�¥}¡y°}¦�«e¢n¦;£O¨�¥�Ñ�¦�«e¥�§�¥}«$­n®r³µ¥}£Y¨w¦6°n¦6«�² x ∈ M

�,ÿ=¸=«�¨�©�¦�«�½
³µ¥n«e¦n»=­µ£Y��³µ�r®¤­H«l¬�¥n³µª=¸t¨k­J¨e�r¥}¡"­}£�­H¯&¥J°n¦$¢n��°n¦6£�§�¥}«

n2 ≤ l ≤ (n+ 1)
2
− 1

¨�©�­H¨

‖
1

l
(Slf − Sn2f)‖

2

L2
≤ sup

z∈S

g(z)
l − n2

l2
,

©=¦�¡>¬�¦

∑

n≥0

(n+1)2−1
∑

l=n2

‖
1

l
(Slf − Sn2f)‖

2

L2
< +∞.

/�²Æÿ>­J¨e¥n¸ � £w¿'¦�³µ³�­�Ä�¦-¬�¥}¡�¬�®�¸�±t¦	¨�©�­H¨w§�¥}«w­H®�³µ¥}£Y¨b¦�°}¦�«e²
x ∈ M

ÄC¦	©>­5°n¦
Snf(x)/n −→

n→∞
0
»>��¡

¬�¥}¡}¨e«e­}±t�¤¬T¨���¥n¡"Ä��r¨�© 5]ù=�r�"7T� �
�

ùt�_ùt���W°}¦�¡Ð£Y��³µª=®r¦6«$¨�©�­n¡ ,W«e¥nª&¥}£��¹¨e�r¥}¡Âùt���-­n¡�±/²}¦�¨w³µ¥}«�¦´­n±=­nªt¨�¦;±Æ¨�¥"¥n¸=«$ª=¸=«eª&¥n¸�£�¦��¤£w¨�©=¦-§�¥n®r½
®r¥JÄ���¡=¢
� �2���>� � �¤�����'� Ø
�RÛ�à

(T,M, µ)
�kÛ"î/ïJðJâ2îJç´Þ{íkîJåWßTð5ßTàFÛ�ç�ñ��{ìOì�áJÜ�îHâ�ð/íkáJçbè&årÛeÝÂâ&áJâ�B;Û�Ü�á�ìkætâ&í�à]Þ{áHâ

f ∈ L2
0(M,µ) ã àpÚ�Û�ÜeÛ´ÛeÝ}Þ¤ßTàOî�çµÛkîJßkætÜeî���årÛ�ß�Û�à E ⊂ M

ë4Þpà�Ú
µ(E) > 0 ã î�ß�Û���æ�Û�â&íkÛ kn ∈ N∗ îJâ2ï

î�ß�Û���æ�Û�â2íeÛ
τn ∈ N∗ ë4Þpà�Ú ∑(1/τn) < +∞ ã ßkæ�íkÚÆà�Ú=îHà>ì�áHÜ-Û ä Û�ÜTð x ∈ E

ë)Û$Ú�î ä Û

lim sup
n→∞

1

τn

∣

∣

∣

∣

∣

τn−1
∑

i=0

f(T iknx)

∣

∣

∣

∣

∣

> 0,
5]ù=� ù�7

àpÚ�Û�âÂàpÚ�Û	ç�î�Ý}Þpç�îJå�ßdè�Ûkí�àdÜ�îJå'à]ðeè�Û-áYì à�Ú=Û�ætâ�ÞpàFîJÜTð¾áeè�Û�ÜeîJàFáJÜ-îJßeß�á;í�Þ{îHà�Ûkï�à�á
(T,M, µ)

Þ¤ß,ßTÞpâyénætårîJÜ�ñ

� \�J�J! �Î¶�§
σf

©�­}£µ­�¯&¥n¸=¡>±t¦6±É±t¦�¡>£Y�r¨`²n»)¨�©=¦6¡
‖
∑τn−1

i=0 f ◦ T ikn‖
2

L2 ≤ Cτn
­H¡�±Î¨�©=¦"§{­}¬T¨µ¨�©�­H¨

∑

(1/τn) < +∞
¨�©�¦�¡Æ¢n��°n¦;£�­�¬�¥n¡y¨�«k­n±=��¬��¹¨e¥n¡�Ä��r¨�© 5dùt�_ùT7T�

�

(	Ö=×*) ��+ Ø %C®�¦6­n«�®�²n»��¹¨$��£b¦�¡=¥}¸=¢n©"¨�¥�ª=«�¥J°}¦$¨�©=¦´­H¯&¥J°n¦,ª=«e¥nª&¥}£��¹¨e�r¥}¡�§�¥}«w­n®r®R«�¦;­H®r½d°J­H®�¸=¦;±¾§�¸=¡>¬T¨���¥n¡>£
f ∈ L2

0(M,µ)
�

� z'c;POf5\{X6Xkq�Xkq&[dc5S_h4f;\]XTfHXThdS []S_XTa�S_h4hdS_Z�S_gjVk\�[dXb[dc5P�f5\]X�Xkq�Xkq2[]c5POh{[d\{XTa5QwgjVY��Xkq2gjVk\]QTPOa�i5ZC~nP`\{h4S_a [dc5P�^�Vkh]POXkq
S_a5s;PYfHP`a5s5P`a�[@\]Vka5s5XTZÉUkVk\]SjVk~;g_PYh��'S [dcw~HXTi5a5s5P`s

L2
a5XT\{Z�h�x



����������� ���
	��
��
 
������ �����
�������������R
 ���
��
����T��� ����� �����*��! �

ùt� û=� ¶F¡�¨e©=¦b£�¦6ºy¸=¦6®�Ä�¦lÄ��r®�®>­}£�£�¸=³µ¦�¨e©�­J¨
(T,M, µ)

£�­H¨��¤£`ò>¦6£
(i)− (iii)

¥H§%9w¦�ò�¡��¹¨e�r¥}¡/�n�_ùt�8÷Â¦bò= 
©=¦�«e¦6­H§p¨�¦6«@­,£�¦6ºy¸=¦6¡�¬�¦

τn
¥H§>��¡y¨�¦6¢n¦�«k£@£Y¸>¬k©	¨�©>­J¨

εnτn → 0
Ä�©=��®�¦ ∑

(1/τn) < +∞
5p¨e©=��£@�¤£@ª&¥}£e£Y��¯=®�¦

£Y��¡�¬�¦ ∑
εn < +∞

7���÷Ð¦�ò= �­H¡Î­n«�¯=�r¨�«k­H«e²�¡=¥}¡=Ñ�¦6«�¥Æ«e¦6­H®r½�°5­n®r¸�¦6±Â§�¸=¡�¬�¨���¥n¡
f ∈ L2

0(M,µ)
�Æÿ=¥}«

ε > 0
Ä�¦ ±t¦�ò>¡=¦,¨�©=¦	£�¦�¨

Dε = {x ∈M |f(x) ≥ 2ε} .úM��¡�¬�¦
f ∈ L2

0(M,µ)
��£O¡�¥H¨l¡M¸=®�®]»M¨e©=¦�«e¦,¦� t��£Y¨e£

ε0 > 0
£Y¸�¬k©�¨�©>­J¨

µ(Dε0) > 0
�4ÿ=«e¥n³ ,W«e¥nª&¥}£��r¨���¥n¡

ùt�_ùt» Á ©=¦6¥n«e¦�³��}� ù-Ä���®r®�©�¥n®¤±�ª�«�¥J°}¦6±¾�r§@ÄC¦ £�©=¥JÄÇ¨e©�­J¨(=
� �2���>� � �¤�����'� Ø��'áHÜ

µ
înñpÛ;ñ)è=áHÞpâ�à

x ∈ Dε0
ã àpÚ�Û�ÜeÛ-ÛeÝ}Þ¤ßkà]ß,Þpâ��Wâ>Þpà�Û�åjð�ç�îJâ>ð�Þpâ�àFÛdéyÛ�Ükß n ßTæ�íkÚÆà�Ú=îJà

1

τn

τn−1
∑

i=0

f(T iknx) ≥ ε0.
5dùt� û�7

ùt� J�� Á ©=¦´§�¥}®r®�¥JÄ��r¡�¢�ª=«e¥nª&¥}£��r¨���¥n¡�£Y¨e­H¨�¦6£w¨e©�­J¨,§�¥n«,¦6°n¦�«e²
N > 0

»2¨�©�¦µ£�¦�¨ ¥n§
x ∈ Dε0

§�¥}«$Ä�©���¬k©
5]ù=� û�7C§{­H��®�£�§�¥}«l­H®�®

n ≥ N
©�­}£OÑ�¦6«�¥µ³µ¦6­}£Y¸=«e¦n»MÄ�©=�¤¬k©Æ�r³µª=®���¦6£�,W«e¥nª&¥}£��r¨���¥n¡"ù=� û��

� �2���>� � �¤�����'� Ø
�RáJÜ�Û ä Û�ÜTð N > 0
îJâ2ï�Û ä Û�ÜTð�çµÛkîJßkætÜeî���årÛµß�Û�à D ⊂ Dε0

ë4Þpà�Ú
µ(D) > 0

à�Ú=Û�Ü�Û
Û�Ý}Þ¤ßTà

n ≥ N
îJâ&ï

x ∈ D
ßTæ�íeÚ"à�Ú=îHà�� ùt� û�� Ú=áHårï5ß�ñ

ùt� .t� Á ¥Çª=«e¥J°n¦Â¨�©=¦Íª=«�¥}ª>¥y£Y�r¨���¥n¡'»$Ä�¦ÊÄ���®r®-¡=¦�¦;±:¨�©=¦�§�¥}®r®�¥JÄ��r¡�¢Ç¿�¦�³µ³�­ÏÄ�©=¦6«�¦ÊÄ�¦Ê®r¦�¨
f0 =

min(f, 2ε0)
=

�)Ö=×w× ))Ø�Ù&Ú�Û�ÜeÛ�ÛeÝnÞ¤ßTà]ß
N0

ßTæ�íkÚ�àpÚ�îJà4Þ ì
n ≥ N0

îHâ&ï
Bn

Þ¤ß î-ß�Û�à@ß�îJàdÞ¤ß�ìkðJÞpâyé
(ii)

á`ì¾Ù2Ú=ÛkáHÜ�Û�ç �n�_ù
îJâ2ï

∫

Bn

f0(x)dµ(x) ≥
3

2
ε0µ(Bn)

àpÚ�Û�âÉà�Ú=Û�Ü�Û�ÛeÝ}Þ¤ßTà{ß�î/ß�Û�à
Bn ⊂ Bn

ë4Þpà�Ú
µ(Bn) ≥ µ(Bn)/5

ßTæ�íkÚ�à�Ú=îJà�� ùt� û�� Ú=áJå�ï5ß�ë4Þpà�Ú
n
ì�áJÜ

Û ä Û�ÜTð x ∈ Bn

ñ
� \�J�J! �-¿'¦�¨

Bn
­n¡�±

kn
¯&¦¾­n£$��¡

(ii)
¥H§ Á ©=¦�¥}«�¦6³ �n�_ùt�µÿ=¥}«

x ∈ M
»�Ä�¦´¸�£Y¦µ��¡�¨e©=�¤£ ª=«e¥y¥n§W¨�©�¦

¡=¥H¨k­J¨e�r¥}¡

Snf(x) :=

τn−1
∑

i=0

f(T iknx).

9b¦�ò�¡=¦

B̃n =

τn−1
⋃

i=0

T−iknBn, B̂n =

τn−1
⋂

i=0

T−iknBn.

%C®r¦;­H«e®r²
B̂n ⊂ Bn ⊂ B̃n

��Gl¥H¨e��¬�¦	¨e©�­J¨;»>�r§
x ∈ B̃n \ B̂n

»�¨e©=¦�¡
x ∈ (T−iknBn)4(T−(i+1)knBn)§�¥n«l£�¥n³µ¦

i
»
0 ≤ i < τn

�Wÿ�«�¥}³
(ii)

ÄC¦,¢n¦�¨

µ(B̃n4B̂n) ≤ τnεnµ(Bn)
5dùt� J�7

¯=¸t¨
τnεn → 0

£Y¥´¨e©�­J¨
µ(B̃n4Bn)/µ(Bn) → 0

�
9b¦�ò�¡=¦

f̃0 = f0
¥n¡

Bn
­n¡�±"¦6ºy¸�­H®2¨e¥µÑ�¦�«e¥µ¥H¨e©=¦�«eÄ���£�¦n�@÷Ð¦$¨�©=¦6¡�©�­5°n¦

∫

B̃n

Snf̃0(x)

τn
dµ(x) =

∫

M

Snf̃0(x)

τn
dµ(x) =

∫

M

f̃0(x)dµ(x) =

∫

Bn

f0dµ(x),

©=¦�¡>¬�¦,§�«e¥n³ ¥}¸=«�©M²yª&¥H¨e©=¦6£��¤£
∫

B̃n

Snf̃0(x)

τn
dµ(x) ≥

3

2
ε0µ(Bn).

5dùt� .T7

�w¡�¨e©=¦ ¥H¨e©=¦�«�©>­H¡�±�»>£Y��¡�¬�¦
f̃0 ≤ 2ε0

Ä�¦$¢}¦�¨



� ���������	��
���
����

∫

B̃n

Snf̃0(x)

τn
dµ(x) ≤ µ(B̃n)ε0 + 2µ

({

x ∈ B̃n

∣

∣

∣

∣

∣

Snf̃0(x)

τn
≥ ε0

})

ε0

Ä�©=�¤¬k©"��¡Æ®r��¢n©y¨�¥H§ 5]ù=� J$7 5�Ä��r¨�©
n
£�¸��¾¬���¦�¡y¨e®r²¾®¤­H«e¢n¦,£�¥-¨e©�­J¨

τnεn ≤ 1/100
7C­H¡�± 5]ù=� .�7)®�¦6­}±=£�¨�¥

µ

({

x ∈ B̃n

∣

∣

∣

∣

∣

Snf̃0(x)

τn
≥ ε0

})

≥ (1/4− 1/200)µ(Bn),

Ä�©=�¤¬k©"¸>£Y��¡=¢Q5]ù=� J$7C­n¢}­n�r¡"²M�r¦6®�±=£

µ

({

x ∈ B̂n

∣

∣

∣

∣

∣

Snf̃0(x)

τn
≥ ε0

})

≥
1

5
µ(Bn),

Ä�©=�¤¬k©"�¤£�¨�©�¦	±t¦6£��r«e¦6±���¡=¦6ºy¸�­n®r�r¨`²�£��r¡�¬�¦
Snf̃0

­H¡>±
Snf0

¬�¥n��¡�¬���±t¦ ¥}¡
B̂n ⊂ Bn

�
�

ùt� �=� � \�J$J  �J  � \�J�Y[J�FI] X�]VJ"WÍùt� J �"ÿ8�¹ Ê­�³µ¦6­}£Y¸�«e­n¯=®r¦�£�¦�¨
D ⊂ Dε0

£�¸�¬k©Ð¨�©>­J¨
µ(D) > 0

�ÆÿR�r 
N ∈ N

­H¡�±"®�¦�¨
N = sup(N0, N)

Ä�©=¦6«�¦
N0

�¤£l­}£O�r¡�¿�¦6³µ³µ­�ù=� .=�
/�² �b�r¨e­H®�� � £,¿�¦6³µ³µ­"­H¡>±/ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£

(i)
­n¡�±

(iii)
»2¨e©=¦�«e¦´¦� t��£Y¨e£$­"¬�¥n¡>£`¨k­H¡y¨

0 < ϑ < 1
£Y¸>¬k©

¨�©�­H¨6»=¢}�r°}¦�¡Æ­H¡M²¾¯�­n®r®
B
��¡
M
»tÄC¦ ¬�­n¡"ò�¡�±Æ­-§{­H³µ�r®�²¾¥n§8¯�­n®r®¤£

Bni
⊂ B

£�¸�¬k©�¨e©�­J¨
5 ,l�"7 Á ©=¦

Bni

­n«�¦,±t�¤£�·`¥}�r¡y¨ 	
5 ,Cù�7 �W°n¦6«�²

Bni

¯>¦6®r¥}¡=¢}£�¨e¥�£Y¥}³´¦
Cn
Ä��¹¨e©

n ≥ N 	
5 ,)û�7

µ (∪Bni
) ≥ ϑµ(B).

ÿ=¥}«
x ∈ D ⊂ Dε0

»MÄ�¦l©�­5°}¦
f0 = 2ε0

� %C¥n¡�£��¤±t¦�«e�r¡�¢	­�¿�¦6¯>¦;£Y¢}¸=¦b±t¦6¡�£��¹¨`²µª&¥n��¡}¨�ÄC¦b¥n¯t¨k­H��¡�»n§�¥}«
­H¡M²

ε > 0
»=­´¯�­n®r®

B ⊂M
£�¸�¬k©"¨�©�­H¨

5 /$�(7
µ(B ∩D) ≥ (1 − ε)µ(B) 	

5 /�ùT7 ∫
B

f0(x)dµ(x) ≥ (2 − ε)ε0µ(B)
�

÷Â¦,¬�­n¡�¡=¥JÄÇ¬k©=¥M¥}£�¦
ε > 0

­n«�¯=�r¨�«k­H«e��®r²´£Y³�­H®�®&�r¡ 5D/$�(7�»*5 /Où�7W­n¡�±µ¨�©�¦�¡�­nª=ª=®�²Q5 ,l�"7�½R5 ,)û�74¨e¥	¨�©�¦
­H¯&¥J°n¦µ¯�­n®r®

B
��¶F¡>±t¦�¦;±�»8­}£

ε
�¤£	³�­n±=¦¾¬�®�¥}£�¦�«,¨�¥ :�» 5 /$�(7$��³´ª�®r��¦6£,¨e©�­J¨-³´¥y£`¨	¥n§O¨�©=¦�¯�­n®r®¤£ ¢}�r°}¦�¡

¯M² 5 ,b�(7�½R5 ,Cû�7O³-¸�£`¨$£�­H¨��¤£`§�²
µ(Bn ∩D) ≥ (1 − 1/10)µ(Bn)

��úM��³µ�r®¤­H«e®�²n»�5 /Où�7O­H¡�±�¨e©=¦ §{­n¬�¨�¨�©�­H¨
f0 ≤ 2ε0

�r³µª=®�²Ð¨�©�­H¨-³µ¥}£Y¨�¥H§O¨e©=¦�¯�­n®r®¤£	¢}�r°}¦�¡Ê¯M² 5 ,l�"7�½R5 ,)û�7 ³�¸>£`¨µ£�­H¨��¤£`§�² ∫
Bn

f0(x)dµ(x) ≥

(3/2)ε0µ(Bn)
�8÷Ð¦l¬�­H¡´©=¦6¡�¬�¦O¥n¯=¨e­H��¡µ­w¯>­H®�®

Bn ∈ Cn

Ä��r¨�©
n ≥ N

£e­J¨e��£Y§�²M�r¡�¢$¯&¥H¨e©
µ(Bn∩D) ≥

(1 − 1/10)µ(Bn)
­H¡�± ∫

Bn
f0(x)dµ(x) ≥ (3/2)ε0µ(Bn)

��÷Ð¦�¨�©�¦�¡Í¬�¥n¡�¬�®r¸�±=¦�¨�©=¦�ª=«�¥M¥n§O¸>£Y��¡=¢
¿�¦6³´³�­¾ù=� .=�

�

û���� �����}��� ) �����'��� ���M��� × � �'�p��� ) ��� � �p���R� � ) � � � Ö �>���>� ×
Á ©=�¤£l£Y¦;¬T¨e�r¥}¡��¤£�±t¦�°}¥H¨e¦6±�¨�¥µ¨�©�¦$ª�«�¥M¥H§8¥H§ Á ©=¦�¥}«�¦6³��n� û=�

û=���n� ! �$�!0��T'����Z) '�� +� 3�$�T���-1 E[�54b+n.
DµÖ-E �p���¤�����'� Ø 5]úMª&¦6¬���­n® þ ¥JÄl£A7RÈ$�r°}¦�¡	­b¿'¦�¯&¦6£�¢n¸=¦C£Yª�­}¬�¦

L
»J­�³µ¦6­}£Y¸=«e¦Wª=«e¦6£�¦�«e°M�r¡�¢O¨�«k­H¡�£Y§�¥n«e³�­J¨���¥n¡

T
¥n¡

L
­H¡>±�­H¡��r¡y¨�¦6¢n«k­H¯=®�¦�£Y¨�«e��¬�¨�®�²Æª>¥y£Y�r¨���°n¦-«�¦;­H®R§�¸=¡�¬T¨e�r¥}¡Â±t¦�ò�¡=¦;±/¥n¡

L
ÄC¦´±t¦�ò>¡=¦�¨e©=¦µ£Yª&¦6¬���­n®

þ ¥JÄÇ¥J°}¦�«
T
­H¡�±�¸=¡�±t¦6«C¨e©=¦ PRUR]CHa]CW �  ��4W%P�X�]VJ"W

ϕ
¯M²��r¡>±t¸�¬���¡=¢´¥n¡

M(L, T, ϕ) = L× R/ ∼
»MÄ�©=¦6«�¦

∼
�¤£�¨�©�¦ ��±t¦6¡y¨��rò>¬�­H¨���¥n¡

(x, s+ ϕ(x)) ∼ (T (x), s)
» ¨e©=¦	­n¬�¨���¥n¡"¥H§

L× R → L× R

(x, s) → (x, s+ t).
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¶�§
T
ª=«e¦6£�¦�«e°n¦;£R­,¸=¡���ºy¸=¦�ª=«e¥n¯>­H¯=��®r�r¨`² ³µ¦6­}£Y¸=«e¦

λ
»n¨�©=¦6¡´¨�©=¦l£�ª>¦;¬��¤­H® þ ¥JÄöÄ��r®�®=ª=«e¦6£�¦�«e°n¦O­$¸=¡=�¤ºy¸=¦

ª=«e¥n¯�­n¯=�r®��r¨`²Ð³µ¦;­n£�¸=«�¦
µ
¨�©>­J¨µ��£-¨�©�¦�¡=¥}«�³�­n®r��Ñ�¦;±Êª=«e¥M±=¸�¬T¨µ³µ¦6­n£�¸=«e¦�¥n§

λ
¥n¡Î¨e©=¦"¯�­n£�¦�­n¡�±Ê¨e©=¦

¿�¦6¯>¦;£Y¢}¸=¦,³´¦;­n£�¸=«e¦$¥}¡�¨e©=¦,ò�¯&¦�«k£��
÷Â¦-Ä��r®�®8¯>¦-�r¡y¨�¦6«�¦;£`¨e¦6±Æ��¡/£Yª&¦6¬���­n® þ ¥JÄl£l­H¯&¥J°n¦ ³µ��¡=�r³�­n®'¨e«e­n¡�£Y®¤­J¨e�r¥}¡�£

Rα,α′

¥n§4¨�©=¦�¨`ÄC¥µ¨e¥n«e¸�£
­H¡�±É¸=¡>±t¦�«�£�³µ¥M¥H¨�©É§�¸=¡>¬T¨���¥n¡>£

ϕ(x, y) ∈ C∞(T2,R∗
+)
¨�©>­J¨�Ä�¦ÆÄ��r®�®w±t¦6¡=¥H¨e¦�¯M²

T t
α,α′,ϕ

� ÿ=¥}«
r ∈ N

⋃

{+∞}
»WÄ�¦"±=¦�¡=¥n¨�¦Æ¯M²

Cr(T2,R)
¨�©=¦�£�¦�¨�¥H§$«�¦;­H®�§�¸=¡�¬�¨���¥n¡�£µ¥}¡

R2 ¥n§$¬�®¤­n£e£ Cr ­H¡�±
Z2 ½�ª&¦�«e�r¥t±t�¤¬H�@÷Ð¦	±t¦�¡=¥n¨�¦ ¯M² Cr(T2,R∗

+)
¨�©�¦	£Y¦�¨O¥n§@£Y¨�«e�¤¬T¨�®�²¾ª&¥}£��¹¨e�r°}¦$§�¸=¡�¬T¨e�r¥}¡�£���¡

Cr(T2,R)
�

¶F¡�­H®�®2¨�©=¦	£�¦6ºy¸=¦6®�ÄC¦,Ä���®r®�¸>£Y¦,¨e©=¦$§�¥n®�®r¥JÄ���¡=¢µ¡=¥H¨k­J¨e�r¥}¡%=8§�¥n«
m ∈ N

»

Smϕ(x, y) =

m−1
∑

l=0

ϕ(x+ lα, y + lα′).
5]û=���(7

÷u�¹¨e©"¨�©=�¤£�¡=¥n¨e­J¨e�r¥}¡�»t¢n��°n¦6¡
t ∈ R+

Ä�¦,©�­5°n¦$§�¥n«
z ∈ T2

T t(z, 0) =
(

R
N(t,z)
α,α′ (z), t− SN(t,z)ϕ(z)

)

Ä�©=¦�«e¦
N(t, z)

��£W¨�©=¦w®�­n«�¢}¦6£Y¨W�r¡y¨e¦�¢n¦6«
m
£�¸�¬k©µ¨e©�­J¨

t−Smϕ(x) ≥ 0
»n¨e©�­J¨���£W¨�©=¦w¡y¸�³�¯&¦�«)¥n§2ò�¯>¦6«e£

¬�¥J°}¦�«e¦6±¾¯M²
z
±=¸=«���¡=¢µ�r¨e£�³µ¥H¨e�r¥}¡�¸�¡�±t¦�«l¨�©=¦	­}¬T¨���¥n¡"¥H§R¨�©=¦ þ ¥JÄ ¸=¡y¨���®�¨e�r³µ¦

t
�

/�² ¨�©=¦O¦;º}¸��r°J­H®�¦�¡>¬�¦O¯>¦�¨`ÄC¦6¦�¡µ£Yª&¦6¬���­n® þ ¥JÄl£@­H¡�±-«e¦�ª�­n«e­n³´¦�¨�«e�rÑ;­J¨e�r¥}¡�£ Á ©�¦�¥n«e¦�³ �}� û�»J�r¡´¨e©=¦�¬�­n£�¦
¥H§8¨�©=¦,¨e©=«e¦�¦$¨�¥}«�¸�£6»M§�¥n®�®�¥JÄl£O�¹§@ÄC¦,ª=«e¥J°n¦
Ô Õ�Ö �R� Ö=×�Ø�Ù&Ú�Û�ÜeÛ Û�Ý}Þ¤ßTàWî ä Ûkí�àFáJÜ (α, α′) ∈ R2 îJâ2ï ϕ ∈ C∞(T2,R∗

+)
ßTæ�íeÚ�à�Ú=îJà@à�Ú=Ûbßdè=Ûkí�Þ{îJåJê�áJë

T t
α,α′,ϕ

Þ¤ßbç´Þ¹Ý}Þpâyé�îHâ&ï-ß�îJàdÞ¤ß �CÛ�ß
(i)− (iii)

áYìµÙ2Ú=ÛkáHÜ�Û�ç �n�_ù ã ëRÚMÞ{íkÚ"Þpçlè2åjÞ{Û�ßwà�Ú=îJà4à�Ú=Ûwßdè�Ûkí�àdÜ�îJå&àdðeè=Û
á`ì à�Ú=ÛCê�áJëuÞ¤ß�è&ætÜeÛ�åjðµßTÞpâMéHætårîHÜ�ñ
Á ©=¦"¦6ºy¸=��°5­n®r¦6¡�¬�¦�¯>¦�¨`ÄC¦6¦�¡Î¨e©=¦Æ­H¯&¥J°n¦�¨e©=¦�¥}«�¦6³ ­n¡�± Á ©=¦6¥n«e¦�³Ë�n� û/�¤£-£Y¨e­n¡�±=­n«e±Î­n¡�±Î¬6­H¡Î¯&¦

§�¥n¸=¡>±Æ�r¡�ü_ù;ýd»2úM¦6¬�¨���¥n¡ J�� Á ©�¦ ¢n¦�¡�¦�«k­H®��rÑ;­J¨���¥n¡�¨�¥¾­n¡y²�±t�r³µ¦6¡�£Y��¥n¡
d ≥ 3

¥H§8¨�©=¦	¬�¥n¡�£Y¨�«e¸�¬�¨���¥n¡�¨�©�­H¨
Ä��r®�®�¯&¦	±t¦6£e¬�«e��¯>¦;±�¥}¡�¨e©=¦,¨�©�«�¦6¦w¨e¥n«e¸�£O�¤£�£`¨e«e­n�r¢}©}¨�§�¥n«eÄ�­n«e±��
¶F¡�¨e©=¦¾¬�¥}¡�£Y¨�«e¸�¬T¨e�r¥}¡�¥H§C¨�©=¦�£�ª>¦;¬��¤­H® þ ¥JÄ

T t
α,α′,ϕ

»�ÄC¦µÄ���®r®@ò>«e£Y¨	¬k©=¥M¥}£�¦´­"£Yª&¦6¬���­n®@¨�«k­H¡�£�®¤­J¨���¥n¡
°n¦;¬T¨�¥}«b¥}¡

T2 »&¨�©�¦�¡�Ä�¦	Ä���®r®8¢n��°n¦	¨`ÄC¥"¬�«e�¹¨e¦�«e��­µ¥}¡�¨�©=¦9/��r«eÃM©=¥HÌ�£Y¸�³µ£w¥H§4¨e©=¦-£�ª&¦6¬��¤­H®R§�¸=¡�¬�¨���¥n¡
ϕ­H¯&¥J°n¦

Rα,α′

¨�©>­J¨OÄ��r®�®2¢n¸�­n«e­n¡}¨e¦�¦l³µ�r t�r¡=¢µ­H¡>±�ú�%-, < �=ÿ8��¡�­H®�®r²}»tÄC¦wÄ��r®�®2¯=¸=��®�±"­�£�³µ¥M¥H¨�©�§�¸=¡�¬�¨���¥n¡
ϕ
£e­J¨e��£Y§�²M�r¡=¢´¨e©=¦6£�¦	¬�«e�¹¨e¦�«e��­��

û=�_ùt� +����*����� ��B;'��!�Q'��"��)�+(1���'(���*) �*)
T2 . È$�r°}¦�¡�­µ«e¦6­H®'¡y¸�³�¯&¦�« u »=Ä�¦ Ä��r®�®'¸�£�¦,¨�©�¦ §�¥n®�®r¥JÄ���¡=¢¡=¥H¨k­J¨e�r¥}¡�£�=

[u]
¨�¥"�r¡>±t��¬6­J¨e¦�¨e©=¦µ�r¡y¨�¦6¢n¦6«wª�­n«Y¨,¥H§

u
»
{u}

�r¨e£$§�«k­n¬�¨���¥n¡�­n®Rª>­H«�¨,­n¡�±
|||u|||

�r¨e£,¬�®�¥}£�¦6£Y¨
±t�¤£`¨k­H¡�¬�¦¾¨�¥��r¡y¨�¦6¢n¦6«e£6�/¿�¦�¨

α
¯>¦"­H¡Î��«�«k­J¨e�r¥}¡�­H®4«e¦6­n®)¡M¸=³-¯>¦6«6»8¨�©�¦�¡Î¨e©=¦�«e¦¾¦� M�¤£Y¨e£�­Â£Y¦;ºy¸=¦�¡�¬�¦¾¥H§

«e­H¨���¥n¡�­n®�£
{pn

qn
}

n∈N

»�¬6­H®�®r¦;±¾¨e©=¦ ¯&¦6£Y¨l«e­H¨���¥n¡�­n®2­nª=ª=«e¥5 t�r³�­J¨e�r¥}¡�£C¥H§
α
»t¨e©�­J¨b£e­J¨e��£Y§�²

|||qn−1α||| ≤ |||kα|||, ∀k < qn
5]û=�_ùT7

­H¡�±�§�¥}«l­H¡M²
n ∈ N

1

qn(qn + qn+1)
≤ (−1)

n
(α−

pn

qn
) ≤

1

qnqn+1
.

5]û=� û�7

Á ©=¦µ¡M¸=³�¯&¦�«k£
qn
­H«e¦µ¬�­H®�®�¦6±Æ¨e©=¦�­Hª=ª=«e¥5 t�r³�­H¨���¥n¡/±t¦6¡=¥n³µ��¡�­J¨e¥n«k£l¥H§

α
� ÷Ð¦µ«�¦;¬�­n®r®@­H®¤£Y¥�¨�©�­H¨,­n¡M²

�r«e«k­J¨���¥n¡>­H®�¡y¸�³�¯&¦�«
α ∈ R − Q

¬6­H¡ö¯>¦�Ä�«e�¹¨�¨�¦6¡ö­n£µ­Ð¬�¥}¡}¨e�r¡M¸=¦;±Î§�«k­n¬�¨���¥n¡öÄ�©=¦�«e¦
{ai}i≥1

�¤£�­
£Y¦;ºy¸=¦�¡�¬�¦�¥H§,�r¡y¨e¦�¢n¦6«e£

≥ 1
»
a0 = [α]

� %C¥}¡y°}¦�«k£Y¦6®r²}»C­n¡y²É£Y¦;ºy¸=¦�¡�¬�¦
{ai}i∈N

¬�¥n«e«�¦;£Yª&¥n¡>±=£-¨�¥Î­
¸=¡=�¤ºy¸=¦ ¡M¸=³�¯&¦�«

α
� Á ©=¦,¯&¦6£Y¨b­Hª=ª=«e¥5 t�r³�­H¨���¥n¡�£�¥H§

α
­H«e¦,¢n��°n¦6¡�¯M²�¨e©=¦

ai

�r¡"¨�©�¦,§�¥n®�®r¥JÄ���¡=¢´Ä�­5²�=

pn = anpn−1 + pn−2 for n ≥ 2, p0 = a0, p1 = a0a1 + 1,

qn = anqn−1 + qn−2 for n ≥ 2, q0 = 1, q1 = a1.
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ÿ=¥}®r®�¥JÄ��r¡�¢�ü��3I5ý�­H¡>±�­n£C��¡�ü_ù5ý�»yÄ�¦w¨e­HÃ}¦
α
­n¡�±

α′ Ä��¹¨e©�¨e©=¦�«e¦$­nª=ª=«e¥5 t�r³�­J¨e�r¥}¡¾±t¦�¡�¥n³µ�r¡>­J¨�¥}«e£ qn­H¡�±
q′n
£e­J¨e��£Y§�²M�r¡=¢´§�¥}«l­H®�®

n ≥ 1

q′n ≥ e3qn ,
5]û=� J�7

qn+1 ≥ e3q′

n .
5]û=� .T7

�4¦6¬�¨�¥n«k£
(α, α′) ∈ R2 £�­H¨��¤£`§�²M��¡=¢�5]û=� J�7W­n¡�± 5]û=� .T7W­n«�¦w¥n¯t¨k­H��¡=¦6±¾¯y²�­-£Y¸=�r¨e­n¯=®�¦b��¡�±t¸�¬�¨���°n¦w¬k©�¥n�¤¬�¦

¥H§�¨e©=¦,£Y¦;º}¸�¦�¡�¬�¦6£
an

­H¡�±
a′n
�r¡�¨�©=¦6�r«�¬�¥}¡y¨���¡y¸�¦6±µ§�«k­n¬�¨���¥n¡¾¦� Mª>­H¡�£��r¥}¡�£W«e¦6£�ª&¦6¬T¨e�r°}¦�®�²n�4��¥}«�¦6¥J°n¦�«;»H�r¨

��£$¦;­n£�²�¨e¥"£�¦�¦�¨�©�­H¨b¨�©�¦´£�¦�¨,¥H§W°}¦6¬T¨e¥n«k£
(α, α′) ∈ R2 £e­J¨e��£Y§�²M�r¡=¢ 5{û�� J$7l­H¡>±�5{û�� .�7��¤£$­�¬�¥}¡}¨e�r¡M¸=¸�³

58%)§`�lü��3IJýd» < ª=ª&¦�¡�±t�r Â�"7T�
û=� û=� � ��#%��)!/ �T�"��'��������*)). ÷Â¦ÐÄ���®r®,¬�¥}¡�£Y�¤±t¦6«�£Yª&¦6¬���­n® þ ¥JÄl£

T t
α,α′,ϕ

­H¯&¥J°n¦
Rα,α′

­n¡�±u¸�£�¦�¨e©=¦
£�­n³µ¦¾¬�«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡Â��³µª=®r²M��¡=¢Æ³µ�¹ t��¡=¢Æ¨�©�­H¨	ÄC¦�¸>£Y¦;±Â��¡Ïü ùJýd��¶�¨	��£ ¯>­n£�¦6±Â¥n¡Ð¨�©=¦�¸�¡=�¹§�¥}«�³ £`¨e«�¦�¨e¬k©�¥H§
¨�©=¦ /��r«eÃM©=¥HÌ�£�¸=³�£

Smϕ
5{¢n��°n¦�¡�¯y²Q5]û=���(7)¥H§�¨�©�¦$¬�¦���®r��¡=¢	§�¸�¡�¬T¨e�r¥}¡"­n¯>¥J°}¦�¨�©=¦

x
¥n«C¨�©=¦

y
±=�r«e¦6¬�¨���¥n¡

­H®r¨�¦6«�¡�­H¨���°n¦6®r²Æ±t¦�ª&¦�¡>±t�r¡�¢�¥n¡�Ä�©�¦�¨�©�¦�«
m
�¤£l§{­n«l§�«e¥n³

qn
¥n«b§�«�¥}³

q′n
�b¶F¡Êü_ùt»�,W«e¥nª&¥}£��¹¨e�r¥}¡/ûJý�»�¨e©=¦

Ãn¦6²�ª=«e¥nª&¦�«�¨`²	¸=¡�±=¦�«e®r²M��¡=¢ ³µ�¹ t��¡=¢�»}¡�­H³µ¦�®�²	¨e©=¦b­n®¹¨e¦�«e¡�­J¨e¦6±-¸=¡=�r§�¥n«e³ £Y¨�«e¦�¨k¬k©´¥n§
Smϕ

»y��£4¦� tª=«�¦;£�£�¦6±
�r¡�¨�¦6«�³�£l¥n§Wª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£l¥n§4¨�©=¦-ò�«k£`¨w¨`ÄC¥�±t¦�«e�r°J­H¨���°n¦6£b¥H§

Smϕ
»2ª=«�¥}ª>¦6«Y¨e�r¦;£�¨e©�­J¨,­H«e¦	�r¡/¨�©=¦6�r«w¨�¸=«e¡

±t¦�«e��°n¦6±u§�«�¥}³ £Y��³µª=®r¦6«�¥}¡=¦6£�¥n¡Ç¨�©=¦Âò�«k£`¨�±t¦�«e��°5­H¨���°n¦;£/ü_ùt»*,)«�¥}ª>¥y£Y�r¨���¥n¡ Jný,­n¡�±Ç¥}¡u¨�©�¦Ð£�¦6¬�¥n¡�±
±t¦�«e��°5­H¨���°n¦;£	ü_ùM»�,)«�¥}ª>¥y£Y�r¨���¥n¡ .Jýd� Á ©=¦-ª=«�¥}ª>¦6«Y¨`²�«�¦;ºy¸=�r«e¦6±"��¡�¨�©�¦	®�­H¨Y¨e¦�«b�¤£b£���³´ª�®r²�­�®��r¡�¦6­H«b¯>¥}¸=¡�±
|DxxSmϕ(x, y)| ≤ Cm

5{­}£,ÄC¦6®r®W­}£
|DyySmϕ(x, y)| ≤ Cm

7$Ä�©=�¤¬k©�¨e«���°M��­n®r®�²�§�¥}®r®�¥JÄl£w§�«�¥}³ ¨�©=¦
§{­n¬�¨l¨�©�­H¨

ϕ
�¤£�¥n§@¬�®�­}£�£

C2 �)¶�¨l«e¦�³�­H��¡�£O¨e¥¾£`¨k­J¨�¦ ,W«e¥nª&¥}£��r¨���¥n¡>J�¥H§Oü ù5ýR­H¡�±"®¤­J¨e¦�«b¬k©=¦;¬kÃ¾�r¨l§�¥n«O¨e©=¦
¬�¦6�r®��r¡�¢µ§�¸=¡�¬T¨e�r¥}¡"¨�©�­H¨lÄC¦,Ä���®r®'¬�¥n¡�£��¤±t¦�«(=
� �2���>� � �¤�����'� 5]���r M��¡=¢�%C«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡,7 Ø �'Û�à

(α, α′)
�eÛ,îJßOÞpâ � û�� J � îHâ&ï � û�� .�� îHâ&ï

ϕ ∈ C2(T2,R∗
+)
ñ

��ì@ì�áJÜ Û ä Û�ÜTð n ∈ N
ßTæ��Ïí�Þ{Û�â�àdåjð´årîJÜ]éyÛ ã ë)ÛbÚ=î ä Û	à]ë)á-ß�Û�à{ß In îJâ&ï I ′n ã

Ûkî}íeÚ�áHâ&Û
�kÛ�Þpâyé¾Û���æ�îJå2àFá´àpÚ�Û
í�ÞpÜeí�årÛ-ç´Þpâ�æMß,à]ë)á¾Þpâ�àFÛ�Ü ä îJåjß,ëRÚ�á5ß�Û-årÛ�âyénàpÚMß	íkáHâ ä Û�Ü]éyÛ�à�á B6Û�Ü�á ã îJâ&ï�Þ ì

•
�'áHÜ�îJâ>ð

y ∈ T
îHâ&ïÐîJâ�ð

x
ßTæ�íkÚ�à�Ú=îHà

{qnx} ∈ In
ã ì�áJÜ"îHâ�ð m ∈

[

e2qn/2, 2e2q′

n

] ã ë)Û
Ú=î ä Û

|DxSmϕ(x, y)| ≥
m

eqn

qn
n
,

•
�'áHÜ´îJâ>ð

x ∈ T
îHâ&ï�îJâ>ð

x
ßTæ�íkÚ/à�Ú=îHà

{q′ny} ∈ I ′n
ã ì�áJÜ�îJâ>ð m ∈

[

e2q′

n/2, 2e2qn+1

] ã ë)Û
Ú=î ä Û

|DySmϕ(x, y)| ≥
m

eq′

n

q′n
n
,

àpÚ�Û�âÂàpÚ�Û ßdè�Ûkí�Þ{îHå}ê�áJë
T t

α,α′,ϕ

Þ¤ß ç-Þ¹Ý}ÞpâMé}ñ
(	Ö=×*) ��+ J Ø ¶F¡�¨�©=¦$ª=«e¥M¥H§'¥n§'³µ�¹ t��¡=¢-¢}�r°}¦�¡��r¡Ðü ù5ýd»M¨e©=¦$§{­n¬T¨e¥n«

qn/n
­Hª=ª&¦6­n«e£C�r¡�¨�©�¦$®�¥JÄ�¦�«)¯&¥n¸�¡�±

¥H§
|DxSmϕ|

±t¸�¦¾¨�¥�¨�©=¦Æ£�ª>¦;¬��rò>¬�§�¥}«�³ ¥H§�¨e©=¦¾§�¸=¡>¬T¨���¥n¡
ϕ
¬�¥n¡>£Y�¤±t¦�«e¦6±Ð¨e©=¦�«e¦ 5]£Y¦6¦ ø û=� .Æ¯>¦6®r¥JÄ�7�»

¯=¸t¨��¤£�¡=¥n¨"¸>£Y¦;±Ç��¡Ç¨�©�¦Âª=«e¥M¥H§	¥n§	³´�r t�r¡�¢�� Á ©=¦�£�­n³´¦Â��£�¨e«�¸=¦Â§�¥n«"�r¨e£Æ¬�¥}¸=¡y¨�¦�«eª�­n«Y¨���¡Ç¨e©=¦
y±t��«�¦;¬T¨���¥n¡'���l¥JÄ�¦�°n¦6«6»&Ä�¦�Ãn¦6¦�ª�¨�©=¦6³ ©=¦�«e¦´£���¡�¬�¦-¨�©=�¤£$Ä��r®�®@¡=¥H¨,«e¦6ºy¸=��«�¦´­H¡M²�­n±=±t�r¨���¥n¡>­H®@±t� �¾¬�¸=®¹¨`²

�r¡"¨e©=¦	¬�¥}¡�£`¨e«�¸>¬T¨���¥n¡"¥H§
ϕ
�

û=� J�� + ���V'��������*) B ��� ' ���b��#%��+�'(��)!�T�b��B +(1��54b1 @ ���Z��1��$+����$)�'  G�������%����� �� ! !�"�$#%��&���'(���*)�+}. ÷Ð¦
¢n��°n¦O¡=¥JÄÉ­$¬�¥n¡�±=�¹¨e�r¥}¡´¥}¡�¨e©=¦ /��r«eÃM©=¥HÌ�£�¸=³�£4¥n§

ϕ
­n¯>¥J°}¦

Rα,α′

¨e©�­J¨W�¤£4£Y¸ ��¬��r¦6¡y¨4¨�¥ ¦�¡>£Y¸=«e¦lú�%-, <
§�¥n«O¨e©=¦,¨���³µ¦ ¥n¡=¦ ³�­Hª"¥H§8¨�©�¦ þ ¥JÄ

T t
α,α′,ϕ

¥n¡
M = M(T2, Rα,α′ , ϕ)

�
� �2���>� � �¤�����'� Ø �{ì'ì�áJÜ

n
ßTæ��Éí�Þ{Û�â�àdåjð�årîHÜ]éyÛ ã ë)ÛlÚ=î ä Û@ì�áHÜ$îJâ>ð x ßTæ�íeÚ¾à�Ú=îJà 1/2−1/(2n)+1/n2 ≤

{qnx} ≤ 1/2 + 1/(2n)− 1/n2 îJâ2ïlì�áJÜ´îJâ�ð y ∈ T

∣

∣Sqnq′

n
ϕ(x, y) − qnq

′
n

∣

∣ ≤
1

eqn
,

5]û=� ��7
àpÚ�Û�â�àpÚ�Û,à]Þpç�Û�áHâ&Û	çµîkè�á`ì$à�Ú=Û,ßdè�Ûkí�Þ{îHånê�áJë

T t
α,α′,ϕ

Ú�î5ß�ßkå�áJëOåjð�íká6îHårÛ�ß�íkÛ�â�à2è�Û�ÜTÞ{á6ïHÞ{í´îkènè2Ü�á�Ý}Þpç�î��
à]Þ{áHâ=ß�î5ß Þpâ��-Û �Wâ>Þpà]Þ{áHâ �}� ù ñ
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� \�J�J! �O¿�¦�¨
Cn

¯&¦ ¨e©=¦-£�¦�¨b¥n§4ª>¥}�r¡y¨e£
(x, y, s) ∈ M

£e­J¨��¤£Y§�²y��¡=¢
1/2 − 1/(2n) + 2/n2 ≤ {qnx} ≤

1/2 + 1/(2n) − 2/n2 � ¶�¨Æ§�¥n®�®r¥JÄl£�§�«�¥}³ ¨�©�¦Ð±t¦�ò�¡=�r¨���¥n¡:¥H§-£�ª&¦6¬��¤­H® þ ¥JÄl£�­n¡�± 5]û=� ��7¾¨�©�­H¨"§�¥}«
(x, y, s) ∈M

£�¸�¬k©�¨e©�­J¨
1/2− 1/(2n) + 1/n2 ≤ {qnx} ≤ 1/2 + 1/(2n) − 1/n2 ÄC¦ ©�­5°}¦

T qnq′

n(x, y, s) =
(

x+ qnq
′
nα, y + qnq

′
nα

′, s+ Sqnq′

n
ϕ(x, y) − qnq

′
n

)

¯=¸t¨8§�«�¥}³ 5{û=� û�7�ÄC¦C©�­5°n¦W¨�©�­H¨
|||qnq

′
nα||| ≤ q′n/qn+1 = o(e−qn)

­}£'Ä�¦�®�®y­}£
|||qnq

′
nα

′||| ≤ qn/q
′
n+1 =

o(e−qn)
� Á ©=¦6«�¦�§�¥n«e¦�5{û=� ��7��r³µª=®��r¦;£¾¨e©�­J¨

d(T qnq′

n(x, y, s), (x, y, s)) ≤ 2e−qn
� ¶�¨��¤£¾¨e©=¦�«e¦�§�¥}«�¦

ª>¥y£�£���¯=®r¦w¨�¥µ¬�¥J°}¦�«
Cn

Ä��r¨�©�­´¬�¥}®r®�¦6¬�¨���¥n¡�¥H§'¯�­n®r®¤£
Cn
£�¸�¬k©¾¨e©�­J¨O¦6­}¬k©�¯�­n®r®

B ∈ Cn
©�­}£�«e­}±t�r¸>£)®�¦6£e£

¨�©�­n¡
1/(nqn)

­H¡>±/£�­H¨��¤£`ò>¦6£
µ
(

T qnq′

nB4B
)

≤ e−nµ(B)
Ä�©=�¤¬k©/²M��¦�®¤±=£w¬�¥n¡�±=�¹¨e�r¥}¡�£

(i)
­H¡�±

(ii)¥H§M9b¦�ò�¡=�r¨���¥n¡��n�_ùt�
Á ©=¦�Ãn¦6²	§{­}¬T¨W��¡-¨e©=¦b£Y¨e­H¨�¦�³µ¦6¡}¨W¥n§>¨e©=¦l¬�«e�r¨�¦�«e��¥n¡´��£@¨e©�­J¨)¨�©=¦l£�¦�¨k£

Cn

­n«�¦O¡=¥n¨4¨�¥M¥	£�³µ­n®r®d»H��¡�±t¦6¦6±

µ(Cn) ≥
1

2n
inf

(x,y)∈T2
ϕ(x, y).

Gl¦� y¨;»8±=¸=¦´¨�¥Æ¨�©�¦¾±t�¹Ì2¦�«e¦�¡>¬�¦µ¥H§�£�¬6­H®�¦µ¯>¦�¨`ÄC¦6¦�¡Â¨�©=¦¾£�¸�¬�¬�¦6£e£Y��°n¦-¨�¦6«�³�£ ¥n§)¨e©=¦¾£Y¦;ºy¸=¦�¡�¬�¦
qn
»R�¹¨	�¤£

¦6­}£Y²�¨e¥�£Y¦6¦,¨�©�­H¨�§�¥}«l­H¡M²
k ∈ N

»tÄC¦,©�­5°}¦w§�¥}«
n
£�¸��¾¬���¦�¡y¨�®�²�®¤­H«e¢n¦

µ(Cn ∩

n−1
⋂

j=k

Cc
j ) ≥

1

2
µ(Cn)µ(

n−1
⋂

j=k

Cc
j )

Ä�©=�¤¬k©Î�r³µª=®���¦6£µ±t¸=¦�¨�¥Â­/°5­n«��¤­H¡y¨�¥n§�¨�©=¦>/�¥n«e¦�®r½N%�­n¡y¨�¦�®�®��W®r¦6³µ³µ­ 5{£�¦�¦Âür� �5ýd» ,)«�¥}ª���¶ �b½8J>� J$7$¨�©�­H¨
µ(lim supCn) = 1

­H¡>±"¬�¥n¡�±=�¹¨e�r¥}¡
(iii)

©=¥n®¤±=£�¨�©M¸�£b£�­H¨��¤£`ò�¦;±��
�

û=� .t� +����*�����Q��B;'��!� �T�$��1���)!/ B 0!)��T'����Z)
ϕ
. ¿�¦�¨

(α, α′) ∈ R2 ¯&¦	­n£O��¡ ø û=�_ù-­n¡�±"±t¦�ò�¡�¦

f(x, y) = 1 +
∑

n≥2

Xn(x) + Yn(y)

Ä�©=¦�«e¦

Xn(x) =
1

eqn
cos(2πqnx)

5]û=���47

Yn(y) =
1

eq′

n

cos(2πq′ny).
5{û�� ��7

õ�¦�®�²M�r¡�¢ ¥n¡-¨�©=¦ ,)«�¥}ª>¥y£Y�r¨���¥n¡t½R%C«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡�û=� û £`¨k­J¨e¦6±´­H¯&¥J°n¦n»n�¹¨W�¤£4ª&¥}£e£Y��¯=®�¦O¨�¥ ª=«e¥J°n¦O­n£@��¡�ü ù5ý=¨�©�­H¨
¨�©=¦ þ ¥JÄ

T t
α,α′,f

�¤£@³µ�¹ t��¡=¢�� Á ©=¦O§{­}¬T¨@¨�©�­H¨
f
£e­J¨e��£Yò�¦6£R¨e©=¦�,W«e¥nª&¥}£��¹¨e�r¥}¡t½N%C«e�r¨�¦�«e��¥n¡�û�� û$�¤£@¦� tª=®¤­H��¡=¦6±

�r¡�¨e©=¦�¯&¦�¢}�r¡�¡=�r¡�¢�¥H§O¨�©=¦�ª=«�¥M¥n§�¥n§ Á ©�¦�¥n«e¦�³ û=�����r¡ ø û=� �"¯>¦6®r¥JÄ �"¶F¡Ê¥n«k±t¦�«	¨�¥�Ãn¦6¦�ª�¨e©=¦¾³µ�¹ t��¡=¢
¬�«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡�°5­n®r�¤±Ð¯=¸t¨�©>­5°n¦µ�r¡Î­}±=±t�r¨���¥n¡Ð¨�©�¦¾¬�¥n¡>±t�¹¨e�r¥}¡�£ ¥n§C¨e©=¦�ú�%-, < %C«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡Êû=� JÆ£e­J¨e��£Yò�¦;±ÂÄ�¦
³µ¥M±=�¹§�²�¨�©=¦	¬�¦���®r��¡=¢µ§�¸=¡�¬�¨���¥n¡Æ��¡�¨e©=¦,§�¥n®�®r¥JÄ���¡=¢µÄO­5²*=

•
÷Â¦ Ã}¦�¦�ª

Yn(y)
¸=¡�¬k©�­n¡=¢n¦;±��

•
÷Â¦Æ«e¦�ª=®¤­n¬�¦

Xn(x)
¯M²Í­Â¨�«e�r¢}¥n¡=¥}³´¦�¨�«e��¬�ª>¥}®r²M¡=¥}³µ��­n®

X̃n
Ä��r¨�©Ï�r¡y¨e¦�¢n«k­H®OÑ6¦�«e¥�»W¨e©�­J¨��¤£µ¦6£Y½

£Y¦6¡y¨��¤­H®�®r²Â¦6ºy¸�­H®@¨e¥
0
§�¥n«

{qnx} ∈ [1/2 − 1/(2n), 1/2 + 1/(2n)]
­H¡�±ÐÄ�©=¥y£Y¦�±t¦6«���°J­J¨e�r°}¦´©>­n£,�r¨e£

­H¯�£�¥n®�¸t¨e¦w°J­H®�¸=¦,¯&¥n¸=¡�±=¦6±�§�«�¥}³ ¯>¦6®r¥JÄô¯y²
e−qn

§�¥n«
{qnx} ∈ [0, 1/2− 1/n]∪ [1/2 + 2/n, 1]

� Á ©=¦
ò�«k£`¨,®r�¤£Y¨�¦6±�ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£w¥H§

X̃n
Ä���®r®@²M��¦�®¤±�%C«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡�û=� J�Ä�©=��®�¦�¨e©=¦-®�¥JÄ�¦�«b¯&¥n¸�¡�±/¥}¡/¨�©�¦´­n¯�£Y¥}®r¸=¨�¦

°J­H®�¸=¦ ¥H§8�¹¨k£l±t¦�«e��°5­H¨���°n¦,Ä���®r®�¦6¡�£�¸=«�¦0%C«e�¹¨e¦�«e�r¥}¡"û�� û��
��¥n«e¦Oª=«e¦6¬��¤£�¦�®�²n»J¨e©=¦�§�¥n®�®�¥JÄ��r¡=¢ ,W«e¥nª&¥}£��r¨���¥n¡´¦�¡M¸=³µ¦�«k­J¨e¦6£4£�¥n³µ¦Oª=«�¥}ª>¦6«Y¨e�r¦;£8¨�©�­H¨)Ä�¦�Ä���®�®�«e¦6ºy¸=��«�¦

¥n¡
X̃n

­H¡>±��¹¨k£-/���«�ÃM©=¥nÌ"£�¸=³�£4¨e©�­J¨�Ä��r®�®>¯&¦w£�¸��¾¬���¦�¡y¨C§�¥n«)¥}¸=«)ª�¸=«�ª&¥}£�¦6£6»}­n¡�±µ¨e©�­J¨�ÄC¦lÄ���®�®>«e¦6­n®r��Ñ�¦
Ä��¹¨e©�­�£Yª&¦6¬��¹ò>¬,¬�¥n¡�£Y¨�«e¸�¬T¨e�r¥}¡"­H¨O¨�©=¦ ¦6¡�±"¥H§8¨�©=¦	£�¦6¬�¨���¥n¡��
� �2���>� � �¤�����'� Ø �'Û�à

(α, α′)
�kÛÆî5ß¾Þpâ��2Ûkí�à]Þ{áHâ û=�_ù ñôÙ2Ú�Û�Ü�Û�ÛeÝ}Þ¤ßTà{ß�î�ß�Û ��æ�Û�â&íkÛÆá`ì�àdÜTÞ¹é}áHâ&áHçµÛ�à]ÜTÞ{í

è=áHåjðJâ&áHç-Þ{îHå_ß
X̃n(x)

ß�îJàdÞ¤ß�ìkðJÞpâyé
��� �

∫

T

X̃n(x)dx = 0 �
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��� � �'áHÜ�îJâ>ð
r ∈ N ã à�Ú=Û�Ü�Û�ÛeÝnÞ¤ßTà]ß N(r) ∈ N

ßTæ�íkÚ	à�Ú=îHàHì�áJÜ�Û ä Û�ÜTð n ≥ N(r) ã ‖ X̃n ‖Cr ≤
1

e
qn
2

�

��� � �'áHÜ
{qnx} ∈ [1/2− 1/(2n), 1/2 + 1/(2n)] ã |X̃n(x)| ≤

1

q′n
2 �

��� � �'áHÜ
{qnx} ∈ [0, 1/2− 2/n] ∪ [1/2 + 2/n, 1] ã X̃ ′

n(x) ≥
q2n
eqn

�

��� � �'áHÜ
n ∈ N

ßkæ��Ïí�Þ{Û�â>à]åjð�å�îJÜ]éyÛ ã
∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sqn

∑

l≤n−1

X̃l

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤
1

q′n
2 �

�	� � �'áHÜ
n ∈ N

ßkæ��Ïí�Þ{Û�â>à]åjð�å�îJÜ]éyÛ ã ë)Û$Ú�î ä ÛCì�áHÜ�îJâ>ð m ∈ N ã
∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sm

∑

l≤n−1

X̃ ′
l

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤ qn
ñ

/�¦�§�¥n«e¦$ÄC¦$ª=«e¥J°n¦l¨e©=�¤£Oª=«�¥}ª>¥y£Y�r¨���¥n¡'»y®�¦�¨�¸�£�£�©=¥JÄu©=¥JÄ �¹¨b­n®r®�¥JÄl£)¸>£)¨e¥µª=«�¥t±t¸>¬�¦w¨�©=¦,¦� =­n³´ª�®r¦,¥H§
Á ©=¦�¥}«�¦6³Àû=���n�

û=� �=� �@���%��B;��B�� ���$�Z�"�$&�
�.
�>. 9b¦�ò�¡=¦,§�¥n«l£�¥n³µ¦
n0 ∈ N

ϕ(x, y) = 1 +

∞
∑

n=n0

X̃n(x) + Yn(y)
5{û�� I�7

Ä�©=¦�«e¦
Yn

�¤£l­n£O��¡ 5{û=� ��7�­n¡�±
X̃n

��£�­}£O�r¡"¨e©=¦ ª=«e¥nª&¥}£��¹¨e�r¥}¡�­H¯&¥J°n¦}�4ÿ=«e¥n³ 5]û=� ��7�­H¡�± ,W«e¥nª&¦�«�¨`² 5]ù�7
¥H§
X̃n

»2ÄC¦�©�­5°n¦ ¨e©�­J¨
ϕ ∈ C∞(T,R)

� < ®¤£�¥�§�«�¥}³ 5{û=� ��7l­H¡�±�5dùT7�»>Ä�¦-¬6­H¡/¬k©=¥M¥}£�¦
n0
£Y¸ ��¬��r¦6¡y¨�®�²

®�­n«�¢}¦ £Y¥-¨�©�­H¨
ϕ
¯&¦	£`¨e«��¤¬T¨e®r²�ª>¥y£Y�r¨���°n¦}�4÷Â¦,¨e©=¦�¡Æ©�­5°}¦

Ô Õ�Ö �R� Ö=×�Ø �RÛ�à
(α, α′) ∈ R2 �kÛ´î5ß	Þpâ �2Ûkí�àdÞ{áJâ û�� ù îHâ&ï

ϕ
�eÛ$énÞ ä Û�â ��ð � û=� I�� ñ�Ù&Ú�Û�âÐà�Ú=Û	ß]è�Ûkí�Þ{îHå

ê�áJë
T t

α,α′,ϕ

ß�îJàdÞ¤ß �CÛ�ßwà�Ú=Û	íkáHâ&ïJÞpàdÞ{áJâ�ß,áYì��OÜ�áeè�á5ßTÞpàdÞ{áJâ=ß û�� û îHâ&ï û=� J îJâ&ï´Þ¤ß$àpÚ�Û�ÜeÛ{ì�áHÜ�Û ç´Þ¹Ý}Þpâyéµë4Þpà�Ú
î�ßTÞpâMéHætårîHÜ çµî6Ý}ÞpçµîHå�ßdè=Ûkí�à]Ü�îHå�àdðeè=Û;ñ

� \�J�J! � Á ©�¦µ£�¦6¬�¥n¡�±�ª�­H«�¨,¥H§-,)«�¥}ª>¥y£Y�r¨���¥n¡Ðû=� û��¤£,°J­H®���±Â¦� =­n¬�¨�®�²/­n£$��¡öü_ù5ý)£��r¡>¬�¦
Yn

©�­n£$¡=¥n¨ ¯>¦6¦�¡
³µ¥M±=�¹ò�¦;±�� /�«���¦ þ ²}»H¨e©=¦l«e¦6­n£�¥n¡µ�¤£@¨�©>­J¨C±t¸�¦�¨�¥ 5]û=� û�74­n¡�±65{û�� J$7�½R5{û=� .T78Ä�¦�©�­5°}¦

Y ′
n(y+ lα′) ∼ Y ′

n(y)§�¥n«-¦�°n¦6«�²
l ≤ m � q′n+1

£Y¥/¨�©�­H¨
|SmY

′
n|
�¤£	®¤­H«e¢n¦¾­}£	«e¦6ºy¸=��«�¦;±Â§�¥n«

m ∈ [e2q′

n/2, 2eqn+1]
­H¡�±

{q′ny} ∈ [1/n, 1/2 − 1/n] ∪ [1/2 + 1/n, 1 − 1/n]
�-��¦;­H¡MÄ�©=��®r¦}»

Sm

∑

k<n Y
′
k

��£,³-¸�¬k©�£Y³�­H®�®�¦�«
¯>¦;¬�­n¸�£Y¦-¨�©�¦6£�¦-®�¥JÄC¦6«l§�«e¦6ºy¸=¦6¡�¬���¦6£w¯>¦6©�­5°n¦´­n£,¬�¥}¡y¨�«e¥n®�®r¦;±�¬�¥n¯&¥n¸�¡�±=­H«e��¦6£b§�¥n«w¨�©=�¤£$«e­n¡=¢n¦-¥H§

m
5�Ä�¦

¬�­n¡�Ä�«e�¹¨e¦
Yk(y) = hk(y + α′) − hk(y)

Ä��r¨�©
‖ hk ‖Cr = o(q′k+1)

7T� < £w§�¥n«
Sm

∑

k>n Y
′
k

»��¹¨ �¤£
£`¨e�r®�®�°}¦�«e²	£Y³�­n®r®�£���¡�¬�¦

m� eq′

n+1
� Á ©=¦;£Y¦Oª=©�¦�¡=¥}³´¦6¡�­$Ä��r®�®=¯&¦�§�¸=«�¨�©=¦6«4¦� tª=®���¬6­J¨e¦6±µ­n£4£��r³µ��®�­n«4¥n¡=¦;£

­H«e¦,¸�£Y¦;±���¡"¨�©=¦	£�¦6ºy¸=¦6®]�
¿�¦�¨

m ∈ [e2qn/2, 2e2q′

n ]
­H¡�±¾±=¦�ò�¡=¦

In := [1/n, 1/2− 3/n]∪ [1/2+ 3/n, 1− 1/n]
�@¶�¨�§�¥n®�®r¥JÄl£

§�«�¥}³ 5{û=� û�72¨�©�­H¨'§�¥n«
x
£�¸�¬k©,¨�©>­J¨

{qnx} ∈ [1/n, 1/2−3/n]
­H¡�± §�¥n«R­n¡M²

l ≤ m
»
0 ≤ {qn(x+lα)} ≤

1/2− 2/n
� �l¦6¡�¬�¦}»=¯M²F,W«e¥nª&¦�«�¨`² 5 J$7�¥H§

X̃n

SmX̃
′
n(x) ≥

mq2n
eqn

.
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∥

∥

∥
DxSmϕ− SmX̃

′
n

∥

∥

∥
≤

∥

∥

∥

∥

∥

Sm

∑

l<n

X̃ ′
l

∥

∥

∥

∥

∥

+

∥

∥

∥

∥

∥

Sm

∑

l>n

X̃ ′
l

∥

∥

∥

∥

∥

≤ qn +m
∑

l≥n+1

1

e
ql
2

≤ qn +
2m

e
qn+1

2

= o(
m

eqn
)

§�¥n«$¨�©�¦´¬�¸=«�«e¦�¡y¨b«k­H¡�¢n¦�¥n§
m
� ÷u�r¨�©Ð­H¡/¦� =­n¬T¨e®r²�£��r³µ��®�­n«$¬�¥n³µª=¸t¨k­J¨e�r¥}¡/§�¥n«w¨�©�¦-¥n¨�©=¦6«wª�­n«Y¨$¥H§

In
»

¨�©=¦	¬�«��r¨�¦6«���¥n¡"¥H§ ,W«e¥nª&¥}£��¹¨e�r¥}¡"û�� û´©=¥}®�±=£Oª�«�¥J°}¦6±��
¿�¦�¨)¡=¥JÄ

x
¯&¦b­n£4��¡F,W«e¥nª&¥}£��r¨���¥n¡�û=� J�»n¨�©�­H¨)��£

1/2−1/(2n)+1/n2 ≤ {qnx} ≤ 1/2+1/(2n)−
1/n2 �4ÿ=«e¥n³ 5]û=�_ùT7@Ä�¦�©�­5°}¦O§�¥n«)­n¡y²

l ≤ qnq
′
n

¨�©�­H¨
1/2−1/(2n) ≤ {qn(x+ lα)} ≤ 1/2+1/(2n)

»
©=¦�¡>¬�¦T,W«e¥nª&¦�«�¨`² 5{û�7C�r³µª=®��r¦;£

|Sqnq′

n
X̃n(x)| ≤

qn
q′n

5{û��r�(:�7

¨�©=¦,®¤­J¨�¨�¦�«�¯&¦���¡=¢´°n¦6«�²¾£�³�­H®�®2¬�¥n³µª�­n«�¦;±µ¨�¥
1/eqn

£Y��¡�¬�¦
q′n ≥ e3qn

�4ÿ=«e¥n³ ,)«�¥}ª>¦6«Y¨e�r¦;£ 58.T7�­H¡>± 5]ù�7
ÄC¦ ¢}¦�¨O§�¥n«

n
£Y¸ ��¬��r¦6¡y¨�®�²�®¤­H«e¢n¦

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sqnq′

n

∑

l6=n

X̃l

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤
1

q′n
+ qnq

′
n

∑

l≥n+1

1

e
ql
2

≤
2

q′n
.

5{û��r�}�(7

�w¡�¨�©�¦b¥H¨e©=¦�«�©�­n¡�±�»y�¹¨�§�¥n®�®r¥JÄl£W§�«�¥}³ 5{û=�_ùT7)­H¡�± 5{û=� û�7@¨�©�­H¨C§�¥}«C­H¡M²
y ∈ T

»y§�¥n«C­n¡M²
|l| < q′n

»yÄ�¦
©�­5°n¦

|Sq′

n
ei2πly | =

∣

∣

∣

∣

sin(πlq′nα
′)

sin(πlα′)

∣

∣

∣

∣

≤
πlq′n
q′n+1

,
5{û��r�5ùT7

Ä�©=�¤¬k©"²M��¦�®¤±=£�§�¥n«
Yl
­n£���¡ 5]û=� ��7

∥

∥

∥

∥

∥

Sq′

n

∑

l<n

Yl

∥

∥

∥

∥

∥

= o(
1

eq′

n

)
5{û��r�;û�7

Ä�©=��®r¦	¬�®r¦;­H«e®r²
∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sq′

n

∑

l≥n

Yl

∥

∥

∥

∥

∥

∥

= o(
1

e
q′n
2

).
5{û��r�3J�7

¶F¡�¬�¥n¡>¬�®�¸�£Y��¥n¡'»�5{û�� ��7R§�¥n®�®r¥JÄl£8§�«e¥n³�¨�©=¦l±t¦�ò�¡=�r¨���¥n¡ 5]û=� I�7R¥H§
ϕ
­n¡�±65{û��r�(:�7T»Z5{û=���n�"7T»�5]û=���6û�7T»�5]û=����J�7��

�

¶�¨l«�¦6³�­H��¡�£�¨�¥�¬�¥}¡�£Y¨�«e¸�¬T¨
X̃n

£e­J¨e��£Y§�²M�r¡�¢ 5Y�(7�½R5 ��7T�

û=���M� �@���%��B;��B��@���Z 3�*+���'����*) 
�. � .
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û=���M���n��ÿ�¥n«
n ∈ N

»OÄC¦�±t¦�ò�¡=¦Æ§�¥}«
x ∈ R

¨�©�¦Æ§�¸=¡�¬T¨e�r¥}¡
ξn
¦6ºy¸�­n®O¨�¥

2q2ne
−qnx

¥n¡
(− 1

2qn
+

1
nqn

, 1
2qn

− 1
nqn

)
­n¡�±��¤±t¦6¡}¨e��¬6­H®�®r²�Ñ�¦6«�¥´¥n¸t¨k£Y�¤±t¦$¨�©���£���¡y¨�¦6«�°J­H®d�

%C¥n¡�£��¤±t¦�«l¥}¡
R
­
C∞ ª&¥}£��¹¨e�r°}¦ ¦�°n¦6¡Æ§�¸=¡�¬�¨���¥n¡

K
¦;ºy¸�­H®'¨�¥¾Ñ6¦�«e¥�¥n¸t¨k£Y�¤±t¦ ¨e©=¦���¡y¨�¦�«e°J­H®

(−1, 1)­H¡�±Æ£�¸�¬k©�¨�©�­H¨ ∫
R
K(x)dx = 1

�M9w¦�ò�¡�¦
Kn(x) = n2qnK(n2qnx)

�
÷Â¦,¨e©=¦�¡�¬�¥n¡�£���±=¦�«�¨�©=¦25{¥t±=±�7�§�¸=¡>¬T¨���¥n¡

ξ̂n = ξn ? Kn

¨e©�­J¨b£e­J¨e��£Yò�¦6£�=

•

∫

R

ξ̂n(x)dx = 0 	

•
ÿ=¥n«l­n¡M²

r ∈ N
»=Ä�¦$©>­5°n¦w§�¥n«

n
£�¸��¾¬���¦�¡y¨e®r²¾®¤­H«e¢n¦ ∥

∥

∥
ξ̂n

∥

∥

∥

Cr
≤

1

e
3qn
4

	

• ξ̂n(x) = 0 for x ∈ (−∞,−
1

2qn
+

1

2nqn
) ∪ (

1

2qn
−

1

2nqn
,+∞) 	

• ξ̂′n(x) =
2q2n
eqn

for x ∈ [−
1

2qn
+

2

nqn
,

1

2qn
−

2

nqn
]
�

%C®r¦;­H«e®r²}»HÄ�¦O¬6­H¡´«�¦;£`¨e«��¤¬T¨
ξn
¨�¥,¨e©=¦���¡}¨e¦�«e°J­H®

(− 1
2qn

, 1
2qn

)
­n¡�±�¨�©=¦6¡�¦� M¨�¦6¡�±��r¨4¨�¥

R
­n£4­,£�³´¥M¥n¨�©

ª>¦6«���¥t±t�¤¬b§�¸�¡�¬T¨e�r¥}¡�Ä��r¨�©"ª>¦6«���¥t±
1/qn

»=­n¡�±�ò�¡>­H®�®r²¾¬�¥n¡�£���±=¦�«�¨�©=¦,«e¦6£�¸=®r¨���¡=¢	§�¸=¡>¬T¨���¥n¡Æ­n£O­�§�¸=¡�¬�¨���¥n¡
X̂n

±t¦�ò�¡=¦;±�¥}¡�¨e©=¦,¨�¥}«�¸�£6� < £�­µ¬�¥}¡�£�¦6ºy¸=¦�¡>¬�¦,¥H§R¨�©=¦ ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£�ª=«e¥J°n¦;±�§�¥}«
ξ̂n
»
X̂n

£e­J¨e��£Yò�¦6£C¨e©=¦
ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£;5Y�(78¨e¥ 5 J$7@«�¦;ºy¸=�r«e¦6±´��¡�ª=«e¥nª&¥}£��¹¨e�r¥}¡µû�� .=� Á ¥ ¥n¯=¨e­H��¡µ¨�©�¦l¥H¨e©=¦�«4¨`Ä�¥ ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£4Ä�¦�¡=¦6¦6±
¨�¥�«e¦�ª=®¤­n¬�¦

X̂n

¯M²�­-¨�«e�r¢}¥n¡=¥}³´¦�¨�«e��¬wª&¥n®�²y¡�¥n³µ��­n®]�
û=���M�_ùt� ÷Ð¦	¬�¥}¡�£Y�¤±t¦6«C¨e©=¦	ÿ=¥}¸=«e�r¦6«l£Y¦6«���¦6£�¥H§

X̂n(x) =
∑

k∈Z
X̂n,ke

i2πkx ­H¡>±�®�¦�¨

X̃n :=

qn+1−1
∑

k=−qn+1+1

X̂n,ke
i2πkx.

Á ©=¦	ÿ=¥}¸=«e�r¦6«O¬�¥M¦
�¾¬���¦�¡y¨e£
fk

¥n§@­-§�¸=¡�¬�¨���¥n¡
f ∈ C∞(T,R)

£e­J¨��¤£Y§�²�§�¥n«l­n¡y²
k ∈ Z

(2π)
r−1

|k|
r
|fk| ≤ ‖f‖Cr ≤ sup

k∈N

(2π|k|)
r+2

|fk|.
5{û��r� .T7

�l¦6¡�¬�¦}»=ÄC¦,©�­5°}¦b§�¥}«l­H¡M²
r ∈ N

∥

∥

∥
X̃n − X̂n

∥

∥

∥

Cr
≤

∑

|k|≥qn+1

(2πk)r|X̂n,k|

≤
1

2π
‖X̂n‖Cr+2

∑

|k|≥qn+1

1

k2

= o(
1

q′n
2 )

Ä�©=�¤¬k©Æ­n®r®�¥JÄl£C¨�¥�¬k©=¦;¬kÃ 5`�"7T»�5dùT7T»�5{û�7�­n¡�± 5 J�7C§�¥}«
X̃n

§�«e¥n³ ¨e©=¦ ª=«e¥nª&¦�«�¨���¦6£O¥H§
X̂n

�
� \�J�J! MJ! � \�J�Y[U?\(X�]VURF������ S4W	^������ �@÷Â¦ ©�­5°}¦ ±t¸=¦$¨�¥�¥}¸=«O¨�«e¸=¡�¬6­J¨���¥n¡

X̃n(x) = ψn(x+ α) − ψn(x)
5{û=������7

Ä�©=¦�«e¦

ψn(x) =

qn+1−1
∑

k=−qn+1+1

ψn,ke
i2πkx

Ä��¹¨e©

ψn,0 = 0 and for k 6= 0, ψn,k =
X̂n,k

ei2πkα − 1
.

úM��¡�¬�¦
|k| < qn+1

»t�r¨�§�¥n®�®r¥JÄl£�§�«e¥n³ 5]û=�_ùT7)¨�©>­J¨

|ψn,k| ≤ qn+1|X̂n,k|
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Ä�©=�¤¬k©"Ä��r¨�© 5]û=���L.T7C��³µª=®r��¦6£

‖ψn‖Cr ≤ 2πqn+1‖X̂n‖Cr+2

≤ 2π
qn+1

e
3qn
4§�¥n«l£�¸��¾¬���¦�¡y¨�®�²�®¤­H«e¢n¦

n
� �l¦6¡�¬�¦}»t§�«e¥n³ 5]û=������7�­n¡�± 5]û=� û�7CÄ�¦$¢}¦�¨

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sqn

∑

l≤n−1

X̃l

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤
1

qn+1

∑

l≤n−1

‖ψl‖C1

≤
1

qn+1

∑

l≤n−1

ql+1

e
3ql
4

≤
qn
qn+1£Y¥�¨�©�­H¨wª=«e¥nª&¦�«�¨`² 5 .T7l¥H§ ,W«e¥nª&¥}£��r¨���¥n¡/û=� .´§�¥}®r®�¥JÄl£��$úM�r³µ��®�­n«�®�²n»2ª=«e¥nª&¦�«�¨`² 5 ��7b©=¥n®¤±=£l¨�«e¸=¦-£��r¡>¬�¦�Ä�¦

©�­5°n¦$§�¥}«l£Y¸��¾¬��r¦6¡}¨e®r²�®�­n«�¢}¦
n
∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sm

∑

l≤n−1

X̃ ′
l

∥

∥

∥

∥

∥

∥

≤ 2
∑

l≤n−1

‖ψl‖C1

≤ qn.

�
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