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English Abstrat : Domain Deomposition MethodsMore and more ompliated physial phenomena are nowadays modeled by partial di�erentialequations. These equations are then disretized and solved approximately on a omputer. Proessingspeeds and memory sizes have steadily inreased over the last deades, but �nally reahed a few yearsago their long predited plateau whih an not be overome any more with the same tehnology. Henethe lassial single proessor unit has been replaed by multi-ore proessors in desktop omputers inorder to further inrease performane, and by large sale parallel omputers with distributed memoryand many proessors for industrial simulations (the biggest urrent omputer is a FUJITSU with 548352proessors and peak performane of 10 peta�ops). In order to use these large sale parallel omputerse�etively, new parallel algorithms had to be developed. Domain deomposition methods are naturallyadapted to run in parallel, and espeially suited for omplex modeling problems. They allow usersto struture their problem and domain on whih it is posed naturally by forming subdomains. Foreah subdomain, both the data (geometry, oe�ients) and the omputations are then handled by adediated proessor of the parallel omputer, and they ommuniate among eah other by sending andreeiving so alled transmission onditions between subdomains. Domain deomposition methods arehowever muh more than just a parallelization tool : they permit for example also the modeling andoupling of di�erent physis in di�erent subdomains. This monograph gives a detailed overview overthe main existing lasses of domain deomposition methods developed over the ourse of time. In orderto guide the reader, we hose a simple model problem for whih we an show in all detail the mainonepts and mehanisms, and we illustrate them eah time with small Matlab programs.Keywords :Domain Deomposition, Shwarz Methods, Shur Methods, FETI, Neumann-Neumann,Waveform Relaxation, Parareal AlgorithmRésuméDes phénomènes physiques de plus en plus omplexes sont modélisés par des systèmes d'équationsaux dérivées partielles. Ces équations sont elles-mêmes disrétisées pour être résolues par ordina-teur. Si les progrès tehnologiques ont onstamment amélioré les performanes des proesseurs, esperformanes atteignent aujourd'hui un plateau en terme de mémoire et de puissane de alul. Lesordinateurs monoproesseurs ont laissé la plae aux quadri÷urs pour les ordinateurs de bureau, auxordinateurs parallèles à mémoire distribuée pour les aluls atuels qui néessitent de aluler en pa-rallèle sur un grand nombre de proesseurs (le plus gros ordinateur atuel est un FUJITSU formé de548 352 proesseurs, qui développe une puissane de alul de 10 peta�ops). Pour utiliser au mieuxes alulateurs parallèles formés d'un grand nombre de proesseurs, il fallait inventer de nouveauxalgorithmes parallèles. Les méthodes de déomposition de domaine sont naturellement adaptées à ette

∗Setion de Mathématiques. Université de Genève. 2-4 rue du Lièvre, CP 64, CH-1211 Genève.
†LAGA et CNRS UMR7539. Université Paris 13. Avenue J.B. Clément, 93430 Villetaneuse. FRANCE1
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1 IntrodutionTous les problèmes d'ingénierie aujourd'hui sont résolus en parallèle sur des ordinateurs omposésde entaines, voire des milliers d'ordinateurs. Cet artile se propose d'exposer les méthodes de déom-position de domaines suseptibles de s'appliquer à es nouveaux outils. Emile Piard nous enseignedans [36℄ que pour omprendre une théorie, il est bon d'avoir en tête un problème modèle :Les méthodes d'approximation dont nous faisons usage sont théoriquement suseptibles des'appliquer à toute équation, mais elles ne deviennent vraiment intéressantes pour l'étudedes propriétés des fontions dé�nies par les équations di�érentielles que si l'on ne reste pasdans les généralités et si l'on envisage ertaines lasses d'équations.Nous hoisirons don dans tout et exposé un �l onduteur, l'équation de la haleur
∂tu−∆u = f, (1.1)représentant les variations en temps et en espae de la température d'un orps emplissant le domaine

Ω, soumis à une soure de haleur f (qui sera appelée seond membre), ave une température initialedonnée dans tout le domaine, et des onditions aux limites sur le bord du domaine ∂Ω, par exemplede Dirihlet (la température est �xée), soit u = g. ∂tu est la dérivée en temps de u, ∆ est l'opérateurde Laplae, ∆u = ∂11u + ∂22u + ∂33u. Pour aluler sur un ordinateur une solution approhée deette équation, on peut ommener par une semi-disrétisation en temps. Le shéma le plus simpleest le shéma d'Euler impliite (voir le dossier AF 1 220 des Tehniques de l'Ingénieur). Partageonsl'intervalle de temps [0, T ] en sous-intervalles [tn, tn+1] de longueur ∆t. Notons un(x) l'approximationde u à l'instant tn au point x, alulée par la formule de réurrene
1

∆t
un+1 −∆un+1 =

1

∆t
un + fn+1,où fn+1 représente f(x, tn+1). Pour passer du temps tn au temps tn+1, il faut don résoudre l'équationelliptique

(η −∆)u = fdans le domaine Ω, où f est maintenant une fontion indépendante du temps.La disrétisation en espae de ette équation par une méthode de type éléments �nis ou volumes�nis, mène à un système linéaire (voir les dossiers AF 500 et AF503 des Tehniques de l'Ingénieur).Lorsque la taille du domaine de alul est très grande, ou la disrétisation très �ne, la taille du systèmelinéaire exède les apaités de stokage et de alul d'un seul ordinateur, si puissant soit-il. L'idée laplus simple pour remédier à e problème est de déomposer le système linéaire en sous-systèmes, donthaun est su�samment petit pour être résolu très rapidement sur un n÷ud d'un système d'ordinateurs(divide et impera). Cela peut se faire au niveau purement informatique, mais il est plus frutueux derevenir en amont et de développer une stratégie au niveau du problème mathématique. Cette démarheest souvent rélamée par la géométrie elle-même (assemblage de strutures par exemple). Le domainede alul est alors partagé en sous-domaines, haun assigné à un n÷ud de la grappe de alul. Leséhanges entres les sous-domaines sont e�etués par des onditions de transmission, et traduits par deséhanges entre les proesseurs. La résolution du problème de départ est alors réalisée en itérant entreles sous-domaines, et les sous-domaines peuvent même être en espae-temps.Toutes es méthodes sont des méthodes de déomposition de domaines. Elles ont pour fondateurH.A. Shwarz qui en érivit une première version en 1870 [41℄. Elles ont donné lieu à une intenseativité sienti�que depuis l'avènement des alulateurs parallèles. Elles sont utilisées pour des alulsde pneumatiques, d'automobiles, de strutures sismiques, de navette spatiale, de reonnaissane deforme, d'environnement, de météorologie, d'astrophysique, de médeine, et tant d'autres.Leur hamp d'utilisation est même plus large : si par exemple le modèle a des propriétés physiquesdi�érentes dans di�érentes parties du domaine, les méthodes de déomposition de domaine sont unoutil naturel pour leur traitement. Mentionnons par exemple la jontion d'une poutre et d'une plaque,le ouplage entre l'oéan et l'atmosphère. 3



2 Historique2.1 Méthode de ShwarzLes méthodes de Shwarz trouvent leur origine dans un algorithme alterné imaginé par H.A. Shwarzpour démontrer l'existene de fontions harmoniques (i.e. solutions deux fois ontinuement dérivablesde l'équation de Laplae ∆u = 0) dans un domaine omposite, ave une valeur au bord presrite g.Il ommene par onsidérer un domaine omposé d'un disque T1 et d'un arré T2 (voir �gure 2.1 àgauhe), domaines pour lesquels une solution expliite au moyen de séries de Fourier existe.
PSfrag replaements PSfrag replaements

L1 L2
T ∗Figure 2.1 � Figure originale de 1870 pour l'algorithme alterné de H.A. Shwarz, et son interprétationphysiqueLes frontières respetives de es deux domaines sont notées ∂T1 et ∂T2. La partie de ∂T1 situéedans T2 est notée L2, le omplémentaire est L0. La partie de ∂T2 située dans T1 est notée L1, leomplémentaire est L3. Le domaine global T est l'union des deux domaines T1 et T2, sa frontière ∂Test onstituée de L0 et L3. Pour montrer que le problème de Dirihlet

∆u = 0 dans T , u = g sur ∂T , (2.1)a une solution, Shwarz introduit une suite de solutions de problèmes de Dirihlet sur les domaines
Ti alternativement. Pour illustrer son propos, il introduit une pompe à air où haque Ti joue le r�led'un ylindre, T ∗ est le réservoir intermédiaire, L1 et L2 sont les soupapes (voir �gure 2.1 à droite).L'algorithme est initialisé par une donnée onstante sur L2, u = infL0 g. La première étape dé�nit unefontion u1 harmonique dans T1, égale à g sur L0, et à u sur L2.Le prinipe du maximum (voir par exemple [14℄) a�rme qu'une fontion harmonique dans undomaine atteint son maximum sur le bord du domaine. De plus, si le domaine est onnexe, et si lemaximum est atteint en un point intérieur au domaine, la fontion est onstante. En remplaçant lafontion par son opposé, on obtient les mêmes énonés en remplaçant "maximum" par "minimum".Cet outil fondamental de l'analyse est utilisé par Shwarz pour montrer la onvergene du proessus,ouplé à un lemme qui en déoule, que nous énonçons ii sous la forme donnée dans [29℄ pour desgéométries plus générales.Lemme 2.1 Soit w une fontion harmonique sur T1, ontinue sauf en ∂T1 ∩ ∂T2, prenant la valeur 0sur L0 et 1 sur L2. Alors le maximum q1 de w sur L1 est stritement ompris entre 0 et 1.La seule di�ulté dans e lemme est le traitement des points de jontion entre les frontières de T1 et
T2 (voir [29℄). Le même résultat est valable dans T2 ave une onstante q2.Par le prinipe du maximum, u1 prend ses valeurs dans T1, et en partiulier sur L1, entre u et
u = supL0

g. À partir de u1, Shwarz onstruit une fontion u2 harmonique dans T2, �xée à la valeur gsur L3, et assujettie sur L1 à la valeur de u1 nouvellement alulée. De nouveau, u2 prend ses valeurs4



entre u et u. Revenant maintenant dans T1, il onstruit u3, qui prend la valeur g sur L0, et oïnideave u2 sur L2. Par suite u3 − u1 est également harmonique dans T1, s'annule sur L0, et oïnide ave
u2 − u sur L2. Cette dernière fontion étant positive, par le prinipe du maximum u3 − u1 est positivedans T1, et plus petite que le maximum de u2−u sur L2, don que G = u−u. Par le lemme 2.1 appliquéà (u3 − u1)/G, la valeur de u3 − u1 sur L1 est bornée par q1G. En itérant le proessus, Shwarz résoutalternativement pour n ≥ 0 les problèmes

∆u2n+1 = 0 dans T1, u2n+1 = g sur L0, u2n+1 = u2n sur L2, (2.2)
∆u2n+2 = 0 dans T2, u2n+2 = g sur L3, u2n+2 = u2n+1 sur L1. (2.3)En appliquant le lemme 2.1 aux di�érenes suessives des itérées paires et impaires, qui sont nullessur les bord extérieurs L0 et L3, il en déduit que

0 < u2n+1 − u2n−1 ≤ G(q1q2)
n−1 sur L1, 0 < u2n+2 − u2n ≤ G(q1q2)

n−1q1 sur L2.Il peut alors dé�nir deux fontions u et u′ par les séries géométriques paires et impaires (onvergentes !)
u = u1 + (u3 − u1) + (u5 − u3) + . . .

u′ = u2 + (u4 − u2) + (u6 − u4) + . . . .Ces fontions sont dé�nies dans T1 et T2 respetivement, elles sont toutes deux harmoniques dans T ∗et oïnident sur L1 et L2. Elles sont don égales dans T ∗ par le prinipe du maximum, et il a dé�niainsi une fontion harmonique sur tout le domaine T = T1 ∪ T2.Près de 100 ans plus tard, Miller propose un analogue numérique à l'algorithme de Shwarz, reposantsur l'utilisation de séries de Fourier disrètes pour le alul rapide dans des domaines simples ommedes retangles et des disques [34℄. Chaque itération de l'algorithme est alors peu oûteuse.Dans une suite de trois artiles aux trois premiers ongrès internationaux en déomposition dedomaines [28, 29, 30℄, P.L. Lions propose une extension magistrale des travaux de Shwarz, adaptée aualul parallèle sur ordinateurs. Il introduit d'abord une forme parallèle de l'algorithme où la onditionde transmission sur L1 u2n+2 = u2n+1 est remplaée par u2n+2 = u2n−1 (pour une ériture moderne voir(3.2)). Lions étend également la preuve de onvergene de Shwarz à un nombre quelonque de sous-domaines ave reouvrement, et il propose une nouvelle preuve de onvergene au moyen d'opérateursde projetion dans un espae de Hilbert. Notons ii que même l'algorithme de Shwarz alterné peutêtre exéuté en parallèle dans le as de plus de deux sous-domaines : il su�t de olorer les domaines dedi�érentes ouleurs de façon à e que deux sous-domaines de même ouleur ne se touhent pas. Ainsitous les sous-domaines de même ouleur peuvent être alulés en parallèle, avant de prendre la ouleursuivante.Dans ette série de ommuniations aux premiers ongrès déomposition de domaines, P.L. Lionspropose également d'autres onditions de transmission entre les sous-domaines. Il établit ainsi la pos-sibilité d'utiliser des sous-domaines sans reouvrement. Ce travail a ouvert de nouvelles perspetives,réant un lien ave les méthodes de sous-struturation, et permettant plus tard la onstrution d'algo-rithmes optimisés, ave ou sans reouvrement. Pour obtenir géométriquement une déomposition avereouvrement en sous-domaines Ωi, il est ommode de partir d'une déomposition sans reouvrement
Ω̃i, et d'étendre haque sous-domaine par une ouhe d'épaisseur ǫ (voir �gure 2.2).
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Figure 2.2 � Constrution d'une déomposition ave reouvrement en dimension 2Ave l'avènement des alulateurs parallèles, la méthode de Shwarz a onnu un renouveau d'intérêt,et de nombreux développements [5, 42, 38, 43℄. Les méthodes de Shwarz seront étudiées en détail dansle hapitre 3.2.2 Méthode de ShurLes méthodes de Shur, historiquement aussi appelées méthodes de sous-struturation, ont étéintroduites par Przemienieki en 1963 [37℄, dans le ontexte des aluls en aéronautique.
Figure 2.3 � La première déomposition de domaine sans reouvrement pour des aluls en aéronau-tiques par PrzemieniekiPartons d'une disrétisation par éléments �nis de la struture dérite �gure 2.3. Dans la notationoriginale de Przemienieki, P est le veteur des fores extérieures, K la matrie de rigidité, et le veteurdes déplaements U est solution du système linéaire

KU = P.La struture est naturellement partitionnée en sous-strutures, en introduisant des frontières intérieures,e qui explique le nom historique de méthode de sous-struturation. Le veteur Ui représente l'ensembledes degrés de liberté intérieurs aux sous-domaines, et le veteur Ub l'ensemble des degrés de libertéorrespondant aux frontières intérieures. La matrie K est également partitionnée par blos, et lesystème se réérit
K

[
Ub

Ui

]
:=

[
Kbb Kbi

Kib Kii

] [
Ub

Ui

]
=

[
Pb

Pi

]
.Przemienieki motive physiquement son approhe en déomposant les fores appliquées P et la solution6



reherhée U en deux omposantes
P = P (α) + P (β) =

[
P

(α)
b
Pi

]
+

[
P

(β)
b
0

]
, (2.4)

U = U (α) + U (β) =

[
0

U
(α)
i

]
+

[
Ub

U
(β)
i

]
. (2.5)Par linéarité il obtient deux systèmes

(α) :

[
Kbb Kbi

Kib Kii

][
0

U
(α)
i

]
=

[
P

(α)
b

Pi

]
(β) :

[
Kbb Kbi

Kib Kii

][
Ub

U
(β)
i

]
=

[
P

(β)
b

0

]
,qui se réérivent

(α) :

{
KbiU

(α)
i = P

(α)
b ,

KiiU
(α)
i = Pi,

(β) :

{
KbbUb +KbiU

(β)
i = P

(β)
b ,

KibUb +KiiU
(β)
i = 0.Connaissant les fores Pi intérieures aux sous-strutures, il résout d'abord la deuxième équation dusystème (α), e qui orrespond physiquement à aluler les déplaements assoiés à es fores, en �xantà zéro les déplaements sur les interfaes

U
(α)
i = K−1

ii Pi.En reportant U
(α)
i dans la première équation du système (α), il alule les fores P

(α)
b produites surles interfaes par es déplaements

P
(α)
b = KbiK

−1
ii Pi,puis les fores restantes agissant sur les interfaes

P
(β)
b := Pb − P

(α)
b = Pb −KbiK

−1
ii Pi ,justi�ant ainsi la déomposition (2.4). Le système (β) alule maintenant la réponse des strutures auxfores P (β)

b s'exerçant sur les interfaes. La deuxième équation de (β) permet d'exprimer les déplaementinternes U (β)
i en fontion de Ub,

U
(β)
i = −K−1

ii KibUb,et en reportant dans la première, Przemienieki obtient le système d'interfae
(Kbb −KbiK

−1
ii Kib)Ub = Pb −KbiK

−1
ii Pi, (2.6)qui donne la valeur Ub sur la frontière

Ub = (Kbb −KbiK
−1
ii Kib)

−1(Pb −KbiK
−1
ii Pi). (2.7)Les déplaements internes dans haque sous-domaine sont alors obtenus en sommant U (β)

i et U (α)
i .En fait la matrie Kii est une matrie diagonale par blos, haque blo représentant une des sous-strutures. Don, au lieu d'inverser la grande matrie K, Przemienieki imagine d'inverser les pluspetites matries de rigidité de haque sous-struture, puis la plus petite matrie S = Kbb−KbiK
−1
ii Kibqui représente le ouplage par l'interfae, et dont la taille est une dimension inférieure à elle de K.La matrie S est la matrie du omplément de Shur des sous-domaines . Cette dénomination a étéintroduite par Emilie Haynsworth dans [23℄ d'après le lemme du déterminant d'Issai Shur, voir [46℄pour un historique du omplément de Shur. 7



La méthode que nous venons de dérire, ave la résolution algébrique des problèmes dans lessous-domaines, est répertoriée dans la lasse des "méthodes de déomposition de domaine de typeShur". Ce nom est plus préis que le nom historique de sous-struturation, ar toutes les méthodesde déomposition de domaine, y ompris les méthodes de Shwarz, peuvent être érites sous formesous-struturée en éliminant les variables intérieures. C'est e que nous verrons aux hapitres 3 et 4.Les méthodes de Shur peuvent être employées de façon algébrique, en oubliant la physique ontenuedans la présentation de Przemienieki. La solution du système d'interfae donnée expliitement dans(2.7) est souvent obtenue en appliquant une méthode iterative au système d'interfae (2.6). Il n'estalors même pas néessaire de former e système expliitement : le produit matrie veteur à e�etuerà haque itération revient à résoudre des problèmes aux limites dans les sous-domaines, représentéspar les blos de la matrie Kii [5, 42, 38℄, e que l'on peut faire à l'aide d'une méthode direte, ou denouveau itérative. Ces méthodes seront dérites en détail dans la setion 4.2.3 Méthodes de relaxation d'ondeCes algorithmes s'appliquent au alul en parallèle de la solution y : [0, T ] → Rd du système d'équa-tions di�érentielles ordinaires
dy

dt
= f(t,y), ave la ondition initiale y(0) = y0. (2.8)Ils s'appuient sur la méthode des approximations suessives ou de point �xe de Piard [35℄ pourdémontrer l'existene d'une solution à (2.8). Cette méthode dé�nit une suite vetorielle yn par

dyn+1

dt
= f(t,yn), ave la ondition initiale yn+1(0) = y0.La première itération y0 est la fontion onstante égale à y0. Cette dernière équation s'intègre sous laforme

yn+1(t) = y0 +

∫ t

0
f(s,yn(s)) ds. (2.9)On dé�nit une ondition de Lipshitz uniforme pour f (voir le dossier AF 652 des Tehniques del'Ingénieur)

∀t ∈ [0, T ], ∀(y,z) ∈ (Rd)2, ‖f(t,y)− f(t,z)‖ ≤ L‖y − z‖ , L est la onstante de Lipshitz de f .Théorème 2.2 Si f est ontinue par rapport à ses deux variables, et uniformément lipshitziennepar rapport à y de onstante L, la suite est onvergente, et l'erreur est donnée par ave l'estimationsuperlinéaire de [26℄,
‖y − yn‖ ≤ (LT )n

n!
‖y − y0‖, (2.10)où || · || est la norme du maximum sur [0, T ].Démonstration Montrons par réurrene que pour tout n

‖yn+1(t)− yn(t)‖ ≤ (Lt)n

n!
max
[0,T ]

‖y1 − y0‖.

8



Pour ela alulons par la formule intégrale
yn+2(t)− yn+1(t) =

∫ t

0
(f(s,yn+1(s))− f(s,yn(s))) ds,

‖yn+2(t)− yn+1(t)‖ ≤
∫ t

0
‖f(s,yn+1(s))− f(s,yn(s))‖ ds

≤
∫ t

0
L‖yn+1(s)− yn(s)‖ ds puisque f est lipshitzienne

≤ max
[0,T ]

‖y1 − y0‖
∫ t

0
L
(Ls)n

n!
ds par l'hypothèse de réurrene

≤ max
[0,T ]

‖y1 − y0‖ (Lt)
n+1

(n + 1)!
par intégration. (2.11)Notons que y1 − y0 est bornée, ar

‖y1(t)− y0‖ ≤
∫ t

0
‖f(s,y0)‖ ds ≤ T max

s∈[0,T ]
‖f(s,y0)‖.De l'estimation (2.11), nous déduisons que la suite yn est de Cauhy. Pour tout n et tout p,

‖yn+p(t)− yn(t)‖ ≤
p∑

k=1

‖yn+k(t)− yn+k−1(t)‖

≤ max
[0,T ]

‖y1 − y0‖
p∑

k=1

(Lt)n+k−1

(n+ k − 1)!

= max
[0,T ]

‖y1 − y0‖
n+p−1∑

j=n

(Lt)j

j!
.Cette dernière somme est une somme de Cauhy pour la série uniformément onvergente ∑ (Lt)j

j! =
exp(Lt). Elle tend don vers 0 et la suite est uniformément de Cauhy, elle onverge vers une fontion
ỹ. Par ontinuité f(t,yn(t)) tend uniformément vers f(t,y(t)). Passant à la limite dans (2.9), on peuten déduire que ỹ et y oinident sur [0, T ]. L'estimation (2.10) est obtenue par réurrene ommepréédemment à partir de l'identité yn+1(t)− y(t) =

∫ t
0 (f(s,y

n(s))− f(s,y(s))) ds.Remarque 2.1 On parle de onvergene superlinéaire : dans les premières itérations, si LT < 1,la onvergene est dominée par (LT )n, elle est don linéaire. Par ontre après quelques itérations, leterme 1/n! prend le pas et la onvergene devient très rapide, même si LT > 1.Cet algorithme a été réinventé sous une forme plus générale un sièle plus tard par Lelarasmee, Ruehliand Sangiovanni-Vinentelli [25℄ pour simuler des iruits à très grande éhelle (VLSI). Le modèleoriginal traité en détail dans leur publiation est l'osillateur MOS en anneau dérit �gure 2.4a. Sonomportement est régi par un système d'équations di�érentielles portant sur les tensions v1, v2, v3, quis'érit de manière abstraite
dv1
dt

= f1(v1, v2, v3),
dv2
dt

= f2(v1, v2, v3),
dv3
dt

= f3(v1, v2, v3).Ils déident de ouper leurs iruits en parties ohérentes pouvant être traités sur un seul proesseuret de les oller. Le proessus itératif est visible sur la �gure 2.4b. Les trois équations di�érentielles des9



(a) Ciruit ompletPSfrag replaementserroriteration (b) Ciruit partitionnéFigure 2.4 � Exemple original de 1982 pour les méthodes de relaxation d'ondessous-iruits sont résolues à l'étape k, ave omme données le potentiel d'entrée u, et les potentielsalulés à l'étape préédente :
dvk+1

1

dt
= f1(v

k+1
1 , vk2 , v

k
3 ),

dvk+1
2

dt
= f2(v

k
1 , v

k+1
2 , vk3 ),

dvk+1
3

dt
= f3(v

k
1 , v

k
2 , v

k+1
3 ),et e jusqu'à onvergene. Cet algorithme fait ého à l'algorithme de Jaobi pour la résolution desystèmes linéaires, qui fait partie de la famille des algorithmes de relaxation. Les représentations dessignaux sur les osillosopes étant appelés waveform en anglais, es algorithmes furent appelés wave-form relaxation algorithms (ou relaxation d'onde en français). L'identi�ation ave des méthodes dedéomposition de domaines pour des équations aux dérivées partielles fut faite par Bjørhus [2℄ pourdes systèmes hyperboliques du premier ordre, et par Gander et Stuart pour des équations paraboliquesomme l'équation de la haleur [20℄. C'est ainsi qu'ont été réées les "Shwarz waveform relaxationmethods", ou en français les méthodes de Shwarz relaxation d'onde.2.4 Plan de l'exposéReprenons l'équation elliptique obtenue par disrétisation en temps de l'équation de la haleur

(η −∆)u = f. (2.12)Dans tout l'exposé, ette équation est onsidérée dans un domaine Ω régulier : le segment [0, 1] dans leas monodimensionnel, le arré [0, 1]× [0, 1] dans le as bidimensionnel. La fontion f est une fontionontinue sur Ω, appelée seond membre de l'équation. Des résultats d'analyse généraux montrentque l'équation (2.12) a une solution unique de lasse C2, qui s'annule sur la frontière ∂Ω de Ω. Pluspréisément, nous détaillerons en dimension 1, sur l'équation
−d2u

dx2
+ η u = f (2.13)tous les algorithmes dont la présentation a été faite dans e hapitre historique : Shwarz et ses variantesau hapitre 3, Shur et ses variantes au hapitre 4. Nous introduirons aussi en dimension 2 la notionfondamentale de onditionnement. Pour haune de es méthodes, nous donnerons un sript Matlab,et représenterons la solution obtenue. Nous omparerons également les qualités de onvergene de esméthodes. Nous étudierons ensuite les propriétés de es algorithmes lorsque le domaine de alul estpartagé en un grand nombre de sous-domaines. C'est la notion de salabilité qui sera étudiée en détailau hapitre 5.Ensuite, dans la setion 6, nous nous intéresserons aux problèmes d'évolution. Nous ommeneronspar présenter une version évolutive de la méthode de Shwarz, la méthode de Shwarz relaxation d'onde,permettant de oupler des grilles en temps di�érentes dans les sous-domaines. Ensuite nous aborderonsla question du parallélisme en temps, en présentant l'algorithme pararéel. Nous �nirons par un exempleomplet de parallélisme en espae et en temps. 10



3 Méthodes de ShwarzNous exposerons d'abord dans le as monodimensionnel de l'équation (2.13) les méthodes deShwarz "historiques", présentées par H.A. Shwarz (méthode alternée) puis P.L. Lions (méthodeparallèle). Ensuite nous les disrétiserons, et interpréterons les algorithmes disrets obtenus en termed'algorithme de relaxation. Puis nous présenterons les algorithmes disrets, en partiulier la méthodede Shwarz additive de M. Dryja et O. Widlund [10, 11℄, qui onstitue une invention majeure. Dans leparagraphe suivant, nous interpréterons es méthodes de Shwarz omme des préonditionneurs pourla résolution d'un système linéaire. Ce système porte soit sur les inonnues internes, soit sur les in-onnues d'interfae. Nous étudierons alors en dimension 2 le onditionnement de es systèmes linéairespréonditionnés.3.1 Méthodes de Shwarz alternée et parallèleNous herhons ii à aluler itérativement la solution du problème (2.13) qui prend des valeursdonnées gg et gd en 0 et 1. Le domaine de alul Ω = [0, 1] est divisé en deux sous-domaines Ω1 = [0, β]et Ω2 = [α, 1]. La frontière de Ω1 située dans Ω2 est Γ1 = {β}, et symétriquement Γ2 = {α}. Lesdomaines se reouvrent sur une distane δ = β − α.Dans la méthode de Shwarz alternée, une suite (un1 , u
n
2 ) pour n ≥ 0 est onstituée en résolvantalternativement l'équation (2.13) dans Ω1 et Ω2, en se �xant les valeurs sur le bord du reouvrementau moyen de l'itération préédente, e qui s'érit :

−d2un+1
1

dx2
+ η un+1

1 = f dans Ω1, −d2un+1
2

dx2
+ η un+1

2 = f dans Ω2,

un+1
1 (0) = gg, un+1

2 (1) = gd,

un+1
1 (β) = un2 (β), un+1

2 (α) = un+1
1 (α).

(3.1)L'algorithme est initialisée par g ∈ R, ave la onvention u02(β) ≡ g, 'est-à-dire que u11 est alulé avela ondition u11(β) = g.Dans la méthode de Shwarz parallèle [28℄, les aluls dans Ω1 et Ω2 se font en parallèle :
−d2ũn+1

1

dx2
+ η ũn+1

1 = f dans Ω1, −d2ũn+1
2

dx2
+ η ũn+1

2 = f dans Ω2,

ũn+1
1 (0) = gg, ũn+1

2 (1) = gd,

ũn+1
1 (β) = ũn2 (β), ũn+1

2 (α) = ũn1 (α).

(3.2)Il faut alors se donner deux valeurs d'initialisation g1 et g2.La �gure 3.1 représente la solution de (2.13) dans le as modèle qui nous aompagnera tout aulong de notre étude. L'exemple que nous avons hoisi reproduit la distribution de température dansun barreau de longueur 1, soumis à une soure de haleur sur une partie de sa longueur, et dont latempérature est �xée aux deux extrémités. Sur la �gure 3.2 sont représentées les itérées des algorithmesde Shwarz alterné et parallèle.Théorème 3.1 Pour tout η ≥ 0, les algorithmes de Shwarz alterné et parallèle en dimension 1appliqués à l'équation (2.13) sont onvergents.Démonstration La démonstration originale de Shwarz peut être mise en ÷uvre simplement ii, maisnous préférons donner une nouvelle démonstration, qui fait intervenir l'importante notion de fateurde onvergene. Commençons par l'algorithme alterné (3.1). Par linéarité, les erreurs eni = uni −u sontsolution des mêmes équations dans les sous-domaines ave un seond membre f et des données auxbords gg et gd nuls. Nous pouvons résoudre expliitement les équations dans les sous-domaines, au11



moyen de la fontion sinus hyperbolique shx = (ex−e−x)/2 pour η > 0, à une onstante multipliative
ani près : pour η > 0, en1 = an1 sh(

√
η x), en2 = an2 sh(

√
η (1− x)),pour η = 0, en1 = an1 x, en2 = an2 (1− x).A la première itération, a11 est déterminé par la ondition u11(β) = g, don e11(β) = g − u(β) :

{pour η > 0, a11 sh(
√
η β) = g − u(β),pour η = 0, a11 β = g − u(β).Les onditions de transmission en+1

1 (β) = en2 (β) et en+1
2 (α) = en+1

1 (α) donnent ensuite une formule deréurrene pour déterminer les oe�ients ani :
{pour η > 0, an+1

1 sh(
√
η β) = an2 sh(

√
η (1− β)), an+1

2 sh(
√
η (1− α)) = an+1

1 sh(
√
η α),pour η = 0, an+1

1 β = an2 (1− β), an+1
2 (1− α) = an+1

1 α.Posons
ρ1 =

sh(
√
η (1− β))

sh(
√
η β)

, ρ2 =
sh(

√
η α)

sh(
√
η (1− α))

. (3.3)Ces formules sont aussi valables pour η = 0 par passage à la limite. Réérivons la relation de réurrenesous la forme
an+1
1 = ρ1a

n
2 , an+1

2 = ρ2 a
n+1
1 , ou enore an+1

i = ρ1ρ2 a
n
i .Les suites an1 et an2 sont des suites géométriques de raison ρ = ρ1ρ2, qui est aussi appelé fateur deonvergene de la méthode. La fontion sinus hyperbolique étant roissante, et α < β, nous avons

sh(
√
η α) < sh(

√
η β) et sh(√η (1− β)) < sh(

√
η (1− α)). Don ρ est positif et stritement plus petitque 1. Les oe�ients ani sont alors donnés par

an+1
1 = ρna11, an+1

2 = ρ2ρ
na11. (3.4)Les fontions uni véri�ent en haque point de Ωi :

un+1
i (x)− u(x) = ρ(uni (x)− u(x)) = ρn(u1i (x)− u(x)).A haque étape, l'erreur en haque point est multipliée par ρ. Dans le domaine Ωi, la suite uni onvergedon uniformément vers u, et la onvergene est linéaire.Dans le as parallèle, on a une relation analogue entre les oe�ients ãni de ũni :

ãn+1
1 = ρ1ã

n
2 , ãn+1

2 = ρ2ã
n
1 , ou enore ãn+1

i = ρ ãn−1
i ,si bien que ã2n+1

i = ρn ã1i . Les itérées paires et impaires de ũni onvergent linéairement ave un fateurde onvergene égal à ρ.Remarque 3.1 Si l'on pose g = g1, on obtient ũ2n−1
1 = un1 , puis ũ2n2 = un2 . Deux étapes de l'algorithmeparallèle équivalent don à une étape de l'algorithme alterné, e que montre la �gure 3.2.Remarque 3.2 La onvergene de la suite est d'autant plus rapide que ρ est petit. Cei est réalisélorsque η est grand, auquel as ρ est équivalent à exp(−2

√
η δ). C'est le fateur de onvergene quel'on obtiendrait aussi si l'on onsidérait les domaines Ωi omme semi-in�nis. Ce résultat montre aussique les algorithmes de Shwarz sont d'autant plus rapides que le reouvrement δ est grand.12



3.2 Méthodes de Shwarz alternée et parallèle disrétiséesL'intervalle [0, 1] est partagé en J +1 sous-intervalles de longueur h. Les n÷uds de la disrétisationsont les xj = jh pour 0 ≤ j ≤ J + 1. Le shéma aux di�érenes �nies assoié à (2.13), où uj est uneapproximation de u(xj) et fj une approximation de f(xj), s'érit
−uj+1 − 2uj + uj−1

h2
+ η uj = fj, 1 ≤ j ≤ J.A es J équations s'ajoutent les valeurs aux deux extrémités u0 = gg et uJ+1 = gd, pour obtenir unsystème linéaire portant sur les inonnues u = (u1, · · · , uJ )T aux n÷uds internes, que l'on peut ériresous forme matriielle

Au = f , A =




2

h2
+ η − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η

. . .. . . . . . − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η




, f =




f1 +
1
h2 gg

f2...
fJ−1

fJ + 1
h2 gd




. (3.5)
La matrie A s'érit en format sparse en Matlab au moyen de la routine spdiags :funtion A=A1d(eta,a,b,J)% A1D one dimensional finite differene approximation% A=A1d(eta,a,b,J) omputes a sparse finite differene approximation% of the one dimensional operator eta-Delta on the domain% Omega=(a,b) using J interior pointsh=(b-a)/(J+1); e=ones(J,1);A=spdiags([-e/h^2 (eta+2/h^2)*e -e/h^2℄,[-1 0 1℄,J,J);Le sript suivant détaille la résolution en Matlab du problème disret ave onditions aux limitesnon homogènes. Le système linéaire est résolu par la routine "\" de Matlab, qui est basée sur uneméthode de Gauss, optimisée pour des matries reuses. Notons que, la matrie A étant symétriquedé�nie positive, nous pourrions également hoisir omme solveur du système linéaire un algorithmeitératif, le gradient onjugué, qui est extrêmement e�ae, surtout pour les matries reuses de grandetaille (voir le dossier AF 488 des Tehniques de l'Ingénieur).funtion u=Solve1d(f,eta,a,b,gg,gd)% SOLVE1D solves eta-Delta in 1d using finite differenes% u=Solve1d(f,eta,a,b,gg,gd) solves the one dimensional equation% (eta-Delta)u=f on the domain Omega=(a,b) with Dirihlet boundary% onditions u=gg at x=a and u=gd at x=b using a finite% differene approximation with length(f) interior grid pointsJ=length(f);A=A1d(eta,a,b,J); % onstrut 1d finite differene operatorh=(b-a)/(J+1);f(1)=f(1)+gg/h^2; % add boundary onditions into rhsf(end)=f(end)+gd/h^2;u=A\f;u=[gg;u;gd℄; % add boundary values to solutionL'exemple que nous avons hoisi reproduit la distribution de température dans un barreau delongueur 1, soumis à une soure de haleur sur une partie de sa longueur (le segment [0.4 0.7]), etdont la température est �xée aux deux extrémités. Le ode Matlab Bar.m i-dessous appelle le sous-programme de résolution Solve1d pour es données et produit la ourbe représentée �gure 3.1.13



eta=0;J=20; % J number of interior mesh pointsx=0:1/(J+1):1; % finite differene mesh, inluding boundaryf=zeros(J,1); % soure term zero, exept for af(x>0.4 & x<0.7)=5; % heater in this positiongg=0.1; gd=0; % put warm wall on the left, old on the rightu=Solve1d(f,eta,0,1,gg,gd);plot(x,u,'-'); xlabel('x'); ylabel('solution');
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Figure 3.1 � Exemple de résolution de l'équation (2.13) par di�érenes �niesPour disrétiser l'algorithme de Shwarz alterné, le point α est repéré par son indie a et β par

b = a + d où d représente le reouvrement, δ = dh. Les points x1, · · · , xJ sont intérieurs à Ω, lespoints x1, · · · , xb−1 sont intérieurs à Ω1, tandis que les points xa+1, · · · , xJ sont intérieurs à Ω2. Ladisrétisation de l'algorithme de Shwarz alterné (3.1) s'érit
−(un+1

1 )j+1 − 2(un+1
1 )j + (un+1

1 )j−1

h2
+ η (un+1

1 )j = fj, 1 ≤ j ≤ b− 1, (un+1
1 )b = (un2 )b,

−(un+1
2 )j+1 − 2(un+1

2 )j + (un+1
2 )j−1

h2
+ η (un+1

2 )j = fj, a+ 1 ≤ j ≤ J, (un+1
2 )a = (un+1

1 )a,(3.6)ave les onditions aux limites extérieures (un+1
1 )0 = gg et (un2 )J+1 = gd. Le sript suivant réalisel'algorithme (3.6) (la première ligne de e sript, �Bar;�, exéute les ommandes de l'exemple préédent,qui doivent se trouver dans le �hier Bar.m) :Bar; % to inlude problem parametersa=8; d=4; % subdomain deompositionf1=f(1:a+d-1); f2=f(a+1:J); % subdomain soure termsu1=[gg; zeros(a+d,1)℄; % zero initial guess, exept boundary valueu2=[zeros(J-a+1,1); gd℄;x1=x(1:a+d+1); x2=x(a+1:end); % finite differene meshesfor i=1:20 % Alternating Shwarz iterationu1=Solve1d(f1,eta,x1(1),x1(end),gg,u2(d+1));u2=Solve1d(f2,eta,x2(1),x2(end),u1(end-d),gd);plot(x1,u1,'-',x2,u2,'-'); xlabel('x');ylabel('Alternating Shwarz iterates');hold on; pauseendhold offExéuté en Matlab, il produit la suite de ourbes représentée �gure 3.2a.14
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(b) Algorithme parallèleFigure 3.2 � Exemple de résolution de l'équation (2.13) par méthode de Shwarz disrétisée par di�é-renes �niesPour obtenir l'algorithme parallèle de Shwarz, et les résultats de la �gure 3.2b, il faut modi�er laboule préédente enu1old=u1;u1=Solve1d(f1,eta,x1(1),x1(end),gg,u2(d+1));u2=Solve1d(f2,eta,x2(1),x2(end),u1old(end-d),gd);plot(x1,u1,'-',x2,u2,'-'); xlabel('x');ylabel('Parallel Shwarz iterates');Interprétation algébrique Nous allons maintenant érire l'algorithme (3.6) sous forme d'un algo-rithme algébrique portant sur les veteurs un
1 = ((un1 )1, · · · , (un1 )b−1)

T et un
2 = ((un2 )a+1, · · · , (un2 )J)T .La matrie A peut être déomposée par blos sous la forme

A =




2

h2
+ η − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η

. . .. . . . . . − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η

. . .. . . . . . − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η




. (3.7)
Introduisons deux déompositions de e type :

A =

(
A1 B1

C1 D1

)
=

(
D2 C2

B2 A2

)
, (3.8)15



où A1 est de taille (b − 1) × (b − 1), et D2 de taille a × a, et don A2 est de taille (J − a) × (J − a).Les matries A1 et D2 oïnident lorsque b = a + 1, 'est-à-dire d = 1. Le reouvrement géométriqueest alors minimal, et le reouvrement algébrique est vide. Les matries A1 et A2 sont les matriesde l'opérateur η − ∆ disrétisé, ave données de Dirihlet homogène sur les bords, elles sont doninversibles.Les matries Bi sont omplétées par des zéros en
B̃1 = [0b−1,d−1 B1], B̃2 = [B2 0J−a,d−1].Ainsi B̃1 est une matrie (b− 1)× (J − a) qui à un veteur dé�ni sur Ω2 assoie un veteur dé�ni sur

Ω1, prolongé par 0 hors de Ω2. De même B̃2 est une matrie (J − a)× (b− 1) qui à un veteur dé�nisur Ω1 assoie un veteur dé�ni sur Ω2, prolongé par 0 hors de Ω1. Ave es notations, l'algorithmealterné (3.6) prend la forme
A1u

n+1
1 = f1 − B̃1u

n
2 , A2u

n+1
2 = f2 − B̃2u

n+1
1 , (3.9)qui n'est autre qu'une méthode de Gauss-Seidel par blos

(
A1 0

B̃2 A2

) (
u1

u2

)n+1

=

(
0 −B̃1

0 0

)(
u1

u2

)n

+

(
f1

f2

) (3.10)pour le système augmenté
Ãũ = f̃ :

(
A1 B̃1

B̃2 A2

) (
u1

u2

)
=

(
f1

f2

)
. (3.11)Notons que lorsque le reouvrement est minimal, la matrie augmentée oïnide ave la matrie A dedépart.L'algorithme de Shwarz parallèle disrétisé peut aussi être exprimé sous forme algébrique :

A1u
n+1
1 = f1 − B̃1u

n
2 , A2u

n+1
2 = f2 − B̃2u

n
1 , (3.12)qui est ette fois une méthode de Jaobi par blos pour le système augmenté (3.11), i.e.

(
A1 0
0 A2

) (
u1

u2

)n+1

=

(
0 −B̃1

−B̃2 0

)(
u1

u2

)n

+

(
f1

f2

)
. (3.13)Une itération de l'algorithme se omprend de la manière suivante : B̃2u

n
1 est le veteur de taille

J − a dont toutes les omposantes sont nulles sauf la première qui vaut − 1

h2
(un1 )a. De même B̃1u2 estle veteur de taille b − 1 dont toutes les omposantes sont nulles sauf la dernière qui vaut − 1

h2
(un2 )b.Maintenant A−1

1 (f1 − B̃1u2) représente la résolution du problème de Dirihlet dans Ω1, ave seondmembre f1, et donnée à la limite en b égale à (un2 )b. De même A−1
2 (f2− B̃2u1) représente la résolutiondu problème de Dirihlet dans Ω2, ave seond membre f2, et donnée à la limite en a égale à (un1 )a.Si bien qu'une itération de l'algorithme revient à résoudre un problème aux limites dans haque sous-domaine.Notons que, bien que la matrie A soit symétrique, la matrie augmentée ne l'est pas, ar les matries

B̃T
2 et B̃1 sont di�érentes sauf si le reouvrement est minimal, i.e. d = 1 (en e�et le seul terme nonnul dans B̃1 est (B̃1)b−1,d, alors que (B̃T

2 )b−1,d = (B̃2)d,b−1 = 0 si d 6= 1). Cei interdit l'utilisation dela méthode du gradient onjugué pour résoudre le système préonditionné par la méthode de Shwarzparallèle, (
A−1

1 0

0 A−1
2

)(
A1 B̃1

B̃2 A2

) (
u1

u2

)
=

(
A−1

1 0

0 A−1
2

)(
f1

f2

)
, (3.14)16



ar la méthode du gradient onjugué ne peut s'appliquer qu'à une matrie symétrique dé�nie positivepréonditionnée par matrie symétrique dé�nie positive. Toutefois des méthodes de Krylov ont étédéveloppées pour les systèmes non symétriques, et es méthodes, malgré leur oût supérieur à eluide la méthode du gradient onjugué et l'absene d'une théorie de onvergene omplète, sont plusperformantes que les méthodes simples de Jaobi ou Gauss-Seidel par blos (par exemple GMRES,QMR, BiCGStab, voir l'exellent livre d'analyse numérique matriielle de Yousef Saad [40℄ ou le dossierAF 488 des Tehniques de l'Ingénieur). D'autre part d'autres algorithmes de déomposition de domaineont été développés pour rétablir la symétrie, omme nous allons le voir dans le paragraphe suivant.3.3 Méthodes de Shwarz disrètes : AS, MS et RASPour omprendre l'invention majeure que onstitue la méthode de Shwarz additive (AS), revenonsà la méthode de Shwarz parallèle disrétisée érite sous forme de Jaobi par blos en (3.13). Dans leas où d = 1, B̃i n'est autre que Bi, et l'itération est identique à
(
u1

u2

)n+1

=

(
u1

u2

)n

+

(
A−1

1 0

0 A−1
2

)(
f −A

(
u1

u2

)n)
. (3.15)Cette ériture nous permet dans e as d'interpréter l'algorithme de Shwarz parallèle disrétisé (3.13)omme une méthode itérative pour le système préonditionné

(
A−1

1 0

0 A−1
2

)(
A1 B1

B2 A2

) (
u1

u2

)
=

(
A−1

1 0

0 A−1
2

)(
f1

f2

)
. (3.16)Si la matrie A est symétrique et dé�nie positive, le préonditioneur (A−1

1 0

0 A−1
2

) l'est aussi, et (3.16)peut être résolu par la méthode du gradient onjugué.Introduisons maintenant les matries de restrition
R1 = [Ib−1 0b−1,J−b+1], R2 = [0J−a,a IJ−a]. (3.17)Le préonditionneur s'érit au moyen de es matries de restrition :

(
A−1

1 0

0 A−1
2

)
=

2∑

i=1

RT
i A

−1
i Ri .Puisque le veteur (u1,u2) ave reouvrement minimal d = 1 n'est autre que le veteur global u, nousen déduisons une nouvelle forme pour l'algorithme de Shwarz parallèle disrétisé (3.13) dans le as où

d = 1, i.e. (3.15) :
un+1 = un +

2∑

i=1

RT
i A

−1
i Ri (f −Aun). (3.18)Cet algorithme a enore un sens pour un reouvrement quelonque, mais il n'est pas très utile, ommele montre le ontre-exemple suivant :Théorème 3.2 Si le reouvrement n'est pas minimal, d > 1, l'algorithme (3.18) appliqué à la matriede di�érenes �nies (3.5) n'est pas onvergent : il existe une donnée initiale u0 telle que l'algorithmeosille entre u0 et −u0.Démonstration Déomposons la matrie A de deux façons omme en (3.8). A haque itération, leveteur un est déomposé en (un

11,u
n
12) en aord ave la première déomposition de A, et en (un

21,u
n
22)en aord ave la deuxième déomposition. Le seond membre f est déomposé de la même façon. Nousavons alors :

R1Au
n = [A1 B1]u

n = A1u
n
11 +B1u

n
12, R2Au

n = [B2 A2]u
n = B2u

n
21 +A2u

n
22 .17



Calulons maintenant
RT

1 A
−1
1 R1Au

n = RT
1 u

n
11 +RT

1 A
−1
1 B1u

n
12,

RT
2 A

−1
2 R2Au

n = RT
2 u

n
22 +RT

2 A
−1
2 B2u

n
21 .L'équation (3.18) s'érit alors

un+1 = un −
(
un
11

0

)
−
(

0
un
22

)
−
(
A−1

1 B1u
n
12

0

)
−
(

0

A−1
2 B2u

n
21

)
+

(
A−1

1 f1

0

)
+

(
0

A−1
2 f2

)
.Regardons maintenant la onvergene de l'algorithme. Pour ela hoisissons un seond membre f nul,et pour un indie j ompris stritement entre a et a+ d, une donnée initiale u0 = ej , le j-ème veteurde la base anonique de RJ . Les seuls termes non nuls à droite de l'équation préédente sont les troispremiers, haun vaut u0, si bien que u1 = −u0. En itérant l'argument, on voit que l'algorithme osilleentre u0 et −u0.Le sript Matlab suivant BarAS.m réalise les itérations de la méthode (3.18) pour le même exempleque préédemment. Les itérations sont représentées �gure 3.3. Le défaut de onvergene dans le reou-vrement apparaît nettement.Bar; % to inlude problem parametersa=8; d=4; % subdomain deompositionh=1/(J+1);f(1)=f(1)+gg/h^2; f(end)=f(end)+gd/h^2; % add boundary onditions into rhsA=A1d(eta,0,1,J); % onstrut finite differene operatorR1=[speye(a+d-1) sparse(a+d-1,J-a-d+1)℄;R2=[sparse(J-a,a) speye(J-a)℄;A1=R1*A*R1'; A2=R2*A*R2';u=zeros(J,1);for i=1:20r=f-A*u;u=u+(R1'*(A1\(R1*r))+R2'*(A2\(R2*r)));plot(x,[gg;u;gd℄,'-'); xlabel('x'); ylabel('Additive Shwarz stationnary iterates');hold on; pauseri(i)=norm(r); % keep residual for plotting laterendhold off

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

PSfrag replaements
x

AdditiveShwa
rzstationnaryi
terates

Figure 3.3 � Essai de résolution du système (3.5) par l'algorithme (3.18)
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La véritable méthode de Shwarz additive ou AS est basée sur l'itération (3.18), mais onsi-dérée omme préonditionneur. Elle onsiste à résoudre le système préonditionné obtenu à la limite
M−1

ASAu :=

2∑

i=1

RT
i A

−1
i RiAu =

2∑

i=1

RT
i A

−1
i Rif . (3.19)Lorsque A est symétrique, le préonditionneur de Shwarz additif M−1
AS =

∑
i R

T
i A

−1
i Ri est symétrique,e qui permet la résolution par l'algorithme du gradient onjugué, voir paragraphe 3.4. C'est la seuleméthode de Shwarz onnue à e jour qui ait ette propriété, mais elle est obtenue au prix de laperte de onvergene dans la version itérative (3.18) pour les modes présents dans le reouvrement.Cet algorithme est devenu l'algorithme de Shwarz le plus ommunément utilisé pour les problèmessymétriques, ouplé ave une grille grossière, nous en parlerons au hapitre 5. Pour une approhedi�érente qui utilise du reouvrement et reste symétrique, voir [9℄.La méthode de Shwarz multipliative ou MS (voir [5℄) est la version séquentielle de la méthode deShwarz additive. Pour notre exemple, elle s'érit

un+ 1
2 = un +RT

1 A
−1
1 R1(f −Aun),

un+1 = un+ 1
2 +RT

2 A
−1
2 R2(f −Aun+ 1

2 ) .
(3.20)Pour l'implémenter en Matlab, il su�t de remplaer dans la boule du programme préédent le alulde r et u parr=f-A*u; u=u+R1'*(A1\(R1*r));r=f-A*u; u=u+R2'*(A2\(R2*r));e qui produit les itérations traées sur la �gure 3.4.
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Figure 3.4 � Exemple de la méthode de Shwarz multipliativeIl est intéressant de onstater que les modes osillants dans le reouvrement ont disparu : l'algo-rithme multipliatif itératif est onvergent. Cei peut être démontré d'une manière rigoureuse pour desdéompositions très générales, voir [16℄ où l'on montre également que ette méthode est équivalenteà la méthode de Shwarz alternée disrétisée. Mais par ontre le système préonditionné assoié estnon-symétrique, puisqu'il orrespond à une méthode de Gauss-Seidel par blos, omme nous l'avonsvu, et ne peut don pas être résolu par un gradient onjugué.En 1998, Cai et Sarkis [4℄ introduisirent une nouvelle méthode disrète, l'algorithme de Shwarzadditif restreint ou RAS, dé�ni par
un+1 = un +

2∑

i=1

R̃T
i A

−1
i Ri(f −Aun). (3.21)19



Les deux nouvelles matries de restrition R̃i sont obtenues en hangeant des 1 en 0 dans les Ri, defaçon à orrespondre à une déomposition sans reouvrement, i.e. R̃T
1 R̃1 + R̃T

2 R̃2 = I. Le prinipe estdérit �gure 3.5,
PSfrag replaements
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Figure 3.5 � Dé�nition des R̃i en dimension 1et les matries R̃i sont de même taille que les Ri, ave
R̃1 =

[
Ia+[ d

2
] 0

0 0

]
, R̃2 =

[
0 0
0 IJ−(a+[ d

2
])

]
,où [x] désigne la partie entière de x. Cette modi�ation a omme onséquene de supprimer l'erreurommise dans le reouvrement par l'itération (3.18) de Shwarz additif, et la méthode est onvergenteet équivalente à la méthode de Shwarz parallèle disrétisée, voir [13, 16℄.Pour obtenir BarRAS.m, implémentation en Matlab de la méthode RAS, il su�t d'ajouter dansBarAS.m le alul des opérateurs R̃i par les ommandesm=a+eil(d/2); % onstrut the Rtilde operatorsR1t=R1;R1t(m:a+d-1,m:a+d-1)=0;R2t=R2;R2t(1:m-a-1,a+1:m-1)=0;et de les remplaer dans la formule pour u. On voit lairement sur les ourbes de la �gure 3.6 quel'algorithme onverge maintenant dans le reouvrement, mais les itérées sont disontinues.
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Figure 3.6 � Exemple de résolution de l'équation (2.13) par la méthode de Shwarz additive restreinteMalheureusement ette modi�ation qui améliore la performane de AS détruit la symétrie dupréonditionneur, ar M−1
RAS :=

∑2
i=1 R̃

T
i A

−1
i Ri n'est lairement pas symétrique. Cependant, parmi lesméthodes de Shwarz, RAS est devenu le standard pour les problèmes non-symétriques.Remarque 3.3 On pourrait également onstruire une méthode de Shwarz multipliative restreinte,mais ela hangerait peu les performanes, puisque Shwarz multipliatif est déjà onvergent dans lereouvrement. 20



Tous les algorithmes de Shwarz disrets alulent une approximation globale de la solution, tandisque les algorithmes disrétisés (3.9) et (3.12) alulent des approximations de u1 et u2, dans les sous-domaines. Il est ependant faile de reonstituer une solution globale à partir de es approximations :introduisons les matries de partition de l'unité Xi pour i = 1, 2 :
X1 =



Ia 0 0
0 Md−1 0
0 0 0J−a+d+1


RT

1 , X2 =



0a 0 0
0 I −Md−1 0
0 0 IJ−a+d+1


RT

2 ,où la matrie M est par exemple diagonale ave Mii = (a+ d− i)/d. Une approximation disrète u de
u aux points de grille est alors dé�nie par

u = X1u1 +X2u2.Cette onstrution est également possible au niveau ontinu, au moyen d'une partition de l'unité, 'est-à-dire deux fontions χi pour i = 1, 2 indé�niment di�érentiable sur Ω, de somme égale à 1, à supportdans Ωi. L'approximation globale est alors donnée par
u = χ1u1 + χ2u2.La matrie M i-dessus est une disrétisation a�ne de χ1.3.4 Méthodes de Shwarz onsidérées omme préonditionneurUne des motivations les plus fortes pour l'utilisation des méthodes de déomposition de domainesest la taille des systèmes en jeu. En e�et lorsque la taille du système roit, les méthodes itérativestraditionnelles deviennent de plus en plus lentes. La qualité de la méthode est mesurée par le ondi-tionnement (voir [40℄ et le dossier AF485 des Tehniques de l'Ingénieur).Conditionnement et gradient onjugué Le onditionnement de la résolution d'un système li-néaire Ax = b est mesuré par le onditionnement de la matrie A. Ce dernier, relatif à la normeeulidienne notée ‖ · ‖, est dé�ni par la formule

κ(A) = ‖A‖‖A−1‖.La matrie A des di�érenes �nies en dimension 1 (donnée par (3.5)) est symétrique dé�nie positive.Sa norme est don égale à son rayon spetral, 'est-à-dire sa plus grande valeur propre. Il en va demême de son inverse. Les valeurs propres de A sont
λd
j = η +

4

h2
sin2

jπ h

2
, 1 ≤ j ≤ J. (3.22)Le onditionnement de A est don donné par

κ(A) =
max1≤j≤J λ

d
j

min1≤j≤J λd
j

=
λd
J

λd
1

=
η +

4

h2
sin2

Jπ h

2

η +
4

h2
sin2

π h

2

.Lorsque h est petit, λd
J ∼ 4

h2 , tandis que λd
1 ∼ η + π2. Notons que les valeurs propres du problèmeontinu (2.13) ave des onditions aux limites de Dirihlet homogène sont égales à λc

j = η+ j2π2 pourtout j entier naturel. On a don pour de faibles valeurs de h, λd
1 ∼ λc

1 et λd
J ∼ λc

2
πh

. La gamme de21



fréquenes du problème ontinu orrespondant à des modes propres du problème disret est (1, 2
πh).Maintenant le onditionnement de la matrie A pour h petit est asymptotiquement égal à

κ(A) ∼ 4

η + π2

1

h2
. (3.23)Il est bien onnu que l'algorithme de Rihardson, dé�ni par

xn+1 = xn + λ(b−Axn), (3.24)onverge linéairement pour des matries symétriques dé�nies positives, ave un fateur de onvergeneégal à
κ(A)− 1

κ(A) + 1
,si l'on utilise un paramètre de relaxation optimal

λ∗ =
2

λmin(A) + λmin(A)
.Dans le as des di�érenes �nies en dimension 1, ave l'estimation (3.23), le fateur de onvergene estéquivalent à 1−

√
η+π2

2 h2. Pour l'algorithme du gradient onjugué, le fateur de onvergene est égalà √
κ(A)− 1√
κ(A) + 1

,et pour la matrie A des di�érenes �nies en dimension 1, ette quantité est équivalente à 1−√η + π2 h,e qui améliore de façon frappante la onvergene. En e�et la onvergene est d'autant plus lente quele fateur de onvergene est prohe de 1, et lorsque h est petit, 1−O(h2) est beauoup plus prohe de
1 que 1−O(h). Ce résultat est aussi valable en dimension supérieure, omme nous le verrons plus loinen dimension 2 dans la formule (3.31). Pour l'améliorer enore, il faudrait rendre le onditionnementle moins dépendant de h possible. Cela peut être obtenu en préonditionnant le système, 'est-à-direen remplaçant le système Ax = b par M−1Ax = M−1b où la matrie M est une matrie faile àinverser, telle que le onditionnement de M−1A soit meilleur que elui de A. Parmi beauoup de hoixpossibles, les méthodes de Shwarz que nous avons présentées plus haut sont d'exellentes andidatsparallèles.Préonditionnement en volume Nous avons vu que le préonditionneur de Shwarz additif pré-senté en (3.19) est symétrique pour les problèmes symétriques. Le système préonditionné peut alorsêtre résolu par le même algorithme que le problème de départ, le gradient onjugué, qui est l'algo-rithme le plus performant pour les problèmes symétriques. Sur la �gure 3.7 nous voyons omment, àpartir de l'algorithme itératif (3.18) qui ne onverge pas dans le reouvrement, nous sommes arrivésà une onvergene très rapide ave le gradient onjugué. En absisse est représenté le numéro n del'itération, en ordonnée la norme eulidienne du résidu f − Aun. Le sript Matlab orrespondant estinséré i-dessous.BarAS; % first part like in BarAS.mMfun=�(x) R1'*(A1\(R1*x))+R2'*(A2\(R2*x));[u,fl,r,it,rg℄=pg(A,f,1e-6,10,Mfun);semilogy(0:length(ri)-1,ri,'-o',0:length(rg)-1,rg,'-+');xlabel('iteration'); ylabel('residual');legend('Iterative','CG');
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Figure 3.7 � Shwarz additif utilisé omme préonditionneur omparé à la méthode itérativeL'algorithme du gradient onjugué onverge à la quatrième itération. En e�et la matrie du systèmelinéaire préonditionné issu de l'algorithme de Shwarz s'érit sous la forme (I −M) où M est de rang
r = 3 pour notre exemple, ar dans e as monodimensionnel le problème d'interfae résolu est de taille2, omme nous le verrons plus tard, et Shwarz additif a enore un mode dans le reouvrement. Or onsait que pour une telle matrie, les méthodes de Krylov onvergent en r + 1 itérations.L'algorithme de Shwarz additif restreint peut aussi être utilisé omme préonditionneur. Les ma-tries Ri à gauhe sont alors remplaées par les matries R̃i. Le préonditionneur obtenu n'est plussymétrique, la méthode du gradient onjugué ne semble pas onverger, omme le montre la �gure3.8. On doit alors faire appel à un algorithme de Krylov adapté aux problèmes non symétriques, parexemple GMRES voir [40℄. Le sript Matlab est inséré i-dessous.BarRAS; % first part like BarRAS.mMfun=�(x) R1t'*(A1\(R1*x))+R2t'*(A2\(R2*x));[u,fl,r,it,rg℄=pg(A,f,1e-6,20,Mfun);[u,fl,r,it,rgmres℄=gmres(A,f,[℄,1e-6,10,Mfun);rgmres=rgmres*ri(1); % plot absolute residualsemilogy(0:length(ri)-1,ri,'-o',0:length(rg)-1,rg,'-+',0:length(rgmres)-1,rgmres,'-d');xlabel('iteration')ylabel('residual')legend('Iterative','CG','GMRES')
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Figure 3.8 � Shwarz additif restreint utilisé omme préonditionneur pour le gradient onjugué (CG)ou GMRES, omparé à la méthode itérativeIi la méthode de Krylov GMRES onverge à la troisième itération, une de moins que pour laméthode de Shwarz additif ave le gradient onjugué, ar dans la matrie I −M du système préon-ditionné, la matrie M est maintenant de rang 2.Préonditionnement par sous-struturation Une autre façon d'aélérer les méthodes de Shwarzitératives par des méthodes de Krylov est de les interpréter omme des algorithmes portant sur lesvariables d'interfae, ii ua et ub. Pour ela, dé�nissons les opérateurs de trae disrets
G1 : R

a+d−1 → R, (u1, . . . , ua, . . . , ub−1) 7→ ua,
G2 : R

J−a → R, (ua+1, . . . , ub, . . . , uJ) 7→ ub,et les relèvements
E1 : R → Rb−1, ub 7→ (0, . . . , 0, ub),
E2 : R → RJ−a, ua 7→ (ua, 0, . . . , 0).Appliquons à l'itération de Shwarz parallèle (3.13) l'opérateur de trae (G1 0

0 G2

). Puisque
B̃1u2 = − 1

h2
E1(u2)b , B̃2u1 = − 1

h2
E2(u1)a ,nous pouvons érire un algorithme portant sur les seules inonnues d'interfae (un1 )a et (un2 )b :

(un+1
1 )a =

1

h2
G1 A

−1
1 E1(u

n
2 )b +G1 A

−1
1 f1,

(un+1
2 )b =

1

h2
G2 A

−1
2 E2(u

n
1 )a +G2 A

−1
2 f2 .L'algorithme de Shwarz parallèle se réérit don sous forme d'un algorithme portant uniquement surles inonnues d'interfae (gn1 , g

n
2 ) = ((un1 )a, (u

n
2 )b) :

(
gn+1
1

gn+1
2

)
=

1

h2

(
0 G1 A

−1
1 E1

G2 A
−1
2 E2 0

)(
gn1
gn2

)
+

(
G1 A

−1
1 f1

G2 A
−1
2 f2

)
. (3.25)Cet algorithme peut être vu, de nouveau, omme un algorithme de Jaobi par blos (ou de Rihardson,ar la diagonale est l'identité) pour le système

(
I − 1

h2 G1 A
−1
1 E1

− 1
h2 G2 A

−1
2 E2 I

)(
g1
g2

)
=

(
G1 A

−1
1 f1

G2 A
−1
2 f2

)
. (3.26)Ce dernier système peut alors être résolu par un algorithme de Krylov. Le sript suivant ontient lesalgorithmes de Shwarz et Krylov en version sous-struturée.24



Bar; % to inlude problem parametersa=8; d=4; % subdomain deompositionf1=f(1:a+d-1); f2=f(a+1:J); % subdomain soure termsx1=x(1:a+d+1); x2=x(a+1:end); % finite differene meshesG1=zeros(1,a+d+1);G1(end-d)=1; % onstrut substrutured system:G2=zeros(1,J-a+2);G2(d+1)=1; %b=[G1*Solve1d(f1,eta,x1(1),x1(end),gg,0);% T*g=b, g unknowns at interfaesG2*Solve1d(f2,eta,x2(1),x2(end),0,gd)℄;T=�(g) [g(1)-G1*Solve1d(zeros(size(f1)),eta,x1(1),x1(end),0,g(2));g(2)-G2*Solve1d(zeros(size(f2)),eta,x2(1),x2(end),g(1),0)℄;g=[0;0℄; % zero initial guessri(1)=norm(b-T(g)); % initial residualfor i=1:20 % lassial Shwarz iterationg=g-T(g)+b; % gn=(I-T)*g+bri(i+1)=norm(b-T(g)); % keep residual for plottingend[g,fl,r,it,rk℄=gmres(T,b); % use Krylov solverrk(end+1)=norm(b-T(g)); % add residual of resultsemilogy(0:length(ri)-1,ri,'-o',0:length(rk)-1,rk,'-+');xlabel('iteration'); ylabel('residual'); legend('Iterative','Krylov')La �gure 3.9 ompare la onvergene des deux algorithmes, itératif ou préonditionneur pour Kry-lov, pour un reouvrement de 4 points de grille.
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Figure 3.9 � Système sous-struturé résolu par méthode de Krylov (GMRES) et itérativeLe problème sous-struturé est un système de deux équations à deux inonnues g1 et g2. La méthodede Krylov onverge don en deux itérations.Remarque 3.4 1. Dans le as où la matrie A est symétrique dé�nie positive, le préonditionneurAS dans (3.19) l'est aussi, e qui permet d'utiliser la méthode du gradient onjugué, qui est la méthodede Krylov de hoix pour les matries symétriques dé�nies positives, ar elle onverge d'une manièreoptimale ave une réurrene ourte. Il n'en est plus de même pour le préonditionneur RAS, voir(3.21), et le problème d'interfae (3.26). Cet avantage de AS disparaît lorsque le problème de départn'est pas symétrique (équation d'advetion-di�usion par exemple), ou pas dé�ni positif (équation deHelmholtz par exemple).2. En dimension d ≥ 1, si le nombre de points dans haque diretion est de l'ordre de J , ladimension du système d'interfae (3.26) est Jd−1 tandis que elle du système omplet préonditionnéen volume (par exemple (3.19) pour AS) est Jd. Nous voyons maintenant que la taille du systèmed'interfae (3.26) le rend plus avantageux dans l'utilisation d'une méthode de Krylov, où il faut stoker25



les diretions de desente. Cei est vrai en partiulier si l'on utilise la méthode GMRES, où il fautstoker toutes les diretions de desente.3. Il est possible d'utiliser des solveurs approhés pour la résolution dans les sous-domaines dans lesformulations non sous-struturées, i.e. les méthodes de Shwarz disrètes, ar la solution du problèmede départ n'en est pas a�etée. On voit ela lairement par exemple dans la formulation de Shwarzadditif (3.19) : si l'on remplae les matries A−1
i par des approximations, la solution u de (3.19) nehange pas, ar le système préonditionné est équivalent au système de départ. Par ontre l'utilisationde solveurs approhés dans les formulations sous-struturées des méthodes de Shwarz hangent lasolution, omme on le voit lairement dans (3.26) : si l'on remplae maintenant les matries A−1

i pardes approximations, la matrie du système d'interfae hange, et don également la solution (g1, g2) àl'interfae.La formulation sous-struturée des méthodes de Shwarz peut également être dérite sur le problèmeontinu. Pour g1 et g2 dans R, dé�nissons UD
1 (g2, gg, f) et UD

2 (g1, gd, f) solutions des problèmes auxlimites
−d2u1

dx2
+ η u1 = f dans Ω1,

u1(0) = gg , u1(β) = g2,

−d2u2
dx2

+ η u2 = f dans Ω2,

u2(α) = g1 , u2(1) = gd.

(3.27)On a don pour la méthode alternée de Shwarz
un+1
1 = UD

1 (un2 (β), gg , f), un+1
2 = UD

2 (un+1
1 (α), gd, f),et le problème en variable d'interfae s'érit au moyen des opérateurs de trae γ1 : u → u(α) et

γ2 : u → u(β) :
un+1
1 (α) = γ1 UD

1 (un2 (β), gg , f), un+1
2 (β) = γ2 UD

2 (un+1
1 (α), gd, f),ou enore, en notant gn2 = un2 (β) et gn1 = un1 (α),

gn+1
1 = γ1 UD

1 (gn2 , gg, f), gn+1
2 = γ2 UD

2 (gn+1
1 , gd, f),e qui donne matriiellement l'itération

(
1 0

−γ2 UD
2 (·, 0, 0) 1

)(
gn+1
1

gn+1
2

)
=

(
0 γ1 UD

1 (·, 0, 0)
0 0

)(
gn1
gn2

)
+

(
γ1 UD

1 (0, gg , f)
γ2 UD

2 (0, gd, f)

)
.Nous reonnaissons un algorithme de Gauss-Seidel pour la résolution du problème d'interfae

(
1 −γ1 UD

1 (·, 0, 0)
−γ2 UD

2 (·, 0, 0) 1

)(
g1
g2

)
=

(
γ1 UD

1 (0, gg, f)
γ2 UD

2 (0, gd, f)

)
. (3.28)Ave les notations préédentes, l'algorithme de Shwarz parallèle s'érit aussi en formulation sous-struturée à l'interfae,

(
1 0
0 1

)(
gn+1
1

gn+1
2

)
=

(
0 γ1 UD

1 (·, 0, 0)
γ2 UD

2 (·, 0, 0) 0

)(
gn1
gn2

)
+

(
γ1 UD

1 (0, gg , f)
γ2 UD

2 (0, gd, f)

)
.e qui est un algorithme de Jaobi pour la résolution du problème d'interfae (3.28) .
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Rayon spetral et onditionnement en dimension 2 En dimension 1, le problème sous-struturéen variables d'interfae ne omporte que deux inonnues, et les méthodes de Krylov onvergent alors enau plus deux iterations. Pour obtenir un problème d'interfae intéressant, il faut passer en dimension2. Considérons don l'équation ηu − ∆u = f dans le retangle Ω = [0, 1] × [0, 1]. Le domaine estpartagé en deux sous-domaines onstitués de deux retangles Ω1 = [0, β]× [0, 1] et Ω2 = [α, 1]× [0, 1].Les méthodes de Shwarz alternée et parallèle gardent la même forme, ave les onditions aux limitesportant maintenant sur toute l'étendue des segments Γ1 = {β}× [0, 1] et Γ2 = {α}× [0, 1]. Les erreurspeuvent être développées en séries de sinus dans la variable y :
eni (x, y) =

∞∑

k=0

êni (x, k) sin kπy.L'équation ηeni −∆eni = 0 devient après développement en série de sinus l'équation monodimensionnelle(2.13), où η est remplaé par η + k2π2. Cette équation est résolue omme dans la démonstration duthéorème 3.1, et l'erreur dans le sous-domaine i à l'étape n est alors donnée par
eni (x, y) =

∑

k

êni (k)sh
√

η + k2π2 x sin kπy.Pour l'algorithme de Shwarz parallèle par exemple, on obtient
ên+1
1 (k) = ρ1(k)ê

n
2 (k), ên+1

2 (k) = ρ2(k)ê
n
1 (k),ave

ρ1(k) =
sh(
√

η + k2π2 (1− β))

sh(
√

η + k2π2 β)
, ρ2(k) =

sh(
√

η + k2π2 α)

sh(
√

η + k2π2 (1− α))
. (3.29)On obtient de nouveau une formule de réurrene sur une double itération :

ên+1
i (k) = ρ(D)(k)ên−1

i (k), ave ρ(D)(k) = ρ1(k)ρ2(k) . (3.30)Théorème 3.3 L'algorithme de Shwarz parallèle en dimension 2 est onvergent. Ave un reouvre-ment δ := β − α, le fateur de onvergene ρ(D)(k) satisfait
sup
k

ρ(D)(k) = 1−O(δ).Démonstration Comme en dimension 1, il est faile de voir que ρ(D)(k) est stritement omprisentre 0 et 1. Mieux enore, un alul diret montre que la fontion k 7→ ρ(D)(k) est déroissante. Elleatteint son maximum en k = 1 :
ρ(D)(k) ≤ ρ(D)(1) < 1 .Étudions par exemple la suite e2n1 . Puisque, pour tout k, ê2n1 (k) = (ρ(D)(k))nê01(k), nous pouvons érire

e2n1 (x, y) =
∑

k

(ρ(D)(k))nê01(k)sh
√
η + k2π2 x sin kπy,et la norme L2 de e2n1 peut être alulée expliitement :

‖e2n1 ‖2Ω1
=
∫
Ω1

|e2n1 (x, y)|2 dxdy =
∑

k(ρ
(D)(k))2n|ê01(k)|2

∫
Ω1

sh2
√

η + k2π2 x sin2 kπy dxdy

≤ (ρ(D)(1))2n
∑

k |ê01(k)|2
∫
Ω1

sh2
√

η + k2π2 x sin2 kπy dxdy

= (ρ(D)(1))2n‖e01‖2Ω1
,et nous obtenons �nalement

‖e2n1 ‖Ω1 ≤ (ρ(D)(1))n‖e01‖Ω1 .27



Puisque ρ(D)(1) < 1, la suite e2n1 tend vers 0 dans L2(Ω1), et don la suite u2n1 tend vers u. Il en est demême pour les itérées paires, et pour l'autre sous-domaine.Le fateur ρ(D)(1) mesure la vitesse de onvergene de la suite. Il est intéressant de onnaître sonomportement lorsque le reouvrement tend vers 0. Pour ela e�etuons un développement limité de
ρ(D)(1) pour δ petit en remplaçant β par α+ δ. Commençons par ρ1 :

ρ1(1) =
sh(

√
η+π2 (1−α−δ))

sh(
√

η+π2 (α+δ))

=
sh(

√
η+π2 (1−α))ch(

√
η+π2 δ)−ch(

√
η+π2 (1−α))sh(

√
η+π2 δ)

sh(
√

η+π2 α)ch(
√

η+π2 δ))+ch(
√

η+π2 α)sh(
√

η+π2 δ))

=
sh(

√
η+π2 (1−α))−δ

√
η+π2 ch(

√
η+π2 (1−α))+O(δ2)

sh(
√

η+π2 α)+
√

η+π2 ch(
√

η+π2 α)+O(δ2)

=
sh(

√
η+π2 (1−α))

sh(
√

η+π2 α)

1−δ
√

η+π2 coth(
√

η+π2 (1−α))+O(δ2)

1+δ
√

η+π2 coth(
√

η+π2 α)+O(δ2)

= 1
ρ2(1)

(
1− δ

√
η + π2 (coth(

√
η + π2 (1− α)) + coth(

√
η + π2 α)) +O(δ2)

)
,si bien que

ρ(D)(1) = ρ1(1)ρ2(1) = 1− δ
√

η + π2 (coth(
√

η + π2 (1− α)) + coth(
√

η + π2 α)) +O(δ2),e qui établit le développement limité du théorème.Comme en dimension 1, et algorithme orrespond à un algorithme de Jaobi pour le problèmed'interfae (3.28).On se donne maintenant une grille (i, j), isotrope pour simpli�er, 'est-à-dire hx = hy = h, et leshéma aux di�érenes �nies pour ui,j ∼ u(xi, yj),
−ui+1,j − 2ui,j + ui−1,j

h2
− ui,j+1 − 2ui,j + ui,j−1

h2
+ η ui,j = fi,j,ave les onditions aux limites u0,j = (gg)j et uJ+1,j = (gd)j pour 0 ≤ j ≤ J + 1, et ui,0 = ui,J+1 = 0pour 0 ≤ i ≤ J + 1. Voii notre ode Matlab qui onstruit la matrie assoiée en dimension deux àpartir de la matrie A1d en dimension 1, à l'aide du produit tensoriel, ou produit de Kroneker.funtion A=A2d(eta,Jx,Jy);% A2D finite differene approximation of eta-Delta in 2d% A=A2d(eta,Jx,Jy); onstruts the finite differene approximation to% eta-Delta on a Jx x Jy grid with spaing h=1/(Jy+1) and homogeneous% Dirihlet onditions all aroundh=1/(Jy+1); Dxx=A1d(eta,0,h*(Jx+1),Jx); Dyy=A1d(0,0,1,Jy);A=kron(speye(size(Dxx)),Dyy)+kron(Dxx,speye(size(Dyy)));Les valeurs propres de la matrie A assoiée sont

λd
j,k = η +

4

h2
(sin2

jπ h

2
+ sin2

kπ h

2
) = λd

j + λd
k − η, 1 ≤ j, k ≤ J,où λd

j est dé�nie dans (3.22) et ontient η, e qui explique pourquoi il faut enlever de nouveau un ηaprès la somme de l'expression à droite. Le onditionnement de la matrie A est donné par
κ(A) =

2λd
J − η

2λd
1 − η

∼ 2

η + 2π2

1

h2
. (3.31)Voii une implémentation en dimension 2 de notre solveur en Matlab :28



funtion u=Solve2d(f,eta,ai,bi,gg,gd)% SOLVE2D solves 2d eta-Delta using a finite differene approximation% u=Solve2d(f,eta,a,b,gg,gd) solves the two dimensional equation% (eta-Delta)u=f on the domain Omega=(ai*h,bi*h)x(0,1) with% Dirihlet boundary onditions u=gg at x=ai*h and u=gd at x=bi*h% and u=0 at y=0 and y=1 using a finite differene approximation% with interior grid points (bi-ai) times length(gg) using the same% mesh size h=1/(length(gg)+1) in both x and y.nx=bi-ai-1;ny=length(gg);h=1/(length(gg)+1);A=A2d(eta,nx,ny);f(1:ny,1)=f(1:ny,1)+gg/h^2; % add boundary onditions into rhsf(1:ny,end)=f(1:ny,end)+gd/h^2;u=A\f(:);u=reshape(u,ny,nx);u=[gg u gd℄; % add boundary values to solutionNous l'utilisons maintenant pour aluler un exemple modèle, mais déjà intéressant : la distributionde température dans une pièe hau�ée par un poêle situé en son entre (représenté par le seondmembre f ). Les trois murs extérieurs sont froids, le mur ouest est hau�é par une pièe voisine, etontient une porte. Le petit programme Matlab Room.m i-dessous e�etue e alul, et trae le résultat�gure 3.10.eta=0; J=20; % number of interior mesh points in x and y diretionx=0:1/(J+1):1; y=x; % finite differene mesh, inluding boundaryf=zeros(J,J); % soure term does not inlude boundaryxi=x(2:end-1); yi=xi;f([yi>0.4 & yi<0.6℄,[xi>0.4 & xi<0.6℄)=50;gg=0.3*ones(J,1); gg(yi>0.5 & yi<0.9)=1;gd=zeros(J,1);u=Solve2d(f,eta,0,J+1,gg,gd);u=[zeros(1,J+2);u;zeros(1,J+2)℄;mesh(x(1:end),y,u); xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('solution');
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Room; % inlude problem parametersa=8; d=4; % deompositionf1=f(:,1:a+d-1); f2=f(:,a+1:end);u1=[gg zeros(J,a+d)℄; % zero initial guess, exept boundary valueu2=[zeros(J,J-a+1) gd℄;h=1/(J+1); y=0:h:1; % finite differene meshesx1=0:h:(a+d)*h; x2=a*h:h:1;z1=zeros(1,a+d+1);z2=zeros(1,J-a+2); % for plotting purposesfor i=1:20u1n=Solve2d(f1,eta,0,a+d,gg,u2(:,d+1));u2n=Solve2d(f2,eta,a,J+1,u1(:,end-d),gd);u1=u1n;u2=u2n;mesh(x1,y,[z1;u1n;z1℄); hold on;mesh(x2,y,[z2;u2n;z2℄);hold offxlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('Shwarz iterates');pauseend
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xyFigure 3.11 � Résolution du problème de hau�age par l'algorithme de Shwarz parallèle : 6 premièresitérationsSi l'on essaie d'utiliser la méthode de Shwarz additive stationnaire (3.18), on onstate, omme endimension 1, des osillations dans le reouvrement, représentées sur la �gure 3.12.Room;a=8; d=4; % deompositionh=1/(J+1);f=f(:);f(1:J)=f(1:J)+gg/h^2; % add boundary onditions into rhsf(end-J+1:end)=f(end-J+1:end)+gd/h^2;A=A2d(eta,J,J);R1=[speye(J*(a+d-1)) sparse(J*(a+d-1),J*(J-a-d+1))℄;R2=[sparse(J*(J-a),J*a) speye(J*(J-a))℄;A1=R1*A*R1';A2=R2*A*R2';u=zeros(J*J,1);x=0:h:1; y=x; % finite differene mesh, inluding boundary30



for i=1:20r=f-A*u;u=u+(R1'*(A1\(R1*r))+R2'*(A2\(R2*r)));mesh(x,y,[zeros(1,J+2);gg reshape(u,J,J) gd;zeros(1,J+2)℄);xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('Additive Shwarz iterates');pauseend
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xyFigure 3.12 � Essai de résolution ave Shwarz additif, mettant en évidene le mode osillatoire dansle reouvrementNous abordons maintenant les formulations de Shwarz onsidéré omme préonditionneur. Nousne donnons ii que les résultats graphiques, les sripts sont analogues aux formulations en dimension1. D'abord les aluls en sous-struturation : nous omparons la résolution du système orrespondant à(3.26) en dimension deux par méthode itérative ou méthode de Krylov. Les deux ourbes de onvergenesont représentées �gure 3.13. Elles montrent bien le gain qu'apporte l'utilisation de l'algorithme deKrylov.
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Figure 3.13 � Résolution du problème sous-struturé (3.26) en dimension 2 par méthode itérative ouGMRESPour le même as test, ave la méthode de Shwarz additive (3.19), les résultats sont représentés�gure 3.14. Ii, omme le problème est symétrique, l'algorithme du gradient onjugué peut être utilisé.Par ontre, omme en dimension 1, l'itération stationnaire ne onverge pas.
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Figure 3.14 � Résolution en dimension 2 par Shwarz additif : version itérative ou gradient onjuguéPour �nir, nous avons représenté �gure 3.15 les aluls orrespondant à l'algorithme de Shwarzrestreint (RAS). Nous omparons ii 3 méthodes : itérative, gradient onjugué, et GMRES qui estadapté aux matries non symétriques.
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Figure 3.15 � Résolution en dimension 2 par Shwarz additif restreint : version itérative, gradientonjugué ou GMRESDans et exemple, nous voyons que pour RAS, la méthode du gradient onjugué onverge plut�tbien, ompte-tenu du fait que RAS est un préonditionneur non-symétrique. Ce n'était pas le as endimension un. La méthode GMRES donne une onvergene enore un peu meilleure, e qui est logiquedans la mesure où elle est adaptée aux préonditionneurs non-symétriques, ependant elle a un oûtplus élevé que la méthode du gradient onjugué (voir [40℄).Nous représentons maintenant les spetres des matries préonditionnées M−1
ASA etM−1

RASA, et nousétudions leur omportement lorsque le pas h tend vers 0. Rappelons que si le spetre de la matriepréonditionnée est prohe de 1, un algorithme de Krylov pour la résolution du système est en généralrapide. D'abord nous onsidérons dans la �gure 3.16 le as où le reouvrement est maintenu onstant.De gauhe à droite le pas est divisé par deux à haque fois. Il y a don de plus en plus de points dansle reouvrement.
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RASPSfrag replaements real partimaginarypartFigure 3.16 � Comparaison des spetres de AS and RAS omme préonditionneurs, ave reouvrement

δ onstant, indépendant du pas du maillageLes spetres de AS et de RAS sont tous deux ontenus dans le segment [0, 2], et présentent peude di�érenes. Dans le as d'un reouvrement minimal à gauhe, les deux méthodes sont identiques,mais dès qu'il y a des points de grille dans le reouvrement, le mode non onvergent de AS apparaîtomme assoié à la valeur propre supplémentaire de valeur 2. On voit aussi que si l'on ra�ne le maillage,l'intervalle du spetre reste inhangé. Cei illustre le fait que es méthodes onvergent indépendammentde h lorsque le reouvrement est indépendant de h, voir théorème 3.3.Dans la série de ourbes de la �gure 3.17, nous �xons maintenant le reouvrement à 2 points degrille, i.e. δ = 2h, et nous faisons varier h omme dans la �gure préédente. La taille du reouvrementtend don vers 0 ave h. 33
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RASPSfrag replaements real partimaginarypartFigure 3.17 � Comparaison des spetres de AS et RAS omme pronditioneurs, ave reouvrementdépendant du pas de maillage, δ = 2hDe nouveau, les spetres de AS et RAS sont très similaires, sauf pour les modes non-onvergents deAS. Mais ette fois les spetres tendent à remplir tout l'intervalle [0, 2] lorsque h diminue : les méthodesde Krylov utilisant es préonditionneurs deviennent alors plus lents lorsque l'on ra�ne le maillage etque le reouvrement est de l'ordre de h.3.5 Méthodes de Shwarz optimiséesLes méthodes de Shwarz optimisées établissent un pont entre les méthodes de Shwarz lassiques,qui fontionnent ave du reouvrement, et les méthodes de Shur que nous verrons plus tard, et quin'utilisent pas de reouvrement. Elles permettent d'améliorer nettement les fateurs de onvergene à lafois des méthodes stationnaires et des méthodes de Krylov, et peuvent être utilisées sans reouvrement,pour une introdution, voir [15℄. Nous nous plaçons dès maintenant en dimension 2. Dans [28℄, Pierre-Louis Lions propose de remplaer les onditions de transmission portant sur la valeur de la fontionpar des onditions de type Robin (ou enore Fourier en thermique), e qui donne l'algorithme suivant :

η un1 −∆un1 = f dans Ω1,
un1 (0, ·) = gg,

(∂x + p)un1 (β, ·) = (∂x + p)un−1
2 (β, ·),

(3.32a)
η un2 −∆un2 = f dans Ω2,

(∂x − p)un2 (α, ·) = (∂x − p)un−1
1 (α, ·),

un2 (1, ·) = gd.
(3.32b)Pour tout p > 0, les problèmes aux limites dans les sous-domaines sont bien posés : il existe une et uneseule solution. On peut mettre les problèmes sous forme variationnelle, et les traiter par une méthoded'éléments �nis. On peut aussi les résoudre par di�érenes �nies, 'est e que nous faisons dans lesript i-dessous, où nous avons utilise une modi�ation de notre proedure Solve pour tenir omptede onditions de Robin sur les bords à gauhe et à droite :funtion u=Solve2dR(f,eta,ai,bi,gg,gd,p1,p2)% SOLVE2DR solves 2d eta-Delta using Robin onditions% u=Solve2dR(f,eta,a,b,gg,gd,n,p1,p2) solves the two dimensional% equation (eta-Delta)u=f on the domain Omega=(ai*h,bi*h)x(0,1) with% Robin boundary onditions (dn+p1)u=gg at x=ai*h and (dn+p2)u=gd at% x=bi*h and u=0 at y=0 and y=1 using a finite differene% approximation with interior grid points (bi-ai) times length(gg)% using the same mesh size h=1/(length(gg)+1) in both x and y.nx=bi-ai+1;ny=length(gg);h=1/(length(gg)+1);A=A2d(eta,nx,ny);A(1:ny,1:ny)=A(1:ny,1:ny)/2+p1/h*speye(ny);A(end-ny+1:end,end-ny+1:end)=A(end-ny+1:end,end-ny+1:end)/2+p2/h*speye(ny);34



f(1:ny,1)=f(1:ny,1)/2+gg/h; % add boundary onditions into rhsf(1:ny,end)=f(1:ny,end)/2+gd/h;u=A\f(:);u=reshape(u,ny,nx);Nous pouvons maintenant résoudre un problème enore plus réaliste de thermique dans une pièe,ave un mur isolant à l'est, modélisé par une ondition de Robin. Ave le petit sript Matlab suivantnommé RoomR, nous obtenons la distribution de température représentée �gure 3.18.eta=0;J=20; % number of interior mesh points in x and y diretionx=0:1/(J+1):1;y=x; % finite differene mesh, inluding boundaryf=zeros(J,J+2); % soure term inludes Robin boundaryxi=x(2:end-1);yi=xi;f([yi>0.4 & yi<0.6℄,[xi>0.4 & xi<0.6℄)=50;gd=zeros(J,1);gg=0.3*ones(J,1);gg(yi>0.5 & yi<0.9)=1;pe=1e5; % 1e5 to emulate a Dirihlet onditionpin=1; % 1 to emulate insulationu=Solve2dR(f,eta,0,J+1,gg*pe,gd,pe,pin);u=[zeros(1,J+2);u;zeros(1,J+2)℄;mesh(x(1:end),y,u); xlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('solution');Remarquons dans e ode que la ondition de Dirihlet à l'ouest est réalisée ave une ondition deRobin de paramètre 105.
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xyFigure 3.18 � Exemple de distribution de température ave une ondition de Robin à l'est, représentantun mur isoléLa température sur le mur est n'est plus nulle omme dans l'exemple préédent �gure 3.10, maisvarie en fontion de la température intérieure.La di�ulté supplémentaire dans l'algorithme de Shwarz optimisé réside dans le hoix du para-mètre p. Il est alulé de la manière suivante. Supposons pour simpli�er que la taille des sous-domainesest in�nie dans la diretion x. Nous pouvons reprendre l'analyse développée dans le théorème 3.3. Elleest un peu plus simple, puisque nous pouvons érire

en1 (x, y) =
∑

k

ên1 (k)e
√

η+k2π2 x sin kπy, en2 (x, y) =
∑

k

ên2 (k)e
−
√

η+k2π2 x sin kπy .35



Les oe�ients êni (k) sont maintenant donnés par êni (k) = ρ(R)ên−2
i (k), ave

ρ(R)(k, p) = ρ(D)(k)

(
p−

√
η + k2π2

p+
√

η + k2π2

)2

, ρ(D)(k) = e−2
√

η+k2π2 δ.Ii ρ(D) est le fateur de onvergene de l'algorithme lassique, il mesure l'importane du reouvrement.Le fateur ρ(R) peut être minimisé en hoisissant judiieusement le paramètre p, voir [15℄, 'est-à-direen résolvant le problème de min-max
min
p>0

max
1≤k≤J

∣∣∣∣∣
p−

√
η + k2π2

p+
√

η + k2π2

∣∣∣∣∣

2

e−2
√

η+k2π2 δ.Une étude approfondie de e problème par des proédés lassiques d'analyse (voir [15℄) montre qu'il aune solution unique p∗, qui est donnée par les formules asymptotiquesCas ave reouvrement : Si δ > 0 et J grand, le paramètre p∗ optimisé et le fateur de onvergeneorrespondant ont un omportement asymptotique donné par
p∗ ∼

(
π2 + η

2δ

) 1
3

, max
1≤k≤J

|ρ(R)(k, p∗)| ∼ 1− 4
(
2δ
√

π2 + η
) 1

3
= 1−O(δ1/3).Ces formules impliquent que si le reouvrement dépend de h, par exemple δ = O(h), le fateurde onvergene est asymptotiquement en 1−O(h1/3).Cas sans reouvrement : Si δ = 0, le résultat de l'optimisation est donné par

p∗ =
(
(π2 + η)(π2J2 + η)

)1/4
, max

1≤k≤J
|ρ(R)(k, p∗)| =

(
4
√

π2J2 + η − 4
√

π2 + η
4
√

π2J2 + η + 4
√

π2 + η

)2

= 1−O(J−1/2).Puisque (J + 1)h = 1, nous avons maintenant un taux de onvergene égal à 1−O(h1/2).Ces résultats doivent être mis en regard du fateur de onvergene pour l'algorithme de Shwarzlassique qui est 1 − O(h) : la vitesse de onvergene dépend plus faiblement du pas du maillage, etdon de la taille de la matrie. Voii une implémentation en Matlab de ette méthode de Shwarzoptimisée :RoomR;ue=u;a=8;d=4;f1=f(:,1:a+d+1); f2=f(:,a+1:end);u1=zeros(J,a+d+1);u2=zeros(J,J-a+2); % zero initial guessh=1/(J+1);x1=0:h:(a+d)*h; x2=a*h:h:1; y=0:h:1; % finite differene meshesz1=zeros(1,a+d+1);z2=zeros(1,J-a+2); % for plotting purposesp=((pi^2+eta)/(d*h))^(1/3);e=ones(J,1); % onstrut normal derivativesNa=[speye(J) -spdiags([-e (eta*h^2+4)*e -e℄/2,[-1 0 1℄,J,J)℄/h;Nb=[-spdiags([-e (eta*h^2+4)*e -e℄/2,[-1 0 1℄,J,J) speye(J)℄/h;for i=1:20tb=Nb*[u2(:,d+1);u2(:,d+2)℄+f2(:,d+1)*h/2+p*u2(:,d+1);ta=Na*[u1(:,end-d-1);u1(:,end-d)℄+f1(:,end-d)*h/2+p*u1(:,end-d);u1n=Solve2dR(f1,eta,0,a+d,pe*gg,tb,pe,p);u2n=Solve2dR(f2,eta,a,J+1,ta,gd,p,pin);u1=u1n;u2=u2n; 36



mesh(x1,y,[z1;u1n;z1℄); hold on;mesh(x2,y,[z2;u2n;z2℄); hold offxlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('Optimized Shwarz iterates');pauseendPour le as test dérit sur la �gure 3.18, nous représentons sur la �gure 3.19 les trois premièresitérations de ette méthode ave une valeur de p donnée par la formule asymptotique i-dessus, soit
p = 3.7281. On voit bien que la onvergene est beauoup plus rapide que pour les méthodes deShwarz lassiques illustrées �gure 3.11 : la première itération est déjà une exellente approximationde la solution, et la troisième itération est indisernable à l'÷il nu de la solution onvergée.
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xyFigure 3.19 � Résolution du problème de hau�age �gure 3.18 par la méthode de Shwarz optimiséeComme pour les méthodes de Shwarz préédentes, nous allons mettre l'algorithme sous formed'un algorithme de Jaobi par blos pour le problème d'interfae portant sur g2 = (∂x + p)(u2)(β, ·) et

g1 = (∂x − p)(u1)(α, ·). Introduisons les problèmes
η u1 −∆u1 = f dans Ω1,
u1(0, ·) = gg , (∂xu1 + pu1)(β, ·) = g2,

η u2 −∆u2 = f dans Ω2,
(∂xu2 − pu2)(α, ·) = g1 , u2(1, ·) = gd.

(3.33)Pour p ≥ 0, es deux problèmes ont une solution unique, que nous appellerons UR
1 (g2, gg, f) et

UR
2 (g1, gd, f). Supposons gn1 = (∂x − p)(un1 )(α, ·) et gn2 = (∂x + p)(un2 )(β, ·) alulés à l'étape n. Alorsune étape de l'algorithme de Shwarz optimisé s'érit

gn+1
1 = ((∂x − p)UR

1 (gn2 , gd, f))(α, ·), gn+1
2 = ((∂x + p)UR

2 (gn1 , gg, f))(β, ·).Il nous est maintenant faile d'érire le problème d'interfae sous forme de système linéaire
(

I −(∂x − p)UR
1 (·, 0, 0)(α)

−(∂x + p)UR
2 (·, 0, 0)(β) I

)(
g1
g2

)
=

(
(∂x − p)UR

1 (0, gg, f)(α)
(∂x + p)UR

2 (0, gd, f)(β)

)
, (3.34)et de le traiter par l'algorithme GMRES. Sur la �gure 3.20, nous traçons l'historique de onvergenede l'algorithme sous-struturé itératif d'une part, aéléré par la méthode GMRES (don où on résoutle système sous-struturé (3.34) par GMRES), et les résultats orrespondants pour la méthode deShwarz lassique de la �gure 3.13.
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Figure 3.20 � Comparaison de Shwarz optimisé omme algorithme itératif et omme préondition-neur, et pour référene les résultats orrespondants de la méthode de Shwarz lassique. Historique deonvergeneEn omparant es ourbes de onvergene, nous onstatons deux hoses : la méthode de Shwarzoptimisée onverge maintenant plus vite que la méthode de Shwarz lassique aélérée par GMRES.Si l'on aélère maintenant la méthode de Shwarz optimisée par GMRES, on gagne enore en nombred'itérations, mais le gain est moins important que pour la méthode de Shwarz lassique : la méthodede Shwarz optimisée est dejà un très bon solveur itératif, même sans aélération par Krylov.4 Méthodes de ShurHistoriquement les méthodes de Shur ont souvent été appelées méthodes de sous-struturation.Néanmoins nous avons vu que les méthodes de Shwarz peuvent aussi s'érire sous forme sous-struturée,'est pourquoi nous préférons utiliser la terminologie de méthodes de Shur. Il en existe deux variantesprinipales, la méthode de Shur primal, et la méthode de Shur dual. Nous verrons que les deuxméthodes sont intimement liées, et haune onstitue un exellent préonditionneur pour l'autre.4.1 Méthode de Shur primalSuivons la démarhe de Przemienieki esquissée au paragraphe 2.2, ave les notations modernes.Reprenons le système linéaire (3.5) en dimension 1, Au = f , en érivant d'abord les inonnues de
Ω1 =]0, α[, u1 = (u1, · · · , ua−1)

T , puis elles de Γ = {α}, uΓ = ua, puis elles de Ω2 =]α, 1[, u2 =
(ua+1, · · · , uJ )T . Ces trois blos onstituent le veteur

u =



u1

uΓ
u2


 .
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Le seond membre f est déomposé de la même façon, et la matrie A est déomposée par blos en
A =




2

h2
+ η − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η

. . .. . . . . . 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η

. . .. . . . . . − 1

h2

− 1

h2
2

h2
+ η




,

soit sous forme ompate
A =



A11 A1Γ 0
AΓ1 AΓΓ AΓ2

0 A2Γ A22


 .Les matries A11 et A22 ont la même forme que A mais sont de taille respetive a− 1 et J − a, ellessont inversibles. AΓΓ représente les éhanges entre les points de Γ. En dimension 1 'est une matriesalaire, en dimension 2 e sera une matrie bande. Les matries AiΓ représentent le ouplage entre lespoints intérieurs au domaine Ωi et la frontière ommune {α}, et AΓi = AT

iΓ puisque la matrie A estsymétrique. En dimension 1 e sont des veteurs. Les blos onernant Γ sont donnés par
AΓ1 = − 1

h2
(0, . . . , 0, 1), AΓ2 = − 1

h2
(1, 0, . . . , 0), AΓΓ =

2

h2
+ η .Le problème se réérit par blos

A11u1 +A1ΓuΓ = f1,
A22u2 +A2ΓuΓ = f2,

AΓ1u1 +AΓ2u2 +AΓΓuΓ = fΓ.
(4.1)Nous pouvons extraire u1 et u2 des deux premières équations,

u1 = A−1
11 (f 1 −A1ΓuΓ), u2 = A−1

22 (f2 −A2ΓuΓ), (4.2)et les reporter dans la troisième. Nous obtenons alors une équation (salaire en dimension un) portantsur uΓ,
(AΓΓ −AΓ1A

−1
11 A1Γ −AΓ2A

−1
22 A2Γ)uΓ = fΓ −AΓ1A

−1
11 f1 −AΓ2A

−1
22 f2 := f̃Γ . (4.3)Nous reonnaissons le système (2.7) de Przemieneki, nous l'appellerons formulation Shur primal . Lamatrie SP = AΓΓ−AΓ1A

−1
11 A1Γ−AΓ2A

−1
22 A2Γ est la matrie du omplément de Shur introduite dansl'historique. Puisque le système (4.1) a une solution unique, la matrie SP est inversible. En ontrasteave l'algorithme de Shwarz, la méthode de Shur introduit un nouveau système, plus petit (puisque sataille est égale au nombre de n÷uds sur l'interfae), mais ne fournit pas d'algorithme pour le résoudre.Le système (4.3) peut être formé et résolu par une méthode direte, e qui était historiquement souventle as. Les matries Aii admettent haune une déomposition LiiUii, es aluls peuvent être faits en39



parallèle et sont regroupés pour aluler la matrie SP . Ce système peut aussi être résolu par uneméthode itérative, de préférene une méthode de Krylov. Dans e as, on ne forme pas la matrie
SP , puisqu'une itération revient à un produit matrie veteur, qui orrespond à une résolution parsous-domaine.La méthode de Shur est par dé�nition une méthode disrète, mais pour avoir une vision plusglobale, nous allons en déduire une formulation ontinue. Pour ela, expliitons la troisième équationde (4.1) :

− 1

h2
(u1)a−1 + (

2

h2
+ η)uΓ − 1

h2
(u2)1 = fΓ. (4.4)Étendons le veteur u1 par (u1)a = uΓ et u2 par (u2)0 = uΓ. Lorsque le pas h tend vers 0, u1 tendvers u1, solution de l'équation ontinue (2.13) dans Ω1, ave u1(0) = gg et u1(α) = uΓ, et de mêmepour u2. L'équation préédente se réérit

− 1

h2
u1(α− h) + (

2

h2
+ η)uΓ − 1

h2
u2(α+ h) = f(α) +O(h2),ou enore

1

h2
(u1(α)− u1(α− h))− 1

h2
(u2(α+ h)− u2(α)) + ηuΓ = f(α) +O(h2). (4.5)Calulons par développements limités

u1(α− h) = u1(α)− h
du1
dx

(α) +
h2

2

d2u1
dx2

(α) + o(h2),et utilisons l'équation di�érentielle sur u1 pour obtenir
u1(α− h) = u1(α) − h

du1
dx

(α) +
h2

2
(ηu1(α) − f(α)) + o(h2),e qui fournit l'approximation

du1
dx

(α) =
u1(α)− u1(α− h)

h
+

h

2
(ηu1(α)− f(α)) + o(h). (4.6)De même

du2
dx

(α) =
u2(α+ h)− u2(α)

h
− h

2
(ηu2(α)− f(α)) + o(h). (4.7)Ces deux relations nous indiquent que

u1(α) − u1(α− h)

h2
− u2(α+ h)− u2(α)

h2
+ ηuΓ − f(α) =

1

h

(
du1
dx

(α) − du2
dx

(α)

)
+ o(1).Ainsi (4.4) est la disrétisation de la ondition de ouplage

du2
dx

(α)− du1
dx

(α) = 0.Par onséquent, le système (4.1) est une version disrète de la formulation ontinue
−d2u1

dx2
+ ηu1 = f dans Ω1,

−d2u2
dx2

+ ηu2 = f dans Ω2,

u1(α) = u2(α),
du1
dx

(α) =
du2
dx

(α).

(4.8)
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C'est un système de deux équations di�érentielles dans les sous-domaines, ouplées sur la frontièreommune par l'égalité des fontions et de leurs dérivées. Nous allons en déduire la formulation Shurprimal ontinue, en appliquant sur le problème ontinu la démarhe préédente. Pour ela nous dé�nis-sons l'opérateur de Dirihlet-Neumann ou de Steklov-Poinaré omme suit. Reprenons les notations duparagraphe 3.4 en dimension 1, ave δ = 0. Pour une donnée g, nous alulons la solution du problèmeaux limites dans Ωi ave donnée g en x = α notée ui, puis nous dé�nissons les opérateurs SDN
i par

SDN
1 (g, gg , f) =

du1
dx

(α), SDN
2 (g, gd, f) =

du2
dx

(α). (4.9)Les opérateurs SDN
i sont a�nes en la variable g, SDN

1 (g, gg, f) = SDN
1 (g, 0) + SDN

1 (0, gg , f) et demême pour SDN
2 , si bien que l'équation de ontinuité des dérivées à l'interfae dans (4.8) se réérit, enposant g = u1(α) = u2(α),

SP g := SDN
1 (g, 0, 0) − SDN

2 (g, 0, 0) = −SDN
1 (0, gg , f) + SDN

2 (0, gd, f). (4.10)Le système linéaire i-dessus peut être résolu soit par méthode direte, soit par méthode itérative.En dimension 1, ela ne représente qu'une équation salaire, mais en dimension supérieure, 'est unsystème qui ouple toutes les inonnues à l'interfae. Avant d'en expliiter une méthode de résolution,nous allons aluler le onditionnement du système en dimension 2. Pour ela développons g en sériesde sinus dans la variable y :
g(y) =

+∞∑

k=1

ĝ(k) sin kπy.Les images SDN
i (g, 0, 0) se déomposent de la même façon, et les oe�ients sont donnés par :

̂SDN
1 (g, 0, 0)(k) =

√
η + k2π2 coth(

√
η + k2π2 α) ĝ(k),

̂SDN
2 (g, 0, 0)(k) = −

√
η + k2π2 coth(

√
η + k2π2 (1− α)) ĝ(k).

(4.11)Le symbole de l'opérateur SP (dé�ni par ŜP g(k) = ŜP (k)ĝ(k)) est don
ŜP (k) =

√
η + k2π2 (coth(

√
η + k2π2 α) + coth(

√
η + k2π2 (1− α))).La fontion ŜP est roissante. Le onditionnement de SP disrétisé sur la grille de taille J peut donêtre estimé par

K(SP ) :=

max
1≤k≤J

(ŜP (k))

min
1≤k≤J

(ŜP (k))
=

ŜP (J)

ŜP (1)
,et son omportement asymptotique en fontion de h est faile à aluler. Il est donné par

K(SP ) =
2
√

η + J2π2

√
η + π2 (coth(

√
η + π2 α) + coth(

√
η + π2 (1− α)))

(1 +O(e−
√

η+J2π2α))

= O(J) = O(h−1) puisque (J + 1)h = 1.Rappelons que le onditionnement du problème de résolution du système linéaire de matrie (3.5) est
O(h−2) : la formulation sous forme de problème d'interfae améliore don le onditionnement d'un ordrede grandeur. Nous verrons plus tard sur la �gure 4.2 une omparaison numérique des onditionnementssur notre problème modèle de la �gure 3.10.Voii maintenant un sript Matlab de résolution de e problème modèle par la méthode du om-plément de Shur primal. Le problème d'interfae est résolu par la méthode du gradient onjugué, aril est symétrique pour une matrie de départ symétrique. La ourbe de onvergene est représentée�gure 4.1. 41



Room;a=10; % deompositionh=1/(J+1);f=f(:);f(1:J)=f(1:J)+gg/h^2; % add boundary onditions into rhsf(end-J+1:end)=f(end-J+1:end)+gd/h^2;A=A2d(eta,J,J);A11=A(1:J*(a-1),1:J*(a-1)); % form blok deompositionAGG=A(J*(a-1)+1:J*a,J*(a-1)+1:J*a);A22=A(J*a+1:J*J,J*a+1:J*J);A1G=A(1:J*(a-1),J*(a-1)+1:J*a);AG1=A(J*(a-1)+1:J*a,1:J*(a-1));A2G=A(J*a+1:J*J,J*(a-1)+1:J*a);AG2=A(J*(a-1)+1:J*a,J*a+1:J*J);f1=f(1:J*(a-1));fG=f(J*(a-1)+1:J*a);f2=f(J*a+1:J*J);Afun=�(x) AGG*x-AG1*(A11\(A1G*x))-AG2*(A22\(A2G*x));ft=fG-AG1*(A11\f1)-AG2*(A22\f2);[uG,fl,r,it,rg℄=pg(Afun,ft,1e-6,100);u1=A11\(f1-A1G*uG); u2=A22\(f2-A2G*uG); % reonstrut global solutionu=[zeros(1,J+2);gg reshape([u1;uG;u2℄,J,J) gd;zeros(1,J+2)℄;mesh(0:h:1,0:h:1,u); xlabel('x'); ylabel('y')pausesemilogy(0:length(rg)-1,rg,'-+');xlabel('iteration'); ylabel('residual'); legend('Primal Shur with CG')
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Figure 4.1 � Convergene de la méthode de Shur primal pour le problème modèle bidimensionnel dela �gure 3.10Considérons de nouveau le système (4.8). Dans la méthode préédente on onsidère que u1 et u2ont la même valeur g sur l'interfae, et on alule le saut des dérivées en e même point en fontion de
g. Annuler ette quantité fournit l'équation sur g à résoudre.On peut imaginer de faire l'inverse, 'est e que l'on appelle la méthode de Shur dual que nousprésentons maintenant. 42



4.2 Méthode de Shur dualDonnons-nous un réel g, et alulons les analogues de (3.27), à ei près que les onditions surl'interfae sont maintenant des onditions de Neumann :
−d2u1

dx2
+ η u1 = f dans Ω1,

u1(0) = gg ,
du1
dx

(α) = g,

−d2u2
dx2

+ η u2 = f dans Ω2,

du2
dx

(α) = g , u2(1) = gd.
(4.12)Les équations préédentes dé�nissent une solution unique dans haque sous-domaine, elles sont notées

u1 = UN
1 (g, gg , f) et u2 = UN

2 (g, gd, f).Remarque 4.1 Lorsque η = 0, l'existene et l'uniité dans les sous-domaines proviennent de la ondi-tion de Dirihlet sur un bord, qui permet d'utiliser l'inégalité de Poinaré. Dans le as de trois sous-domaines, le problème du milieu est un problème de Neumann "pur", qui rélame une relation deompatibilité pour en assurer l'existene. L'uniité est alors obtenue modulo les onstantes, e qui futau début onsidéré omme un défaut de la méthode. Une étape astuieuse dans le adre des méthodesde FETI fut par la suite d'utiliser es onstantes libres dans haque sous-domaine pour former uneomposante grille grossière naturelle, e qui ontribua grandement àla élébrité des méthodes FETI,que nous exposerons au paragraphe 4.3.Nous allons déduire maintenant la formulation Shur dual ontinue. Pour ela dé�nissons les opérateursde Neumann-Dirihlet
SND
1 (g, gg , f) = UN

1 (g, gg , f)(α), SND
2 (g, gd, f) = UN

2 (g, gd, f)(α) . (4.13)L'équation u1(α) = u2(α) prend la forme d'une équation linéaire portant sur la variable d'interfae g :

SD g := SND
1 (g, 0, 0) − SND

2 (g, 0, 0) = −SND
1 (0, gg, f) + SND

2 (0, gd, f). (4.14)Etudions maintenant e système en dimension 2. Il est symétrique, et sa résolution par la méthode dugradient onjugué requiert à haque étape la résolution de deux problèmes ave onditions aux limitesde Neumann. Développons g en série de sinus dans la variable y omme préédemment. Les images
SDN
i se déomposent de la même façon, ave

̂SND
1 (g, 0, 0)(k) =

th(
√

η + k2π2 α)√
η + k2π2

ĝ(k),

̂SND
2 (g, 0, 0)(k) = −th(

√
η + k2π2 (1− α))√

η + k2π2
ĝ(k).

(4.15)Le symbole de l'opérateur SD est don
ŜD(k) =

1√
η + k2π2

(th(
√

η + k2π2 α) + th(
√

η + k2π2 (1− α))).Cette fois la fontion ŜD est déroissante. Le onditionnement de ŜD sur la grille de taille J peut êtreestimé par
K(SD) =

ŜD(1)

ŜD(J)
=

th(
√

η + π2 α) + th(
√

η + π2 (1− α))

2
√

η + π2

√
η + J2π2(1 +O(e−

√
η+J2π2α))

= O(J) = O(h−1).Le onditionnement est du même ordre que elui de Shur primal. Voii un exemple en Matlab quipermet de omparer en dimension 2 le onditionnement de la matrie A aux onditionnements desmatries des méthodes de Shur primal et Shur dual.43



for j=1:4J=10*2^(j-1); a=5*2^(j-1);eta=0;h(j)=1/(J+1);A=A2d(eta,J,J);A11=A(1:J*(a-1),1:J*(a-1)); % form blok deompositionAGG=A(J*(a-1)+1:J*a,J*(a-1)+1:J*a);A22=A(J*a+1:J*J,J*a+1:J*J);A1G=A(1:J*(a-1),J*(a-1)+1:J*a);AG1=A(J*(a-1)+1:J*a,1:J*(a-1));A2G=A(J*a+1:J*J,J*(a-1)+1:J*a);AG2=A(J*(a-1)+1:J*a,J*a+1:J*J);A1=[A11 A1GAG1 AGG/2℄;A2=[AGG/2 AG2A2G A22℄;R1=[zeros(size(AG1)) speye(size(AGG))℄;R2=[speye(size(AGG)) zeros(size(AG2))℄;Aond(j)=ondest(A);SPond(j)=ondest(AGG-AG1*(A11\A1G)-AG2*(A22\A2G));SDond(j)=ondest(R1*(A1\R1')+R2*(A2\R2'));end;loglog(h,Aond,'--b',h,SPond,'--r',h,SDond,'-.k',h,1./h.^2,'-b',h,1./h,'-r');xlabel('mesh size h')ylabel('ondition number')legend('A','Primal Shur','Dual Shur','h^{-1}','h^{-2}')Les résultats sont portés sur la �gure 4.2, où nous traçons les onditionnements de la matrie A, desmatries SD et SP , en fontion du pas du maillage h. Les résultats sont en aord ave les estimationsthéoriques.
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intérieurs, et nous ajoutons sur l'interfae ommun une relation obtenue au moyen de (4.6,4.7) :
g =

(u1)a − (u1)a−1

h
+

h

2
(η(u1)a − fa) =

(u2)a+1 − (u2)a
h

− h

2
(η(u2)a − fa),e qui donne un système global

−(u1)j+1 − 2(u1)j + (u1)j−1

h2
+ η (u1)j = (f1)j , 1 ≤ j ≤ a− 1,

− 1

h2
(u1)a−1 +

1

2
(η +

2

h2
)(u1)a =

1

h
g +

1

2
fa,

−(u2)j+1 − 2(u2)j + (u2)j−1

h2
+ η (u2)j = (f2)j , a+ 1 ≤ j ≤ J,

− 1

h2
(u2)a+1 +

1

2
(η +

2

h2
)(u2)a = −1

h
g +

1

2
fa.

(4.16)
Ce système s'érit sous forme matriielle :

(
A11 A1Γ

AΓ1
1
2AΓΓ

)(
u1

(u1)a

)
=

(
f1

1
2fa +

1
hg

)
, (4.17)

(
1
2AΓΓ AΓ2

A2Γ A22

)(
(u2)a
u2

)
=

(
1
2fa − 1

hg
f2

)
. (4.18)Dé�nissons les opérateurs de trae disrets G̃i (distints des Gi dé�nis au paragraphe 3.4 dans le asave reouvrement)

G̃1 : Ra → R, (u1, . . . , ua)
T 7→ ua,

G̃2 : RJ−a+1 → R, (ua, . . . , uJ )
T 7→ ua.Extrayons (u1)a de (4.17) et (u2)a de (4.18),

(u1)a = G̃1

(
u1

(u1)a

)
= G̃1

(
A11 A1Γ

AΓ1
1
2AΓΓ

)−1(
f1

1
2fa +

1
hg

)
, (4.19)

(u2)a = G̃2

(
(u2)a
u2

)
= G̃2

(
1
2AΓΓ AΓ2

A2Γ A22

)−1(1
2fa − 1

hg
f2

)
. (4.20)En érivant que es deux expressions sont égales, nous obtenons une équation portant sur g :

G̃1

(
A11 A1Γ

AΓ1
1
2AΓΓ

)−1(
f1

1
2fa +

1
hg

)
− G̃2

(
1
2AΓΓ AΓ2

A2Γ A22

)−1(1
2fa − 1

hg
f2

)
= 0, (4.21)et par linéarité

(
G̃1

(
A11 A1Γ

AΓ1
1
2AΓΓ

)−1

G̃T

1 + G̃2

(
1
2AΓΓ AΓ2

A2Γ A22

)−1

G̃T

2

)
g =

−h G̃1

(
A11 A1Γ

AΓ1
1
2AΓΓ

)−1(
f1
1
2fa

)
+ h G̃2

(
1
2AΓΓ AΓ2

A2Γ A22

)−1(1
2fa
f2

)
.

(4.22)Voii une implementation de la méthode Shur dual en Matlab, ave résolution du système par l'algo-rithme du gradient onjugué. La ourbe de onvergene est représentée �gure 4.3.Room;a=10; % deompositionh=1/(J+1);f=f(:);f(1:J)=f(1:J)+gg/h^2; % add boundary onditions into rhs45



f(end-J+1:end)=f(end-J+1:end)+gd/h^2;A=A2d(eta,J,J);A11=A(1:J*(a-1),1:J*(a-1)); % form blok deompositionAGG=A(J*(a-1)+1:J*a,J*(a-1)+1:J*a);A22=A(J*a+1:J*J,J*a+1:J*J);A1G=A(1:J*(a-1),J*(a-1)+1:J*a);AG1=A(J*(a-1)+1:J*a,1:J*(a-1));A2G=A(J*a+1:J*J,J*(a-1)+1:J*a);AG2=A(J*(a-1)+1:J*a,J*a+1:J*J);f1=f(1:J*(a-1));fG=f(J*(a-1)+1:J*a);f2=f(J*a+1:J*J);A1=[A11 A1GAG1 AGG/2℄;A2=[AGG/2 AG2A2G A22℄;G1=[zeros(size(AG1)) speye(size(AGG))℄;G2=[speye(size(AGG)) zeros(size(AG2))℄;Afun=�(x) G1*(A1\(G1'*x))+G2*(A2\(G2'*x));ft=-G1*(A1\[f1;fG/2℄)+G2*(A2\[fG/2;f2℄);[la,fl,r,it,rg℄=pg(Afun,ft,1e-6,100);u1=A1\(G1'*la+[f1;fG/2℄);u2=A2\(-G2'*la+[fG/2;f2℄);u=[zeros(1,J+2);gg reshape([u1;u2(J+1:end)℄,J,J) gd;zeros(1,J+2)℄;mesh(0:h:1,0:h:1,u); xlabel('x'); ylabel('y');pausesemilogy(0:length(rg)-1,rg,'-+');xlabel('iteration'); ylabel('residual'); legend('Dual Shur with CG')
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Figure 4.3 � Exemple de la méthode de Shur dual
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4.3 FETI et Neumann-NeumannLa méthode FETI (Finite Element Tearing and Interonnet) de Farhat et Roux est à la base uneméthode de Shur dual, mais dans sa formulation originale elle s'érit sous forme variationnelle (voirles premiers exposés à la onférene internationale sur les méthodes de déomposition de domaineshttp://www.ddm.org/onferenes.html). La solution du problème −∆u = f dans Ω, nulle au bordde Ω, réalise le minimum de la fontionnelle quadratique
J(v) =

1

2

∫

Ω
|∇v|2 dx−

∫

Ω
fv dxsur l'espae V des fontions, nulles au bord de Ω, dont le gradient est de arré intégrable sur Ω.Déomposons maintenant J sur les sous-domaines Ωi sans reouvrement,

J1(v) =
1

2

∫

Ω1

|∇v|2 dx−
∫

Ω1

fv dx, J2(v) =
1

2

∫

Ω2

|∇v|2 dx−
∫

Ω2

fv dx, J(v) = J1(v) + J2(v),et minimisons sur l'espae des ouples de fontions (v1, v2) telles que le gradient de vi est de arréintégrable sur Ωi, et v1 = v2 sur l'interfae ommun Γ. C'est un problème de minimisation sousontraintes égalités, que l'on peut érire au moyen du lagrangien
L(v1, v2, h) = J1(v1) + J2(v2) +

∫

Γ
h(v2 − v1) ds.Le minimum de J est atteint au point (u1, u2, g) où toutes les dérivées partielles du lagrangien sontnulles :

∂viL(u1, u2, g) = 0, i = 1, 2 et ∂hL(u1, u2, g) = 0.Les dérivées de es fontions quadratiques ou linéaires sont simples à aluler, par exemple pour ladérivée par rapport à la variable v1 en développant L(u1 + v1, u2, g) − L(u1, u2, g) et en négligeant leterme J1(v1). On obtient
∂viL(u1, u2, g) · vi =

∫

Ωi

∇ui · ∇vi dx−
∫

Ωi

fvi dx, i = 1, 2 et ∂gL(u1, u2, g) · h =

∫

Γ
h(u2 − u1) ds .La nullité des dérivées peut don se traduire par

∀v1 ∈ V1,

∫

Ω1

∇u1∇v1 dx−
∫

Ω1

fv1 dx−
∫

Γ
gv1 ds = 0,

∀v2 ∈ V2,

∫

Ω2

∇u2∇v2 dx−
∫

Ω2

fv2 dx−
∫

Γ
gv2 ds = 0,

∀h dé�ni sur Γ,∫
Γ
h(u2 − u1) ds = 0.

(4.23)Les deux premières équations du système (4.23) onstituent les formulations variationnelles en dimen-sion 2 des équations du système (4.12) ave donnée de Neumann g sur l'interfae. La troisième équationest la forme faible de l'équation de ontinuité u1 = u2 sur Γ. La résolution des deux premières équationset l'insertion dans la troisième donne la formulation variationnelle de la méthode de Shur dual (4.14).Elle est souvent résolue par une méthode d'éléments �nis, e qui mène à un système disret similaireà (4.22).La méthode FETI ontient deux ingrédients supplémentaires. Nous avons déjà évoqué la grillegrossière naturelle à la remarque 4.1. Nous y reviendrons au hapitre 5. Le deuxième ingrédient est lié aupréonditionnement. Nous avons vu que les méthodes de Shur primal et dual ont un onditionnement47



similaire. Mais il existe un lien beauoup plus important entre es deux méthodes : regardons leurssymboles ŜP et ŜD. Leur produit est égal à
ŜP ŜD = (coth(

√
η + k2π2 α) + coth(

√
η + k2π2 (1− α)))(th(

√
η + k2π2 α) + th(

√
η + k2π2 (1− α)))qui est une fontion déroissante omprise entre 4 et (coth(

√
η α) + coth(

√
η (1 − α)))(th(

√
η α) +

th(
√
η (1 − α))). Le onditionnement de SPSD est don indépendant de h : la méthode de Shurprimal est un préonditionneur idéal pour la méthode de Shur dual (et réiproquement), obtenantainsi un onditionnement indépendant du maillage. Plus préisément, au lieu de résoudre par uneméthode itérative le système de Shur dual (4.14) ave un onditionnement O( 1h), il est beauoup plusavantageux de résoudre le système préonditionné

(SDN
1 −SDN

2 )(SND
1 (g, 0, 0)−SND

2 (g, 0, 0), 0, 0) = (SDN
1 −SDN

2 )(−SND
1 (0, gg , f)+SND

2 (0, gd, f), 0, 0),(4.24)dont le onditionnement est O(1), par la méthode de Krylov. Joint à la grille grossière naturelle, 'estla méthode FETI.On peut évidemment inverser les deux proessus, 'est-à-dire préonditionner Shur primal parShur dual, e qui a été présenté dans la littérature sous le nom de méthode de Neumann-Neumann,voir [3℄. Elle peut aussi être implémentée ave une grille grossière naturelle, et prend alors le nom deBalaning Neumann-Neumann.Nous représentons sur la �gure 4.4 les spetres de la matrie A de départ, des méthodes de Shurprimal et dual, de la méthode de Shur primal préonditionnée par la méthode de Shur dual et vieversa, en fontion du pas du maillage. Dans ette représentation, les spetres sont tous réels, et nousutilisons l'axe y uniquement pour ne pas dessiner les spetres les uns sur les autres. 1
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Figure 4.4 � Spetres de A, Shur primal, Shur dual, Shur primal préonditionné par Shur dual andvie versa en fontion du pas du maillage. Les spetres sont réels, l'axe y est seulement utilisé pour lesdistinguerIl est intéressant de voir omment le spetre de la méthode de Shur primal se déale vers l'in�ni,omme le spetre de la matrie de départ, et en ontraste le spetre de la méthode de Shur duals'approhe de zéro. Les deux méthodes ont un onditionnement omparable, et nettement meilleur queelui de la matrie de départ, omme le montrent les trois premières olonnes du tableau i-dessous,pour diverses valeurs du nombre de points de grille J .
1. Pour es simulations, nous avons hoisi de déaler légèrement l'interfae du milieu du segment, ar si l'interfaeest au milieu du domaine, e qui donne une déomposition géométrique symétrique, la méthode de Shur primal estexatement l'inverse de la méthode de Shur dual, et ainsi le spetre de Shur primal préonditionné par Shur dual estréduit au point 1 (et vie versa). 48



J A Shur Primal Shur Dual Dual-Primal Primal-Dual10 48.37 6.55 7.28 1.11 1.1120 178.06 13.04 14.31 1.10 1.1040 680.62 25.91 28.26 1.09 1.09Tableau 4.1 � Conditionnement des matries des systèmes linéairesPar ontre pour les méthodes préonditionnées, le spetre reste onentré et le onditionnementest prohe de 1, indépendamment du pas du maillage, e qui montre que la méthode de Shur primalest un préonditionneur idéal pour la méthode de Shur dual, et vie-versa. Cette propriété peut êtredémontrée pour des déompositions beauoup plus générales que les deux sous-domaines utilisés ii,voir par exemple [43℄.4.4 Méthodes de Dirihlet-Neumann et Neumann-DirihletAu ours de l'histoire des méthodes de déomposition de domaines, le système (4.8) a été égalementrésolu par des méthodes itératives stationnaires. Dans l'algorithme de Dirihlet-Neumann, une suite
(gn, un1 , u

n
2 ) est dé�nie par l'algorithme alterné, dont une étape est donnée par

η un+1
1 −∆u1

n+1 = f dans Ω1, η un+1
2 −∆u2

n+1 = f dans Ω2,

un+1
1 (0, ·) = gg, un+1

2 (1, ·) = gd,

un+1
1 (α, ·) = gn,

dun+1
2

dx
(α, ·) =

dun+1
1

dx
(α, ·).

gn+1 = θun+1
2 (α, ·) + (1− θ)gn.Voii une implémentation en Matlab de la méthode de Dirihlet-Neumann en dimension 2, surl'exemple de la �gure 3.18 :eta=0; J=20; % number of interior mesh pointsx=0:1/(J+1):1; y=x; % finite differene mesh, inluding boundaryf=zeros(J,J+2); % soure term, inlude right boundaryf([y>0.4 & y<0.6℄,[x>0.4 & x<0.6℄)=50;gg=0.3*ones(J,1); gg(y>0.5 & y<0.9)=1;gd=zeros(J,1);a=10; % deompositionf1=f(:,2:a);f2=f(:,a+1:end);g=zeros(J,1); % zero initial guessh=1/(J+1);x1=0:h:a*h; % finite differene meshesx2=a*h:h:1;y=0:h:1;z1=zeros(1,a+1);z2=zeros(1,J-a+2); % for plotting purposesth=0.5; % relaxation parametere=ones(J,1); % onstrut normal derivativepe=1e12;Na=[speye(J) -spdiags([-e (eta*h^2+4)*e -e℄/2,[-1 0 1℄,J,J)℄/h;ue=Solve2dR(f,eta,0,J+1,gg*pe,gd,pe,0);for i=1:20u1=Solve2d(f1,eta,0,a,gg,g);ta=Na*[u1(:,end-1);u1(:,end)℄+f2(:,1)*h/2;u2=Solve2dR(f2,eta,a,J+1,ta,gd,0,0);g=th*u2(:,1)+(1-th)*g; 49



mesh(x1,y,[z1;u1;z1℄); hold on;mesh(x2,y,[z2;u2;z2℄);hold offxlabel('x'); ylabel('y'); zlabel('Dirihlet Neumann iterates');pauseendNous montrons sur la �gure 4.5 que le hoix du paramètre de relaxation θ est ruial, et le meilleurhoix dépend malheureusement de la position de l'interfae. Si les sous-domaines et le problème sontsymétriques, le hoix θ = 1
2 est optimal, omme on peut le voir sur la première ligne de la �gure 4.5.Par ontre, lorsque l'interfae est plus à gauhe en a = 3, la méthode onverge très mal pour e hoixde θ et peut même diverger (deuxième ligne). Il faut hoisir θ plus petit pour rétablir la onvergeneoptimale (troisième ligne).
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xyInterfae en α = 0.15, θ = 0.3Figure 4.5 � Méthode de Dirihlet-Neumann : représentation des trois premières itérations de gauheà droite, pour trois ouples de valeurs (α, θ)En termes d'opérateurs de Dirihlet-Neumann et Neumann-Dirihlet, l'algorithme s'érit

gn+1 = gn + θ
(
SND
2 (SDN

1 (gn, gg, f), gd, f)− gn
)
.C'est un algorithme de Rihardson de paramètre θ pour la résolution du système linéaire d'inonnue

g,
SND
2 (SDN

1 (g, gg, f), gd, f) = g.50



Nous utilisons maintenant le fait que SND
2 (SDN

2 (g, gd, f), gd, f) = g pour toutes fontions f , gd et g,pour érire le système linéaire sous la forme
SND
2 (SDN

1 (g, gg , f)− SDN
2 (g, gd, f), gd, f) = 0. (4.25)C'est don un algorithme de Rihardson pour la résolution du problème de Shur primal (4.10) pré-onditionné par SND

2 .Pour l'algorithme de Neumann-Dirihlet, une suite (gn, un1 , u
n
2 ) est dé�nie par

η un+1
1 −∆u1

n+1 = f dans Ω1, η un+1
2 −∆u2

n+1 = f dans Ω2,

un+1
1 (0, ·) = gg, un+1

2 (1, ·) = gd,

dun+1
1

dx
(α, ·) = gn, un+1

2 (α, ·) = un+1
1 (α, ·).

gn+1 = θ
dun+1

2

dx
(α, ·) + (1− θ)gn.En termes d'opérateurs de Dirihlet-Neumann et Neumann-Dirihlet, et algorithme s'érit

gn+1 = gn + θ
(
SDN
2 (SND

1 (gn, gg, f), gd, f)− gn
)e qui est de nouveau un algorithme de Rihardson pour la résolution du système linéaire pour g :

SDN
2 (SND

1 (g, gg, f), gd, f) = g,ou enore de
SDN
2 (SND

1 (g, gg , f)− SND
2 (g, gd, f), gd, f) = 0. (4.26)C'est maintenant un algorithme de Rihardson pour la résolution du problème de Shur dual (4.14)préonditionné par SDN

2 .Une déomposition en modes de Fourier omme pour l'analyse des méthodes de Shur montre quela ondition des deux systèmes (4.25) et (4.26), ne dépend pas du pas du maillage h.5 Préonditionneur grille grossièrePour exposer les di�érentes méthodes dans un adre simple, nous avons onsidéré dans les hapitrespréédents des déompositions en deux sous-domaines. En réalité les ordinateurs parallèles ont desmilliers, voire même des entaines de milliers de proesseurs, et il faut déomposer les domaines enautant de sous-domaines pour bien paralléliser le proessus de résolution. Mais toutes les méthodesitératives que nous avons vues perdent de leur e�aité lorsque le nombre de sous-domaines augmente.On dit que es méthodes ne sont pas salables. Il faut ajouter à toutes es méthodes une nouvelleomposante pour obtenir des méthodes salables, et ei est le sujet de e hapitre.5.1 Problèmes de salabilitéIl y a deux types de salabilité pour un algorithme : la salabilité forte, et la salabilité faible.Salabilité forte : Pour un problème de taille �xée, le temps d'exéution est inversement propor-tionnel au nombre de proesseurs.Salabilité faible : le temps d'exéution ne varie pas lorsque l'on augmente la taille du problème etle nombre de proesseurs dans la même proportion.Dans le adre des méthodes de déomposition de domaines, la salabilité est mesurée par rapportau nombre de sous-domaines. Le domaine Ω = [0, 1] est déomposé en I sous-domaines Ωi = [αi, βi]de taille Hi, ave reouvrement δi = βi − αi+1 > 0, voir �gure 5.1. Nous supposerons que seuls deuxsous-domaines suessifs se touhent, 'est-à-dire que pour tout i, βi−1 < αi+1.51
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xFigure 5.1 � Déomposition en sous-domainesÉtudions numériquement sur le problème modèle monodimensionnel ave η = 0, la salabilité de laméthode de Shwarz parallèle. Pour l'équation ∂xxu = 0 ave des onditions de Dirihlet sur les bords
u(0) = gg et u(1) = gd, l'algorithme de Shwarz parallèle alule ainsi à haque étape n = 1, 2, . . ., unefontion uni dans le domaine i par l'algorithme

∂xxu
n
i = 0 dans Ωi,

uni (αi) = un−1
i−1 (αi), uni (βi) = un−1

i+1 (βi),
(5.1)ave les données au bord physiques un1 (α1) = gg et unI (βI) = gd. Nous illustrons les performanes deet algorithme par rapport au nombre de sous-domaines sur la �gure 5.2, où sont traées les ourbes deonvergene pour 2, 4, 8 et 16 sous-domaines. Les tests seront les mêmes tout au long de e hapitre :Cas testSur les deux �gures du haut, nous étudions la salabilité forte : la taille du problème global est �xéeà J0 = 511, et nous faisons varier le nombre de sous-domaines : 2, 4, 8, 16 sous-domaines.Sur les deux �gures du bas, nous étudions la salabilité faible : lorsque le nombre de sous-domaines aug-mente (2, 4, 8, 16), la taille du problème global augmente en proportion (J = 511, 1023, 2047, 4095).Sur les �gures de gauhe le reouvrement entre les sous-domaines est onstant égal à h0 = 20/(J0+1).Sur les �gures de droite le reouvrement diminue en proportion du nombre de sous-domaines.
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iteration(a) Etude de salabilité forte : δ de taille onstante 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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iteration(b) Etude de salabilité forte : δ diminue ave H
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iteration() Etude de salabilité faible : δ de taille onstante 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
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iteration(d) Etude de salabilité faible : δ diminue ave HFigure 5.2 � Résolution du système (2.13) ave un nombre roissant de sous-domainesDans tous les as, il apparaît lairement que la onvergene se dégrade lorsque l'on augmente lenombre de sous-domaines. Puisque le but de la déomposition en sous-domaines est, soit d'obtenirune solution plus rapidement, soit de résoudre un problème de plus grande taille, on peut dire que ebut n'est pas atteint : en augmentant le nombre de sous-domaines, le nombre d'itérations augmente,le temps de alul devient de plus en plus grand, e qui rend la méthode inutilisable pour le alulparallèle à grande éhelle.5.2 Expliations intuitives et mathématiquesPourquoi la méthode ralentit-elle lorsque l'on ajoute des sous-domaines ? L'expliation est visiblesur la �gure 5.3, où nous montrons les premières itérations d'une méthode de Shwarz parallèle pourle as de deux sous-domaines sur la première ligne de graphiques, et 16 sous-domaines sur la deuxièmeligne. La solution exate du problème est la ligne droite. La donnée initiale de l'algorithme est 0 surtous les bords des sous-domaines, sauf aux bords extérieurs. Dans le as de deux sous-domaines, ladeuxième itération ommene à s'approher de la solution herhée sur les deux sous-domaines. Il enva tout autrement dans le as de seize sous-domaines, où même après six itérations, les sous-domainestrop éloignés de la ondition au bord droit ont enore omme approximation zéro, la donnée initialehoisie pour ette exemple. La transmission entre les sous-domaines étant loale, la ondition au borddroit ne pourra être transmise au premier sous-domaine qu'après seize itérations.53



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
x

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

PSfrag replaements
xFigure 5.3 � Premières itérations d'une méthode de Shwarz parallèle : deux sous-domaines sur lapremière ligne, 16 sous-domaines sur la deuxièmeNous faisons maintenant l'analyse de et exemple simple. De nouveau eni = uni −u est l'erreur dansle domaine Ωi à l'itération n. Elle est donnée expliitement par

eni =
1

βi − αi

(
en−1
i+1 (βi)(x− αi) + en−1

i−1 (αi)(βi − x)
)
.Introduisons les oe�ients a−i =

βi−βi−1

βi−αi
, b−i =

βi−1−αi

βi−αi
, a+i =

βi−αi+1

βi−αi
, b+i =

αi+1−αi

βi−αi
, qui s'érivent aumoyen des tailles aratéristiques de la déomposition

a+i =
δi
Hi

, b−i =
δi−1

Hi
, a−i = 1− b−i , b+i = 1− a+i .Nous érivons alors les relations de réurrene

eni (βi−1) = a−i e
n−1
i−1 (αi) + b−i e

n−1
i+1 (βi),

eni (αi+1) = a+i e
n−1
i−1 (αi) + b+i e

n−1
i+1 (βi).Elles se traduisent en un grand système portant sur les valeurs des erreurs à l'interfae




en1 (α2)
en2 (β1)
en2 (α3)
en3 (β2)
en3 (α4)...

enI−1(βI−2)
enI−1(αI)
enI (βI−1)




=




0 b+1 0
a−2 0 0 b−2
a+2 0 0 b+2 0

0 a−3 0 0 b−3
a+3 0 0 b+3 0. . . . . . . . . . . . . . .

0 a−I−1 0 0 b−I−1

a+I−1 0 0 b+I−1

0 a−I 0







en−1
1 (α2)

en−1
2 (β1)

en−1
2 (α3)

en−1
3 (β2)

en−1
3 (α4)...

en−1
I−1 (βI−2)

en−1
I−1 (αI)

en−1
I (βI−1)




. (5.2)
Réordonnons les inonnues en supposant pour simpli�er que I est pair. Nous obtenons le système
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anti-diagonal par blos



en1 (α2)
en3 (β2)
en3 (α4)...

enI−1(βI−2)
enI−1(αI)

en2 (β1)
en2 (α3)
en4 (β3)
en4 (α5)...
enI (βI−1)




=




b+1
a−3 b−3
a+3 b+3 . . .

a−I−1 b−I−1

a+I−1 b+I−1

a−2 b−2
a+2 b+2

a−4 b−4
a+4 b+4 . . .

a−I







en−1
1 (α2)

en−1
3 (β2)

en−1
3 (α4)...

en−1
I−1 (βI−2)

en−1
I−1 (αI)

en−1
2 (β1)

en−1
2 (α3)

en−1
4 (β3)

en−1
4 (α5)...

en−1
I (βI−1)




,

(5.3)dont nous noterons AH =
(

0 A1
A2 0

) la matrie. Sur e système il est visible que les valeurs des erreursdans les sous-domaines pairs dépendent seulement des erreurs dans les sous-domaines impairs, et vie-versa. Il faut don deux itérations de l'algorithme pour voir tous les domaines a�etés par l'algorithme,et nous allons nous intéresser à la matrie A2
H , qui est diagonale par blos, ar

AH =

(
0 A1

A2 0

)
=⇒ A2

H =

(
A1A2 0
0 A2A1

)
.Nous mesurons la qualité de l'algorithme par la norme eulidienne de A2

H , que nous estimons mainte-nant. Rappelons que la norme eulidienne d'une matrie A est dé�nie par
‖A‖2 = sup

x 6=0

‖Ax‖2
‖x‖2

.La norme de A est aussi égale à la raine arrée du rayon spetral de ATA ('est-à-dire le plus grandmodule des valeurs propres). Pour une matrie A symétrique, sa norme est égale à son rayon spetral.Pour simpli�er les aluls, nous supposons que la déomposition est régulière, 'est-à-dire tous lesintervalles de même longueur H, tous les reouvrements de même taille δ. Il ne reste alors plus quedeux paramètres : la taille H = 1/I du sous-domaine, et b = δ/H, puisque b−i = a+i := b = δ/H et
a−i = b+i = a = 1− b.Théorème 5.1 Pour une déomposition régulière, la norme eulidienne de A2

H est bornée par
‖A2

H‖2 ≤ 1− 4b(1− b) sin2
(πH

2

)
, b =

δ

H
.De plus ette estimation est optimale asymptotiquement si b est onstant et H tend vers 0 : il existeun veteur y tel que

‖A2
Hy‖2

‖y‖2
∼ 1− b(1− b)(1 + 2b(1 + b)) (πH)2 .Démonstration La norme de A2

H est égale au maximum des normes de A1A2 et A2A1. Le produit
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des deux matries devient dans le as régulier
A1A2 =




a
a b
b a . . .

a b
b a







a b
b a . . .

a b
b a

a




=




a2 ab
ab a2 ab b2

b2 ab a2 ab 0
0 ab a2 ab b2

b2 ab a2 ab 0. . . . . . . . . . . . . . .
b2 ab a2 ab 0

0 ab a2 ab
b2 ab a2




= M + b2F.

La matrie M est tridiagonale symétrique, sa norme est égale à son rayon spetral
‖M‖2 = a2 + 2ab cos

(π
I

)
.Nous noterons λ ette quantité. La matrie F est donnée par

F




x1
x2...

xI−2

xI−1




=




0
x4
x1
x6
x3...
xI−2

xI−5

0
xI−3


si bien que

‖Fx‖22
‖x‖22

=

∑

i 6=2,I−1

|xi|2

∑

i

|xi|2
,et ‖F‖2 = 1. Nous pouvons en onlure que

‖A1A2‖2 = ‖b2F +M‖2 ≤ b2 + a2 + 2ab cos
(π
I

)
,
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et il en est de même pour A2A1 qui s'érit M + b2F ′, ave
F ′




x1
x2...
xI−2

xI−1




=




x3
0
x5
x2
x7
x4...

xI−6

xI−1

xI−4

0


et ‖F ′‖2 = 1 . Compte-tenu de e que a+ b = 1, nous pouvons don érire

‖A2
H‖2 ≤ (a+ b)2 − 4ab sin2

( π
2I

)
= 1− 4b(1 − b) sin2

( π
2I

)
∼ 1− b(1− b)

(π
I

)2
.Pour se onvainre que ette majoration est optimale, alulons la norme eulidienne de A2

Hy où
y =

(
x
x
) et x est le veteur propre de M assoié à la plus grande valeur propre λ, dont les omposantessont données par xj = sin jπ

I .
‖A2

Hy‖22
‖y‖22

=
I − 4 + (1− b)2 + (1− b2)2 + (1− b(1− b))2

I − 1
= 1− 4

b

I − 1
(1− b)(1 +

1

2
b2).Calulons d'abord la norme eulidienne de A1A2x = Mx+ b2Fx = λx+ b2Fx :

‖λx+ b2Fx‖22 = ‖(λx1, λx2 + b2x4, λx3 + b2x1, . . . )‖22

= λ2
I−1∑

j=1

x2j + b4
∑

j 6=2,I−1

x2j + 2λ b2
I−3∑

j=1

xjxj+2.Grâe à l'égalité
I−1∑

j=0

cos
2jπ

I
= 0, don I−1∑

j=1

cos
2jπ

I
= −1,nous pouvons aluler le premier terme

I−1∑

j=1

x2j =

I−1∑

j=1

sin2
jπ

I
=

1

2

I−1∑

j=1

(1− cos
2jπ

I
) =

I

2
.Calulons maintenant le troisième terme

I−3∑

j=1

xjxj+2 =
I−3∑

j=1

sin
jπ

I
sin

(j + 2)π

I

=
1

2

I−3∑

j=1

(cos
2π

I
− cos

2(j + 1)π

I
)

=
1

2

(
(I − 3) cos

2π

I
−

I−2∑

j=2

cos
2jπ

I

)
)

=
1

2

(
(I − 3) cos

2π

I
− (−1− cos

2π

I
− cos

2(I − 1)π

I
)
)

=
1

2

(
(I − 3) cos

2π

I
− (−1− 2 cos

2π

I

)

=
1

2

(
(I − 1) cos

2π

I
+ 1
)
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Nous pouvons maintenant aluler
‖λx+ b2Fx‖22 =

I

2
λ2 + b4(

I

2
− x22 − x2I−1) + λ b2

(
(I − 1) cos

2π

I
+ 1
)
.Développons ette dernière expression omme polyn�me en I : ‖λx+ b2Fx‖22 = I

2M1 +M2, ave
M1 = λ2 + 2λ b2 cos 2π

I + b4,
M2 = −b4(sin2 π

I + sin2 π
I ) + λ b2(1− cos 2π

I ),et
‖λx+ b2Fx‖22

‖x‖22
= M1 +

2

I
M2.Lorsque θ = π/I est petit, λ est un O(1) et M2 un O(θ2), si bien que pour développer à l'ordre 2 laquantité préédente, il su�t de développer M1. Pour ela nous proédons omme plus haut,

λ ∼ a2 + 2ab− ab θ2, λ+ b2 ∼ 1− ab θ2,puis
M1 = (λ+ b2)2 − 2λb2(1− cos 2π

I ),
∼ (1− ab θ2)2 − 4b2(a2 + 2ab)θ2,
∼ 1− 2ab(1 + 2b(a+ 2b)) θ2

∼ 1− 2ab(1 + 2b(1 + b)) θ2 ,et don
‖λx+ b2Fx‖22

‖x‖22
∼ 1− 2ab(1 + 2b(1 + b)) θ2 .Pour obtenir le résultat omplet, il su�t maintenant d'érire

‖A2
Hy‖22 = ‖λx+ b2Fx‖22 + ‖λx+ b2F ′x‖22,et de noter que les deux quantités ontenant x sont égales. En e�et

‖λx+ b2F ′x‖22 = ‖(λx1 + b2x3, λx2, λx3 + b2x5, . . . )‖22

= λ2
I−1∑

j=1

x2j + b4
∑

j 6=1,I−2

x2j + 2λ b2
I−3∑

j=1

xjxj+2 ,et x2 = xI−2 et x1 = xI−1. Don
‖A2

Hy‖22
‖y‖22

=
‖λx+ b2Fx‖22

‖x‖22
∼ 1− 2ab(1 + 2b(1 + b)) θ2 .Nous avons don montré que la norme eulidienne de la matrie A2

H tend rapidement vers 1 lorsquele nombre de sous-domaines augmente, e qui entraîne que la suite des solutions dans les sous-domainesonverge de moins en moins vite. Il est néessaire d'ajouter un méanisme pour orriger e problème,'est l'ajout d'une grille grossière, que nous présentons maintenant.
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5.3 Constrution d'un solveur grille grossière. Méthode à deux niveauxNous avons vu que la motivation pour introduire un alul grossier est de propager l'informationrapidement entre tous les sous-domaines. Mais le alul lui-même di�ère suivant les méthodes, et lesauteurs (voir par exemple [43℄). La grille grossière est onstituée d'un ensemble de points dont nousdisuterons la position par la suite. La façon la plus simple d'opérer est de aluler un résidu aprèshaque itération de l'algorithme, et ensuite d'utiliser une équation de orretion pour e résidu sur lagrille grossière, omme pour la méthode multi-grille. On parle alors de méthode à deux niveaux, l'étape
n est déomposée omme suit :Calul du résidu sur la grille �ne : rn = f −Aun ,Restrition du résidu à la grille grossière : rc = Rrn ,Résolution de l'équation disrétisée sur la grille grossière : uc = A−1

c rc ,Extension de uc à la grille �ne et orretion de un : un = un + Euc.Ii, l'opérateur E représente l'extension d'un veteur dé�ni sur la grille grossière à la grille �ne parinterpolation a�ne, R la restrition sur la grille grossière d'un veteur dé�ni sur la grille �ne, sesoe�ients sont donnés par moyennisation, soit Rij = Eji/
∑

k Eki . La matrie Ac est la matrie dela disrétisation du problème sur la grille grossière, alulée par la méthode de Galerkin, Ac = RAE.Pour une matrie A et une grille grossière données, le programme suivant alule les matries E, R et
Ac.funtion [E,R,A℄=CoarseOperators(Im,A)% COARSE ompute oarse grid omponents in one dimension% [E,R,A℄=CoarseOperators(Im,A), omputes for a given oarse grid% Im and the disretization matrix A a linear extension operator E,% the orresponding restrition operator R, and the oarse system% matrix A.J=size(A,1); I=length(Im);R=sparse(I-1,J); E=sparse(J,I-1);for i=1:Iif i==1dx=1/Im(i); E(1:Im(i)-1,i)=dx:dx:1-dx; % linear extensionelsedx=1/(Im(i)-Im(i-1)); E(Im(i-1):Im(i)-1,i)=0:dx:1-dx;endif i==Idx=1/(J-Im(i)+1); E(Im(i):J,i)=1:-dx:dx;elsedx=1/(Im(i+1)-Im(i)); E(Im(i):Im(i+1)-1,i)=1:-dx:dx;endR=E'; R=diag(1./sum(R'))*R; % restritionend;A=R*A*E; % Galerkin oarse matrixNous pouvons maintenant utiliser es omposantes dans le programme Matlab suivant, qui réalise endimension un une méthode de Shwarz sur un nombre arbitraire de sous-domaines de taille quelonque.Ce programme ontient un paramètre CC qui permet de déider de l'utilisation ou non d'une grillegrossière. C'est elui que nous avons utilisé pour réaliser les expérienes des �gures 5.2 et 5.3, et avelequel nous testons maintenant l'e�et de l'ajout d'une grille grossière.funtion [u,err℄=SolveDD(f,eta,a,b,gg,gd,Ii,d,u0,CC,N)% SOLVEDD solves 1d model problem with domain deomposition% u=SolveDDPrivate(f,eta,a,b,gg,gd,Ii,d,u0,CC,N); solves% (eta-dxx)u=f on the 1d domain (a,b) with Dirihlet onditions u=gg% and u=gd on the equidistant grid defined by the length of the rhs59



% f using a Shwarz algorithm. Subdomains are defined by the indies% Ii(j) of a non-overlapping deomposition, enlarged by d mesh sizes% in both diretions to obtain an overlapping one, using the initial% guess u0, doing N iterations. CC==0 uses no oarse grid, CC==1 a% oarse grid with nodes entered in the subdomains, and CC==2 an% optimized oarse grid for parallel Shwarz or RASue=Solve1d(f,eta,a,b,gg,gd); % referene solutionu=[gg;u0;gd℄; % initial guessJ=length(f); h=(b-a)/(J+1); x=a:h:b;ai=[1,Ii(2:end-1)-d℄; bi=[Ii(2:end-1)+d,J℄; % onstrut overlapping deA=A1d(eta,a,b,J);err(1)=norm(u-ue,inf);ft=f; ft(1)=ft(1)+1/h^2*gg; ft(end)=ft(end)+1/h^2*gd;if CC==1 % ompute oarse omponentsIm=Coarse(Ii); [E,R,A℄=CoarseOperators(Im,A);elseif CC==2Im=CoarseOpt(Ii); [E,R,A℄=CoarseOperators(Im,A);end;for n=1:N % Shwarz iterationsuo=u;udd=u;r=ft-A*uo(2:end-1);for j=1:length(ai) % subdomain solvestmp=Solve1d(f(ai(j):bi(j)),eta,(ai(j)-1)*h,(bi(j)+1)*h,uo(ai(j)),uo(bi(j)+2));if j==1 % ompose a global solutionu(ai(j):bi(j)+2-d+1)=tmp(1:end-d+1);elseif j==length(ai)u(ai(j)+d+1:bi(j)+2)=tmp(1+d+1:end);elseu(ai(j)+d+1:bi(j)+2-d+1)=tmp(1+d+1:end-d+1);endend;if CC % oarse grid orretionr=ft-A*u(2:end-1);u=A\(R*r);u(2:end-1)=u(2:end-1)+E*u;end;err(n+1)=norm(u-ue,inf);plot(x,u,'o',x,ue,'-');title(['iteration number ' num2str(n)℄)xlabel('x')end;Nous utilisons maintenant e ode pour réaliser les tests dérits page 52. Nous hoisissons d'abord lesn÷uds de la grille grossière de façon lassique (f [43℄), 'est-à-dire aux entres des sous-domaines :funtion Im=Coarse(Ii)% COARSE ompute oarse grid loation in one dimension% Im=Coarse(Ii) omputes for a non overlapping domain deomposition% given by the vetor of interfae indies Ii oarse grid nodes% loated in the enter of subdomainsI=length(Ii)-1;for i=1:IIm(i)=round((Ii(i+1)+Ii(i))/2);end; 60



Les résultats sont présentés sur la �gure 5.4.
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iteration(d) Etude de salabilité faible : δ diminue ave HFigure 5.4 � Résolution du système (2.13) ave un nombre roissant de sous-domaines, sans et avegrille grossière (oarse) lassiqueNous voyons que dans le as d'un reouvrement de taille onstante (�gures de gauhe), la grillegrossière améliore nettement la onvergene, et la rapidité augmente lorsque l'on augmente le nombrede sous-domaines. Lorsque la taille du reouvrement diminue ave la taille des sous-domaines (�guresde droite), la onvergene est maintenant indépendante du nombre de sous-domaines.Ces résultats illustrent la aratéristique prinipale des méthodes de Shwarz à deux niveaux, qui aété établie dans un adre géométrique général en deux ou trois dimensions pour la méthode de Shwarzadditive dans [11℄ :Théorème 5.2 Le onditionnement du système préonditionné par la méthode de Shwarz additif avegrille grossière est majoré par
C(1 +

H

δ
) (5.4)où C est une onstante indépendante de H et δ.Démonstration Voir [43℄. 61



Ce résultat théorique explique les omportements dérits sur la �gure 5.4. En e�et, si dans l'es-timation (5.4), δ est onstant et H déroît, le onditionnement déroît et la onvergene s'améliore,tandis que si δ tend vers 0 ave H, le onditionnement reste onstant.Nous montrons maintenant sur la �gure 5.5 les premières itérations de la méthode de Shwarz avegrille grossière pour 16 sous-domaines.
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globale à l'étape n est dé�nie soit ave une partition de l'unité omme nous l'avons dérit page 21,soit omme nous l'avons fait dans le ode en reollant les solutions par sous-domaines aux entres desreouvrements (omme dans RAS). Elle est alors disontinue en es points, et le résidu assoié estnul partout sauf en es points. Une projetion sur les fontions a�nes sur la grille grossière dont lesn÷uds sont aux entres des sous-domaines va moyenner e résidu et le distribuer sur la grille grossière.Nous en avons pointé les onséquenes sur les premières itérations �gure 5.5. Nous pouvons faire uneorretion grille grossière beauoup plus préise en hoisissant deux points dans le reouvrement, depart et d'autre du point de disontinuité. Le programme Matlab i-dessous dé�nit ette nouvelle grillegrossière, et la �gure suivante illustre les propriétés de onvergene de l'algorithme ave ette grillegrossière.funtion Im=CoarseOpt(Ii)% COARSEOPT ompute optimized oarse grid loation in one dimension% Im=Coarse(Ii) omputes for a non overlapping domain deomposition% given by the vetor of interfae indies Ii oarse grid nodes% loated around the disontinuities of a parallel Shwarz methodfor i=1:length(Ii)-2; % oarse grid points inIm(2*i-1)=Ii(i+1)-1; % the enter of overlapsIm(2*i)=Ii(i+1); % permitting disontinuitiesend;
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PSfrag replaementsGGresidual iteration(b) Etude de salabilité faible : δ diminue ave HFigure 5.7 � Résolution du système (2.13) ave un nombre roissant de sous-domaines, ave grillegrossière adaptée aux disontinuités, ave ou sans algorithme de KrylovDe l'étude de es traés nous pouvons tirer plusieurs onlusions. D'abord la onvergene est denouveau indépendante du nombre de sous-domaines, ensuite elle est beauoup plus rapide qu'avela grille grossière lassique (remarquons dans la �gure que l'éhelle est di�érente de elle des aspréédents, puisque nous n'avons traé que 10 itérations). Par exemple dans l'étude de salabilité forte,pour 16 sous-domaines, on atteint un résidu de 10−6 en deux itérations ave ou sans Krylov, alors qu'ilen fallait 16 ave la grille lassique et une méthode de Krylov. Sans Krylov, après 50 itérations, le résidun'avait atteint que 10−4. Il semble qu'ave e hoix de grille grossière, l'algorithme est si performantque l'ajout de Krylov n'est pas vraiment néessaire. Nous avons fait une observation similaire au sujetde l'aélération de onvergene produite par la méthode de Shwarz optimisée, voir �gure 3.20.Remarque 5.1 La orretion de grille grossière optimisée est parfaite lorsque η = 0, ar les itéréessont a�nes. Nous avons don hoisi, pour ette dernière expériene, η = 5.63



Nous montrons en�n sur la �gure 5.8 une omparaison des deux méthodes présentées.
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PSfrag replaementserror in iterationFigure 5.8 � Comparaison de la méthode Shwarz additif ave grille grossière lassique ave la méthodede Shwarz parallèle de Lions et grille grossière optimisée, ave ou sans KrylovPour les méthodes FETI ou Neumann-Neumann, il y a un andidat naturel pour faire une orretiongrille grossière, omme nous l'avons déjà mentionné dans la remarque 4.1 : pour les sous-domaines qui netouhent pas le bord physique ave onditions de Dirihlet, la solution des problèmes ave onditionsde Neumann ont une solution dé�nie seulement à une onstante près. On peut alors déterminer laonstante qui reste libre dans le sous-domaine par un alul grossier, et faire une étude analogue à elledu théorème 5.2, voir [12, 32℄ pour Neumann-Neumann et [33℄ pour FETI.Théorème 5.3 Le onditionnement du système FETI ou balaning Neumann-Neumann est majorépar
C(1 + log(

H

h
))2 (5.5)où C est une onstante indépendante de H et h.Démonstration Voir [43℄.6 Méthodes de parallélisation pour des problèmes en espae-tempsRevenons maintenant à un problème d'évolution en temps, de type haleur, ondes, ou même Shrö-dinger. Pour aluler de façon approhée une solution en espae et en temps, on hoisira de préféreneun shéma impliite en temps dans le premier et le troisième as, expliite dans le deuxième. Unedisrétisation en temps uniforme sur le domaine produira alors dans le as expliite une parallélisationnaturelle, sans néessité d'itérer entre les proesseurs. Par ontre pour un shéma impliite, on estamené à résoudre à haque pas de temps une équation elliptique (f début de setion 2.4). Celle-ipourra être résolue par une des méthodes de déomposition de domaines dé�nies dans les setionspréédentes. Dans la perspetive du ouplage de modèles, ou de ra�nement loal en temps, il peutependant être intéressant de pouvoir itérer entre les sous-domaines sur un intervalle de temps omposéde plusieurs pas de temps. Cela évite également d'avoir à ommuniquer entre les proesseurs à haquepas de temps, augmentant ainsi le ratio entre temps de alul et temps de ommuniation. Tout elafait l'objet des algorithmes de Shwarz relaxation d'onde introduits dans [20℄, et les méthodes optimi-sées développées par la suite, dans [18℄ par exemple. Ces méthodes font l'objet de la première partiede e hapitre. 64



Ave l'utilisation des ordinateurs massivement parallèles, il peut arriver que le nombre de proes-seurs soit trop grand pour les néessités de la parallélisation en espae. Un exemple extrême est larésolution d'une équation di�érentielle ordinaire salaire. Le alul d'une seule omposante ne peutévidemment pas être parallélisé. Par ontre, pour des aluls en temps très long (omme en astro-physique par exemple), il est néessaire de paralléliser les aluls dans la diretion du temps. Nousaborderons également ette question dans e hapitre, et onlurons ave un exemple de résolution parune méthode en espae-temps très générale.6.1 Méthodes de Shwarz relaxation d'onde alternée et parallèleConsidérons de nouveau l'équation de la haleur en dimension 1 d'espae sur l'intervalle Ω = [0, 1],et sur l'intervalle de temps [0, T ]. Le problème aux limites
∂tu− ∂xxu = f dans Ω× [0, T ],

u(·, 0) = u0 dans Ω,
u(0, ·) = gg,
u(1, ·) = gd,

(6.1)a une solution unique u(x, t). Voii une implémentation en Matlab d'un solveur pour e problème, oùnous avons hoisi f = 0 pour simpli�er :funtion u=Heat(a,b,u0,gg,gd,T);% HEAT solves the heat equation in one dimension% u=Heat(a,b,u0,gg,gd,T); solves the heat equation du/dt=d^2u/dx^2% on (a,b)x(0,T) using finite differene and Bakward Euler with% initial ondition u0 and Dirihlet boundary onditions gg and gdJ=length(u0)-2; M=length(gg);u(1,:)=u0; u(2:M+1,1)=gg; u(2:M+1,J+2)=gd; % add initial and boundary onditionsdt=T/M; dx=(b-a)/(J+1);A=A1d(1/dt,a,b,J);for i=1:M, % time steppingtemp=u(i,2:J+1)'/dt;temp(1)=temp(1)+gg(i)/dx^2; % add the boundary valuestemp(J)=temp(J)+gd(i)/dx^2;u(i+1,2:J+1)=(A\temp)';end;Pour obtenir une solution de référene, nous partons d'une donnée initiale gaussienne. Au tempsinitial nous éteignons le hau�age au entre du barreau pour observer le refroidissement de l'objet, puisnous hau�ons l'extrémité gauhe à partir de l'instant t = 0.1 s. Le temps d'observation est de 0.2 s.Le petit programme Matlab BarTime.m i-dessous e�etue ette simulation. L'évolution de la solutionest représentée sur la �gure 6.1.T=0.2;J=61; M=100; % spae and time disretization pointsdx=1/(J-1); dt=T/M;x=(0:dx:1); t=(0:dt:T)'; % spae and time meshesu0=exp(-20*(0.55-x).^2); % initial onditiongg=zeros(M,1); gd=zeros(M,1); % Dirihlet boundary onditionsgg(t(2:end)>=0.1)=0.5;u=Heat(0,1,u0,gg,gd,T);mesh(x,t,u); xlabel('x'); ylabel('t'); zlabel('solution')axis([0 1 0 T 0 max(max(u))℄); 65
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PSfrag replaements solution
t xFigure 6.1 � Exemple d'une solution instationnaire de l'equation de la haleurReprenons la déomposition de Ω en Ω1 = [0, β] et Ω2 = [α, 1], ave Γ1 = {β} et Γ2 = {α},

δ = β − α. L'algorithme de Shwarz relaxation d'onde parallèle s'érit pour n = 1, 2, . . .

∂tu
n
1 − ∂xxu

n
1 = f dans Ω1 × [0, T ], ∂tu

n
2 − ∂xxu

n
2 = f dans Ω2 × [0, T ],

un1 (·, 0) = u0 dans Ω1, un2 (·, 0) = u0 dans Ω2,
un1 (0, ·) = gg, un2 (1, ·) = gd,

un1 (β, ·) = un−1
2 (β, ·) sur [0, T ], un2 (α, ·) = un−1

1 (α, ·) sur [0, T ]. (6.2)Les donnée initiales de l'algorithme (à ne pas onfondre ave la donnée initiale du problème d'évolution
u0) sont des fontions du temps gi(t) qui servent de ondition à la limite sur Γi × [0, T ]. L'algorithmede Shwarz relaxation d'onde alterné s'obtient de la même façon en remplaçant la ondition de trans-mission en x = α par un2 = un1 .Théorème 6.1 Pour tout α et β tels que δ = β−α > 0, les algorithmes de Shwarz relaxation d'ondealterné et parallèle onvergent. Pour i = 1 ou 2, on a pour l'algorithme parallèle l'estimation

sup
t∈[0,T ]

x∈Ωi

|u2ni (x, t) − u(x, t)| ≤
(
α(1− β)

β(1− α)

)n

sup
i

sup
t∈[0,T ]

x∈Γi

|u0i (x, t)− u(x, t)|.Démonstration Nous traitons le as de l'algorithme parallèle, et ette fois nous utilisons une preuvebasée sur le prinipe du maximum. Notons de nouveau eni = uni − u l'erreur dans le sous-domaine
i à l'étape n, qui est maintenant une fontion de x et t. Par linéarité, les erreurs sont solutions desproblèmes aux limites homogènes (i.e. ave f ≡ 0 et u0 ≡ 0), et les mêmes onditions de transmission.Dé�nissons un algorithme stationnaire, pour des fontions ẽni de l'espae uniquement

∂xxẽ
n
1 = 0 dans Ω1, ∂xxẽ

n
2 = 0 dans Ω2,

ẽn1 (0) = 0, ẽn2 (1) = 0,
ẽn1 (β) = sup

t∈[0,T ]
|en1 (β, t)|, ẽn2 (α) = sup

t∈[0,T ]
|en2 (α, t)|.Fixons les données initiales de l'algorithme stationnaire par g̃i = sup

t∈[0,T ]
|gi(t)− u Γi

(t)|. Puisque les ẽnisont harmoniques, elles véri�ent le prinipe du maximum :
0 ≤ ẽni ≤ ẽni Γi

.Nous allons montrer que pour tout (x, t) dans Ωi × [0, T ], |eni (x, t)| ≤ ẽni (x). Pour ela dé�nissons lesfontions de x et t, dn±i = ẽni ± eni . Par dé�nition des ẽni , les dn±i sont positives ou nulles sur Γi, et66



véri�ent
∂td

n±
1 − ∂xxd

n±
1 = 0 dans Ω1 × [0, T ],

dn±1 (·, 0) ≥ 0 dans Ω1,
dn±1 (0, ·) = 0,
dn±1 (β, :) ≥ 0 sur [0, T ], ∂td

n±
2 − ∂xxd

n±
2 = 0 dans Ω2 × [0, T ],

dn±2 (·, 0) ≥ 0 dans Ω2,
dn±2 (1, ·) = 0,
dn±2 (α, :) ≥ 0 sur [0, T ].Par le prinipe du maximum pour l'équation de la haleur, nous en déduisons que dn±i est positif ounul sur Ωi × [0, T ], et don que |eni | ≤ ẽni sur Ωi × [0, T ]. Nous pouvons alors érire la suite d'égalitéset inégalités

ẽn1 (β) = sup
t∈[0,T ]

|en1 (β, t)| = sup
t∈[0,T ]

|en−1
2 (β, t)| ≤ ẽn−1

2 (β) =
1− β

1− α
ẽn−1
2 (α),

ẽn−1
2 (α) = sup

t∈[0,T ]
|en−1

2 (α, t)| = sup
t∈[0,T ]

|en−2
1 (α, t)| ≤ ẽn−2

1 (α) =
α

β
ẽn−2
1 (β).Nous en déduisons que la suite ẽ2n1 (β) est une suite géométrique,

ẽ2n1 (β) ≤
(
α(1− β)

β(1− α)

)
ẽ2n−2
1 (β).La raison est stritement inférieure à 1, ette suite onverge vers 0, de même que ẽ2n2 (α). Par le prinipedu maximum les suites ẽ2ni tendent vers 0 uniformément dans leurs domaines respetifs, et il en est demême des suites e2ni .La raison de la suite géométrique e2ni ne dépend pas du temps, la onvergene des itérées est donpour tout temps au moins linéaire. En fait, on peut estimer plus préisément la onvergene sur unintervalle de temps borné :Théorème 6.2 Dans le as de deux demi-droites in�nies, Ω1 =] −∞, β] et Ω2 = [α,+∞[ ave δ =

β−α > 0, les algorithmes de Shwarz relaxation d'onde alterné et parallèle onvergent superlinéairementsur un intervalle de temps borné. Par exemple pour l'algorithme parallèle, on a dans le sous-domainede gauhe :
sup

t∈[0,T ]
|(u2n1 − u)(α, ·)| ≤ erfc(

nδ√
T
) sup
t∈[0,T ]

|(u01 − u)(α, ·)|,où la fontion d'erreur omplémentaire notée erfc est dé�nie par erfc(x) = 2√
π

∫∞
x e−s2ds.Démonstration La transformée de Laplae d'une fontion intégrable en temps est dé�nie pour

ℜe s > 0 par
Lf : s 7→ f̂(s) =

∫ +∞

0
f(t)e−st dt.En tant que fontions de t, les erreurs eni sont dé�nies sur [0, T ], nulles en 0. On peut les prolonger endes fontions ontinues sur R+, et prolonger les équations sur tout R+. Leurs transformées de Laplaeen temps êni (x, s) sont alors solutions des problèmes

sên1 − ∂xxê
n
1 = 0 dans Ω1, sên2 − ∂xxê

n
2 = 0 dans Ω2,

ên1 (β, s) = ên−1
2 (β, s), ên2 (α, s) = ên−1

1 (α, s).
(6.3)La solution générale de l'équation di�érentielle est une ombinaison linéaire de e

√
sx et e−

√
sx. Maispuisque nous herhons des solutions bornées en la variable x, il ne reste que

ên1 (x, s) = ên−1
2 (β, s)e

√
s(x−β), ên2 (x, s) = ên−1

1 (α, s)e−
√
s(x−α).67



En évaluant aux interfaes sur deux itérations, nous obtenons par réurrene
ê2n1 (α, s) = (ρD(s))n ê01(α, s), ê2n2 (β, s) = (ρD(s))n ê02(β, s), (6.4)où le fateur de onvergene ρD est dé�ni par

ρD(s) = e−2δ
√
s. (6.5)Les relations (6.4) s'interprètent en terme de produit de onvolution par transformée de Laplae inverse :

e2n1 (α, ·) = G ∗ e01(α, ·), e2n2 (β, ·) = G ∗ e02(β, ·),où G est la transformée de Laplae inverse de (ρD(s))n, donnée par
G(t) =

nδ√
πt3

e−
n2δ2

t .Nous pouvons alors érire, pour tout t ∈ [0, T ],
|e2n1 (α, t)| =

∣∣∣∣
∫ t

0
e01(α, t− τ)G(τ) dτ

∣∣∣∣ ≤ sup
t∈[0,T ]

|e01(α, t)|
∫ T

0
G(t) dt = sup

t∈[0,T ]
|e01(α, t)| erfc(

nδ√
T
).La fontion erfc tend vers 0 à l'in�ni, la suite e2n1 (α, ·) tend don uniformément vers 0.Remarque 6.1 Il est intéressant de omparer le omportement de la méthode de Shwarz relaxationd'onde ave elui de la méthode de relaxation d'ondes pour une équation di�érentielle ordinaire, donnépar le théorème 2.2. Pour de grandes valeurs de n, la onvergene de l'algorithme de Piard est estiméeà l'aide de la formule de Stirling par

(LT )n

n!
∼ (LTe)n√

2πn
e−n logn,tandis que elle de l'algorithme de Shwarz relaxation d'ondes est donnée par

erfc (
nδ√
T
) ∼

√
T√
πnδ

e−
δ2

T
n2
.Il su�t de omparer les termes dominants en exponentielle pour onstater que la onvergene de l'al-gorithme Shwarz relaxation d'onde est meilleure.Voii un sript en Matlab pour tester et algorithme :BarTime; % ompute referene solutiona=28;d=4;u1=[u0(1:a+d+1);gg zeros(M,a+d)℄; % zero initial guessu2=[u0(a+1:end);zeros(M,J-a-1) gd℄;udd=[u1(:,1:a) u2℄;err(1)=norm(u-udd,'inf');x1=0:dx:(a+d)*dx; x2=a*dx:dx:1; % finite differene meshesfor i=1:20u1=Heat(0,(a+d)*dx,u0(1:a+d+1),gg,u2(2:end,d+1),T);u2=Heat(a*dx,1,u0(a+1:end),u1(2:end,end-d),gd,T);udd=[u1(:,1:a) u2℄;mesh(x,t,udd); xlabel('x'); ylabel('t');zlabel('Shwarz waveform relaxation iterates');pauseerr(i+1)=norm(u-udd,'inf');end 68



La �gure 6.2 représente les ourbes de onvergene de l'algorithme pour le problème de référene,ave les temps �naux T = 0.05, T = 0.2, et T = 1. On voit bien la onvergene linéaire pour T = 1"grand", la onvergene superlinéaire pour T = 0.05 "petit", et un régime mixte, linéaire suivi desuperlinéaire pour le temps intermédiaire T = 0.2.
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PSfrag replaements errorinL∞
iterationFigure 6.2 � Convergene linéaire et super-linéaire de l'algorithme de Shwarz relaxation d'onde6.2 Méthodes de Shwarz relaxation d'onde optimiséesComme dans le as des équations elliptiques, la onvergene peut être beauoup améliorée parl'introdution de onditions de transmission de type Robin. Dans le as parallèle, les onditions detransmission dans le système (6.2) sont alors remplaées par

∂xu
n
1 + pun1 = ∂xu

n−1
2 + pun−1

2 sur Γ1 × [0, T ],

∂xu
n
2 − pun2 = ∂xu

n−1
1 − pun−1

1 sur Γ2 × [0, T ].
(6.6)L'algorithme est initialisé par les onditions aux limites

∂xu
0
2 + pu02 = g2 sur Γ1 × [0, T ], ∂xu

0
1 − pu01 = g1 sur Γ2 × [0, T ].Théorème 6.3 Pour tout p > 0, les algorithmes de Shwarz relaxation d'onde alterné ou parallèleave onditions de Robin onvergent ave ou sans reouvrement :

lim
n→+∞

sup
t∈[0,T ]

∫

Ωi

(uni (x, t)− u(x, t))2 dx = 0.Démonstration Pour simpli�er la présentation, les preuves sont e�etuées dans le as de deux demi-droites in�nies pour l'algorithme parallèle omme dans le Théorème 6.2. Nous érivons les équationsportant sur les erreurs eni , et e�etuons une transformation de Laplae en temps omme dans la preuvedu Théorème 6.2. Nous obtenons pour les itérées paires par exemple
ê2n1 (α, s) = (ρR(s, p))n ê01(α, s), ê2n2 (β, s) = (ρR(s, p))n ê02(β, s),ave

ρR(s, p) =

(√
s− p√
s+ p

)2

e−2δ
√
s.La première partie du fateur de onvergene vient de la ondition de Robin, dans la deuxième nousreonnaissons le fateur ρD(s) qui dé�nit l'algorithme de Shwarz lassique, et qui ne dépend que dureouvrement. Il est faile de voir que pour p > 0, pour tout s de partie réelle positive, |ρR(s, p)| < 1.69



La suite des valeurs de ê2n2 (β, s) onverge don vers 0. D'autre part, |ê2n2 (β, s)| est borné par |ê02(β, s)|qui est de arré intégrable dans le demi-plan ℜes > 0. Par le théorème de onvergene dominée dans
L2(C) (voir [39℄), la suite des fontions ê2n2 (β, ·) onverge vers 0 dans L2(C). Par l'identité de Parseval(voir le même ouvrage), la suite de fontions e2n2 (β, ·) onverge également vers 0, dans L2(0, T ). La �nde la démonstration est analogue à elle du théorème 6.2.Cet argument est valable ave ou sans reouvrement. Néanmoins nous allons produire maintenantdans le as où α = β un joli argument énergétique dû à Després [8℄. Multiplions l'équation ∂te

n
i −∂xxe

n
i =

0 par eni et intégrons sur Ωi. Il vient
∫ α

0
(∂te

n
1 (x, t))e

n
1 (x, t) dx−

∫ α

0
(∂xxe

n
1 (x, t))e

n
1 (x, t) dx = 0,

∫ 1

α
(∂te

n
2 (x, t))e

n
2 (x, t) dx−

∫ 1

α
(∂xxe

n
2 (x, t))e

n
2 (x, t) dx = 0,e qui implique après intégration par parties, et en sortant les dérivées en temps des intégrales :

1

2

d

dt

∫ α

0
(en1 (x, t))

2 dx+

∫ α

0
(∂xe

n
1 (x, t))

2 dx− (∂xe
n
1 (α, t))e

n
1 (α, t) = 0,

1

2

d

dt

∫ 1

α
(en2 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(∂xe

n
2 (x, t))

2 dx+ (∂xe
n
2 (α, t))e

n
2 (α, t) = 0.Nous utilisons pour le terme frontière l'égalité ab = 1

4p((a+ pb)2 − (a− pb)2) et obtenons
1

2

d

dt

∫ α

0
(en1 (x, t))

2 dx+

∫ α

0
(∂xe

n
1 (x, t))

2 dx+
1

4p
(∂xe

n
1 (α, t) − pen1 (α, t))

2 =
1

4p
(∂xe

n
1 (α, t) + pen1 (α, t))

2,

1

2

d

dt

∫ 1

α
(en2 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(∂xe

n
2 (x, t))

2 dx+
1

4p
(∂xe

n
2 (α, t) + pen2 (α, t))

2 =
1

4p
(∂xe

n
2 (α, t) − pen2 (α, t))

2.Utilisons maintenant les onditions de transmission (6.6) appliquées aux erreurs pour remplaer lemembre de droite :
1

2

d

dt

∫ α

0
(en1 (x, t))

2 dx+

∫ α

0
(∂xe

n
1 (x, t))

2 dx+
1

4p
(∂xe

n
1 (α, t) − pen1 (α, t))

2 =
1

4p
(∂xe

n−1
2 (α, t) + pen−1

2 (α, t))2,

1

2

d

dt

∫ 1

α
(en2 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(∂xe

n
2 (x, t))

2 dx+
1

4p
(∂xe

n
2 (α, t) + pen2 (α, t))

2 =
1

4p
(∂xe

n−1
1 (α, t) − pen−1

1 (α, t))2.Ajoutons es deux égalités pour obtenir
1

2

d

dt

(∫ α

0
(en1 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(en2 (x, t))

2 dx

)
+

∫ α

0
(∂xe

n
1 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(∂xe

n
2 (x, t))

2 dx

+
1

4p

[
(∂xe

n
1 (α, t)− pen1 (α, t))

2 + (∂xe
n
2 (α, t) + pen2 (α, t))

2
]

=
1

4p

[
(∂xe

n−1
1 (α, t) − pen−1

1 (α, t))2 + (∂xe
n−1
2 (α, t) + pen−1

2 (α, t))2
]
.Nous onstatons que les termes frontière à droite et à gauhe du signe égal sont les mêmes déalés d'unindie. Si bien qu'en sommant es égalités entre 1 et N , tous les termes disparaissent sauf les deuxextrêmes :

N∑

n=1

1

2

d

dt

(∫ α

0
(en1 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(en2 (x, t))

2 dx

)
+

N∑

n=1

(∫ α

0
(∂xe

n
1 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(∂xe

n
2 (x, t))

2 dx

)

+
1

4p

(
(∂xe

N
1 (α, t) − peN1 (α, t))2 + (∂xe

N
2 (α, t) + peN2 (α, t))2

)

=
1

4p

(
(∂xe

0
1(α, t) − pe01(α, t))

2 + (∂xe
0
2(α, t) + pe02(α, t))

2
)
.70



Intégrons sur (0, t), et en utilisant le fait que les onditions initiales sont nulles pour l'erreur, nousobtenons
N∑

n=1

1

2

(∫ α

0
(en1 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(en2 (x, t))

2 dx

)

+
N∑

n=1

∫ t

0

(∫ α

0
(∂xe

n
1 (x, s))

2 dx+

∫ 1

α
(∂xe

n
2 (x, s))

2 dx

)
ds

≤
∫ t

0

(
(g1(s)− (∂xu− pu)(α, s))2 + (g2(s)− (∂xu+ pu)(α, s))2

)
ds.Pour tout t dans l'intervalle de temps [0, T ], lorsque N tend vers l'in�ni, les séries à termes positifs dumembre de gauhe sont don onvergentes, par onséquent leur terme général tend vers 0, et

sup
t∈[0,T ]

[∫ α

0
(en1 (x, t))

2 dx+

∫ 1

α
(en2 (x, t))

2 dx

]
→ 0 quand n → +∞.Comme pour le problème stationnaire, le paramètre p peut être hoisi de façon à minimiser lefateur de onvergene sur les valeurs de s purement imaginaires :

sup
ω∈[ωmin,ωmax]

|ρR(iω, p)|.Ii les fréquenes extrêmes sont estimées par ωmin = π
2T et ωmax = π/∆ t, où ∆ t est le pas de disré-tisation en temps. C'est de nouveau un problème de meilleure approximation au sens de Chebyshev,qui peut être omplètement résolu par les méthodes d'équiosillation inspirées par les résultats de Che-byshev et de la Vallée Poussin [7, 44℄. Nous donnons dans la Table 6.1 les valeurs asymptotiques desparamètres. Il y a maintenant deux paramètres asymptotiques : la fréquene maximale en temps ωmaxest grande, et le reouvrement δ, de l'ordre de quelques pas d'espae, est petit. Les pas de temps et d'es-pae sont liés. Pour un shéma expliite, une ondition de stabilité impose que ∆ t = O(∆x2) = O(δ2),tandis que dans le as impliite, on hoisit d'ordinaire ∆ t = O(∆x) = O(δ).Méthode p optimal maximum du fateur de onvergeneSans reouvrement (ωminωmax)

1
4 1− 2

√
2
(

ωmin

ωmax

) 1
4Ave reouvrement δ = O(∆t)

√
2(ωminωmax)

1
4 1− 2

√
2
(

ωmin

ωmax

) 1
4Ave reouvrement δ = O(

√
∆t) 2(4ωmin)

1
3 δ−

1
3 1− 4

(
ωmin

2

) 1
6 δ

1
3Tableau 6.1 � Résultats asymptotiquesVoii le solveur Matlab ave des onditions de Robin :funtion u=HeatR(a,b,u0,gg,gd,T,p1,p2);% HEATR solves the heat equation with Robin onditions% u=HeatR(a,b,u0,gg,gd,T,p1,p2); solves the heat equation% du/dt=d^2u/dx^2 on (a,b)x(0,T) using finite differene and% Bakward Euler with the initial ondition u0 and Robin boundary% ondition gg and gd with parametres p1 and p2.J=length(u0); M=length(gg); 71



u(1,:)=u0;dt=T/M; dx=(b-a)/(J-1);e=ones(J,1); % size of AB=[-1/dx^2*e (1/dt+2/dx^2)*e -1/dx^2*e℄;A=spdiags(B,[-1,0,1℄,J,J);A(1,1)=1/2/dt+(1+p1*dx)/dx^2; % for the Robin onditionsA(J,J)=1/2/dt+(1+p2*dx)/dx^2;for i=1:M,temp=u(i,1:J)'/dt;temp(1)=temp(1)/2+gg(i)/dx; % add the boundary valuestemp(J)=temp(J)/2+gd(i)/dx;u(i+1,1:J)=(A\temp)';end;Ave le programme de test en Matlab i-dessous, nous avons établi les ourbes de onvergene dela �gure 6.3. Le paramètre optimisé est obtenu par la formule du tableau 6.1, soit p∗ = 6.6655. Commepréédemment, nous utilisons une ondition de Robin ave un paramètre très grand pour émuler uneondition de Dirihlet sur le bord extérieur.T=1;J=61; M=100; % spae and time disretization pointsdx=1/(J-1); dt=T/M;x=(0:dx:1); t=(0:dt:T)'; % spae and time meshesu0=exp(-20*(0.55-x).^2); % initial onditiongg=zeros(M,1); gd=zeros(M,1); % Dirihlet boundary onditionsgg(t(2:end)>=0.1)=0.5;pe=1e5; % simulate Dirihlet onditionsu=HeatR(0,1,u0,pe*gg,pe*gd,T,pe,pe); % ompute referene solutiona=28;d=4;u1=[u0(1:a+d+1);gg zeros(M,a+d)℄; % zero initial guessu2=[u0(a+1:end);zeros(M,J-a-1) gd℄;udd=[u1(:,1:a) u2℄;err(1)=norm(u-udd,'inf');x1=0:dx:(a+d)*dx; x2=a*dx:dx:1; % finite differene meshesp=sqrt(2)*(pi/(2*T)*pi/dt)^0.25; % optimized parameterpe=1e5; % emulate Dirihlet onditionsfor i=1:20tb=dx*(1/2/dt*u2(1:end-1,d+1)-(1/2/dt+(1-p*dx)/dx^2)*u2(2:end,d+1)+1/dx^2*u2(2:end,d+2));u1=HeatR(0,(a+d)*dx,u0(1:a+d+1),pe*gg,tb,T,pe,p);ta=dx*(1/2/dt*u1(1:end-1,end-d)-(1/2/dt+(1-p*dx)/dx^2)*u1(2:end,end-d)+1/dx^2*u1(2:end,end-d-1));u2=HeatR(a*dx,1,u0(a+1:end),ta,pe*gd,T,p,pe);udd=[u1(:,1:a) u2℄;mesh(x,t,udd); xlabel('x'); ylabel('t');zlabel('Optimized Shwarz waveform relaxation iterates');pauseerr(i+1)=norm(u-udd,'inf');end
72
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PSfrag replaements errorinL∞
iterationFigure 6.3 � Comparaison des méthodes de Shwarz relaxation d'onde lassique et optimiséeIl apparaît lairement qu'ave la ondition de Robin optimisée, on peut nettement aélérer laonvergene, même sur un intervalle de grande taille, T = 1. On obtient ainsi une vitesse de onvergenequi était seulement atteignable sur des intervalles de temps très ourts, voir �gure 6.2.Un dernier ommentaire important s'impose ii pour les méthodes de Shwarz relaxation d'onde :on n'a pas besoin d'une grille grossière, même ave beauoup de sous-domaines, si l'on alule sur unefenêtre en temps ourte, ar dans e as, la ondition initiale est plus importante que les onditionsaux interfaes, et la ondition initiale est juste, voir [22℄. Par ontre, si l'on alule sur un intervalle detemps long, il faut ajouter une omposante grille grossière, omme pour les méthodes de déompositionde domaine pour des problèmes stationnaires, pour obtenir une méthode salable. L'étude de ettequestion est en ours.6.3 Parallélisation en temps : l'algorithme pararéelAve l'avènement des alulateurs parallèles à grande éhelle omposés de entaines de milliers deproesseurs, le besoin de parallélisation est devenu tel que souvent la parallélisation en espae ne su�tplus pour utiliser tous les n÷uds du alulateur. Comme nous l'avons vu au hapitre 5, si l'on ajoute unegrille grossière, les méthodes de déomposition de domaines deviennent salables, mais seulement tantque les sous-problèmes loaux sont de taille su�sante (le temps de ommuniation entre les proesseursreste négligeable devant le temps de alul dans le proesseur). Il paraît don intéressant de pouvoirutiliser le parallélisme aussi dans la diretion du temps. Cependant, par le prinipe de ausalité, ladimension du temps ne peut pas être traitée omme les dimensions d'espae. Soit à résoudre l'équation

u′ = f(t, u(t)) sur l'intervalle [0, T ], ave une donnée initiale u(0) = u0. Imaginons une déompositionde l'intervalle [0, T ] en fenêtres [Ti, Ti+1]. Les valeurs de u dans la fenêtre no i ne dépendent pas de sesvaleurs dans les fenêtres ultérieures. De plus un alul dans ette fenêtre n'a de sens que si la donnéeinitiale en Ti est onnue ave su�samment de préision. On imagine don assez bien qu'il faut unméanisme global pour paralléliser en temps de façon onvainante. Ce méanisme est onnu sous lenom de méthode de tir, destinée à résoudre une équation di�érentielle ordinaire du deuxième ordre endimension 1, ave données aux deux extrémités [24, 45℄.Une variante de ette méthode, dont l'appliation aux équations aux dérivées partielles a reçuréemment beauoup d'attention, est l'algorithme pararéel [27℄. L'idée de base, même si la méthode aété présentée très di�éremment dans [27℄, en utilisant la théorie de ontr�le virtuel, vient des méthodesde tir (voir l'analyse dans [21, 17℄). Soit une équation di�érentielle ordinaire du seond ordre ave desdonnées aux limites aux temps 0 et T ,
u′′ = f(u), u(0) = u0, u(T ) = u1. (6.7)73



La méthode de tir introduit le problème de Cauhy ave la donnée initiale u0 et une vitesse initiale Udonnée :
u′′0 = f(u0), u0(0) = u0, u′0(0) = U. (6.8)Pour une fontion f lipshitzienne, pour toute valeur de U , le problème (6.8) a une solution unique,au moins loalement (voir le dossier AF 1 220 des Tehniques de l'Ingénieur). Notons-la u0(t;u

0, U).La solution u de (6.7) est la solution u0 de (6.8) pour la valeur Ū de U dé�nie par u0(1, u0, Ū) = u1.Dans notre exemple, on voit bien que U représente une pente, don un angle de tir, e qui expliquele nom de la méthode. L'équation non linéaire u0(1, u
0, U) = u1 pour l'inonnue U , peut être résoluepar une méthode de Newton. Notons que même lorsque le problème aux limites (6.7) est bien posé, ilse peut que le système dynamique (6.8) possède des solutions exponentiellement roissantes. Il se peutaussi qu'il ne possède pas de solution sur tout l'intervalle désiré. Ce problème peut être partiellementsurmonté par la méthode de tir multiples [24, 45℄.Revenons à l'équation di�érentielle ordinaire du premier ordre pour la fontion u : [0, T ] → Rd :

u′ = f(u), u(0) = u0, t ∈ [0, T ]. (6.9)Pour ette équation, il n'y a pas d'horizon à atteindre, mais la méthode de tirs multiples permet deréer des horizons intermédiaires. Partageons l'intervalle [0, 1] en I + 1 sous-intervalles [T0 = 0, T1],
· · · , [TI , TI+1 = T ] , et donnons-nous I + 1 valeurs U0, . . . , UI . Introduisons les problèmes de Cauhydans les sous-intervalles (qui peuvent être résolus en parallèle)

u′i = f(ui), ui(Ti) = Ui.La solution de e problème est notée ui(t;Ui). La donnée initiale, et la ontinuité de la solution auxtemps Ti, imposent les ontraintes
U0 = u0, Ui+1 = ui(Ti+1;Ui), i = 0, . . . , I − 1. (6.10)Les I + 1 relations (6.10) forment un système non linéaire, que nous érivons sous forme ompate

F(U) = 0, ave
U =




U0

U1...
UI


 , F(U ) =




u0 − U0

u0(T1;U0)− U1...
uI−1(TI ;UI−1)− UI


 .Appliquons à e système non linéaire la méthode de Newton

F ′(Un)(Un+1 −Un) + F(Un) = 0.Calulons la dérivée de F :
F ′(U ) Ũ =




0

∂2u0(T1;U0)Ũ0...
∂2uI−1(TI ;UI−1)ŨI−1


− Ũ .L'itération de Newton est don donnée pour tout i par

Un+1
i+1 = ui(Ti+1;U

n
i ) + ∂2ui(Ti+1;U

n
i )(U

n+1
i − Un

i ). (6.11)Pratiquement, la dérivée de ui par rapport à la valeur initiale est alulée par (voir [1℄)
∂2ui(Ti+1;Ui)Ũi = ũi(Ti+1; Ũi), où ũi est la solution du problème linéaire74



ũ′i = ∂2f(t, ui(t))ũi, ũi(Ti) = Ũi.Cet algorithme de Newton onverge quadratiquement lorsque l'initialisation de l'algorithme est déjàassez prohe de la solution, omme l'ont établi Chartier et Philippe dans [6℄. Notons que la résolutiondes équations obtenues par la méthode de tir peut être e�etuée par des méthodes quasi-Newton (typeBroyden ou epsilon-algorithme) qui ne néessitent pas le alul, toujours di�ile, du Jaobien.L'algorithme pararéel, proposé par Lions, Maday, et Turinii en 2001 [27℄ est très similaire à uneméthode de tir. Il est dé�ni à l'aide de deux opérateurs :1. G(Ti+1, Ti, U) qui donne une approximation grossière (et bon marhé) de u(Ti+1) ave onditioninitiale u(Ti) = U ,2. F (Ti+1, Ti, U) qui donne une approximation préise (et onéreuse) de la solution u(Ti+1) aveondition initiale u(Ti) = U .L'algorithme démarre ave une approximation initiale U0 = {U0
i } aux instants T0, T1, . . . , TI , aluléepar exemple ave G, et fait ensuite pour n = 0, 1, . . . l'itération de orretion

Un+1
i+1 = G(Ti+1, Ti, U

n+1
i ) + F (Ti+1, Ti, U

n
i )−G(Ti+1, Ti, U

n
i ). (6.12)Dans ette itération, la partie onéreuse du alul, représentée par F , peut être e�etuée en parallèle,et seule la partie bon marhé G est séquentielle. La méthode est très simple à utiliser : il su�t d'unseul solveur, qu'on appelle soit ave une haute résolution, soit ave une faible résolution, sur des sous-intervalles en temps, et on ombine le résultat omme indiqué dans la formule (6.12). Cette simpliitéd'utilisation explique en partie l'intérêt susité par ette méthode.Si l'on réérit (6.12) sous la forme

Un+1
i+1 = F (Ti+1, Ti, U

n
i ) +G(Ti+1, Ti, U

n+1
i )−G(Ti+1, Ti, U

n
i ),et que l'on ompare ave la méthode de tir multiple ave résolution par Newton (6.11), on déouvreque l'algorithme pararéel est une méthode de tir multiple, où le solveur F est le alul exat dela solution, et la di�érene G(Ti+1, Ti, U

n+1
i ) − G(Ti+1, Ti, U

n
i ) est une approximation naturelle dujaobien ∂2ui(Ti+1;U

n
i )(U

n+1
i − Un

i ) sur la grille grossière des Ti, voir aussi [21℄. On peut démontrerque ette méthode onverge superlinéairement vers la solution, et sous ertaines hypothèses, la solutionpeut être alulée plus rapidement en parallèle qu'ave un seul proesseur, voir aussi [17℄.Voii une implémentation simple de l'algorithme pararéel, en utilisant le programme Heat.m préé-dent, pour résoudre le même problème modèle, mais maintenant en parallélisant seulement en temps :BarTime; % ompute referene solutionue=u;I=20; % number of oarse time pointsDT=T/I;U(1,:)=u0; F(1,:)=u0;err(1)=0;for i=1:I-1 % ompute initial oarseu=Heat(0,1,U(i,:),gg(i*M/I),gd(i*M/I),DT);U(i+1,:)=u(end,:);err(1)=max([err(1) norm(ue(i*M/I,:)-U(i+1,:),'inf')℄);end;G=U;for n=1:Ierr(n+1)=0;for i=1:I-1 % an start loops at ntf=(i-1)*M/I+1:i*M/I;u=Heat(0,1,U(i,:),gg(tf),gd(tf),DT);F(i+1,:)=u(end,:);mesh(x,t([tf tf(end)+1℄),u); 75



err(n)=max([err(n) norm(ue([tf tf(end)+1℄,:)-u,'inf')℄);hold onend;hold off;xlabel('x');ylabel('t');zlabel('solution');pausefor i=1:I-1u=Heat(0,1,U(i,:),gg(i*M/I),gd(i*M/I),DT);U(i+1,:)=F(i+1,:)+u(end,:)-G(i+1,:);G(i+1,:)=u(end,:);end;end;Les itérations suessives sont traées �gure 6.4. Sur la première ligne nous voyons la solutionapprohée elle-même, tandis que sur la deuxième ligne sont traées les erreurs.
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iterationFigure 6.5 � Erreur L∞ en fontion des itérations pour l'équation de la haleur traitée par l'algorithmepararéelPour avoir une idée du nombre d'itérations e�etivement néessaires dans et exemple, on peutaluler l'erreur d'approximation du shéma : on alule ave le programme BarTime.m une solution de76



référene ur sur un maillage beauoup plus �n, et qui est onsidérée omme la solution exate. L'erreurdu shéma est mesurée par la norme (maximum en temps et en espae par exemple) de la di�éreneentre u et ur sur la grille de u. La ommande suivante de Matlab réalise ette erreur :> max(max(abs(ur(1:4:end,1:4:end)-ue)))ans =0.1256On voit alors sur la �gure 6.5 que l'erreur 0.1256 est atteinte par l'algorithme pararéel en 2 itérations. Sil'on utilisait 20 proesseurs, on pourrait alors aluler ette solution 10 fois plus vite en parallélisant entemps qu'ave un seul proesseur, si l'on neglige le oût de la solution grossière et de la ommuniation.6.4 Parallélisation en espae et en tempsPour �nir et exposé, nous proposons de réaliser un parallélisme espae-temps pour la résolution del'équation de la haleur (6.1), en ouplant l'approhe de Shwarz relaxation d'onde et l'approhe para-réelle. Une façon naturelle de oupler les deux approhes est de remplaer dans l'algorithme pararéelle solveur �n par un solveur de relaxation d'ondes, voir [31℄.Nous présentons une stratégie di�érente, proposée dans [19℄. Le domaine Ω× [0, T ] est déomposéen sous-domaines espae-temps Ωji = Ωj × [Ti, Ti+1] représentés �gure 6.6.PSfrag replaements t
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Figure 6.6 � Déomposition en espae-temps pour l'algorithme pararéel-Shwarz relaxation d'ondePour résoudre (6.1), nous introduisons dans haque sous-domaine Ωj,i un problème type dont lasolution est notée uj,i :
∂tuj,i − ∂xxuj,i = 0 dans Ωj,i,

uj,i(·, Ti) = Uj,i dans Ωj ,
B−
j uj,i(x

−
j , ·) = g−j,i dans [Ti, Ti+1],

B+
j uj,i(x

+
j , ·) = g+j,i dans [Ti, Ti+1].

(6.13)Ii B±
j représente un opérateur sur la frontière, omme l'identité pour une ondition de Dirihlet, unedérivée en x pour une ondition de Neumann, ou enore une ombinaison des deux pour une onditionde Robin omme au paragraphe 6.2.Il faut maintenant aluler d'une manière itérative des onditions initiales et des onditions detransmission de plus en plus préises pour haque sous-domaine en espae-temps. Pour ela, l'algorithmepararéel-Shwarz-relaxation d'onde approhe les onditions initiales par une méthode pararéelle, et lesonditions de transmission par une méthode de Shwarz relaxation d'onde.Nous proposons la stratégie suivante : des onditions initiales U0

j,i(x) au temps Ti et des onditionsaux limites g−j,i = B−
j u

0
j−1,i et g+j,i = B+

j u
0
j+1,i sont données pour haque Ωji. Nous alulons maintenantpour tout n = 0, 1, 2, . . . 77



1. des approximations préises
un+1
j,i (x, t) := Fj,i(U

n
j,i,B−

j u
n
j−1,i,B+

j u
n
j+1,i)dans tous les sous-domaines espae-temps Ωji, en parallèle.2. Pour i = 0, 1, . . ., de nouvelles onditions initiales, en utilisant une orretion pararéelle en temps,

Un+1
j,i+1 = un+1

j,i (·, Tj+1) +Gj,i(U
n+1
j,i ,B−

j u
n+1
j−1,i,B+

j u
n+1
j+1,i)

−Gj,i(U
n
j,i,B−

j u
n
j−1,i,B+

j u
n
j+1,i).Nous illustrons sur la �gure 6.7 le omportement d'une première variante de l'algorithme ave desonditions de transmission de type Dirihlet.
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