
Chapitre 3Résolution numérique des équationsnon linéaires
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tion 
ontinue sur R. Nous 
her
hons à lo
aliser les zéros de f ,
'est-à-dire les valeurs de x telles que f(x) = 0. En général x ne peut pas être
al
ulé expli
itement (penser à extgx − 4 = 0 !). On 
her
he don
 à 
al
uler x defaçon appro
hée.3.1 Méthode de di
hotomieElle repose sur le théorème des valeurs intermédiaires : une fon
tion 
ontinue
f prend toutes les valeurs 
omprises entre ses bornes. Don
 si une fon
tion dé�niesur [a, b] prend des valeurs de signe opposé en a et b, elle s'annule entre les deux.É
rivons un s
ript matlab élémentaire.fun
tion [
,nit℄= di
ho(f,a,b)% di
ho 
al
ule un zéro de la fon
tion f dans l'intervalle [a,b℄% au moyen de la méthode de di
hotomie3



% juqu'à la pré
ision ma
hine
=(a+b)/2;nit=0;while 
>a & 
<b,if feval(f,a)*feval(f,
) > 0,%alors la ra
ine est dans ℄
,b[a=
;elseb=
;end;
=(a+b)/2;nit=nit+1;end
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xFigure 3.1 � méthode de di
hotomieSoit le polyn�me P (x) = 10−7 ∗ x3 + x2 − 1. Utilisons le s
ript roots de matlab.Nous obtenons 3 ra
inesans =-9.999999999999898e+06-1.000000050000001e+009.999999500000014e-01Si nous voulons maintenant utiliser la méthode de di
hotomie pré
édente pour 
al-
uler 
es ra
ines, nous devons d'abord les lo
aliser. Nous 
al
ulons4



P (−107) = −1, P (−1
2
107) = 1.249999999999900e+ 13.Don
 −107 < x1 < −1

2
107.

P (−2) = 2.999999200000000e+ 00, P (0) = −1.Don
 −2 < x2 < 1,
P (0) = −1, P (1) = 1.000000000583867e− 07.Don
 0 < x3 < 1.Nous appliquons alors di
ho.[
,nit℄=di
ho('f1',a,b)1. a=-1.0e+07;b=-0.5e+07;
 = -9.999999999999903e+06nit = 51.2. a=-2;b=0;
 = -1.000000050000006e+00nit = 533. a=0;b=1;
 = 9.999999500000063e-01nit =53Remarquons qu'il a fallu 53 itérations pour 
al
uler x3 qui est très pro
he de l'unedes bornes de l'intervalle ! Mais peut-être n'avons nous pas besoin de la pré
isionma
hine. Revenons sur la méthode. Supposons que nous avons isolé un intervalle

]a, b[ dans lequel il y a un seul zéro de f .1. Si f(a+ b

2
) = 0, alors x = a+b

2
,2. Si f(a)f(a+ b

2
) < 0, alors x ∈]a, a+b

2
[,3. Si f(a)f(a+ b

2
) > 0, alors x ∈]a+b

2
, b[.Nous 
réons ainsi un nouvel intervalle ]a1, b1[ auquel appartient x et dont la longueurest la moitié de 
elle de ]a, b[ . En itérant nous avons une suite de segment emboîtés

]an, bn[ dont la longueur est (b − a)/2n, qui 
onverge don
 vers le point x tel que
f(x) = 0. Pratiquement 
e pro
essus doit avoir une �n. Supposons que nous voulons
onnaître x ave
 une pré
ision absolue de ε. A l'étape n, nous 
hoisirons 
ommeapproximation de x la valeur an+bn

2
. 5
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2Figure 3.2 � 
onvergen
e de la méthode de di
hotomiePuisque l'on a x − an+bn

2
≤ bn−an

2
, le test d'arrêt sera bn−an

2
≤ ε, 
'est-à-dire

b−a
2n+1 ≤ ε, 
e qui donne un nombre d'itérations

n ≥ log2(
b− a

ε
)− 1Dans notre 
as, pour avoir une pré
ision de 10−7 sur toutes les ra
ines, nous devonsutiliser :44 itérations pour la première ra
ine. On obtient

xD = −9.999999999999894e+ 06, xE = −9.999999999999903e+ 06.23 itérations pour la deuxième ra
ine. On obtient
xD = −1.000000029802322e+ 00, xE = −1.000000050000006e+ 00.22 itérations pour la deuxième ra
ine. On obtient
xD = 9.999999701976776e− 01, xE = 9.999999500000063e− 01.où dans 
haque 
as, xE est la valeur présumée exa
te 
al
ulée par roots dematlab.La méthode de di
hotomie 
onverge toujours, mais la 
onvergen
e estlinéaire : l'erreur à 
haque pas est divisée par 2. Nous allons introduire uneméthode plus rapide.3.2 Méthodes itératives pour la résolution de F(x)=xNous présentons i
i la méthode des approximations su

essives. Elle 
onsiste, àpartir d'un point x0, de 
al
uler les itérées xn par la formule de ré
urren
e

xn+1 = F (xn)Sous des hypothèses 
onvenables sur la fon
tion F et sur x0, 
ette suite va 
onvergervers un point �xe unique, i.e. qui véri�e
F (X) = X.Voi
i une représentation graphique du pro
essus :6
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Figure 3.3 � méthode des approximations su

essivesDé�nition 3.1 Soit f une fon
tion 
ontinue sur [a, b]. On dit que f est lips
hit-zienne de 
onstante de Lips
hitz L si
∀(x, y) ∈ [a, b], |f(x)− f(y)| ≤ L|x− y|.

Théorème 3.1 SI f est dérivable sur [a, b] et si sa dérivée y est bornée par L, fest lips
hitzienne de 
onstante de Lips
hitz L.
Théorème 3.2 Soit F une appli
ation de [a, b] dans [a, b], lips
hitzienne de 
onstantede Lips
hitz L < 1. Alors pour tout x0 la suite dé�nie par xn+1 = F (xn) 
onvergevers un point �xe unique. 7
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Figure 3.4 � méthode des approximations su

essives divergente3.3 Fa
teur de 
onvergen
eNous avons déjà vu que pour la méthode de di
hotomie on a |xn+1 − x| ≤
|xn−x|/2. L'erreur à l'itération n est dé�nie par en = xn−x et on a |en+1| ≤ |en|/2.On parle de 
onvergen
e linéaire par
e que l'erreur à l'itération n est une fon
tionlinéaire de la pré
édente. Dans le 
as de la méthode des approximations su

essives,nous avons é
rit dans la démonstration du théorème

|xn+1 − x| = |F (xn)− F (x)| ≤ L|xn − x|la 
onvergen
e est en
ore linéaire, et puisque L est le maximum de |F ′| sur l'intervalle
onsidéré, l'algorithme 
onverge d'autant plus vite que sa dérivée est petite (i.e.plate). Nous parlerons de 
onvergen
e quadratique si ek ∼ Ce2k, et
.. E
rivons laformule de Taylor
xn+1 − x = F (xn)− F (x) = F ′(x)(xn − x) +

1

2!
F ′(x)(xn − x)2 + · · ·Si F ′(x) 6= 0, on peut é
rire formellement, que si la suite 
onverge on a

lim
n→∞

en+1

en
= F ′(x)8



et la 
onvergen
e est linéaire. Mais si F ′(x) = 0 et F ′′(x) 6= 0, on a
lim
n→∞

en+1

e2n
= F ′′(x),et la 
onvergen
e est quadratique, et
...
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Figure 3.5 � 
ourbe f(x) = xex − 1

n xn0 0.50000000001 0.60653065972 0.54523921183 0.57970309484 0.56006462795 0.57117214896 0.56486294697 0.56843804758 0.56640945279 0.567559634210 0.5669072129

n xn11 0.567277195912 0.567067351813 0.567186360014 0.567118864215 0.567157143716 0.567135433617 0.567147746318 0.567140763219 0.567144723620 0.5671424775

n xn21 0.567143751422 0.567143028923 0.567143438624 0.567143206325 0.567143338126 0.567143263327 0.567143305728 0.567143281729 0.567143295330 0.567143287631 0.5671432919Table 3.1 � Approximations su

essives pour résoudre l'équation x = e−x, dont lasolution est 0.56714329043.4 Méthodes itératives à 1 pasToutes les méthodes que nous allons dé
rire pour résoudre f(x) = 0 reposent surl'appli
ation de la méthode des approximations su

essives à une fon
tion obtenue9



à partir de f .3.4.1 Méthodes de baseOn peut évidemment é
rire
f(x) = 0 ⇐⇒ x+ f(x) = x,et résoudre 
ette dernière équation par la méthode des approximations su

essivespour F := 1 + f , don
 dé�nir la suite

xn+1 = xn + f(xn).La 
ondition de 
onvergen
e sur l'intervalle [a, b] s'é
rit
max
[a,b]

|1 + f ′(x)| < 1.Remarque 3.1 Pour toute fon
tion ϕ régulière, on a aussi f(x) = 0 ⇐⇒ x +
ϕ(x)f(x) = x.Exemple 3.1 Reprenons l'exemple xex = 1, réé
rit sous la forme x = x + F (x).Choisissons d'abord F (x) = x− xex + 1.
n xn0 0.50000000001 0.67563936462 0.34781267853 0.85532140914 -0.15650595535 0.9773264227

n xn6 -0.61976425187 0.71371308748 0.25662664919 0.924920676910 -0.407422405511 0.8636614202
n xn12 -0.184795849413 0.968820130214 -0.583859956915 0.741782882816 0.184279422217 0.9627107382Table 3.2 � Approximations su

essives pour résoudre l'équation x = F (x), ave


F (x) = 1− xex. Comportement 
haotiquePuis F (x) = x+ xex − 1. 10



n xn0 0.50000000001 0.32436063532 -0.22700124003 -1.40790302154 -2.75235463835 -3.9278929674
n xn6 -5.00521395707 -6.03876344098 -7.05316290669 -8.059261563310 -9.061809580911 -10.0628608673

n xn12 -11.063289886313 -12.063463330014 -13.063532892715 -14.063560602916 -15.063571577017 -16.0635759012Table 3.3 � Approximations su

essives pour résoudre l'équation x = F (x), ave

F (x) = xex − 1. Divergen
e3.4.2 Méthode de NewtonNous supposons i
i f dérivable sur [a, b], nous supposons que f a un seul zérodans [a, b], noté x. Pour 
ela nous nous donnons un point initial x0, et nous traçonsà partir du point (x0, f(x0)) la tangente à la 
ourbe. Elle 
oupe l'axe des x en x1 (si
f ′(x0) 6= 0). Et on itère.

Solution : x

x

x xx 012

3

 3

Figure 3.6 � méthode de NewtonCette méthode 
onverge beau
oup plus vite que la méthode de di
hotomie, maiselle ne 
onverge pas toujours. 11
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Figure 3.7 � 
onvergen
e de la méthode de NewtonLa fon
tion est f(x) = xe−x. La ra
ine est x = 0. Pour 0 < x0 < 1, la méthode
onverge. Pour x0 > 1, elle diverge.Dé�nition 3.1 La méthode de Newton s'é
rit
xn+1 = xn −

f(xn)

f ′(xn)Remarque 3.2 La méthode de Newton est une méthode de point �xe asso
iée à lafon
tion F (x) = x− f(x)
f ′(x)

. Cal
ulons
F ′(x) = 1−

(f ′(x))2 − f(x)f”(x)

(f ′(x))2
.Si x est un zéro de f , alors F ′(x) = 0 et d'après le paragraphe 3.3, la méthode seraquadratique.

n xn0 0.51 0.57102043982 0.56715556873 0.56714329054 0.56714329045 0.5671432904Table 3.4 � Méthode de Newton pour résoudre xex = 1.12



Exemple 3.2 f(x) = x3−2x−5. C'est l'exemple proposé par Newton lui-même en1669. Pour une toléran
e de 10−7, il faut 9 itérations pour 
al
uler x = 2.094551481542327e+
00 à partir de x0 = 1, et 4 itérations à partir de x0 = 2. A titre de 
omparaison, laméthode de di
hotomie sur l'intervalle [1, 2] né
essiterait au moins log2(107)−1 = 23itérations.
Théorème 3.1 Soit f une fon
tion C2 dans un voisinage ]r−α, r+α[ d'une ra
ine
r de f , ave
 f ′(r) 6= 0. Alors il existe δ < α tel que si x0 ∈]r − δ, r + δ[, alors :1. xn est dé�ni pour tout n,2. xn ∈]r − δ, r + δ[ pour tout n,3. xn 
onverge quadratiquement vers r, 
'est-à-dire que

|xn+1 − r| ≤ C(δ)|xn − r|2

3.5 Méthodes multi-point : méthode de la sé
anteet regula falsiCe sont des méthodes du type
xn+1 = F (xn, xn−1, · · · , xn−N). La méthode de Newton est rapide, mais né
essite le 
al
ul de la dérivée de f entout point xn, 
e qu'on n'a pas toujours. La plus simple et plus an
ienne est laméthode de la sé
ante. Elle 
onsiste à se donner deux points x0 et x1, tra
er ladroite qui passe par les points (x0, f(x0) et (x1, f(x1)), elle 
oupe l'axe des x en x2,et on re
ommen
e ave
 les points x1 et x2.13
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Figure 3.8 � méthode de la sé
antel'algorithme s'é
rit
xn+1 = xn −

xn − xn−1

f(xn)− f(xn−1)
f(xn) (3.1)Remarque 3.3 Une autre formulation est

xn+1 =
f(xn)xn−1 − f(xn−1)xn

f(xn)− f(xn−1)Les deux formulations sont mathématiquement équivalentes. Par 
ontre la deuxièmeformulation est moins stable 
ar elle divise deux termes petits, alors que dans lapremière, le terme de 
e type est une perturbation.La 
onvergen
e est superlinéaire :Théorème 3.2 Soit f une fon
tion C2 dans un voisinage ]r−α, r+α[ d'une ra
ine
r de f , ave
 f ′(r) 6= 0. Alors il existe δ < α tel que si x0 et x1 ∈]r − δ, r + δ[, alors
xn 
onverge vers r, et

|xn+1 − r| ≤ C(δ)|xn − r||xn−1 − r|, C(δ)|xn − r| ≤ (δC(δ))λnoù λn est la suite de Fibona

i dé�nie par
λn+1 = λn + λn−1, λ0 = λ1 = 114



n xn0 0.50000000001 1.00000000002 0.54636923783 0.56079467754 0.56725236305 0.56714272196 0.56714329037 0.5671432904Table 3.5 � Méthode de la sé
ante pour résoudre xex = 1.Une variante de 
ette méthode est la méthode de la fausse position ou regulafalsi. Elle 
onsiste à mélanger di
hotomie et sé
ante.http://fr.wikipedia.org/wiki/Méthode_de_la_fausse_positionNous avons ainsi introduit 3 méthodes.1. La méthode de di
hotomie : elle 
onverge toujours, mais lentement. L'erreurvéri�e
|en+1| ≤

1

2
|en| : 
onvergen
e linéaire.2. La méthode de Newton : elle ne 
onverge que si l'on part su�samment prèsde la ra
ine,

|en+1| ≤ C|en|
2 : 
onvergen
e quadratique.Elle né
essite le 
al
ul de f ′.3. La méthode de la sé
ante : elle ne 
onverge aussi que si l'on part su�sammentprès de la ra
ine,

|en+1| ≤ C|en|
λ, λ ≈ 1.6 (nombre d'or) : 
onvergen
e superlinéaire.
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