
Chapitre 6Approximation par des polyn�mes
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e ve
toriel normé (e.v.n.) sur R ou C, muni d'une norme ‖ · ‖.Théorème 6.1 Si M est un sous-espa
e ve
toriel de dimension �nie de E, alorspour tout g dans E, il existe au moins un y dans M tel que ‖g − y‖ = inf

x∈M
‖g − x‖.Démonstration On se �xe x0 dansM . On dé�nitK = {x ∈ M, ‖g−x‖ ≤ ‖g−x0‖}.Alors infM = infK . La fon
tion x 7→ ‖g − x‖ est une fon
tion 
ontinue sur K 
om-pa
t, elle admet une borne inférieure d'après le théorème de Weirstrass.Théorème 6.2 (Théorème de proje
tion dans un Hilbert) Soit E est un es-pa
e de Hilbert muni du produit s
alaire (·, ·), ‖ · ‖ est la norme asso
iée. Soit M un1



sous-espa
e ve
toriel de E, alors pour tout g dans E, il existe un unique y dans
M tel que ‖g − y‖ = inf

x∈M
‖g − x‖. On le note PMg. C'est la proje
tion de g sur M ,
ara
térisée par
∀z ∈ M, (g − PMg, z) = 0Démonstration Vu en L2.On va appliquer 
es théorèmes à M = Pn. D'abord un résultat d'approximationThéorème 6.3 (Théorème de Weierstrass) Si (a, b] est 
ompa
t, toute fon
tion
ontinue sur (a, b] peut être appro
hée uniformément par des polyn�mes, ou en
orel'espa
e des polyn�mes est dense dans C0((a, b]) pour la norme de L∞.Démonstration La démonstration est un peu longue, elle s'appuie sur lespolyn�mes de Bernestein

Bn(f) =
n

∑

k=0

(

n

k

)

f(
k

n
)xk(1− x)n−kL'équivalent pour les fon
tions périodiques est très utile :Théorème 6.4 Soit f une fon
tion 
ontinue de période 2π. Alors il existe des 
o-e�
ients réels a0, · · · , an, · · · et b1, · · · , bn, · · · tels que

Sn(t) = a0 +
n

∑

k=1

(ak cos kt+ bk sin kt)
onverge uniformément vers f sur R.6.2 Polyn�mes orthogonaux, moindres 
arrésL'espa
e L2(a, b) des fon
tions de 
arré intégrable sur (a, b) est un espa
e deHilbert pour le produit s
alaire (f, g) = ∫ b

a
f(x)g(x) dx. Il 
ontient les polyn�mes.Dé�nition 6.1 On dit qu'une suite de polyn�mes p0, · · · , pn, · · · forme une suitede polyn�mes orthogonaux si� d�pn = n pour tout n,� (pi, pj) = 0 pour i 6= j. 2



Il existe une unique suite, à une 
onstante multipli
ative près. Exemple : sur
[−1, 1], les polyn�mes de Legendre sont dé�nis par Ln(1) = 1. Ils sont dé�nis égale-ment par la formule de ré
urren
e

(n + 1)Ln+1(x) = (2n+ 1)xLn(x)− nLn−1(x), L0 = 1, L1 = x.Ils sont aussi solution de l'équation di�érentielle
(1− x2)y”− 2xy′ + n(n + 1)y = 0.Leur norme est égale à 2/(2n+ 1).Soit maintenant f une fon
tion de L2(a, b). Par le théorème de proje
tion, ilexiste un unique Pn dans Pn, proje
tion de f sur Pn. Dé
omposons le sur la basedes polyn�mes orthogonaux pj :

Pn =

n
∑

j=0

αn
j pj .Par la 
ara
térisation de la proje
tion, on doit avoir pour 0 ≤ j ≤ n :

(f, pj) = (Qn, pj) = αn
j ‖pj‖2et don
 αn

j ne dépend pas de n et
αn
j = αj =

(f, pj)

‖pj‖2Théorème 6.5 Soit f une fon
tion de L2(a, b).1. Pour tout n positif, il existe un unique polyn�me P ∈ Pn tel que ‖f − Pn‖ =
infP∈Pn

‖f − P‖. Il est donné par
Pn =

n
∑

k=0

(f, pj)

‖pj‖2
pj2. Si de plus [a, b] est 
ompa
t et f est 
ontinue, alors Pn tend vers f dans L2 et

‖f‖2 =
∞
∑

k=0

(f, pj)
2

‖pj‖23



6.3 Moindres 
arrés dis
retsOn se pla
e maintenant dans E = RN . On se donne N points xi, N mesures
fi, et on 
her
he p ∈ Pn−1 qui "appro
he" les fi aux points xi. Il est 
lair que si
N >> n, il n'existe en général pas de polyn�me qui passe par tous les points. On vaalors 
her
her à passer "le plus près possible", 
'est-à-dire à minimiser la distan
eentre les p(xi) et les fi : on 
her
he don
 pn−1 qui minimise ∑N

i=1
|pn−1(xi) − fi|2.On 
her
he pn sous la forme

pn−1(x) =

n−1
∑

k=0

akx
k,
'est-à-dire qu'on 
her
he les ak, et et on minimise ∑N

i=1
|
∑n−1

k=0
akx

k
i − fi|2. Notons

A la matri
e des aik = xk−1

i , 1 ≤ i ≤ N , 1 ≤ k ≤ n, y = (a0, · · · , an−1), b =
(f1, · · · , fN).

Trouver y ∈ R
n, ‖Ay − b‖ = inf

z∈Rn

‖Az − b‖ (6.1)Théorème 6.6 Soit A une matri
e N×n. Le problème de minimisation (6.1) admetune solution, 
ara
térisée par ATAy = AT b. La solution est unique si et seulementsi A est inje
tive (i.e. rg A = n).Ce sont les équations normales. Pour résoudre le problème de moindres 
arrés,on n'a don
 qu'à résoudre un système linéaire de taille n. Mais 
e problème est mal
onditionné. Un exemple :
A =









1 1 1
ε 0 0
0 ε 0
0 0 ε







alors
A =





1 + ε2 1 1
1 1 + ε2 1
1 1 1 + ε2



Dé�nition 6.2 Les valeurs singulières de A sont les ra
ines 
arrées positives des nvaleurs propres de AT A.Théorème 6.7 Soit A une matri
e N × n ave
 N ≥ n. Alors il existe 2 matri
es4



orthogonales U (N ×N) et V (n× n), et un matri
e Σ de taille N × n

Σ =























σ1

σ2 0

0 . . .
σn

0





















telles que A = UΣV T .Démonstration
V T (ATA)V = diag(σ2

i )Soit cj le j-ème ve
teur de AV . On a
cTi cj = σ2

i δijOn ordonne les σi : σ1, · · · , σr non nulles. Don
 ci ≡ 0 pour i > r. On pose
uj =

cj
σjpour j ≤ r. Ils forment un système orthonormé, qu'on 
omplète en une base ortho-normée de RN . Soit U la matri
e des uj.En 
orollaire, le rang de A est égal au nombre de valeurs singulières de A.On a A =

∑

σiuiv
T
i , ATA =

∑

σ2
i viv

T
i . On en déduit que u1, · · · , ur formentune base de ImA, vr+1, · · · , vn une base de kerA, v1, · · · , vr une base de ImAT =

(ker A)⊥.On appelle maintenant pseudo-inverse de Σ la matri
e
Σ† =



















1/σ1 0
1/σ2 . . . 0 0

1/σr

0 . . .
















On dé�nit alors la pseudo-inverse de A par
A† = V Σ†UT5



On a maintenant A† =
∑

1/σiviu
T
i . On en déduit que AA† =

∑

uiu
T
i est lamatri
e de la proje
tion orthogonale sur ImA et A†A =

∑

viv
T
i la matri
e de laproje
tion orthogonale sur ImAT. Revenons à notre système de moindres 
arrés. Leséquations normales ont maintenant une interprétation agréable. Si b n'appartientpas à ImA, nous le projetons sur ImA en AA†b et nous résolvons alors Ax = AA†b,ou en
ore A(x − A†b) = 0, ou x − A†b ∈ kerA, ou x − A†b = (I − A†A)w pour unquel
onque w.Théorème 6.8 La solution générale du problème de moindres 
arrés dis
rets s'é
rit

y = A†b+ (I − A†A)wSi A est de rang n, il y a une solution unique. Si rgA < n, l'ensemble des solutionsest un espa
e ve
toriel de dimension n− r.Dans le deuxième 
as, on 
hoisit dans l'ensemble des solutions 
elle de normeminimale, i.e. on 
her
he w ∈ kerA tel que
‖A†b+ w‖ = inf

z∈kerA
‖A†b+ z‖
e qui revient à projeter −A†b sur kerA.6.4 Régression linéaireOn a mesuré, sur N individus, n + 1 variables Y,X1, · · · , Xn. Appelons x̄ij lamesure de la variable Xj sur l'individu i, et ȳi 
elle de la variable Y . On 
her
he àre
onstituer la loi de Y à partir de 
elles des Xi, supposées linéairement indépen-dantes, par une formule linéaire

Y = b0 + b1X1 + · · ·+ bnXnSoit y le ve
teur des yi = b0 + b1x̄i1 + · · ·+ bnx̄in, et ȳ le ve
teur de 
omposantes ȳi.On 
her
he b = (b0, · · · , bn) qui minimise la norme de y− ȳ. EN notant X̄ la matri
e
X̄ =















1 x̄11 · · · x̄1in... ... ... ...
1 x̄i1 · · · x̄in... ... ... ...
1 x̄N1 · · · x̄Nn













on est ramenés à minimiser ‖X̄b− ȳ‖. 6



6.5 Résolution des équations normales6.5.1 Méthode de CholewskiSupposons la matri
e A inje
tive. La matri
e B = ATA est alors symétriquedé�nie positive. On é
rit sa dé
omposition de Cholewski : il existe une unique matri
e
S triangulaire supérieure à 
oe�
ients diagonaux stri
tement positifs, telle que B =
STS. On résout alors su

essivement les deux problèmes triangulaires.Malheureusement, les équations normales ne sont pas bien 
onditionnées, et ladé
omposition n'est valable que si A est inje
tive. On va don
 faire di�éremment.6.5.2 Dé
omposition QRToujours en supposant la matri
e A inje
tive, é
rivons su

essivement

STS = ATA

(ST )
−1
ATAS−1 = I

(AS−1)
T
(AS−1) = I
e qui montre que la matri
e Q1 = AS−1 est orthogonale. On peut aussi é
rire

A = Q1SAugmentons Q1 (de taille N ×n) par une matri
e Q2 en une matri
e 
arrée de taille
N : Q = (Q1|Q2), alors nous pouvons é
rire l'égalité pré
édente 
omme

A = (Q1|Q2)

(

S
0

)

= QREn fait 
ette dé
omposition peut être obtenue par d'autre moyen (voir plus bas),et ne né
essite pas que A soit inje
tive. Puisque la matri
e Q est orthogonale on apour tout z, d'après le théorème de Pythagore,
‖Az − b‖2 = ‖QT (Az − b)‖2 = ‖Rz −QT b‖2 = ‖Sz − (QT b)1‖2 + ‖(QT b)2‖2Si R est inversible, 
'est-à-dire si le rang r de A est égal à n, l'équation Sz =

(QT b)1 a une seule solution y, et le minimum est atteint pour y :
inf
z
‖Az − b‖ = ‖AS−1(QT b)1‖ = ‖(QT b)1‖.Si r < n, notons que kerA = ker S : il y a une in�nité de solution, 
omme men-tionné dans le théorème 6.8. Pour en trouver une, nous e�e
tuons une fa
torisation

QR de ST , sous la forme
ST = PV7



où P T est une matri
e orthogonale n×n et V de taille n× r triangulaire supérieurede rang r

V =























v1 × × ×
v2 × ×

0 . . . ×
vr

0























=

(

V̄ T

0n−r,r

)

La matri
e V̄ est don
 triangulaire inférieure de rang r. D'où
S = V TP = (V̄ |0r,n−r)PDé
omposons z̃ = Pz sous la forme

z̃ =

(

z̃1
z̃2

)

, z̃1 ∈ R
r, z̃2 ∈ R

n−r.Don

Sz =

(

V̄ z̃1
0r,n−r

)et
‖Sz − (QT b)1‖2 = ‖V̄ z̃1 − (QT b)1‖2,d'où

‖Az − b‖2 = ‖V̄ z̃1 − (QT b)1‖2 + ‖(QT b)2‖2.La matri
e V̄ est inversible, don
 ‖Az − b‖ est minimal pour V̄ ỹ1 − (QT b)1 = 0 etle minimum est de nouveau ‖(QT b)2‖. Choisissons
ỹ =

(

ỹ1
0

)

, y = P T ỹAlors y est solution du problème de minimisation. y est de norme minimale : toutesles autres solutions s'é
rivent sous la forme
z = P T z̃, z̃ =

(

ỹ1
z̃2

)si bien que (puisque la matri
e P T est orthogonale),
‖z‖2 = ‖z̃‖2

= ‖ỹ1‖2 + ‖z̃2‖2
= ‖ỹ‖2 + ‖z̃2‖2
= ‖y‖2 + ‖z̃2‖2
≥ ‖y‖28



6.5.3 Dé
omposition QR par matri
es de HouseholderDé�nition 6.3 On appelle matri
e de Householder asso
iée au ve
teur u ∈ Rp denorme √
2 la matri
e p× p donnée par

Hu = I − u uTPropriétés 6.1 Pour tout u dans Rp de norme √
2, la matri
e Hu est symétrique,orthogonale. C'est la matri
e de la ré�exion sur l'hyperplan orthogonal à u.Pour e�e
tuer la dé
omposition QR de la matri
e A, on va pro
éder 
omme dans laméthode de Gauss : on va multiplier su

essivement la matri
e A à gau
he par desmatri
es élémentaires de façon à mettre su

essivement des zéros sous la diagonalede A.Lemme 6.1 Soit x un ve
teur non 
olinéaire à e1 (premier ve
teur de base). Alorsil existe un nombre σ réel, et une matri
e Hu telle que Hux = σe1.

σ est donné par |σ| = ‖x‖, et son signe est l'opposé de 
elui de x1. Le ve
teur uest alors
u =

√
2

x− σe1
‖x− σe1‖E
rivons la matri
e A à l'aide de ses ve
teurs 
olonne :

A = (a1 . . . an), HuA = (Hua
1 . . .Hua

n),Supposons que a1 n'est pas 
olinéaire à e1 (sinon on ne fait rien). Utilisons le lemmepour trouver (σ1, u1) ∈ R×RN tel que Hu1
a1 = σ1a

1, et dé�nissons A1 = Hu1
A. Lapremière 
olonne de la matri
e A1 est le ve
teur











σ1

0...
0









et la matri
e A1 se dé
ompose par blo
s :
A1 =











σ1 × . . . ×
0... Ā1

0









9



Nous renouvelons la 
onstru
tion sur Ā1 : 
onstruisons (σ2, ū2) ∈ R× RN−1 tel que
Hū2

Ā1 =











σ2 × . . . ×
0... Ā2

0









Attention la matri
e Ā2 est de taille (N−2)×(N−2). Notons que si nous dé�nissonsle ve
teur
u2 =

(

0
ū2

)alors on a










1 × . . . ×
0... Hū2

0











= Hu2et
A2 = Hu2

A1 =











σ1 × . . . ×
0... Hū2

Ā1

0











=















σ1 × . . . ×
0 σ2 × . . . ×... 0... ... Ā2

0 0













On itère jusqu'à An−1 qui est triangulaire supérieure, ave
 la 
onstru
tion d'unefamille u1, . . . , un−1 et
An−1 = Hun−1

. . .Hu1
Aet

A = (Hun−1
. . .Hu1

)−1An−1 = (Hu1
. . .Hun−1

)An−1puisque les matri
esHu sont orthogonales et symétriques. La matri
e P = Hu1
. . .Hun−1est orthogonale et nous avons �ni la 
onstru
tion.6.5.4 Lien ave
 l'orthogonalisation de Gram-S
hmidtNotons aj les ve
teurs 
olonne de A et qj les ve
teurs 
olonne de Q. Alors

A = QR ⇐⇒ ∀j, 1 ≤ j ≤ n, aj =

j
∑

k=1

Rkjq
kLa dé
omposition QR 
orrespond don
 à l'orthogonalisation des 
olonnes de A.10


