Chapitre 6

Approximation par des polynomes
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6.1 Théorémes généraux

Soit E un espace vectoriel normé (e.v.n.) sur R ou C, muni d’une norme || - ||.

Théoréme 6.1 Si M est un sous-espace vectoriel de dimension finte de E, alors
pour tout g dans F, il existe au moins un y dans M tel que ||g —y|| = inzl\; lg — =|.
S

Démonstration On se fixe g dans M. On définit K = {x € M, ||g—z| < ||g—z0l|}-
Alors infy; = infg. La fonction & — ||g — || est une fonction continue sur K com-
pact, elle admet une borne inférieure d’aprés le théoréme de Weirstrass. [ |

Théoréme 6.2 (Théoréme de projection dans un Hilbert) Soit E est un es-
pace de Hilbert muni du produit scalaire (-,-), || - || est la norme associée. Soit M un
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sous-espace vectoriel de E, alors pour tout g dans E, il existe un unique y dans
M tel que ||g —y|| = injf/[ lg — x||. On le note Pyrg. C’est la projection de g sur M,
e

caractérisée par
VZ€M> (g_PMgaZ):O

Démonstration Vu en L2. [ |

On va appliquer ces théoréemes a M = P,,. D’abord un résultat d’approximation

Théoréme 6.3 (Théoréme de Weierstrass) Si (a,b] est compact, toute fonction
continue sur (a,b] peut étre approchée uniformément par des polyndmes, ou encore
Uespace des polynomes est dense dans C°((a,b]) pour la norme de L*.

Démonstration La démonstration est un peu longue, elle s’appuie sur les
polynomes de Bernestein

L’équivalent pour les fonctions périodiques est tres utile :

Théoréme 6.4 Soit f une fonction continue de période 2m. Alors il existe des co-
efficients réels ag, -+ ,ap, -+ et by, -+ by, -+ tels que

Sy(t) = ag + Z(ak cos kt + by sin kt)
k=1

converge uniformément vers f sur R.

6.2 Polyndmes orthogonaux, moindres carrés

L’espace L*(a,b) des fonctions de carré intégrable sur (a,b) est un espace de
Hilbert pour le produit scalaire (f,g) = f; f(x)g(x)dx. Il contient les polynomes.

Définition 6.1 On dit qu’une suite de polynomes po,--- ,pn,--- forme une suite
de polynomes orthogonauz si

— d’ p, = n pour tout n,

~ (pi,pj) =0 pouri # j.



Il existe une unique suite, a une constante multiplicative prés. Exemple : sur
[—1,1], les polynomes de Legendre sont définis par L, (1) = 1. Ils sont définis égale-
ment par la formule de récurrence

(n + 1)Ln+1(l’> = (2n + 1)ILn(I) — nLn_l(x), L(] = 1, L1 = X.
Ils sont aussi solution de 1’équation différentielle
(1 —2%)y” — 229 +n(n+ 1)y = 0.
Leur norme est égale & 2/(2n + 1).
Soit maintenant f une fonction de L?(a,b). Par le théoréme de projection, il

existe un unique P, dans P,,, projection de f sur P,. Décomposons le sur la base
des polynomes orthogonaux p; :

n
P, = Z agip;.
j=0
Par la caractérisation de la projection, on doit avoir pour 0 < 57 < n :

(f.pj) = (Qu,p;) = o7 lpj|I?

et donc o ne dépend pas de n et

n (f?pj)

T el

Théoréme 6.5 Soit f une fonction de L*(a,b).

1. Pour tout n positif, il existe un unique polynome P € P, tel que ||f — B,| =
f—P|. Il est donné par

infpep,

2,7

2. Si de plus [a,b] est compact et f est continue, alors P, tend vers f dans L* et

Hf||2 _ Z (fapj)

2, P



6.3 Moindres carrés discrets

On se place maintenant dans £ = R™. On se donne N points z;, N mesures
fi, et on cherche p € P,,_; qui "approche" les f; aux points z;. Il est clair que si
N >> n, il n’existe en général pas de polyndome qui passe par tous les points. On va
alors chercher & passer "le plus prés possible", c¢’est-a-dire & minimiser la distance
entre les p(x;) et les f; : on cherche donc p,_; qui minimise Zf\il |Dn_1(xi) — fi*
On cherche p, sous la forme

n—1
Paci(z) = agat,
k=0

c’est-a-dire qu’on cherche les ag, et et on minimise Zf\il | ZZ;; arrk — f;]2. Notons
A la matrice des a;, = 2771, 1 < i < N, 1 <k <n,y = (ag, - ,a,-1), b =
(fror o )

Trouver y € R", ||[Ay —b|| = ZiEI%an |Az —b|| (6.1)

Théoréme 6.6 Soit A une matrice N xn. Le probléme de minimisation (6.1) admet
une solution, caractérisée par AT Ay = ATb. La solution est unique si et seulement
si A est injective (i.e. rg A =n).

Ce sont les équations normales. Pour résoudre le probléme de moindres carrés,
on n’a donc qu’a résoudre un systéme linéaire de taille n. Mais ce probléme est mal
conditionné. Un exemple :

1 1 1
e 00
A= 0 0
0 0 ¢
alors
1+ ¢e? 1 1
A= 1 1+ &2 1
1 1 1+ ¢?

Définition 6.2 Les valeurs singuliéres de A sont les racines carrées positives des n
valeurs propres de AT A.

Théoréme 6.7 Soit A une matrice N x n avec N > n. Alors il existe 2 matrices



orthogonales U (N x N) et V (n x n), et un matrice ¥ de taille N x n

01
09 0
0 .

telles que A = UXVT,
Démonstration
VI(ATA)V = diag(o?)
Soit ¢; le j-éme vecteur de AV. On a

T, _ 25
¢; ¢j = 0;0;

On ordonne les 0; : 01, -+, 0, non nulles. Donc ¢; = 0 pour ¢ > r. On pose
C.
Uj =2
aj

pour j < r. Ils forment un systéme orthonormeé, qu’on compléte en une base ortho-

normée de RY. Soit U la matrice des u;. [ |
En corollaire, le rang de A est égal au nombre de valeurs singuliéres de A.

Ona A => cunvl, ATA =3 c?vvl. On en déduit que uy,--- ,u, forment
une base de ImA, v,41,---,v, une base de ker A, vy, ---,v, une base de ImAT =
(ker A)*.

On appelle maintenant pseudo-inverse de X la matrice

1/0'1 0
1/0’2
S _ 0 0
1/o,
0

On définit alors la pseudo-inverse de A par

Al =vxtuT



On a maintenant A" = Y 1/o;v;ul. On en déduit que AAT = > uul est la
matrice de la projection orthogonale sur ImA et ATA = 3" v;v! la matrice de la
projection orthogonale sur ImA™T. Revenons & notre systéme de moindres carrés. Les
équations normales ont maintenant une interprétation agréable. Si b n’appartient
pas & ImA, nous le projetons sur ImA en AAb et nous résolvons alors Az = AATD,
ou encore A(z — ATh) = 0, ou z — A'h € ker A, ou z — ATb = (I — ATA)w pour un

quelconque w.
Théoréme 6.8 La solution générale du probléme de moindres carrés discrets s’écrit
y=Ab+ (I - AT A)w

Si A est de rang n, il y a une solution unique. Si rgA < n, [’ensemble des solutions
est un espace vectoriel de dimension n —r.

Dans le deuxiéme cas, on choisit dans ’ensemble des solutions celle de norme
minimale, i.e. on cherche w € ker A tel que

1ATD + w| = inf AT+ 2]
z€ker A

ce qui revient a projeter —ATb sur ker A.

6.4 Reégression linéaire

On a mesuré, sur N individus, n + 1 variables Y, Xy, ---, X,,. Appelons z;; la
mesure de la variable X; sur I'individu 7, et y; celle de la variable Y. On cherche a
reconstituer la loi de Y & partir de celles des X;, supposées linéairement indépen-
dantes, par une formule linéaire

Y =by+b0Xi+---+b,X,

Soit y le vecteur des y; = by + b1 %1 + - - - + b, Tin, et § le vecteur de composantes ;.

On cherche b = (b, - - - , b,) qui minimise la norme de y — . EN notant X la matrice
I T - Tun
X=1|1 za - T
I Iyt - Znn

on est ramenés & minimiser || Xb — 7.



6.5 Reésolution des équations normales

6.5.1 Meéthode de Cholewski

Supposons la matrice A injective. La matrice B = AT A est alors symétrique
définie positive. On écrit sa décomposition de Cholewski : il existe une unique matrice
S triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement positifs, telle que B =
STS. On résout alors successivement les deux problémes triangulaires.

Malheureusement, les équations normales ne sont pas bien conditionnées, et la
décomposition n’est valable que si A est injective. On va donc faire différemment.

6.5.2 Décomposition QR

Toujours en supposant la matrice A injective, écrivons successivement
STS = ATA
(ST) TATAS ' =1
(ASH (A4S =1
ce qui montre que la matrice Q, = AS™! est orthogonale. On peut aussi écrire

A=S

Augmentons ) (de taille N x n) par une matrice )5 en une matrice carrée de taille
N : Q = (Q1|Q2), alors nous pouvons écrire ’égalité précédente comme

A= @le) (5) = on

En fait cette décomposition peut étre obtenue par d’autre moyen (voir plus bas),
et ne nécessite pas que A soit injective. Puisque la matrice () est orthogonale on a
pour tout z, d’apres le théoréme de Pythagore,

1Az = b]* = Q" (A2 = D)|I* = Rz — Q"b||* = ||Sz — (QT0):[I* + [(Q"b)|?

Si R est inversible, c’est-a-dire si le rang r de A est égal a n, ’équation Sz =
(QTbh); a une seule solution y, et le minimum est atteint pour ¥ :

inf || Az — bl| = [[ASTHQTb)ul| = [(Q"b)ull-

Si r < n, notons que ker A = ker S : il y a une infinité de solution, comme men-
tionné dans le théoréme 6.8. Pour en trouver une, nous effectuons une factorisation
QR de ST, sous la forme

ST =PV



ot PT est une matrice orthogonale n x n et V de taille n x r triangulaire supérieure

de rang r

v X X X
Vg X X

v 0 .X B VT
B Ur N On—r,r

0

La matrice V est donc triangulaire inférieure de rang r. D’oil
S=V'P= V|0, P

Décomposons Z = Pz sous la forme

5= (i) . 5 ER, 5 RV
22
Donc _
= ()
et -
1Sz = (QTo)* = [VZ — (QT0) |,
d’ou

1Az = blJ* = V2 — (QT0):[I* + QD)2
La matrice V est inversible, donc ||Az — b|| est minimal pour Vij; — (QTb); = 0 et
le minimum est de nouveau [|(Q7b),]|. Choisissons

(i _ T
y—(o), y=Py

Alors y est solution du probléme de minimisation. y est de norme minimale : toutes
les autres solutions s’écrivent sous la forme

s=PT3 3= (ﬂ)
22

si bien que (puisque la matrice PT est orthogonale),

121 =2
17211 + 1|22
= lgl* + 1|27
Iyl + 1221
ylI?

AVANI



6.5.3 Décomposition ()R par matrices de Householder

Définition 6.3 On appelle matrice de Householder associée au vecteur u € RP de
norme /2 la matrice p X p donnée par

H,=1—-—uu"

Propriétés 6.1 Pour tout u dans RP de norme /2, la matrice H, est symétrique,
orthogonale. C’est la matrice de la réflexion sur [’hyperplan orthogonal a w.

Pour effectuer la décomposition QR de la matrice A, on va procéder comme dans la
méthode de Gauss : on va multiplier successivement la matrice A & gauche par des
matrices ¢élémentaires de fagon a mettre successivement des zéros sous la diagonale

de A.

Lemme 6.1 Soit x un vecteur non colinéaire a ey (premier vecteur de base). Alors
il existe un nombre o réel, et une matrice H, telle que H,x = oe;.

o est donné par |o| = ||z||, et son signe est 'opposé de celui de x;. Le vecteur u
est alors
u— 2t e
[ = oei

Ecrivons la matrice A & 'aide de ses vecteurs colonne :

A=(a"...a"), HA=(H,".. H,a"),
Supposons que a' n’est pas colinéaire a e; (sinon on ne fait rien). Utilisons le lemme
pour trouver (op,u;) € R x RY tel que H,,a' = oya', et définissons A; = H, A. La

premiére colonne de la matrice A; est le vecteur

01
0

0

et la matrice A; se décompose par blocs :




Nous renouvelons la construction sur A; : construisons (o9, Us) € R x RV™! tel que

09 ‘ X . X
_ 0
Hy, Ay = 5 i,
0
Attention la matrice Ay est de taille (N —2) x (N —2). Notons que si nous définissons
le vecteur
()
Ug = | —
U2
alors on a
1] x X
; H
: H, o
0
et
01 X X
%1 ‘ i X 0 o9 | X ... X
Ag — Hu Al - . - = O
: . HQQAl . . A
0 S 2
010

On itére jusqu’a A,_1 qui est triangulaire supérieure, avec la construction d’une
famille uq, ..., u,_1 et
An—l =H

Un—1

L H, A

et
A=(H, ,...H,)) Ay 1=(H, ...H, )A,

: Un—1
puisque les matrices H,, sont orthogonales et symétriques. La matrice P = H,,, ... H,,, ,
est orthogonale et nous avons fini la construction.

6.5.4 Lien avec 'orthogonalisation de Gram-Schmidt

Notons a’ les vecteurs colonne de A et ¢’ les vecteurs colonne de (). Alors
_ J
A=QR < Vj1<j<nd =) Ryd
k=1

La décomposition Q)R correspond donc a ’orthogonalisation des colonnes de A.
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