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Deux problèmes lassiques1) Interpolation : on onsidère une aile d'avion, qu'on soumet à des vents de 10,50, 100, 200 km/h, et dont on alule les déformations pour es valeurs. On veutsavoir omment elle résistera à un vent de 150km/h.2) Extrapolation : on onnaît la population française de 1800 à 2010 et on veuten déduire une estimation de la population française dans les 10 prohaines années.Une solution est de déterminer un polyn�me dont la ourbe s'approhe le pluspossible (ou passe par) es points, et de prendre sa valeur aux nouveaux points.C'est le but de e hapitre.Le problème mathématique est le suivant : on se donne n+1 mesures f0, · · · , fnen n+1 points distints x0, · · · , xn et on herhe à aluler un polyn�me q de degré1



inférieur ou égal àm, avem ≤ n, qui �approhe� les mesures f0, · · · , fn. La premièreapprohe est quand m = n : 'est le polyn�me d'interpolation.5.1 Interpolation de LagrangeThéorème 5.1 1) Il existe un unique polyn�me pn ∈ Pn (espae vetoriel des po-lyn�mes de degré inférieur ou égal à n) tel que
∀i, 0 ≤ i ≤ n, pn(xi) = fi. (5.1)2) Il s'érit sous la forme

pn(x) =
n
∑

i=0

fiℓi(x), ave ℓi(x) =
∏

j 6=i

x− xj

xi − xj

. (5.2)Les ℓi sont les polyn�mes d'interpolation de Lagrange. pn est le polyn�me d'interpo-lation aux points xi pour les mesures fi.Démonstration 1)Notons pn(x) =
n
∑

k=0

akx
k, x ∈ R. Résoudre (5.1) est équi-valent à résoudre un système linéaire dont les inonnues sont les oe�ients ak :

Ay = b ave
A =







1 x0 · · · xn
0... ... ... ...

1 xn · · · xn
n






, y =







a0...
an






, b =







f0...
fn






,

A est une matrie de Vandermonde. Elle est inversible e qui onlut la partie 1).2) ℓi est un polyn�me de Pn, et véri�e ℓi(xj) = δij . On véri�e que e polyn�meonvient.

Figure 5.1 � polyn�me d'interpolation2



Lorsque les fi sont les valeurs d'une ertaine fontion f aux points xi, on parlede pn omme de l'interpolant de f et on la note Πnf .

Figure 5.2 � interpolantEn prinipe il su�t de résoudre le système linéaire pour aluler les ai, puis dealuler en haque nouveau point x
pn(x) = (a0, a1, . . . , an) ∗











1
x...
xn









Mais le système est très mal onditionné. Il vaut mieux programmer diretement(5.2).funtion [yy℄ = lagint(x, y, xx)% LAGINT uses the points (x_i, y_i) for the Lagrange Form of the% interpolating polynomial and interpolates the values% yy_i = p_n(xx_i)n = length(x); nn = length(xx);for i = 1:nn,yy(i) = 0;for k =1:nyy(i) = yy(i)+y(k)*prod((xx(i) - x([1:k-1,k+1:n℄))).../prod((x(k) - x([1:k-1,k+1:n℄)));end;end; 3



5.1.1 Formulation baryentriqueUtiliser la formulation (5.2) mène à O(n2) opérations pour haque x. Nous dé�-nissons les oe�ients
λi =

1
∏

j 6=i(xi − xj).et nous réérivons
pn(x) =

n
∑

i=0

λi

(

∏

j 6=i

(x− xj)fi

)

=
∏

j

(x− xj)

(

n
∑

i=0

λi

x− xi

fi

)

Puisque la formule est exate pour les polyn�mes de degré 0, on peut érire pour
f ≡ 1 :

1 =
∏

j

(x− xj)

(

n
∑

i=0

λi

x− xi

)

et don
∏

j

(x− xj) =
1

n
∑

i=0

λi

x− xie qui nous donne la formule baryentrique
pn(x) =

n
∑

i=0

λi

x− xi

fi

n
∑

i=0

λi

x− xi

4



pn(x) =

n
∑

i=0

λi

x− xi

fi

n
∑

i=0

λi

x− xiPour l'utiliser nous alulons d'abord les λi en O(n2) opérations,funtion [lambda℄ = oeffbary(x)% COEFFBARY omputes the oeffiients for the baryentri% representation of the interpolating polynomial through% the points (x_i, y_i)n = length(x); x=x(:);for k = 1:n,lambda(k) = 1 / prod(x(k) - x([1:k-1,k+1:n℄));end;Puis pour haque x nous alulons les poids µi =
λi

x− xi

et pn(x) =

∑n

i=0 µifi
∑n

i=0 µi

enseulement O(n) opérations.funtion [yy℄ = intbary(x, y,lambda, xx)%% INTBARY evaluates the interpolating polynomial%% through (x_i, y_i) for the values xx: yy = P_n(xx)x=x(:); y=y(:); xx = xx(:);nn = length(xx);for i = 1:nn,z = (xx(i)-x) + 1e-30; % prevents a division by zeromue=lambda'./z;yy(i)=mue'*y/sum(mue);end;5.1.2 Formule de NewtonOn se donne les n + 1 points x0, · · · , xn. Pour tout k plus petit que n, on note
pk le polyn�me d'interpolation de f aux points x0, · · · , xk. On a

pk − pk−1 = C(x− x0) · · · (x− xk−1)Dé�nition 5.1 Pour k + 1 points y0, · · · , yk, on note f [y0, · · · , yk] le oe�ient dedegré k du polyn�me d'interpolation de f aux points y0, · · · , yk.Lemme 5.1
pk − pk−1 = f [x0, · · · , xk](x− x0) · · · (x− xk−1)5



Démonstration
Théorème 5.2 (Formule de Newton)

pn(x) = f(x0) +

n
∑

k=0

f [x0, · · · , xk](x− x0) · · · (x− xk−1) (5.3)Démonstration Il su�t de sommer la formule de réurrene préédente.Lemme 5.2 (Formule des di�érenes divisées)
∀k ≥ 1, f [x0, · · · , xk] =

f [x1, · · · , xk]− f [x0, · · · , xk−1]

xk − x0

(5.4)DémonstrationSoit qk−1 ∈ Pk−1 le polyn�me d'interpolation de f aux points x1, . . . , xk. Posons
p̃k =

(x− x0)qk−1 − (x− xk)pk−1

xk − x0Alors p̃k = pk. En e�et
et il ne reste plus qu'à égaler les oe�ients direteurs dans la formule de p̃k.Table de alul

Figure 5.3 � table des di�érenes divisées6



Voii l'algorithme matlabfuntion [d,D℄ = oeffnewton(x, y)% COEFFNEWTON omputes the divided differenes needed for% onstruting the interpolating polynomial through (x_i,y_i)n = length(x)-1; % degree of interpolating polynomialThe Interpolation Polynomial 335% divided differenesfor i=1:n+1D(i,1) = y(i);for j = 1:i-1D(i,j+1) = (D(i,j)-D(i-1,j))/(x(i)-x(i-j));endendd = diag(D);Une fois les di alulés, pour les utiliser nous ouplons ave l'algorithme de Hör-ner, en réérivant le polyn�me pn sous la forme
pn(x) = d0 + (x− x0)(d1 + (x− x1)(d2 + · · ·+ (x− xn−2)(dn−1 + (x− xn−1)dn)))funtion y = intnewton(x,d,z)% INTNEWTON evaluates the Newton interpolating polynomial% at the new points z: y = P_n(z) using the Horner form% and the diagonal d of the divided differene sheme.n = length(x)-1;y = d(n+1)for i= n:-1:1y = y.*(z-x(i))+d(i);end;En Matlab, on utilise la fontion poly�t pour l'interpolation polynomiale. Cettefontion utilise une interpolation au sens des moindres arrés disrets (voir partie3).
5.1.3 estimation d'erreurThéorème 5.3 si f ∈ Cn+1([a, b]), ∀x ∈ [a, b], ∃ζx appartenant au plus petit inter-valle ouvert ontenant x, x0, · · · , xn, tel que

f(x)− pn(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ζx)Πn+1(x) (5.5)7



où Πn+1(x) =

n
∏

i=0

(x− xi).Démonstration On remarque d'abord que l'égalité est vraie si x est l'un des xi.On suppose ensuite que x est �xé, non égal à l'un des xi. On applique le théorèmede Rolle n+ 1 fois à la fontion dé�nie pour x �xé par
F (t) = f(t)− pn(t)− CΠn(t)où C est dé�ni par F (x) = 0.

On déduit de e théorème d'abord que les di�érenes divisées sont des approxi-mations des dérivées : il existe un ξ dans l'intervalle (inf(xi), sup(xi)) tel que
f [x0, · · · , xn] =

f (n)(ζ)

(n)!En e�et érivons d'après le lemme 5.1
pn(xn)− pn−1(xn) = f [x0, · · · , xn](xn − x0) · · · (xn − xn−1)et d'après l'estimation d'erreur aux points x0, . . . , xn−1,
f(xn)− pn−1(xn) =

1

(n)!
f (n)(ζ)(xn − x0) · · · (xn − xn−1).Egalons es deux expressions pour onlure.Nous en déduisons aussi une estimation d'erreur grossière. On note pour unefontion ϕ, ‖ϕ‖∞ = supx∈[a,b] |ϕ(x)|, et on a

‖f − pn‖∞ ≤ 1

(n + 1)!
‖F n+1‖∞‖Πn+1‖∞ (5.6)Pour une fontion f donnée, on minimise l'erreur en hoisissant bien les pointsd'interpolation :Théorème 5.4 Sur un intervalle [a, b], ‖Πn+1‖∞ est minimale pour le hoix despoints

xT
i =

a + b

2
+

b− a

2
yn+1
i , 0 ≤ i ≤ nLes yn+1

i = cos(
2i+ 1

2(n+ 1)
π) sont les zéros du polyn�me de Chebyshev Tn+1.8



Polyn�mes de ChebyshevPour tout k on dé�nit sur [−1, 1] la fontion
Tk(y) = cos(kArc cosy). (5.7)

Tk est en fait un polyn�me de degré k. Pour le voir, on établit la formule de réurrene
Tk+1(y) = 2y Tk − Tk−1, T0 = 1, T1 = y, (5.8)e qui permet de les dé�nir sur tout R. Le oe�ient dominant de Tk est 2k−1yk,ses zéros sont les yki = cos (2i+1

2k
π) pour 0 ≤ i ≤ k − 1, et les extrema valent (−1)i,atteints aux points ỹki = cos ( i

k
π) pour 0 ≤ i ≤ k.Lemme 5.3 Pour tout p ∈ Pk unitaire (i.e. p = yk + · · · ), on a

‖p‖∞ ≥ ‖ Tk

2k−1
‖∞ =

1

2k−1Démonstration Pour n'importe quel hoix des points d'interpolation x0, · · · , xn,faisons un hangement de variable
xi =

a+ b

2
+

b− a

2
yi, 0 ≤ i ≤ n, x =

a+ b

2
+

b− a

2
yLorsque x varie dans l'intervalle [a, b], y varie dans l'intervalle [−1, 1] et

Πn+1(x) =

(

b− a

2

)n+1 n
∏

i=0

(y − yi)Minimiser l'erreur est don minimiser la norme in�nie d'un polyn�me unitaire sur
(−1, 1], et

inf
{xi}

‖Πn+1‖∞ = ‖
∏

(x− xT
i )‖∞ = 2

(

b− a

4

)n+1Admis, f Demailly, analyse numérique et équations di�érentielles.Remarque 5.1 Pour une division en points équidistants, i.e. xj = a + b−a
n
j, onmontre que

‖Πn+1‖∞ ∼ (b− a)n+1 e−n

√
n lnnPour (a, b) = (−1, 1), la �gure suivante montre le logarithme des erreurs en fontionde n dans les deux as 9
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Figure 5.4 � Comparaison de ‖Πn+1‖∞ pour deux ensembles de points5.1.4 Convergene de pn vers fConsidérons la fontion f(x) = x+1
5

sin(x) sur [0,6℄ (ex de Quarteroni).
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Figure 5.5 � interpolantOn onstate dans e as que la suite Πn(f) onverge vers f . Ce n'est pas vraien général. Le ontre-exemple lassique est elui de la fontion de Runge f(x) =
1

1 + 15x2
: 10
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Figure 5.6 � interpolantBien que la fontion soit tout à fait régulière, on voit que l'erreur en 1 tend versl'in�ni.5.2 Interpolation d'Hermite
f est toujours une fontion su�samment régulière sur le segment [a, b]. On sedonne k + 1 points x0, · · · , xk dans [a, b].Théorème 5.5 Posons n = 2k + 1. Il existe un et un seul polyn�me pn ∈ Pn telque

∀j, 0 ≤ j ≤ k, pn(xj) = f(xj) et p′n(xj) = f ′(xj).Théorème 5.6 si f ∈ Cn+1([a, b]), ∀x ∈ [a, b], ∃ζx appartenant au plus petit inter-valle ouvert ontenant x, x0, · · · , xk, tel que
f(x)− pn(x) =

1

(n + 1)!
F n+1(ζx)Πn+1(x) (5.9)où Πn+1(x) =

k
∏

i=0

(x− xi)
2.

pn dépend de 2k + 2 oe�ients, nous allons l'exprimer sous la forme
pn(x) =

k
∑

i=0

f(xi)qi(x) +

k
∑

i=0

f ′(xi)ri(x) (5.10)11



où les polyn�mes qi et ri sont dé�nis par
∣

∣

∣

∣

qi(xj) = δij ,
q′i(xj) = 0,

∣

∣

∣

∣

ri(xj) = 0,
r′i(xj) = δij.

(5.11)On peut les déterminer en fontion des polyn�mes d'interpolation de Lagrange ℓi :
qi(x) = (1 + 2(xi − x)ℓ′i(xi))ℓ

2
i (x), ri(x) = (x− xi)ℓ

2
i (x).5.3 Interpolation par moreauxSoient a ≡ a0 < a1 < · · · < aN ≡ b des points qui divisent l'intervalle I = [a, b]en sous-intervalles Ij = [aj , aj+1] de longueur H = b−a

N
, soit aj = a + jH .5.3.1 Interpolation a�neSur haque intervalle Ij, on interpole f par un polyn�me de degré inférieur ouégal à 1. On obtient un polyn�me par moreaux, noté ΠH

1 f . Il s'érit
ΠH

1 f(x) = f(aj) + f [aj, aj+1](x− aj), x ∈ Ij

PSfrag replaements
a bH

fΠH
1 f

Figure 5.7 � interpolation a�ne par moreauxThéorème 5.7 Si f ∈ C2(I), alors
sup
x∈I

|f(x)−ΠH
1 f(x)| ≤ H2

8
sup
x∈I

|f”(x)|. (5.12)12



Démonstration Il su�t d'appliquer l'estimation d'erreur (5.6).Remarque 5.2 Si f ∈ Cn+1(I), on peut faire de même une interpolation par despolyn�mes de degré inférieur ou égal à n dans haque sous-domaine et on obtientl'estimation d'erreur
sup
x∈I

|f(x)− ΠH
n f(x)| ≤ Hn+1

4(n+ 1)
sup
x∈I

|f (n+1)(x)|. (5.13)5.3.2 Interpolation par fontions splinesL'inonvénient de la démarhe préédente est que l'approximation de f manquede régularité. Ii nous nous donnons yi = f(ai) et aussi des valeurs y′i que noushoisirons ensuite. Dans haque sous-intervalle, nous interpolons la fontion f parun polyn�me pi ∈ P3 tel que
pi(ai) = yi, pi(ai+1) = yi+1, p′i(ai) = y′i, p′i(ai+1) = y′i+1,Faisons le hangement de variable y = (x− ai)/H , et posons p(x) = P (y). On doitdon avoir
Pi(0) = yi, Pi(1) = yi+1;P

′
i (0) = Hy′i, P ′

i (1) = Hy′i+1;Nous utilisons les formules données pour les polyn�mes d'Hermite.
Pi = yiq0 + yi+1q1 + y′ir0 + y′i+1r1Les polyn�me de Lagrange aux points 0 et 1 sont ℓ0 = 1−y, ℓ1 = y, et les polyn�mes

qi et ri sont donnés par
q0(y) = (2y − 1)(1− y)2, q0(y) = (2y − 1)y2, r0(y) = y(1− y)2, ri(y) = (1− y)y2.Comment maintenant aluler la valeur de pi en un point x ?1. Déterminer l'intervalle [ai, ai+1] où se trouve x.2. Caluler la variable loale y = (x− ai)/H .3. Évaluer Pi(y), de préférene par l'algorithme de Hörner.Pour déterminer l'intervalle où se trouve x, on utiliser un algorithme de reherhebinaire si les intervalles ne sont pas de même taille. Sinon bien sûr on prend la partieentière de x/H .Les y′i doivent approher les dérivées f ′(ai) qui ne sont pas données en général. Onpeut alors approher par exemple f ′(ai) par des di�érenes divisées y′i = f [ai−1, ai+1]pour 1 ≤ i ≤ N − 1. Aux deux extrémités on peut prendre des dérivées déentrées
y′0 = f [a0, a1] et y′N = f [aN−1, aN ].Peut-on déterminer les y′i de façon à être enore plus régulier ? Par exemple queles dérivées seondes soient aussi ontinues ? La réponse est oui, e sont les vraissplines ubiques historiques. 13


