MACSI1 - S6 - Equations différentielles - TD4
Méthodes numériques - Stabilité, Consistance, Ordre

Dans tous les exercices, on considere le probleme de Cauchy

y'(t) = f(ty(t), ylto) = o (1)

ou f est une fonction continue de sa premiere variable et lipschitzienne pour sa deuxieme variable,
de constante de Lipschitz A.

1 Meéthode des trapezes et RK2

On cherche ici a calculer des solutions approchées du probléme (1). Pour cela, on va étudier les deux
méthodes numériques suivantes

e Méthode des trapezes

ﬁ (f(tna yn) + f(tn + h7 yn+1)) 3 tn+1 - tn + h (2)

Ynt1l = Yn + 9

e Schéma RK2 - Euler amélioré

g(f(tn’yn) + f(tn+ Py yn + hf(tn,yn))) (3)

Yntl = Yn +
Pour les deux méthodes, on demande
1. de dire si la méthode est explicite ou implicite,

2. d’écrire la méthode sous la forme générale d’une méthode a un pas
Yn+1 = Yn T+ hcl)(tn) Yn, h)7

3. d’étudier la stabilité de la méthode,
4. d’étudier la consistance et 'ordre de la méthode,

5. dans le cas particulier ou f est donnée par

ft,y)=—-Xy, A>0 (4)

(a) de donner la solution exacte du probleme, puis de vérifier qu’elle est positive et décroissante,

(b) d’étudier la décroissance (en valeur absolue) et la positivité des deux solutions numériques
proposées.



2 Schémas de type Runge-Kutta

2.1 Schémas RK2

On considere la forme générale suivante pour des schémas explicites de type Runge-Kutta utilisant
I’évaluation de la solution en deux points

Ynt1 = Yn + h(af (tn, yn) + B (tn + Yy + 0 f (tnyn))), @ >0, B>0, >0
Montrer que
e le schéma est stable pour toute valeur des parametres
e la consistance du schéma impose une relation sur les parametres « et [,
e le fait d’étre d’ordre 2 impose une relation sur les parametres 3 et 7,

e les schémas proposés forment une famille & un parametre o € [0,1/2]. Préciser les intervalles
dans lesquels doivent étre pris les deux autres parametres. Identifier le choix qui permet de
retrouver les schémas d’Euler modifiés et améliorés.

2.2 Schémas RK4

Le schéma RK4 classique sécrit a I'aide de 1’évaluation de la solution en quatre points

Yn1 = Yn,
h
Yn2 = Un + Ef(tvz? yn,l)v
h h
Yns = Yn+ §f(tn + 5 Yn,2),

h
Yna = Un + hf(tn + 57%,3),

par la formule de mise a jour

h h h
Yn+1 = Yn + 6 (f(tn7 yn,l) + Qf(tn + §a yn,Q) + 2f(tn + 57 yn,3> + f(tn + ha yn,4))

1. Montrer que ce schéma est consistant.
2. Dans le cas particulier ou f est donnée par la relation (4),

e Montrer que le schéma est d’ordre 4,

e Etudier la décroissance (en valeur absolue) et la positivité de la solution numérique.

3. Dans le cas général, rappeler la formule d’intégration numérique dite de Simpson et son degré
d’approximation. Faire le lien avec le schéma proposé et expliquer pourquoi cela peut laisser
penser que le schéma peut étre d’ordre 4.

4. Montrer que le schéma est bien d’ordre 4 (question tres calculatoire...).



3 Schémas basés sur les développements de Taylor

3.1 Construction d’un schéma d’ordre p

On introduit les fonctions f*)(¢,y) définies par récurrence

By = fty),  F5y) =afP(ty) + fEy)o,f P y)

Montrer que le développement de Taylor de la fonction y solution de (1) s’écrit alors

p k
Y(tns1) = y(tn) + Y %f(k‘” (tn, y(ta)) + O(RPFH)
k=1

On introduit la forme générale d’un schéma a un pas

Yntl = Yn T+ hq)(tm Yn, h)

En utilisant un développement de Taylor sur la troisieme variable de la fonction ® au voisinage de
0, retrouver la condition vue en cours sur 'ordre d’'un schéma a un pas

1
Vk<p OF®(t,y,0)=——FF(¢
p 0wty 0) ===V (ty)
On propose alors le schéma numérique suivant

p _
hk:l

Yn+1 = Yn + hF(tny Yn,s h>7 F(ta Y, h) = Tf(kil) (ta y)

k=1

Déduire de ce qui précede qu'’il est d’ordre p. Identifier le schéma obtenu pour le choix p = 1.

3.2 Ameélioration de la méthode

Le calcul explicite des fonctions f*) meéne souvent en pratique & des expressions compliquées deés que
k augmente. L’idée de cette partie est donc de construire un schéma n’utilisant que la fonction )
mais qui soit d’ordre plus grand que 2. On suppose dans la suite que la fonction f () est lipschitzienne
par rapport a sa deuxieme variable, de constante de Lipschitz A. On propose le schéma numérique
suivant, de parametres « et 3

h
Yny1 = Yn T+ By (L4 a)f(ty + hyyns1) + (1 — ) f(tn, Yn))
h2

= (B4 ) [Vt hoynsn) + (B = ) [V (tn, ya) (5)

1. Montrer que le schéma proposé est implicite. Proposer une méthode itérative permettant le
calcul de la solution y, 1 de I'équation (5). Donner une condition sur le pas h qui assure la
convergence de la méthode.

Montrer que le schéma proposé est stable.
Montrer que le schéma proposé est d’ordre 2.

Montrer qu’un choix particulier du parametre S conduit a une méthode d’ordre 3.

A

Montrer qu'un choix particulier des parametres « et 5 conduit a une méthode d’ordre 4.



