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Introduction.

Soient k un corps et X une variété algébrique projective sur k, c’est a dire la donnée d’un
nombre fini (f;) de polynémes homogénes de k[ Xo, ..., X;;] pour un certain entier n > 0 tel que

X:={PecP*k)|Vi fi(P)=0}.
Si K est un surcorps de k, on note
X(K):={PeP" (K)Vi f;(P)=0}

On note X pour X (k), ot k désigne une cloture algébrique de k.
Lorsque k = I est le corps & ¢ (=puissance d’'un nombre premier) éléments, on s’intéresse a
la cardinalité de X (Fgm) pour tout entier m > 0. Bien str ce nombre est fini car

Card(X (Fgm)) < Card(P"(Fgm))

myn+1 _
< (¢™) 1
qm —1
n .
< Zqzm.
=0

On note
Ny, = Card(X (Fgm)).

Pour étudier ces nombres, on les rassemble dans une serie formelle, que 'on appelle fonction

zeta :
+00 m
Z(X,T) :=exp (Z Nmm> :
m=1
Comme la fonction exponetielle admet une décomposition en série formelle a coefficient rationel,
en la composant par la serie formelle logarithmique In(Z(X,T")), qui est elle aussi a coefficient
rationel, on conclut que

Z(X,T) e Q[T].



Etudions I'exemple de la variété X = P"(F,).
+oo ™™
Z(X,T) = Np—
oer) = oo (3 )
+oo n
im r
Py

m=1 =0

n —+oo ; m
- ooy 300D
=0 m=1
too sz
_ Hexp<z( m) )

m=1

= Hexp lnl—qT))

1
(1= D)1 —q)(1 = @T)(1 = ¢'T)’

La premiére observation, absolument innocente, que nous pouvons faire est que Z(X,T) € Z(T).
La seconde observation est

Z<X’Q”1T) - (1—)(1—_1)1(1—1)...(1— )

1
nT qr iT qn—QT T
n(n+1)
= (-t g = 1T
D)D) — 1) (1~ D)
_ (_1)n+1 nin + >Tn+1Z(X T)

Ces résultats, ainsi que d’autres notemment sur les courbes, ont ammené Weil a énoncer des
conjectures en 1949 :

Soit X une variété algébrique projective lisse de dimension n sur un corps fini k.
Rationalité.

Il existe des polynémes P; € Z[T] tels que

Py(T)Ps(T)... Pony1 (T)
Po(T)Py(T)... Pon(T)
De plus Py(T) =1 —T et Pon(T) =1 — q"T.

Equation fonctionnelle.

Z(X,T) =

1 0
z <X, > = +q2 TXZ(X,T).
T

2n
Ol x =Y (—1)'Deg(P,).
i=0
Analogue de I'hypothése de Riemann.

Les conjugués des racines de P; sont de module

q

[NEE



Nombre de Betti. ...

Weil suggeére que si I’on dispose d’une bonne cohomologie alors on peut en déduire les conjec-
tures. De telles cohomologies s’appellent les cohomologies de Weil. Dans un premier temps nous
donnerons une description axiomatique de ces cohomologies ; nous en déduirons ensuite quelques
résultats amenant aux conjectures. Nous nous interesserons ici & la rationalité et & I’équation
fonctionnelle.



Chapitre 1

Cohomologies de Welil.

On fixe un corps K de caractéristique 0 qui se plonge dans C

Définition 1.1. Un foncteur contravariant H* (e, K) de la catégorie des variétés dans la catégorie
des K algebres graduées anti-commutatives de dimension finie est appelé cohomologie de Weil si
les conditions suivantes sont vérifiées :

A. Dualité de Poincaré. Soit n la dimension de la varieté X.

(7). Pour tout entier i qui n'est pas compris entre 0 et 2n
Hi(X,K) = 0.
(7). Il existe un isomorphisme
H>"(X,K) ~ K
appelé isomorphisme d'orientation.
(791). Pour tout entier i entre 0 et 2n le produit de H*(X,K) induit des applications bili-
néaires non dégénérées

Q% : H(X,K) x H" (X, K) — H"(X,K).

De plus ces transformations sont fonctorielles en X.

B. Formule de Kiinneth. Si X et Y sont deur variétés on a un isomorphisme
H*(X,K) @k H*(Y,K) ~ H*(X x Y,K).
C. Applications de cycles. Pour toute variété X, il existe des morphismes de groupes
vx : CP(X) — HP(X,K)

qui vérifient
Fonctorialité. Ces transformations sont fonctorielles en X.

Multiplicativité. Pour toutes variétés X et'Y et tout cycles Z et W de respectivement
XetY
Vxxy (Z x W) =yx(Z) @ vy (W).

Non trivialité. Si P est un point alors yp est Uinclusion de Z dans K.

Bien évidement la dualité de Poincaré implique que pour toute variété X de dimension n les
K espaces vectoriels H (X, K) et H*"~¢(X, K) sont de méme dimension et ce quelque soit I'entier
i (il n’y aurait sinon aucun sens de parler de forme bilinéaire non dégénérée). En particulier
HO(X,K) et H*"(X,K) sont de dimension 1.



Théoréme 1.2. Soient H*(e,K) une cohomologie de Weil, X une variété projective lisse de
dimension n sur Fy et Fro : X — X lendomorphisme de Frobéniis : Fro(z) = x%. Alors pour

tout entier m > 0
2n

Ny, = ;(—l)iTr(Hi(From,K)).

Admettons ce theoréme pour le moment et déduisons en quelques résultats sur les conjectures
de Weil. On fixe une cohomologie de Weil H* (e, K) que 1'on note pour simplifier H*(e). On fixe
de plus une variété projective lisse X sur k = F, de dimension n.

Lemme 1.3. Soient E et ' deur K-espaces vectoriels de méme dimension (fini) et
b:ExF—K
une forme bilinéaire non dégénérée. Supposons qu’il existe
0:E—E, ¢:F—F \NecK*
tel que pour tout x € E ety € F

Ble(), ¥(y)) = AB(z,y).
Alors

(=AT)* % A
Det(1 —yT) = Det(o) Det (1 ) , Det()
ol DimK(E) = DimK(F) =d.

Démonstration. Comme il s’agit d’un calcul de déterminant et que ce dernier est invariant par
changement de base, on peut fixer une base et travailler avec les matrices. Soit donc M la matrice
de 3, c’est a dire

VXeE, VYW eF B(X,)Y)=XMY

Entre autre la matrice M induit, grace & la non dégénéressence, un isomorphisme de F' sur E.
Notons A la matrice ¢ et B la matrice 1. Alors la condition de I’énoncé devient

‘AMB = AM.
On en déduit en particulier que A est surjective donc bijective. Entre autre
B = M""A"'M
Donc

Det(¢)) = Det(B)
= Det(AM A" M)
= ADet(471)
)\d
Det(¢p)




Det(1 — ¢T)

Det(1 — BT)

Det(1 — AM " MA~1MT)

Det(1 — tA )

Det(AT*A~1)Det (A — 1)
AT

(AT)Det(A™1)(—1)9Det (1 — ;;)

(=AT)? %
Det(¢) Det (1 B )ﬁ)

O]

Lemme 1.4. Soient E un K espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E.

+o0 m
m T _ —1
exp <Z Tr(u )m> = Det(1 — Tu)
m=1

Alors

(L’identité de E étant notée 1).

Démonstration. Supposons E de dimension n. Comme le déterminant et la trace sont invariants
par changement de base, on peut choisir une base, méme complexe (ce qui est possible car K se
plonge dans C) telle que la matrice de 'endomorphisme soit triangulaire superieure :

Ainsi Det(1 — Tw) = [[;-, (1

+oo
Z tr(u™)—
m=1

— A7), et Tr(u™

A1

An

)= A Alors

+o0o0 n
DIV
m=1 =1
n —+oo

:ZZ)\T

i=1 m=1
n

= > —In(1-\T)

=1
| 1
ENTEYaN

(1-— )\nT)> '



En substituant NV, dans la définition de la fonction zeta, on arrive &

+oco 2n ) A m
Z(X,T) = exp (Z Z(—l)ZTr(H’(From))m>

m=1 i=0

i+1

2n
= ] Det(1 - H(Fro)T) Y
=0

En posant P;(T) = Det(1 — H(Fro)T') on obtient la forme souhaitée pour la fonction zeta,
bien que nous sachions juste que Z(X,T) € K(T).
On note néanmoins que

Deg(P;) = Dimg(H (X)). (1.1)

Posons E; = H/(X) et ¢; = H'(Fro). La fonctorialité de la dualité de Poincaré (point (4ii) de
laxiome A.) nous donne le diagramme commutatif suivant :

i

X
E; x Eop_; Es,
Pq 0
< OZ ‘P2n7i) #2n
E; X Eop—i —— Eon,
5e

En d’autre terme pour tout x € F; et tout y € Ea,_;

Q%(9i(2), p20-i(y)) = 20 (Q% (2, 1))

Or 'endomorphisme linéaire g, est nécessairement une homothétie (car par la dualité de Poin-
caré Es,, est de dimension 1). Notons

I (1.2)

le coefficient, dans K* (x4 ne peut etre nul, grace a la non dégénérescence), de ’homothétie ¢a,.
On peut alors appliquer le lemme 1.3 pour en déduire les relations suivantes :

Pgn_i(T) = Det(l — (pgn_iT)
(—pT)* Pi
——Det|1—-—
Det(pr) uT



Ou d; = Deg(P;) = Dimg(E;) (formule 1.1) ; ainsi
1 2n 1 (—1)it!
2(xzr) - (7 ()
- (
—T)%;
11_11 (Det(soz‘)P%i (T)>
2n
= (=T)X (H Det(%‘)(_l)i> Z(X,T)
i=0

(-1

2n

ol x = Z )Deg(P; Z( 1)!Dimg (E;). En particulier comme Dimg (E;) = Dimg (Egp—;),
1=0
on a la formule )
X S ) ndn
1=0

D’aprés la deuxiéme relation du lemme 1.3 on en déduit la formule

Det(yi)Det(pan—i) = p™.
Pour i = n on a en particulier que Det(y,)? = u d’ou
dn
Det(¢n) = £p 2 .

Alors

2n ) n—1 ) 4

[Toston " = [ s

= i=0

= :I:,u%.

Ce qui prouve I’équation fonctionelle si = ¢".
Observons que comme (g, est une homothétie de rapport p dans un espace vectoriel de
dimension 1 alors
Py, (T) =1 — uT.

De méme si pg est le rapport de 'homothétie g de ’espace de dimension 1 Ey alors
P()(T) =1-— M()T.

Appliquons le diagramme précédent pour i =0 :

QY
EO X EZn x E2n
((’900992077.) ¥2n
EO X E2n 0 EQn
x



Ce qui donne pour tout x € Fy et tout y € E,, :
Q%(po(z), pan(¥)) = P2n(Q5%(z, ).
Soit encore, sachant que g et s, correspondent respectivement a la multipication par ug et p :
Q% (no, py) = pQ%(x,y).
La bilinéarité ainsi que la non dégénérescence de QOy ammeéne a
Hopt =

et donc nécéssairement
po = 1.

Ainsi g est 'identité sur Ej.
Nous admettrons que = ¢".
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Chapitre 2

Cohomologie étale.

On s’intéresse ici a la fin de la preuve de la rationnalité. On se place dans le cas d’une
cohomologie de Weil particuliére : la cohomologie étale.

2.1 Déterminant de Hankel.

On fixe dans ce paragraphe un corps K.

Définition 2.1. Soient n et k deuzx entiers positifs et a = (a;)i>o une suite d’éléments de K.
On définit le déterminant de Hankel de rang n et d’ordre k de la suite a la quantité

DX (a) = Det ((anti+i)oi j<k) -

Le déterminant Dg(a), aussi noté D" (a) est appelé le n-iéme déterminant de Kronecker de la
suite a.

Proposition 2.2 (Relation de Sylvester). Soient n un entier positif et D le déterminant de
la matrice (a;j)o<ij<n € Mn(K). Pour toute paire d’entiers i et j entre 0 et n, D peut étre
vue comme un pélynome en a;; de degré au plus 1; on note A; ; le coefficient dominant de ces
polynomes. Soit d le déterminant de la matrice (a;j)i<ij<n—1, extrait de D en supprimant les
lignes et colonnes extrémales. La relation de Sylvester est

Dd = AO,OA'rL,n - AO,nAn,O-

Démonstration. Considérons le déterminant D’ de la matrice (bi,j)o<i,j<n défini par by ; = Ao,
bn; = Ap; et pour ¢ qui n’est pas 0 ou n on pose b; j = d; ; le symbole de Kronecker.

Aoo  Aoa Aon—1 Aopn
0 1 0 0
D= : o 0 :
0 e 1 0

An,(] An,l An,nfl An,n

En développant par rapport & la premiére colonne on arrive &

1

0,1
0 0 1
D' = Ay + (=) A .
: 1 0
An 1 An,nfl An,n 0

)

0

11
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Enfin en développant par rapport a la derniére colonne, et sachant que le déterminant de I’identité
est 1, on obtient

D, = AO,OAn,n + (_1)n+1(_1)nAn,0AO,n = AO,OAn,n - An,OAO,n-
Calculons ce determiant d’une autre maniére. Commencgons par observer dans un premier temps

que par définition
D=3 ai;Ai

ol, a j fixé, la somme porte sur I'indice ¢ et inversement. Observons de plus que pour k # j

n
E a,;’kAm = 0.
1=0

En effet cette somme correspond au calcul d’'un déterminant ol la colonne k et la colonne j
sont identiques. On observe la méme situation en inversant lignes et colonnes. Sachant que le
determinant est une application multipicative de M,,(K) dans K et est invariant par transposé,
pour calculer la quantité DD, il suffit de calculer le déterminant issu de la multiplication des
deux matrices en présence. Les observations aménent donc

D ap,1 PN ag,n—1 0
0 ai.1 N a1n—1 0
DD, = Qg5
p-11 --- Gp-1p—1 0
0 an,1 PN an,n—1 D

ce qui prouve que DD’ = D?d. Si D est non nul, on en déduit que D’ = Dd. Si D est nul, on
démontre trés fastidieusement que D' = 0. O

Corollaire 2.3. Soient n et k deux entiers positifs tels que k > 1 et Dfl le déterminant de Hankel
de rang n d’ordre k d’une suite de K. On a alors la relation

2
knk—2 _ nk—1nk-—1 k—1
DnDn+2 - Dn+2Dn - (Dn—i—l)

ot l’on convient que Dt = 1.

Démonstration. Pour k > 2, c’est exactement la relation de Sylvester appliquée a la matrice de
Hankel D¥. Pour k = 1, il faut voir que

D’}L = D0+2D2 - (Dgﬂ)z

n
ce qui n’est qu'un gentil calcul de déterminant. ]

Lemme 2.4. Soit a une suite d’éléments de K non stationnaire, s’il existe k et ng tels que, pour
tout n > ng, DX (a) = 0 alors il existe h et ny tels que D! (a) = 0 pour n > ny et D"Y(a) #0
pourn = nj + 1.

Démonstration. Nous dirons que k est admissible si pour n suffisamment grand D% (a) = 0. Par
hypotheése, il existe k admissible : soit h le plus petit entier admissible. Alors A # 0 : en effet la
suite étant non stationnaire les DY (a) = a,, sont non nuls pour n aussi grand soit-il. Ainsi b > 1.
Soit n1 le plus petit entier tel que Dﬁ(a) = 0 pour n = ny. Il s’agit de voir que pour tout entier

12



n>=2n1+1ona DZ_I # 0, supposons le contraire : il existe mg tel que Dfn_ol = 0. Le corollaire
2.3 nous indique :

D, D2, = D=L, Dit (Dh1)2

mo+2 mo+2 mo+1
Or comme mg > ng+1 on a D = 0 et par hypothése DZ{O = 0, ce qui améne donc DmOJrl =0.
En continuant ainsi par recurrence, on prouve facilement que pour tout m > mg Dﬁn L=0, ce
qui contredit la minimalité de h. O

Proposition 2.5. Pour que la serie formelle
+oo
S WRY
n=0

a coefficient dans K soit une fraction rationelle, il faut et il suffit qu’il existe k € N tel que pour
tout n assez grand DX (a) = 0, ot a = (a;)ien.

k

Démonstration. Supposons que f soit rationelle. Soit Q) = Zin ¢ un dénominateur. Comme
i=0

Qf est un pdlynome de degré d disons, en effectuant le produit

o) (8] 5 (20)

n20 \i+j=n

on en déduit que Z gia; = 0 pour n > d. Ces relations de dépendance linéaire nous indique
i+j=n
donc que pour n 4 k > d les déterminants de Hankel D¥ (a) sont nuls.
Montrons & présent la réciproque. Si la suite a est stationnaire, & partir du rang N par

exemple, on a
N

N-1 +oo N-1 X

— n T n

= annX +aN,ENX = E anX —‘raNl_X.
n= 1=

n=0

Ce qui prouve la rationalité. On peut donc supposer a non stationnaire. Les hypothéses nous
permettent alors d’appliquer le lemme 2.4 : il existe h € Nsg et n; € N tels que D (a) = 0
pour n > n; et DP71(a) # 0 pour n > n; + 1. On considére alors le systéme linéaire d’inconnus

Yo,.... Yp
h
(En) Zan—iY; =0
1=0

pour n compris entre N + h et N 4+ 2h pour un certain N > nq. Le déterminant de la matrice
associé étant D% (a) = 0; on en déduit qu'il existe une infinité de solutions a ce systéme. De plus
le mineur D}f\,jrll(a) # 0 ce qui signifie que le rang de la matrice associé est h — 1. Il existe donc
une unique solution telle que Y} = 1. La solution de ce systéme pour N = n; est donc aussi une
solution pour le systéme avec N > ny. Posons

X)=> n%x*

k>0

13



o Yy =1etY, =0 pourles n > h. Ainsi Q(X) € K[X]| de degré h. Mais alors

fQ = D aXx"] | D vix¥

n>0 k>0

- [ X ]

n=>0 \i+j=n

ny
- S e
n=0 \i+j=n
car les Y; sont solution de (E,,) pour n > nj. Et donc f est une fraction rationelle. O

Corollaire 2.6. Pour que la série formelle a coefficient dans K :
+o0o
FX)=> an X"
n=0

soit une fraction rationelle, il faut et il suffit que pour tout n assez grand le n-ieme determiant
de Kronecker D™(a) soit nul; ot a = (a;)ieN-

Démonstration. Posons
AR(a) := Yan, ngt, oy Gngi)-
k
On raisonne comme dans la preuve de la proposition précédente : si Z ¢; X" est un dénominateur
i=0
de f, alors pour n assez grand, on a une relation de dépendance linéaire. Comme les coefficients
de cette dépendance linéaire sont les ¢;, en prenant n suffisamment grand, on a

k
S GAL_4(a) = 0.
1=0

On conclut en observant que D" (a) = Det ((A7(a))o<i<n)- Réciproquement, supposons que pour
n > ng on ait D"(a) = 0. On va montrer par récurrence sur m que pour tout entier m positif
Dy, (a) = 0. Le cas m = 0 correspond au n-iéme determinant de Kronecker qui est nul par
hypothése ; supposons que pour un m quelconque fixé D}, (a) = 0 (n désigne toujours un entier
plus grand que ng). Alors en appliquant le corollaire de la relation de Sylvester (corollaire 2.3)
on obtient

1 -1 2

DZ:F (a) D:ln-‘rQ(a) = Zm+2(a) Dy, (a) — ( Zw+1<a)) .
=0 =0

Ce qui prouve le résultat souhaité. Alors la proposition précédente justifie que f est une fraction

rationelle. O

2.2 Fin de la preuve de la rationnalité.

Théoréme 2.7. Soit X une variété projective lisse sur un corps fini Fq, ot q est une puissance
d’un nombre premier p. On définit une cohomologie sur le corps des nombres l-adiques ot | est
un nombre premier différent de p, appelé cohomologie étale comme

HL(X, Q) := lim HY, (X, Z/1"Z).

14



Les cohomologies étales (I variant et distinct de p) sont des cohomologies de Weil (lorsque l'on
restreint la catégorie de départ a la catégorie des variétés projectives lisse sur Fg).

On fixe une variété projective lisse X de dimension n sur F, et une cohomologie étale
Hz (e, Q;) que l'on note H*(e) (avec I distinct de la caractéristique de Fy).
Nous avons démontrer que la fonction zeta s’écrit sous la forme

_ PUT)P3(T)...Poy1(T)
Z(X,T) = EO(T);Z(T)...JQDQRET)

ott P(T) =1—T, Po,,(T) =1—¢"T et pour 1 <i < 2n—1 on a P;(T) = Det(H'(Fro)) € Q[T].
Nous avons de plus observé (dans l'introduction) que le développement en série entiére de la
fonctin zeta est a coefficient rationel.

Lorsque l'on regarde cette série dans Q;[7T], on sait qu'il s’agit du développement d’une
fraction rationelle, ce qui signifie que pour tout entier n suffisamment grand le n-iéme déter-
minant de Kronecker de la suite (aj)ren est nul; or comme ce déterminant vu dans Q; vient
d’un détermiant vu dans Q, il est nul dans Q; si et seulement si il I’est dans Q. Donc pour tout
n suffisamment grand le n-iéme déterminant de Kronecker de la suite (ax)gen est nul dans Q,
donc il s’agit d’une fraction rationelle & coefficient rationel :

Z(X,T)eQ(T).
Supposons I'analogue de I’hypothése Riemann vérifiée :

Lemme 2.8 (Deligne). Pour chaque i et chaque | # p, les valeurs propres de H*(Fro, Q;) sont
des nombres algebriques dont tous les conjugués complexes sont de valeur absolue

ol

qz.

Considérons K le corps engendré sur Q par les racines des P; (il s’agit donc d’un sous-corps
de @Q; une cloture algébrique de @Q;). Sil’on pose P le produit de P; pour i impair et @ le produit
des pairs. Alors Z(X,T) = P/Q € Q(T) et grace au lemme on en déduit que les racines de P;
sont stables par le groupe de Galois de K sur Q et ainsi les P; sont & coefficient rationel.
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Chapitre 3

Formule de trace.

Ici, on esquisse une démonstration du théoréme 1.2. On fixe toujours K un corps et H*(e)
une cohomologie de Weil.

3.1 Généraltités.

Définition 3.1. Soit X une variété. On définit une application degré
() :H*(X) — K
qui est nulle sur H/(X) pour i < 2Dim(X) et est le morphisme d’orientation sur H?2™X) (X)),

Définition 3.2. Soient X et Y deuz variétés de dimension respective n et m. Soit u =a® b €
H*(X xY) ~ H*(X) @g H*(Y). On définit

u* :HY(X) — H*Y)
¢ — (Q%(c,a))b.

Ezxplicitement : si a @ b € H*(X) @g H?(Y) alors u* = 0 sur H{(X) pour i # 2n — « et pour
ce H"*(X) :
u*(c) = (QF (¢, )b

Théoréme 3.3. Soient X et Y deux variétés alors

H*(X xY) — Homg(H"(X),H*(Y))

u — u*

est un isomorphisme.

Démonstration. La dualité de Poincaré prouve que

H**(X) — Homg(H'(X),K)

a — (Qx(ea)

est un isomorphisme. La formule de Kiinneth et un résulat classique d’algébre linéaire permettent
alors de conclure. O

Ainsi, se donner un élément de H*(X x Y) pour deux variétés X et Y équivaut a se donner
un morphisme K linéaire de H*(X) dans H*(Y'), et réciproquement.

16



Définition 3.4. Soient X etY deux variétés et u € H* (X xY). On définit ‘u sur les composantes
homogenes de la maniere suivante. Pour a ® b € H*(X) ®@g H?(Y) on pose

Hawb) = (-1)*b @ a.

Théoréme 3.5. Soient X et Y deuxr variétés de dimension respective n et m et d un entier
positif plus petit que 2m. Alors pour tout v € H*"T4(X x Y) et tout w € H*™ (Y x X)

2n
(v.tw) = Z(—l)iTr(w*vr‘Hi(X)).
=0

Démonstration. Par linéarité, on se raméne au cas ou
v e HY(X) ok H?(Y),
w € ™ F(Y) @x H*(X)
ou a+ 3 = 2n+d. Il s’agit donc de démontrer que

Q;Y(—i_ﬂ(?),tw) _ (_1)2n7a-]-r(w* * )

v
‘HQ’“*O‘(X)

(On identifie H*"(X) a K, on ommet donc les brackets ()).

Fixons une base {ey,...,eq} de H*(X), ou d est la dimension de ce K espace vectoriel. On
choisit une base {f1,..., f4} de H?"~%(X) telle que pour tout entier i compris entre 1 et d on
ait Q% (e, fi) # 0. En appliquant le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt on peut
supposer que

V(i,j) € [L,d]?,  Q%(ei f;) = 6ij.

En réordonnant les termes on peut écrire

d d
U:Zei®bia w:ch@)fj.
i=1 j=1

Ot les b; et ¢; sont des vecteurs de respectivement H(Y) et H*™~(Y"). En utilisant la foncto-
rialité de la dualité de Poincaré avec I'isomorphisme de Kiinneth on trouve la formule

Ch (e @by, £ ® ¢j) = (—1)%°Q% (es, £) Q% (biy ).

Il suffit maintenant de calculer :

d d
Y e = QY Zei®bia(_1)a62fj®cj
i=1 j=1
= ()% Y Q¥S (@b o f)
0<ij<d
= Y Qe £)QV (bircy)

0<,j<d

d
= Y Qy(bi.cy).
=1

17



D’autre part

=1
d
= W (ZQ%?Q(fk,e»bz)
=1 .
= (—1)P (Z%(ez,fk)bz)
=1

[(*) : Axiomatiquement H*(X) est une algébre anti-commutative, et le morphisme Q%, n’est
autre que la multiplication.]

La trace étant la somme des coefficients diagonaux, c’est a dire la somme des coeflicients
associés & fi, dans w*v*(fi). C’est a dire la somme pour k entre 1 et d de (—1)2”_QQ€(bk, k),
qui permet de conclure. O

3.2 Lien avec les cycles.
Définition 3.6. Soit X une variété. On définit une application degré
(:C"(X) —Z

qui est nul pour les p-cycles, p < Dim(X) et (3 maPs) =Y mq pour des Dim(X)-cycles.

Soit f : X — X un endomorphisme avec des points fixes isolés (typiquement le Frobenius).
On note L(f, X) la cardinalité de ses points fixes (comptés avec leur multiplicité). Notons A le
cycle associé a I'image du morphisme diagonal X — X x X et I' celui associé au graphe de f.

AeCH(X x X), I'ye C*(X x X).
Naturellement le cycle A.I'y correspond aux points fixes de f. Précisement
L(f, X) = (ATy)

Lemme 3.7.
(1(A)(Tp)) = (ATy)

ol ¥ = vxxx est donné par 'axiome C des cohomologies de Weil.

Démonstration. Supposons que la partie homogéne de degré n de A.I'y soit > maPy. Cest a
dire que m,, est la multiplicité du point fixe P,, et donc que

(ATf) =) ma.
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D’autre part il est évident que y(A) = *y(A). Ainsi

(Y(A)A(Ty)) = ((A).y(Ty))
= (v (ATy))
= (1(ATy))
= Zma'ypa(Pa)

1

Lemme 3.8. Soient X une variété projective lisse sur Fy et m € Nsg, v € X. Alors
z € X(Fym) <= Fro™(z) = x.

Ce lemme treés facile nous indique que la cardinalité de X (Fym) correspond aux points fixes
de la m-iéme puissance du Frobenius. Les points fixes du Frobenius vérifient ’équation dans
X : 2% =z, qui admet un nombre fini de solutions (car les « sont dans P"(F,)), donc les points
fixes du Frobenius sont isolés, et il en va naturelement de méme pour les itérés. En appliquant
le théoréme 3.5

2Dim(X)

Ny = L(Fro™, X) = > (=)' Tr(y(A)" v (Trrom)
=0

).

*
i (%)
Nous admetterons le dernier pas qui méne au théoréme 1.2 :

Tr(’Y(A)*’Y(FFrom )THi(Y) ) = Tr(Hi(FrOm))_
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