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Soit X = (X, 7) un espace topologique.
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Soit X = (X, 7) un espace topologique. On définit une catégorie X

Ob(X) = 7
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Soit X = (X, 7) un espace topologique. On définit une catégorie X

Ob(X) = 7

U=V siUcCV

Homg (U, V) = { 1%) sinon.
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Un foncteur contravariant de X dans Ab ou Ens est appelé un
préfaisceau sur X.
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Un foncteur contravariant de X dans Ab ou Ens est appelé un

préfaisceau sur X.
Si pour tout ouvert U de X et tout recouvrement {U;}; de U la

suite
0 F(U) I1; F(Ui)

(s

II;; F(Uiny)

(S,'),' L —— (Si|u;muj - SJ'|U'.QUI.)

est exacte, on parlera de faisceau sur X.
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@ Construction de faisceaux
@ Produit fibré.
@ Recouvrement.
o Faisceaufication.

© Schéma et faisceau étale.
@ Schématisation.
o Comparaison de topologies.
@ Topos.
o Fibres.

David HEBERT Topos et sites étales



Produit fibré.

Recouvrement.

Construction de faisceaux

HEBERT

pos et sites étales




Produit fibré.
Recouv

Construction de faisceaux
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Produit fibré.

Recouvrement.

Construction de faisceaux
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Produit fibré.

Recouvrement.

Construction de faisceaux
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Produit fibré.

Recouvrement.

Construction de faisceaux
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Produit fibré.

Construction de faisceaux
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Produit fibré.

Construction de faisceaux
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Produit fibré.

Construction de faisceaux
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Produit fibré.

Construction de faisceaux
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Produit fibré.

Construction de faisceaux
Recouvrement.

Faisceaufication.

.
\

AN
-

X

%
l\
U

UxxV :={(u,v) e Ux Vl|ux(u) =vx(v) € X}
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Produit fibré.

Construction de faisceaux
Recouvrement.

Faisceaufication.

Soient U un ouvert de X et {U; C U}jc; un recouvrement de U.

Changement de base. Pour tout V ouvert de X tel que V C U, on
a{UinV C V} recouvre V

Re-recouvrement Si {U;; C Ui}jey est un recouvrement de U;
alors {U;j C U}iey jey est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Soient U un objet d'une catégorie C et {U; C U}jcs un
recouvrement de U.

Changement de base. Pour tout V ouvert de X tel que V C U, on
a{UinV C V} recouvre V

Re-recouvrement Si {U;; C Ui}jey est un recouvrement de U;
alors {U;j C U}ies jey est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Soient U un objet d’une catégorie C et {U; — U}jcs un
recouvrement de U.

Changement de base. Pour tout V ouvert de X tel que V C U, on
a{UinV C V} recouvre V

Re-recouvrement Si {U;; C Ui}jey est un recouvrement de U;
alors {U;j C U}ies jey est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.
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Produit fibré

Construction de faisceaux
Recouvrem

Faisceaufica

Soient U un objet d'une catégorie C et {U; — U}jcs un
recouvrement de U.

Changement de base. Pour tout V' objet de C et tout morphisme
V—UdeC

{Ui xy V. — V}ig

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {U;; C Ui}jey est un recouvrement de U;
alors {U;j C U}icrjey est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.
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Produit fibré.
Recouvre
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Soient U un objet d'une catégorie C et {U; — U}jcs un
recouvrement de U.

Produit fibré. Les produits fibrés existent.

Changement de base. Pour tout V' objet de C et tout morphisme
V—UdeC

{Ui xy V — V}ig

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {U;; C Ui}jey est un recouvrement de U;
alors {U;j C U}iej jes est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HEBERT Topos et sites étales



Produit fibré.
Recouvre
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Soient U un objet d'une catégorie C et {U; — U}jcs un
recouvrement de U.

Produit fibré. Les produits fibrés existent.

Changement de base. Pour tout V' objet de C et tout morphisme
V—UdeC

{Ui xy V — V}ig

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {U;; — Ui}jey est un recouvrement de U;
alors {U;j C U}iej jes est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HEBERT Topos et sites étales



Produit fibré.
Recouvrement

Construction de faisceaux

Fais on.

Soient U un objet d'une catégorie C et {U; — U}jcs un
recouvrement de U.

Produit fibré. Les produits fibrés existent.

Changement de base. Pour tout V' objet de C et tout morphisme
V—UdeC

{Ui xy V — V}ig

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {U;; — Ui}jey est un recouvrement de U;
alors {U;j — U}ies jes est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.
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Produit fibré.
Recouvre
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Soient U un objet d'une catégorie C et {U; — U}jcs un
recouvrement de U.

Produit fibré. Les produits fibrés existent.

Changement de base. Pour tout V' objet de C et tout morphisme
V—UdeC

{Ui xy V — V}ig

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {U;; — Ui}jey est un recouvrement de U;
alors {U;j — U}iey jes est un recouvrement de U.

Identité L’ objet U recouvre U via le morphisme identité.
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Définition

Un morphisme de sites F : 7 — 7' parfois appelé fonction
continue est un foncteur (covariant) G : Cat(7') — Cat(7) tel
que
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Définition

Un morphisme de sites F : 7 — 7' parfois appelé fonction
continue est un foncteur (covariant) G : Cat(7') — Cat(7) tel
que
(i). Si {U, % U'}aeca un élément de Cov(7) alors
{G(U.) e G(U")}aca est un élément de Cov(7)
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Définition

Un morphisme de sites F : 7 — 7' parfois appelé fonction
continue est un foncteur (covariant) G : Cat(7') — Cat(7) tel
que

(1. Si{U, BN U’} aea un élément de Cov(7) alors
{G(U.) e G(U")}aca est un élément de Cov(7)
(if). Si {U, =% U'}aea un élément de Cov(7") et
V! — U’ un morphisme de Cat(7") alors

Va € A, G(V/ Xyt U(/x) o~ G(V/) XG(U) G(U&)

On note G = F~L.
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Produit fibré.

Construction de faisceaux
Recouvrement.

Faisceaufication.

Faisceau

Soient 7 une topologie de Grothendieck et C une catégorie. Un
préfaisceau sur 7 a valeur dans C est un foncteur contravariant

F: T —C.
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Faisceau

Soient 7 une topologie de Grothendieck et C une catégorie. Un
préfaisceau sur 7 a valeur dans C est un foncteur contravariant

F: T —C.

Un faisceau sur 7 a valeur dans C est un préfaisceau tel que pour
tout {Uy, — Ul}aca élément de Cov(7) la suite

[ F(Ua)

F(U) [1a,5 F(Ua xu Up) .

est exacte.
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Produit fi
Recouvrer .
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Proposition

La catégorie Pr est une catégorie abélienne.
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Produit fi
Recouvrer .
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Proposition

La catégorie Pr est une catégorie abélienne.

Pr = Hom(7T°, Ab)
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Théoréme

Le foncteur canonique d’oubli ¢ : 7 — Pz admet un adjoint a
gauche
t:Pr — Fr.
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Théoréme

Le foncteur canonique d’oubli ¢ : 7 — Pz admet un adjoint a
gauche
t:Pr — Fr.

PH(U) = lim Ker( T, P(Us) —= [T, 5 P(Un <0 Up))
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Produit fi
Recoun
Faisceau

Construction de faisceaux

Théoréme

Le foncteur canonique d’oubli ¢ : 7 — Pz admet un adjoint a
gauche
t:Pr — Fr.

PH(U) = lim Ker( T, P(Us) —= [T, 5 P(Un <0 Up))

Pt .= (PH)T.
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Produit fibré.
Recouvrement.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Corollaire

La catégorie Fr est une catégorie de Grothendieck. Elle posséde
donc suffisamment d'injectifs.
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Produit é.
Recouvre t.
Faisceaufication.

Construction de faisceaux

Corollaire

La catégorie Fr est une catégorie de Grothendieck. Elle posséde
donc suffisamment d'injectifs.

H'(X,F) := R'T(X,e)(F).
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Un morphisme f : X — Y est étale s'il est localement de
présentation finie et si pour tout ouvert affine V de Y et tout
ouvert affine U de f=1(V) le morphisme d’anneaux induit par le
morphisme de schémas U — V est étale.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Pour tout schéma S, le produit fibré existe dans Sch(S).
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Pour tout schéma S, le produit fibré existe dans Sch(S).

Spec(B) X spec(a) Spec(C) =~ Spec(B @4 C)
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Soit f : X — Y un morphisme de schémas. On dira que X est
plat sur Y (ou que f est plat) si pour tout ouvert affine V de Y et
tout ouvert affine U de f~1(V), le morphisme d’anneaux induit par
U — V est plat.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Soit f : X — Y un morphisme de schémas. On dira que X est
plat sur Y (ou que f est plat) si pour tout ouvert affine V de Y et
tout ouvert affine U de f~1(V), le morphisme d’anneaux induit par
U — V est plat.

Un morphisme sera dit fidélement plat, s'il est plat et surjectif.
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Schématisation.
Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Soit f : X — Y un morphisme de schémas. On dira que X est
plat sur Y (ou que f est plat) si pour tout ouvert affine V de Y et
tout ouvert affine U de f~1(V), le morphisme d’anneaux induit par
U — V est plat.

Un morphisme sera dit fidélement plat, s'il est plat et surjectif.

Définition
Soitf: X — Y,

VP EX, (/v)p = Qoxp/Oy sp):

A\
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme
Soit f: X — Y.

(2). Le morphisme f est net si et seulement si Qx/y = 0.

(b). Le morphisme f est étale si et seulement s'il est plat
et net.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soient S un schéma et C une sous-catégorie pleine de Sch(S)
fermée pour le produit fibré. On se donne une classe de morphismes
de S-schémas notée E telle que les axiomes suivants soient
satisfaits :
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soient S un schéma et C une sous-catégorie pleine de Sch(S)
fermée pour le produit fibré. On se donne une classe de morphismes
de S-schémas notée E telle que les axiomes suivants soient
satisfaits :

Axiome 1. Si'Y — X € E et Z — X est un morphisme de
S-schémas de C alors Y xx Z — Z € E.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soient S un schéma et C une sous-catégorie pleine de Sch(S)
fermée pour le produit fibré. On se donne une classe de morphismes
de S-schémas notée E telle que les axiomes suivants soient
satisfaits :

Axiome 1. Si'Y — X € E et Z — X est un morphisme de
S-schémas de C alors Y xx Z — Z € E.

Axiome 2. SiY — X € EetZ — Y € E alors
/—Y —XEE.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soient S un schéma et C une sous-catégorie pleine de Sch(S)
fermée pour le produit fibré. On se donne une classe de morphismes
de S-schémas notée E telle que les axiomes suivants soient
satisfaits :

Axiome 1. Si'Y — X € E et Z — X est un morphisme de
S-schémas de C alors Y xx Z — Z € E.
Axiome 2. SiY — X € EetZ — Y € E alors
/—Y — XcE.

Axiome 3. OnayY = X € E.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soient S un schéma et C une sous-catégorie pleine de Sch(S)
fermée pour le produit fibré. On se donne une classe de morphismes
de S-schémas notée E telle que les axiomes suivants soient
satisfaits :

Axiome 1. Si'Y — X € E et Z — X est un morphisme de
S-schémas de C alors Y xx Z — Z € E.

Axiome 2. SiY — X € EetZ — Y € E alors
/—Y —XEE.

Axiome 3. OnaY - X € E.
Alors en prenant pour recouvrement d’'un objet X de C toutes les
familles de morphismes de E de but X surjectives on définit un

systéme de recouvrement et muni de ce systéme, C est une
topologie de Grothendieck. On la note (C/S)Ee.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Si I'on prend pour E les morphismes étales (resp. les morphismes
plats, resp. les immersions ouvertes) on définit une topologie sur

Sch(S). On la note Sch(S)e (resp. Sch(S)p, resp. Sch(S)zar) et
on I'appelle le gros site étale (resp. plat, resp. zariskien).
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition
Si I'on prend pour E les morphismes étales (resp. les morphismes
plats, resp. les immersions ouvertes) on définit une topologie sur

Sch(S). On la note Sch(S)e (resp. Sch(S)p, resp. Sch(S)zar) et
on I'appelle le gros site étale (resp. plat, resp. zariskien).

Toute immersion ouverte est étale.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Soient 7 et 7' deux topologies de Grothendieck. On dit que 7 est
plus fine que 7’, et on note

T<T,

si tout recouvrement de 7" est un recouvrement pour 7.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition
Soient 7 et 7' deux topologies de Grothendieck. On dit que 7 est
plus fine que 7’, et on note

T<T,

si tout recouvrement de 7" est un recouvrement pour 7.

Théoréme

| A\

Sch(S)p1 < Sch(S)er < Sch(S)zar
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soit S un schéma. Considérons la sous-catégorie pleine de Sch(S)
ol les objets sont des S-schémas X tel que X — S soit étale.
Notons S le site associé a cette catégorie muni de la topologie
discréte (i.e. tous les morphismes). Alors :

SCh(S)ét < Sét < SCh(S)Zar.

On appelle S¢; le petit site étale.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soit S un schéma. Considérons la sous-catégorie pleine de Sch(S)
ol les objets sont des S-schémas X tel que X — S soit étale.
Notons S le site associé a cette catégorie muni de la topologie
discréte (i.e. tous les morphismes). Alors :

SCh(S)ét < Sét < SCh(S)Zar.

On appelle S¢; le petit site étale.

Corollaire

| A\

SCh(S)p| < SCh(S)ét < S < SCh(S)Zar
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soit S un schéma. Considérons la sous-catégorie pleine de Sch(S)
ol les objets sont des S-schémas X tel que X — S soit étale.
Notons S le site associé a cette catégorie muni de la topologie
discréte (i.e. tous les morphismes). Alors :

SCh(S)ét < Sét < SCh(S)Zar.

On appelle S¢; le petit site étale.

Corollaire

| \

Sch(S) < Sch(S)er < Ser < Sch(S)zar < Szar.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soient S un schéma et P un préfaisceau sur le site Sgt (resp.
Sch(S)p1) a valeur dans Ab ou Ens. Alors P est un faisceau sur le
site Se (resp. Sch(S)p) si et seulement s'il satisfait les deux
assertions suivantes :

(a). Le foncteur P est un faisceau pour la topologie de
Zariski S, .

(b). Pour tout morphisme étale (resp. plat) X — Y de
S-schémas affines la suite

P(Y)

P(X) P(X xy X)

est exacte.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Soit C une catégorie. S'il existe une topologie de Grothendieck 7 et
une équivalence de catégorie entre C et la catégorie des faisceaux
sur 7 (a valeur dans Ens), on dit que C est un topos.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Soit C une catégorie. S'il existe une topologie de Grothendieck 7 et
une équivalence de catégorie entre C et la catégorie des faisceaux
sur 7 (a valeur dans Ens), on dit que C est un topos.

La catégorie Ens est un topos.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Soient C et D deux topos. Un morphisme de topos f : C — D est
la donnée de

e Deux foncteurs
f.:C — D f*:D—C,

ol f* est exacte a gauche.

e Un isomorphisme ¢ d’'adjonction : pour tout objet X
de D et tout objet Y de C

ox,y : Home(f*(X),Y) — Homp(X, £(Y))

On appelle f, foncteur image directe et f* foncteur image inverse.
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Schématisation.
Comparaison de topologies.

Schéma et faisceau étale. Topos.
Fibres.

Théoréme

Supposons que
(a). Pour tout objet Y de C’, Y xg/ S est un objet de C.

(b). Pour tout morphisme U — Y de E’ le morphisme
Uxg S — Y xg¢ S est dans E.

Alors f induit un morphisme de sites

fE,E’ . (C/S)E — (C,/SI)E, o
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Sionprend S =5',C=C" et f =Ids alors fg g/ définit un
morphisme de sites si et seulement si (C/S)g < (C/S)g.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Sionprend S =5',C=C" et f =Ids alors fg g/ définit un
morphisme de sites si et seulement si (C/S)g < (C/S)g.

Corollaire

Soit S un schéma. Via le morphisme identité on a

Sch(S)p — Sch(S)er —> Sch(S)zar.

Sét = Szar~
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Schématisation.
Comparaison de topologies.

Schéma et faisceau étale. Topos.
Fibres.

Théoréme

On a un foncteur

(fee)p i Persye — Peryshe
P — P (@] (nyE/)_l

Ce foncteur admet un adjoint & gauche

(fe.e')? : Pierysne — Pieyss),
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Si F est un faisceau sur (C/S)g alors (fg £/)p(F) est un faisceau
sur (C'/S") g

David HEBERT Topos et sites étales



Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.
Fibres.

Si F est un faisceau sur (C/S)g alors (fg £/)p(F) est un faisceau
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Corollaire

Si le foncteur image inverse (de préfaisceau) est exacte a gauche,
alors f induit un morphisme de topos :

1 Fiersye — F(e/s)e

ol pour tout faisceau F sur (C/S)g (f*P).(F) = (fe.e')p(F) et

i
(ffP)*(F) = ((fE,El)p(F)) le faisceau associé au préfaisceau
(fe,e)P(F).
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top . ¢, N
f p.Sét—>5ét
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Soit S un schéma. Un point géométrique de S est un S-schéma qui
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Schématisation.
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Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Définition

Soit S un schéma. Un point géométrique de S est un S-schéma qui
est le spectre d'un corps séparablement clos.

Définition

|

Soit S un schéma et & un point géométrique. Notons v : & — S
son morphisme de S-structure.
On appelle foncteur fibre géométrique relatif a £, le foncteur

Mg

LI St—>£et Ens.

On note F¢ I'image d'un faisceau étale F par ce foncteur et f;
I'image d'un morphisme.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Théoréme

Soient S un schéma, F un faisceau (resp. P un préfaisceau) sur Sgt
et £ un point géométrique de S. Alors

Fe=lim F(X)  (resp. (PF)e = lim P(X)),

o : f
ou la limite est prise sur les couples (X,& — X) avec X un
S-schéma étale et £ un morphisme de S-schémas.
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Schématisation.

Comparaison de topologies.
Schéma et faisceau étale. Topos.

Fibres.

Corollaire

Soient S un schéma et f : F — G un morphisme de faisceaux
étales sur S. Alors f est un ismorphisme si et seulement si c'est le
cas pour tous les morphismes induits us : Fs — Gz ol s est un
point ordinaire de S.
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