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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Soit X = (X , τ) un espace topologique. On dé�nit une catégorie X̃

Ob(X̃ ) = τ

HomX̃ (U,V ) =

{
U ↪→ V si U ⊂ V

∅ sinon.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Un foncteur contravariant de X̃ dans Ab ou Ens est appelé un
préfaisceau sur X .
Si pour tout ouvert U de X et tout recouvrement {Ui}i de U la
suite

0 // F (U) //
∏

i F (Ui )
////
∏

i ,j F (Ui ∩ Uj)

s � // (s|Ui
)i

(si )i
� // (si |Ui∩Uj

− sj |Ui∩Uj
)

est exacte, on parlera de faisceau sur X .
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Schéma et faisceau étale.

1 Construction de faisceaux
Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

2 Schéma et faisceau étale.
Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

U ∩ V

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

U ∩ V� q

##GG
GG

GG
GG

GmM

{{xx
xx

xx
xx

x

U V

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

U ∩ V� q

##GG
GG

GG
GG

GmM

{{xx
xx

xx
xx

x

U � q

##FFFFFFFFF VmM

{{wwwwwwwww

X

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

W

U ∩ V� q

##GG
GG

GG
GG

GmM

{{xx
xx

xx
xx

x

U � q

##FFFFFFFFF VmM

{{wwwwwwwww

X

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

W � r

��

lL





U ∩ V� q

##GG
GG

GG
GG

GmM

{{xx
xx

xx
xx

x

U � q

##FFFFFFFFF VmM

{{wwwwwwwww

X

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

W� _

��

� r

��

lL





U ∩ V� q

##GG
GG

GG
GG

GmM

{{xx
xx

xx
xx

x

U � q

##FFFFFFFFF VmM

{{wwwwwwwww

X

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

W

��

��



U ∩ V

##GG
GG

GG
GG

G

{{xx
xx

xx
xx

x

U

##FFFFFFFFF V

{{wwwwwwwww

X

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

W

��

����

U ×X V

##HHHHHHHHH

{{vvvvvvvvv

U

$$HHHHHHHHHH V

zzvvvvvvvvvv

X

David HÉBERT Topos et sites étales
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U ×X V := {(u, v) ∈ U × V |uX (u) = vX (v) ∈ X}
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Soient U un ouvert de X et {Ui ⊂ U}i∈I un recouvrement de U.

Changement de base. Pour tout V ouvert de X tel que V ⊂ U, on
a {Ui ∩ V ⊂ V }i recouvre V

Re-recouvrement Si {Ui ,j ⊂ Ui}j∈J est un recouvrement de Ui

alors {Ui ,j ⊂ U}i∈I ,j∈J est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Soient U un objet d'une catégorie C et {Ui ⊂ U}i∈I un
recouvrement de U.

Changement de base. Pour tout V ouvert de X tel que V ⊂ U, on
a {Ui ∩ V ⊂ V }i recouvre V

Re-recouvrement Si {Ui ,j ⊂ Ui}j∈J est un recouvrement de Ui

alors {Ui ,j ⊂ U}i∈I ,j∈J est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Soient U un objet d'une catégorie C et {Ui −→ U}i∈I un
recouvrement de U.

Changement de base. Pour tout V ouvert de X tel que V ⊂ U, on
a {Ui ∩ V ⊂ V }i recouvre V

Re-recouvrement Si {Ui ,j ⊂ Ui}j∈J est un recouvrement de Ui

alors {Ui ,j ⊂ U}i∈I ,j∈J est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Soient U un objet d'une catégorie C et {Ui −→ U}i∈I un
recouvrement de U.

Changement de base. Pour tout V objet de C et tout morphisme
V −→ U de C

{Ui ×U V −→ V }i∈I

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {Ui ,j ⊂ Ui}j∈J est un recouvrement de Ui

alors {Ui ,j ⊂ U}i∈I ,j∈J est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Soient U un objet d'une catégorie C et {Ui −→ U}i∈I un
recouvrement de U.

Produit �bré. Les produits �brés existent.

Changement de base. Pour tout V objet de C et tout morphisme
V −→ U de C

{Ui ×U V −→ V }i∈I

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {Ui ,j ⊂ Ui}j∈J est un recouvrement de Ui

alors {Ui ,j ⊂ U}i∈I ,j∈J est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Soient U un objet d'une catégorie C et {Ui −→ U}i∈I un
recouvrement de U.

Produit �bré. Les produits �brés existent.

Changement de base. Pour tout V objet de C et tout morphisme
V −→ U de C

{Ui ×U V −→ V }i∈I

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {Ui ,j −→ Ui}j∈J est un recouvrement de Ui

alors {Ui ,j ⊂ U}i∈I ,j∈J est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Soient U un objet d'une catégorie C et {Ui −→ U}i∈I un
recouvrement de U.

Produit �bré. Les produits �brés existent.

Changement de base. Pour tout V objet de C et tout morphisme
V −→ U de C

{Ui ×U V −→ V }i∈I

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {Ui ,j −→ Ui}j∈J est un recouvrement de Ui

alors {Ui ,j −→ U}i∈I ,j∈J est un recouvrement de U.

Identité L'ouvert U recouvre U.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Soient U un objet d'une catégorie C et {Ui −→ U}i∈I un
recouvrement de U.

Produit �bré. Les produits �brés existent.

Changement de base. Pour tout V objet de C et tout morphisme
V −→ U de C

{Ui ×U V −→ V }i∈I

est un recouvrement de V

Re-recouvrement Si {Ui ,j −→ Ui}j∈J est un recouvrement de Ui

alors {Ui ,j −→ U}i∈I ,j∈J est un recouvrement de U.

Identité L' objet U recouvre U via le morphisme identité.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Dé�nition

Un morphisme de sites F : T −→ T ′ parfois appelé fonction
continue est un foncteur (covariant) G : Cat(T ′) −→ Cat(T ) tel
que

(i). Si {U ′
α

ια−→ U ′}α∈A un élément de Cov(T ′) alors

{G (U ′
α)

G(ια)−→ G (U ′)}α∈A est un élément de Cov(T )

(ii). Si {U ′
α

ια−→ U ′}α∈A un élément de Cov(T ′) et
V ′ −→ U ′ un morphisme de Cat(T ′) alors

∀α ∈ A, G (V ′ ×U′ U ′
α) ' G (V ′)×G(U′) G (U ′

α)

On note G = F−1.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Faisceau

Soient T une topologie de Grothendieck et C une catégorie. Un
préfaisceau sur T à valeur dans C est un foncteur contravariant

F : T −→ C.

Un faisceau sur T à valeur dans C est un préfaisceau tel que pour
tout {Uα −→ U}α∈A élément de Cov(T ) la suite

F (U) //
∏

α F (Uα) ////
∏

α,β F (Uα ×U Uβ) .

est exacte.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Faisceau

Soient T une topologie de Grothendieck et C une catégorie. Un
préfaisceau sur T à valeur dans C est un foncteur contravariant

F : T −→ C.

Un faisceau sur T à valeur dans C est un préfaisceau tel que pour
tout {Uα −→ U}α∈A élément de Cov(T ) la suite

F (U) //
∏

α F (Uα) ////
∏

α,β F (Uα ×U Uβ) .

est exacte.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Proposition

La catégorie PT est une catégorie abélienne.

PT = Hom(T ◦,Ab)
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Théorème

Le foncteur canonique d'oubli ι : FT −→ PT admet un adjoint à
gauche

] : PT −→ FT .

P+(U) = lim
→

Ker (
∏

α P(Uα) // //
∏

α,β P(Uα ×U Uβ) )

P] := (P+)+.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Produit �bré.
Recouvrement.
Faisceau�cation.

Corollaire

La catégorie FT est une catégorie de Grothendieck. Elle possède
donc su�samment d'injectifs.

H i (X ,F ) := R iΓ(X , •)(F ).
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Dé�nition

Un morphisme f : X −→ Y est étale s'il est localement de
présentation �nie et si pour tout ouvert a�ne V de Y et tout
ouvert a�ne U de f −1(V ) le morphisme d'anneaux induit par le
morphisme de schémas U −→ V est étale.
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Schéma et faisceau étale.
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Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

Pour tout schéma S , le produit �bré existe dans Sch(S).

Spec(B)×Spec(A) Spec(C ) ' Spec (B ⊗A C )
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Dé�nition

Soit f : X −→ Y un morphisme de schémas. On dira que X est
plat sur Y (ou que f est plat) si pour tout ouvert a�ne V de Y et
tout ouvert a�ne U de f −1(V ), le morphisme d'anneaux induit par
U −→ V est plat.
Un morphisme sera dit �dèlement plat, s'il est plat et surjectif.

Dé�nition

Soit f : X −→ Y ,

∀P ∈ X ,
(
ΩX/Y

)
P

:= ΩOX ,P/OY ,f (P)
.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

Soit f : X −→ Y .

(a). Le morphisme f est net si et seulement si ΩX/Y = 0.

(b). Le morphisme f est étale si et seulement s'il est plat
et net.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

Soient S un schéma et C une sous-catégorie pleine de Sch(S)
fermée pour le produit �bré. On se donne une classe de morphismes
de S-schémas notée E telle que les axiomes suivants soient
satisfaits :

Axiome 1. Si Y −→ X ∈ E et Z −→ X est un morphisme de
S-schémas de C alors Y ×X Z −→ Z ∈ E .

Axiome 2. Si Y −→ X ∈ E et Z −→ Y ∈ E alors
Z −→ Y −→ X ∈ E .

Axiome 3. On a Y
∼−→ X ∈ E .

Alors en prenant pour recouvrement d'un objet X de C toutes les
familles de morphismes de E de but X surjectives on dé�nit un
système de recouvrement et muni de ce système, C est une
topologie de Grothendieck. On la note (C/S)E .
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topologie de Grothendieck. On la note (C/S)E .
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Dé�nition

Si l'on prend pour E les morphismes étales (resp. les morphismes
plats, resp. les immersions ouvertes) on dé�nit une topologie sur
Sch(S). On la note Sch(S)ét (resp. Sch(S)pl, resp. Sch(S)zar) et
on l'appelle le gros site étale (resp. plat, resp. zariskien).

Lemme

Toute immersion ouverte est étale.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Dé�nition

Soient T et T ′ deux topologies de Grothendieck. On dit que T est
plus �ne que T ′, et on note

T 6 T ′,

si tout recouvrement de T ′ est un recouvrement pour T .

Théorème

Sch(S)pl 6 Sch(S)ét 6 Sch(S)zar.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

Soit S un schéma. Considérons la sous-catégorie pleine de Sch(S)
où les objets sont des S-schémas X tel que X −→ S soit étale.
Notons Sét le site associé à cette catégorie muni de la topologie
discrète (i.e. tous les morphismes). Alors :

Sch(S)ét 6 Sét 6 Sch(S)zar.

On appelle Sét le petit site étale.

Corollaire

Sch(S)pl 6 Sch(S)ét 6 Sét 6 Sch(S)zar 6 Szar.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

Soient S un schéma et P un préfaisceau sur le site Sét (resp.
Sch(S)pl) à valeur dans Ab ou Ens. Alors P est un faisceau sur le
site Sét (resp. Sch(S)pl) si et seulement s'il satisfait les deux
assertions suivantes :

(a). Le foncteur P est un faisceau pour la topologie de
Zariski Szar .

(b). Pour tout morphisme étale (resp. plat) X −→ Y de
S-schémas a�nes la suite

P(Y ) // P(X ) // // P(X ×Y X )

est exacte.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Dé�nition

Soit C une catégorie. S'il existe une topologie de Grothendieck T et
une équivalence de catégorie entre C et la catégorie des faisceaux
sur T (à valeur dans Ens), on dit que C est un topos.

Lemme

La catégorie Ens est un topos.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Dé�nition

Soient C et D deux topos. Un morphisme de topos f : C −→ D est
la donnée de

• Deux foncteurs

f∗ : C −→ D f ∗ : D −→ C,

où f ∗ est exacte à gauche.

• Un isomorphisme ϕ d'adjonction : pour tout objet X
de D et tout objet Y de C

ϕX ,Y : HomC(f
∗(X ),Y ) −→ HomD(X , f∗(Y ))

On appelle f∗ foncteur image directe et f ∗ foncteur image inverse.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

Supposons que

(a). Pour tout objet Y de C′, Y ×S ′ S est un objet de C.
(b). Pour tout morphisme U −→ Y de E ′ le morphisme

U ×S ′ S −→ Y ×S ′ S est dans E .

Alors f induit un morphisme de sites

fE ,E ′ : (C/S)E −→
(
C′/S ′

)
E ′ .
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

Si on prend S = S ′, C = C′ et f = IdS alors fE ,E ′ dé�nit un
morphisme de sites si et seulement si (C/S)E 6 (C/S)E ′ .

Corollaire

Soit S un schéma. Via le morphisme identité on a

Sch(S)pl −→ Sch(S)ét −→ Sch(S)zar.

Sét −→ Szar.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

On a un foncteur

(fE ,E ′)p : P(C/S)E
−→ P(C′/S ′)E ′

P 7−→ P ◦ (fE ,E ′)−1

Ce foncteur admet un adjoint à gauche

(fE ,E ′)p : P(C′/S ′)E ′ −→ P(C/S)E
.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

lemme

Si F est un faisceau sur (C/S)E alors (fE ,E ′)p(F ) est un faisceau
sur (C′/S ′)E ′ .

Corollaire

Si le foncteur image inverse (de préfaisceau) est exacte à gauche,
alors f induit un morphisme de topos :

f top : F(C/S)E
−→ F(C′/S ′)E ′

où pour tout faisceau F sur (C/S)E (f top)∗(F ) = (fE ,E ′)p(F ) et

(f top)∗(F ) =
(
(fE ,E ′)p(F )

)]
le faisceau associé au préfaisceau

(fE ,E ′)p(F ).
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

HomF(C/S)E

(
(f top)∗(F ),F ′

)
= HomF(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F )],F ′

)
' HomP(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F ), ιE (F ′)

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , (fE ,E ′)p(ιE (F ′))

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , ιE ′((fE ,E ′)p(F

′))
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F ], (fE ,E ′)p(F

′)
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F , (f top)∗(F

′)
)
.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

HomF(C/S)E

(
(f top)∗(F ),F ′

)
= HomF(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F )],F ′

)
' HomP(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F ), ιE (F ′)

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , (fE ,E ′)p(ιE (F ′))

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , ιE ′((fE ,E ′)p(F

′))
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F ], (fE ,E ′)p(F

′)
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F , (f top)∗(F

′)
)
.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

HomF(C/S)E

(
(f top)∗(F ),F ′

)
= HomF(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F )],F ′

)
' HomP(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F ), ιE (F ′)

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , (fE ,E ′)p(ιE (F ′))

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , ιE ′((fE ,E ′)p(F

′))
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F ], (fE ,E ′)p(F

′)
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F , (f top)∗(F

′)
)
.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

HomF(C/S)E

(
(f top)∗(F ),F ′

)
= HomF(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F )],F ′

)
' HomP(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F ), ιE (F ′)

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , (fE ,E ′)p(ιE (F ′))

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , ιE ′((fE ,E ′)p(F

′))
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F ], (fE ,E ′)p(F

′)
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F , (f top)∗(F

′)
)
.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

HomF(C/S)E

(
(f top)∗(F ),F ′

)
= HomF(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F )],F ′

)
' HomP(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F ), ιE (F ′)

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , (fE ,E ′)p(ιE (F ′))

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , ιE ′((fE ,E ′)p(F

′))
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F ], (fE ,E ′)p(F

′)
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F , (f top)∗(F

′)
)
.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

HomF(C/S)E

(
(f top)∗(F ),F ′

)
= HomF(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F )],F ′

)
' HomP(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F ), ιE (F ′)

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , (fE ,E ′)p(ιE (F ′))

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , ιE ′((fE ,E ′)p(F

′))
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F ], (fE ,E ′)p(F

′)
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F , (f top)∗(F

′)
)
.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

HomF(C/S)E

(
(f top)∗(F ),F ′

)
= HomF(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F )],F ′

)
' HomP(C/S)E

(
(fE ,E ′)p(F ), ιE (F ′)

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , (fE ,E ′)p(ιE (F ′))

)
' HomP(C′/S′)E ′

(
F , ιE ′((fE ,E ′)p(F

′))
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F ], (fE ,E ′)p(F

′)
)

' HomF(C′/S′)E ′

(
F , (f top)∗(F

′)
)
.

David HÉBERT Topos et sites étales



Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

f top : S̃ét −→ S̃ ′ét
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Dé�nition

Soit S un schéma. Un point géométrique de S est un S-schéma qui
est le spectre d'un corps séparablement clos.

Dé�nition

Soit S un schéma et ξ un point géométrique. Notons u : ξ −→ S

son morphisme de S-structure.
On appelle foncteur �bre géométrique relatif à ξ, le foncteur

•ξ : S̃ét
u∗−→ ξ̃ét

Γ(ξ,•)−→ Ens.

On note Fξ l'image d'un faisceau étale F par ce foncteur et fξ
l'image d'un morphisme.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Théorème

Soient S un schéma, F un faisceau (resp. P un préfaisceau) sur Sét
et ξ un point géométrique de S . Alors

Fξ = lim
→

F (X ) (resp. (P])ξ = lim
→

P(X )),

où la limite est prise sur les couples (X , ξ
f−→ X ) avec X un

S-schéma étale et f un morphisme de S-schémas.
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Construction de faisceaux
Schéma et faisceau étale.

Schématisation.
Comparaison de topologies.
Topos.
Fibres.

Corollaire

Soient S un schéma et f : F −→ G un morphisme de faisceaux
étales sur S . Alors f est un ismorphisme si et seulement si c'est le
cas pour tous les morphismes induits us : Fs −→ Gs où s est un
point ordinaire de S .
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