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Nous introduisons quelques modèles courants de marches aléatoires en milieu aléatoire, et
de présenter un aperçu des résultats qui ont été démontrés dans ces divers cas. On s’intéressera
ensuite plus particulièrement au cas de MAMAs sur des arbres, pour présenter un critère de
transience élémentaire, avant de présenter un certain nombre de voies de recherches à explorer
sur le sujet .
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Introduction : Les marches aléatoires en milieu aléatoire ont été introduites en 1967 par
Chernov et Temkin afin de modéliser simplement la réplication de l’ADN. Depuis de nombreux
modèles ont été étudiés, mais d’une manière générale, il s’agit de faire évoluer une châıne
de Markov sur un espace donné 1, suivant des probabilités de transition tirées elles-mêmes au
hasard. Ce type de processus est intéressant pour améliorer des modèles utilisant des marches
aléatoires classiques, et les adapter dans des cas où l’environnement est difficile à décrire ; mais
on verra également que ce type de processus est parfois plus simple à étudier que d’autres
processus de même loi....

1 marches aléatoires en milieu aléatoire sur Z

1.1 Présentation

On définit l’espace des environnements

Ω = [0, 1]Z,

et pour tout ω ∈ Ω, on introduit la châıne de Markov (Xn, P
ω) définie par

∀x ∈ Z,

{
P ω(Xn+1 = x+ 1|Xn = x) = ω(x)

P ω(Xn+1 = x− 1|Xn = x) = 1− ω(x)
.

La loi P ω est appelée loi “Quenched” de la MAMA.
Si l’on introduit une loi µ sur Ω, on peut aussi considérer la loi “Annealed”, définie par

P =

∫
Ω

P ωdµ(ω).

Dans tous le reste de l’article, on considérera que les ω sont tirés indépendamment avec la même
loi, c’est à dire que

µ = ν⊗Z

Remarques : -La loi P définit en général un processus non Markovien : informellement si l’on
sait que dans le passé la châıne a beaucoup utilisé le saut x → x + 1, on peut en déduire que
ω(x) a des chances d’être élevé, le processus annealed a donc tendance à repasser aux mêmes
endroits.

-On fait souvent l’hypothèse que

1.2 Critère de récurrence

Dans le cas de Z, on a des résultats très précis concernant le comportement asymptotique
des MAMAs. Nous allons tout d’abord introduire un critère de récurrence/transience :

Théorème 1.1 (Solomon 1975) -Si Eµ[log(1−ω
ω

)] < 0, alors P p.s, Xn → +∞
-Si Eµ[log(1−ω

ω
)] > 0, alors P p.s, Xn → −∞

-Si Eµ[log(1−ω
ω

)] = 0, alors P p.s, lim supXn = +∞ et lim inf Xn = −∞ [Sol75]

1. on verra dans ce mémoire les cas de Z ; Zn, et enfin le cas des arbres
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Idée de la preuve : On cherche une fonction fω harmonique, c’est à dire telle que sous Pω,
fω(Xn) soit une martingale. Un calcul simple donne :{

fω(x) = −1−
∑

1≤k≤x−1
1−ω(1)
ω(1)

....1−ω(k)
ω(k)

∀x ≥ 1

fω(x) =
∑

0≤k≤|x|
ω(0)

1−ω(0)
.... ω(−k)

1−ω(−k)
∀x ≤ −1

.

La fonction fω étant imposée dès lors que l’on a ffixé sa valeur en 0 et 1. On étudie ensuite le
comportement en +∞ et −∞ de fω, qui dépend du signe de Eµ[log(1−ω

ω
)], ce qui permet de

conclure en utilisant des résultats de convergence de martingales.

1.3 Vitesse asymptotique

Après ce critère de récurrence/transience, nous présentons sans preuve deux résultats concer-
nant le comportement asymptotique des MAMAs sur Z.

Théorème 1.2 (Solomon 1975) On note ρ = 1−ω(0)
ω(0)

.

-Si Eµ[ρ] < 1, alors Xn

n
→ 1−E[ρ]

1+E[ρ]
P− p.s.

-Si Eµ[1/ρ] < 1, alors Xn

n
→ 1−E[1/ρ]

1+E[1/ρ]
P− p.s.

-Si 1/Eµ[ρ] ≤ 1 ≤ Eµ[1/ρ], alors Xn

n
→ 0 P− p.s.

Preuve : Voir [Sol75].

On peut enfin caractériser plus précisément le comportement dans le cas récurrent :

Théorème 1.3 (Sinai 1982) on suppose Eµ[log(1−ω
ω

)] = 0, et Eµ[(log(1−ω
ω

))2] < ∞, alors,
Xn

(log(n))2
converge en loi vers une loi non dégénérée.

Preuve : Voir [Sin82]. La principale idée de la preuve est de constater que la fonction

f ′ω(x) =

{∑x
k=0 e

W (k) ∀x ≥ 0

−
∑−(x−1)

k=0 eW (−k) ∀x < 0

est harmonique, où

Wi =

{∑x−1
k=0 log(ρ(k)) ∀x ≥ 0

−
∑−x

k=0 log(ρ(−k)) ∀x < 0
2,

Et de constater que P− p.s., W (dkte)/
√
k converge vers le mouvement brownien.

Cette liste non exhaustive donne une idée de ce que l’on peut calculer concernant les MA-
MAs unidimensionnelles, nous allons maintenant nous intéresser au cas multidimensionnel, où,
comme on va le voir, beaucoup moins de résultats existent.

2. W est appelé le potentiel



2 LE CAS MULTIDIMENSIONNEL 3

2 Le cas multidimensionnel

2.1 le modèle

On appelle maintenant environnement la donnée de (ω(x, x + e))x∈Zd,|e|=1 vérifiant ∀x ∈
Zd,

∑
|e|=1 ω(x, x+ e) = 1, et on va considérer que les vecteurs (ω(x, x+ e))|e|=1 sont i.i.d. de loi

µ. On construit comme précédemment la collection de châınes de Markov (Xn, P
ω) définie par

∀x ∈ Zd, |e| = 1, P ω(Xn+1 = x+ e|Xn = x) = ω(x, x+ e)

et on construit comme précédemment la probabilité annealed P0. On peut définir comme
précédemment la notion de transience :

Théorème 2.1

P0(Xn visite tous les sites de Zd infiniment souvent) =

P0(Xn visite x0 infiniment souvent) = 0 ou 1,∀x0 ∈ Zd. (1)

Cependant, on ne dispose pas, sans faire d’hypothèse plus précise, de critère de transience. On
peut néanmoins, sous des hypothèse contraignantes, obtenir un critère de transience, et même
une loi des grands nombres. Pour ces résultats voir [Kal81] et [SZ99].

3 Marches aléatoires en milieu aléatoire sur des arbres

3.1 le modèle

On note T un arbre infini, sur lequel on ne fait a priori pas d’hypothèses, e sa racine, on note
|x−y| la longueur du plus court chemin de x à y (avec la convention |x| = |x−e|). Pour chaque
noeud x de T, on note←−x son père, on note également Tn l’ensemble des noeuds à distance n de
la racine, et Mn = |Tn|, on note enfin x < y si x est un ancêtre de y. On se donne une famille
de variables aléatoires (ω(x, y))x,y∈T, vérifiant ∀x ∈ T,

∑
y∈T ω(x, y) = 1. On note de plus

A(x) =
ω(←−x , x)

ω(
←−←−x ,←−x )

.

On va supposer d’autre part que les vecteurs ω(x, .) sont iid, ainsi que les A(x)x∈T,|x|>2. On va
enfin faire l’hypothèse (ellipticité) qu’∃ε0 > 0 tq{

ω(x, y) > ε0 |x− y| = 1

ω(x, y) = 0 |x− y| 6= 1
.

Pour la pertinence de ces hypothèses voir [LP92]. On va ensuite, comme précédemment, définir
la collection de châınes de Markov (Xn, P

ω) définie par

∀x ∈ Z, P ω(Xn+1 = y|Xn = x) = ω(x, y).

Pour énoncer le premier résultat concernant ces marches aléatoires dans toute leur généralité,
il faut définir certaines notions concernant les arbres :
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Définition 3.1 1. On appelle cutset un ensemble fini π de noeuds tel que tout chemin de e
à l’infini intersecte π, et qui ne contienne aucune paire x, y telle que x soit un ancêtre de
y. On note Π l’ensemble des cutsets

2. Le nombre de branchement d’un arbre est défini par la formule :

brT = inf(λ > 0; inf
π∈Π

∑
σ∈Π

λ−|σ|)

Remarque : Ces définitions apparemment formelles correspondent en fait à des notions assez
intuitives : un cutset est un ensemble qui sépare la racine de l’infini, et qui est “minimal” pour
cette propriété, tandis que le nombre de branchement correspond le plus souvent à la vitesse de
croissance moyenne de l’arbre (par exemple b pour un arbre b− regulier, E[nombre d’enfants]
pour un arbre de Galton-Watson presque sûrement...)

On peut alors énoncer un critère de récurrence, dû à [LP92] :

Théorème 3.1 On suppose que 0 < A <∞ p.s., et on pose p = inf0≤x≤1E[Ax], alors :

1. si pbrT > 1, alors la MAMA est presque sûrement transiente.

2. si pbrT < 1, alors la MAMA est presque sûrement récurrente

3. si p limM
1/n
n < 1, alors la MAMA est presque sûrement récurrente positive.

Remarque : en prenant A = cte on retrouve le résultat pour des marches aléatoires normales.
On a un version de ce résultat sur des arbres de Galton-Watson :

Théorème 3.2 On suppose maintenant que T est un arbre de Galton-Watson, la loi du nombre
d’enfants étant donnée par une variable aléatoire N , et on suppose m = E[N ] > 1. Alors On
suppose que 0 < A < ∞ p.s., et on pose p = inf0≤x≤1E[Ax], alors, conditionnellement à la
survie (i.e. à T infini) :

1. si pm > 1, alors la MAMA est presque sûrement transiente.

2. si pm ≤ 1, alors la MAMA est presque sûrement récurrente

3. si pm < 1, alors la MAMA est presque sûrement récurrente positive.

La preuve de ces résultat utilise une correspondance entre les marches aléatoires et des
réseaux électriques, qu’il est impossible de décrire ici. Nous allons donc présenter une relation
importante entre les marches aléatoires sur les arbres et un processus connu sous le nom de cas-
cade multiplicative de Mandelbrot. Cette correspondance a été mise en valeur pour la première
fois par [MP02]

3.2 Martingale de Mandelbrot.

3.2.1 Définition

Pour limiter les notations nous donnons ici une définition simplifiée de la martingale de
Mandelbrot. Pour une définition plus complète voir [MP02, Man74] Soit T un arbre de Galton
Watson, et A(x) une famille de variables aléatoires i.i.d. indexée par les noeuds de l’arbre 3

3. Cette définition n’est pas tout à fait claire, les “x” étant aléatoires, mais on peut considérer T comme un
sous-arbre aléatoire d’un arbre (non localement fini) fixé. Pour plus de précision voir [Nev86]
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Définition 3.2 La cascade de Mandelbrot est le processus défini par

Yn =
∑
x∈Tn

∏
0<z≤x

A(z).

On peut énoncer une première propriété de ce processus

Proposition 3.1 On note α = mE[A], on suppose 0 < α <∞, alors Yn/α
n est une martingale,

qui converge presque sûrement vers une variable aléatoire Y dont la distribution est solution de
l’équation

Y =
loi

N∑
1

AiYi,

où les Yi sont des copies indépendantes de Y , de plus 0 < Y <∞, p.s..

Nous ne détaillons pas la preuve de ce résultat, qui ne présente aucune difficulté.

3.2.2 Mesures invariantes

Pour faire apparâıtre le lien entre la martingale de Mandelbrot et les M.A.M.A.s sur les
arbres nous allons nous intéresser aux mesures invariantes (pour Pω).

Proposition 3.2 Soit π une mesure invariante, alors

π(x) =
Π(e)ω(e, x(1))

ω(x,←−x )A(x(1))

∏
0<z≤x

A(z),

où x(1) est le premier élément sur le plus court chemin de e à x. Et par un corollaire évident,

∃c, c′ : c
∏

0<z≤x

A(z) ≤ π(x) ≤ c′
∏

0<z≤x

A(z).

preuve :Par induction en utilisant ω(x,←−x )π(x) = ω(←−x , x)π(←−x ).
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