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Opérades non symétriques/ Opérades

(C,®, 1) mon. sym. C= Ens, Top, Vect, gVect, dgVect, ...
Opérade non symétrique= (P(n))nen
e 1eP(1),
@ compositions pour 1 </ < n,

oj : P(n)®@ P(m) — P(n+m—1)

A/







Exemples d'opérades

= "L'opérade non symétrique terminale” : A(n) = x, *j Opkj = *itj
= Le groupe symétrique: P(n) = S,

o=(2[3]1,4) 7=(2,3,1)
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Opérades

Opérade= (P(n))nen
@ action de S, sur P(n),

@ opérade non symétrique

Axiome d'équivariance s'écrit

(p-0)oilqg-7)=(pos()q)-(c0iT)




Opérades

Opérade= (P(n))nen
@ action de S, sur P(n),

@ opérade non symétrique

Axiome d'équivariance s'écrit

(p-0)oilqg-7)=(pos()q)-(c0iT)

{Opérades} {Opérades non symétriques}

As = S(A) = (k[sn])nGN



Monade des arbres planaires IPT : grVect — grVect

V = (Vi)nen € grVect

— ViV W Ve WV,

]PT(V) = (@n—arbres t V(t))neN' J




Monade T:C —-C pu:T?>?—=T n:l—T
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Définition (Opérade non symétrique= Algebre (module) sur PT)
mp : PT(P) — P

PTPT(P) -2~ PT(P) p—"2 p1(P)

PTmp l l mp o mp \L
P

mp

Opérade non symétrique libre: PT(V) pour un certain V
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Définition (Opérade non symétrique= Algebre (module) sur PT)
mp : PT(P) — P

PTPT(P) -2~ PT(P) p—"2 p1(P)

PTmp l l mp o mp \L
P

mp

Opérade non symétrique libre: PT(V) pour un certain V

Monade des arbres T : SMod — SMod
Opérade= algebre sur T
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Lie et pré-Lie

{Opérades} — {Opérades non symétriques}
P — P

Théoreme

o L'opérade non symétrique Lie est libre (Salvatore-Tauraso)

o L’opérade non symétrique pré-Lie est libre (Bergeron-Livernet)
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Lie et pré-Lie

{Opérades} — {Opérades non symétriques}
P — P

Théoreme

@ L'opérade non symétrique Lie est libre (Salvatore-Tauraso)

o L’opérade non symétrique pré-Lie est libre (Bergeron-Livernet)

= Résolutions! Par exemple pour A.
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Lie et pré-Lie

{Opérades} — {Opérades non symétriques}
P — P

Théoreme

o L'opérade non symétrique Lie est libre (Salvatore-Tauraso)

o L’opérade non symétrique pré-Lie est libre (Bergeron-Livernet)

v

Idée de la démonstration de Salvatore-Tauraso

Une bonne base pour |'espace vectoriel Lie(n) de dimension (n — 1)!

@ Un crochet en xq,..., X,

e Chaque sous-crochet s'écrit avec (x;j)jc,. Le premier terme est
Xinf{j,jeJ}r le dernier est Xsup{j,jet}-
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Opérade des arbres enracinés
vl

g 8o Goncge

So;, T =
f:in(S, I)~>Vert(T)



Opérade des arbres enracinés

So;, T = Z So}(T.

f:In(S,i)— Vert(T)

Théoreéme (Chapoton-Livernet)

Les algébres sur cette opérade sont les algébres pré-Lie:

(xoy)oz—xo(yoz)=(xo0z)oy—xo(yoz).




S O’{WBX T — S O;—Max T.

Théoréme (B.-L.)

L'opérade Tpjax est une opérade non symétrique libre
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Quelques théoremes de rigidité

Théoréme (Leray-Hopf-Borel)

X- &

Les bigebres connexes (algébres de Hopf) commutatives et

cocommutatives sont libres.

A\

Théoréme (Loday-Ronco)

XA fy

Les bigebres connexes unitaires infinitésimales sont libres
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Lois distributives entre monades et comonades

D’aprés Mesablishvili et Wisbauer

Monade (T, m,n),

T3 LT) T2 TLT) T2
TM\L i# Tnl X l#
T2 T> T T2 T> T
Comonade (G, J,¢),
G3 <i G2 G & G2

o N

G2<5—G G2<"—G

13/16



Lois distributives entre monades et comonades

D'apres Mesablishvili et Wisbauer
Monade (T, m,n), Comonade (G, d,€),

Loi distributive A : TG — GT

TG —> 76> 2%~ GTG  T2G6—> TGT == GT?
)\i iGA mGl iGm
GT — G2T TG - GT
= Permet de définir C¢(\): (a, ha, 0.)
T(a) L sa— %o G(a)
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Théoreme

On se place dans le cadre T = G = H, on note la monade H = (H, m,n),
la comonade H = (H,d,¢) et A\ : H> — H? la loi distributive. On suppose

H2 —">H 0 H? = Assure HX € CE()\)
Hél THm
3 3
H H H

Théoréme (Mesablishvili-Wisbauer)

Il'y a équivalence entre

a) Le foncteur de comparaison C — CH()) est une équivalence de
catégorie

5, )

b) Pour tout (a, h,) € Cy la composition H(a) H?(a) .

est un isomorphisme.

H(a)
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Traduction de bigebres ui en termes de bimonades

T : Vect — Vect, T(V) = ¢,V®"

Monade Comonade

T®T _ ; T - TT

® = ® Q¥ P ¥+
Algebre associative Cogebre coassociative

4

Loi distrivutive \,;

Aei TT — TT
@ = ¥+
@ = ®

= Théoreme de Loday-Ronco
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Cas des opérades non symétriques

PT : grVect — grVect, PT(V) = (Bp—arbres ¢V (t))n

Monade Comonade Loi distributive
PTPT — PT PT — PTPT PTPT — PTPT
E — E E — E+E E — E+E
E — E E — E

Opérade non sym. Coopérade non sym
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Cas des opérades non symétriques

PT : grVect — grVect, PT(V) = (Bp—arbres ¢V (t))n

Monade Comonade Loi distributive
PTPT — PT PT — PTPT PTPT — PTPT
E — E E — E+E E — E+E
E — E E — E
Opérade non sym. Coopérade non sym

Théoréme (L.)

Il'y a équivalence de catégorie entre grVect et les bigébres sur cette
bimonade. Autrement dit, toute opérade non symétrique qui est une
bigébre sur cette bimonade est libre.
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