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Abstract. 

La tl-korie de l’homotopie rationnelle met en dualit les algkbres de Lie et les algkbres 
commutatives. Dans cette Note, cette thCorie est &endue au cadre non commutatif en 
remplagant les algkbres de Lie par les algkbres de Leibniz. Les algbbres commutatives 
sont alors remplackes par les algkbres de Leibniz-dual. Ainsi, nous pouvons dkfinir 
l’homotopie et l’homologie d’une alg2bre de Leibniz. Nous obtenons une version non 
commutative du thCor&me d’Hurewicz. Nous dkfinissons les sphkres de Leibniz et nous 
montrons que leur homotopie est pkriodique. 

Rational homotopy of Leibniz algebras 

Rational homotopy theory makes Lie algebras and commutative algebras dual to each 
other. In this Note, we extend this theory to the framework of Leibniz algebras. Leibniz 
dual algebras replace commutative algebras. We are thus able to define the homotopy 
and the homology of a Leibniz algebra. We state a Leibniz version of Hurewicz theorem. 
We dejne Leibniz spheres and prove that their homotopy is periodic. 

Abridged English Version 

Throughout this Note, we work over a fixed field K of characteristic 0. Let V be a graded vector 
space. The suspension of V is (sV), = V,_l if V is lower graded, and (sV)~ = Vn+l if V is 

upper graded. 

Leibniz algebras and dual Leibniz algebras. - A graded Leibniz algebra L is a lower graded vector 
space equipped with a bracket of degree 0 which satisfies the identity 

[? [Y, 41 = [b, Yl, 4 - (-W’=‘[[~, 4, Yl, v’z, Y, z E L. 

A differential graded Leibniz algebra is a graded Leibniz algebra together with a derivation of Leibniz 
algebras d such that d2 = 0. There is an obvious notion of differential graded Leibniz coalgebra. 

Koszul duality for operads (see [l]) states the existence of a dual notion for Leibniz algebras. A 
graded dual Leibniz algebra A4 is an upper graded vector space equipped with a product of degree 0 
which satisfies the identity 

(CC . y) . z = x . (y . z) + (-l)‘y”=‘x. (Z . y), vx, y, Z E M. 

Note prbentbe par Jean-Louis KOSZUL. 

0764~4442/97/03250819 0 Acadkmie des SciencesElsevier. Paris 819 



M. Livernet 

Once again we can define differential graded dual Leibniz algebra and dual Leibniz coalgebra. 

Let V be a graded vector space. We denote by T(V) the vector space V $ Vm2 $ . . . $ V@” $ . . . . 
This object is in fact the underlying vector space of the free graded Leibniz (resp. dual Leibniz) 

algebra generated by V, or the free graded dual Leibniz coalgebra generated by V if VO = 0. 

Homotopy and homology of Leibniz algebras. - Let (L, 3) be a differential graded Leibniz algebra. 

We define JC!(L, a) as the free dual Leibniz coalgebra generated by SL together with the differential 

d = dI + d2 where dl is linear and d2 is quadratic. The differential dl is induced by d and the 

differential d2 is defined by: 

d2(sZ1 8 . . . @ ST,) = c f szl @ . . . ~8 s[zi, CE~] @ . . . @ SX, (see 2.1 for the sign) 
l<i<j<n 

If L is finite dimensional (that is L is finite dimensional in each degree), we define C)(L, i3) as 

the linear dual of ,C! (L, a). 

The homotopy of L, denoted by TX(L), is the homology of the complex (sL, a). The homology 

of L, denoted by HA(L), is the graded dual Leibniz coalgebra H, (L’( L), d). We have extended the 

definition of [3] to the case of differential graded Leibniz algebras. If L is finite dimensional, the 

cohomology of L is the graded vector space H* (C> (L)). Actually, the homotopy of L can be regarded 

as the homology of the first column of a bicomplex whereas the homology of L is the homology of 

the total complex associated with the same bicomplex. Thus, there is a natural morphism from the 

homotopy to the homology of L called the Hurewicz morphism. 

THEOREM 1. - Let (L, a) b e a differential graded Leibniz algebra. Assume that nXk( L) = 0 for k 5 n. 

The Hurewicz morphism is an isomorphism in degrees k < 2n, and an epimorphism in degree 2n + 1. 

Spheres. - In classical algebraic topology, it is well known that a rational space whose cohomology 

is the same as the cohomology of a sphere has the same homotopy type. We state an analogous result 

in the context of Leibniz algebras. The Leibniz sphere of degree n, denoted by SX”, is the free graded 

Leibniz algebra T(Ky,), where yn is a generator in degree n - 1, together with the differential 0. 

THEOREM 2. - The cohomology of SX” is trivial except in degree n where it is equal to K. The 

homotopy of $X’” is trivial except in degrees k(n - 1) + 1, k 2 1, where it is equal to K. Moreover, any 

Leibniz algebra whose cohomology is the same as the cohomology of SX” has the same homotopy type, 

We would like to compare Leibniz spheres with the classical ones. There is a canonical graded Lie 

algebra associated to any graded Leibniz algebra L : we take the quotient by the ideal generated by 

[z,y] + (-l)~z~~yi[y,z], Vx,y E L (see [W. 

THEOREM 3. - The Lie algebra associated with $X” is the Quillen model of the classical sphere S”. 

A Lie algebra can be regarded as a Leibniz algebra by forgetting the antisymmetric relation. The 

Quillen model of the classical sphere, which we denote by S” as well, is a Lie algebra. We have 

obviously ,X(F) = r(P). The Leibniz homology of the classical sphere is computed in the next 

theorem. 

THEOREM 4. - The Leibniz homology of S” is periodic. If n is odd, HA(F) is trivial except 

in degrees kn, k > 1, where it is equal to K. If n is even, HA(P) is trivial except in degrees 

n + k(3n - l), k 2 0, and k(3n - l), k > 1, where it is equal to K. 

Dans cette Note, le corps de base, note K, est de caracteristique 0. La suspension de l’espace 

vectoriel gradue V est definie par (sV), = V,_l si l’espace est grad& inferieurement, et par 

(sV)n = vn+l s’il est grad& superieurement. 
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1. Homotopie des algi?bres de Leibniz 

Darts cette section, la theorie de l’homotopie rationnelle (voir par exemple [4], [5] et [6]) est 

adaptee aux algebres de Leibniz (voir [2] et [3]). 

1.1. Algbbres de Leibniz. - Une algtbre de Leibniz grad&e L est un espace vectoriel gradue 

inferieurement muni d’un crochet de de@ 0 verifiant, pour tous 2, y, z E L, 

On dit que L est une algebre differentielle si elle est munie d’une application d de degre -1 qui 

est une derivation d’algebre de Leibniz par rapport au crochet et qui verifie d2 = 0. Par dualite, on 

definit la notion de cogebre de Leibniz. 

1.2. Algbbres de Leibniz-dual. - La thtorie de la dualite de Koszul des operades (voir [l]) nous 

per-met de calculer le dual (au sens de Koszul) des algebres de Leibniz. Une algebre de Leibniz-dual 
M est un espace vectoriel gradue superieurement muni d’une multiplication de degre 0 verifiant, 

pour tous z,y, z E M, 

(cr. y) . z = z. (y . 2) + (-1)‘wr~ (Z . y). 

Les notions d’algdbre de Leibniz-dual di@rentielle gradue’e et de cogkbre de Leibniz-dual sont 

definies de la mCme man&e que precedemment. 

1.3. Objets libres. - Soit V un espace vectoriel gradut. L’espace vectoriel V@ VB2 @. . CB V@” $. . . 
est note T(V) . Cet espace vectoriel peut Etre muni de diverses structures algebriques de telle man&e 

qu’il devienne le sous-espace vectoriel sous-jacent a l’algebre de Leibniz (resp. Leibniz-dual) libre 

sur V, ou SI la cogebre de Leibniz-dual colibre sur V si V, = 0. 
Nous allons definir des foncteurs reliant les algbbres de Leibniz et les cogebres (resp. algebres) 

de Leibniz-dual connexes, analogues aux foncteurs definis par Quillen (voir [4]) dans le cadre des 

algebres de Lie. 

1.4. Foncteurs L et L!. - Soit (L, a) une algebre de Leibniz differentielle grad&e. On d&nit 

L!(L, a) comme la cogebre de Leibniz-dual graduee colibre sur sL dont la differentielle d est somme 

d’une differentielle linktire dl induite par d, et d’une differentielle quadratique d2 (voir 2.1). 

Soit (B, d) une cogebre de Leibniz-dual differentielle graduee connexe. On dtfinit &(I?, d) comme 

l’algebre de Leibniz grad&e libre sur s -‘B dont la differentielle d est somme d’une differentielle 

lineaire dr induite par d, et d’une differentielle quadratique a,. 

Si, de plus, les algebres et les cogebres sont de type fini (de dimension finie en chaque degre), on 

peut definir, par composition des foncteurs .Cc! et L avec le dual lineaire, les foncteurs 

L) : {algebres de Leibniz} - {algebres de Leibniz-dual connexes} : Cf. 

1.5. PROPOSITION. - Les foncteurs L et L! preservent les equivalences faibles. Le foncteur L est 
adjoint a gauche de L!, et le morphisme d’adjontion L(L!( L, a)) + (L, a) est une equivalence faible, 
pour (L, 6’) algkbre de Leibniz. Les me^mes re’sultats sont valables pour les foncteurs L, et L> si les 
algebres sont de type Jini. 

1.6. Modeles minimaux. - Une algebre de Leibniz-dual differentielle graduee est minimale si elle 

est librement engendree par un espace vectoriel V tel que V” = V1 = 0, et si sa differentielle 

d vCrifie d(V) c T(V) .T(V). Soit (M,d) une algebre de Leibniz-dual differentielle grad&e. Un 

modele minimal de (M, d) est une algebre de Leibniz-dual differentielle graduee minimale (M’, d’) 
munie d’une equivalence faible 4 : (Al’, d’) -+ (M, d). 
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1.7. THI?OR~?ME. - Toute a@bre de Leibniz-dual diffkrentielle grad&e telle que Ho = 0 et H1 = 0 

poss&de un mod;le minimal unique h isomorphisme p&s. 

1.8. Homotopie et homologie des algtbres de Leibniz. - Soit (L, a) une algebre de Leibniz 

differentielle gradtree. On appelle homotopie de L, que l’on note TX, I’espace vectoriel grad& 

TX,(L) = H,(sL,d). L’h omologie de L, notee HA, est la cogebre de Leibniz-dual graduee 

HA,(L) = H*(rS!(L, a)). C’est la definition de l’homologie d’une algbbre de Leibniz definie dans [3], 

&endue au cas differentiel grad&. On appelle cohomologie de L l’algebre de Leibniz-dual grad&e 

HA*(L) = H*(,$(L, a)). R emarquons que dans le cas d’une algebre de Leibniz graduee de type fini 

connexe HA*(L) = Horn (HA,(L),K). 
Le thCoreme suivant montre que l’on peut calculer l’homotopie d’une algebre de Leibniz L 2 partir 

du modele minimal de l>(L). 

1.9. TI&ORI?ME. - Soit (L, a) une algebre de Leibniz differentielle graduee de type jini connexe et 
(F(V), d) le modele minimal de L>(L). Alors, pour tout n 2 2, 

V” = Horn (rX,(L),K). 

2. ThCor&me d’Hurewicz 

Les notions definies auparavant nous permettent 

d’Hurewicz classique. 

d’enoncer un theoreme analogue au theoreme 

2.1. Morphisme d’Hurewicz. - Soit (L, a) une algebre de Leibniz differentielle grad&e. Le 

bicomplexe C,,, defini par C,,, = (sL’@+l),+,, p our tous p, q 2 0, et muni des differentielles 

dl : C,), -+ I!$,,,_, et dz : C,,, + C&r,, donnees par : 

dI(szl 8 ... 
i-l 

Oti ui = 1 + C ( SZk 1, et 
k=l 

j-1 

=I, 1 + I sxj I ( c I Sxk I), 

k=l k=i+l 

vCrifie (TX),(L) = H,(Co,*,d), (HA),(L) = H,((Tot Cp,q)e, d = dl + d2). 

L’injection de complexes (CO,*, 6’) + ((Tot CP,n)*, d) induit une application $A : TX - HA qui 

est appelee morphisme d’Hurewicz. 

2.2. THBOR~XME. - Soit (L, a) une algebre de Leibniz differentielle grad&e. Supposons que 
Txk(L) = 0 pour tout k 5 n. Alors le morphisme d’Hurewicz, $& est un isomorphisme pour 
tout k 5 2n, et un epimorphisme pour k = 2n + 1. Reciproquement, si nXl(L) = 0 et H&(L) = 0 
pour k 5 n, alors $A, est un isomorphisme pour tout k 5 2n, et un epimorphisme pour k = 2n + 1. 

2.3. Remarque. - Ce theoreme est une version plus forte que le theoreme classique, puisque 

I’isomorphisme est valable pour tout k < 2n. 

3. SphGres de Leibniz et spheres classiques 

En topologie algebrique classique, il est bien connu qu’un espace rationnel ayant la mCme 

cohomologie qu’une sphere a en fait le mCme type d’homotopie qu’une sphere. Nous etablissons 
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ce rksultat pour les algkbres de Leibniz et montrons que l’homotopie d’une sphkre de Leibniz est 

ptriodique. 

3.1. Sphbres de Leibniz. - Pour n 2 2, on appelle n-itme sph&re de Leibniz, notCe SX’“, l’algkbre de 

Leibniz graduke libre T(Ky,), oti 1 yin I= n - 1, que l’on munit de la diffkrentielle nulle. 

3.2. TH~OR~ME. - La cohomologie de la n+me sph&e de Leibniz HXj($X”) est nulle sauf pour 

j = n, oci elle vaut K. L’homotopie de la n-itme sphbre de Leibniz rXj(SX”) est nulle sauf pour 

j = k(n - 1) + 1, k 2 1, 02 elle vaut K. De plus, toute algbbre de Leibniz diffbrentielle gradue’e 

ayant m&me cohomologie que SX”, en a aussi le m&me type d’homotopie. 

3.3. Comparaison des sphbres de Leibniz et des sph&es classiques. - A toute algkbre de 

Leibniz grad&e L peut Ctre associke une algkbre de Lie LLie en quotientant par la relation 

(k? Yl + w’z”y’[Y,4) ( voir [2]). Le thCo&me 3.4 compare SX”,,, et S”. Le modkle de Quillen de 

la sph&re S” est une algi?bre de Lie, c’est afortiori une algkbre de Leibniz. 11 est alors immkdiat que 

nA(S”) = T(F). N ous calculons l’homologie de Leibniz de la sphkre ST’ (thkorkme 3.5). 

3.4. TH&OR~ME. - Soit $X” la sphtre de Leibniz de dimension n. Alors ($X”)Li, est le mod&le de 

Quillen de la sphbre S”. 

3.5. TH~OR&ME. - L’homologie de Leibniz des sph;res S”, n > 2, esl pe’riodique de pe’riode n si n 

est impair, et de pe’riode 3n - 1 si n est pair. Plus pre’cist!ment, on a : 
a) Si n est impair, alors H&(F) N K pour i = kn, k > 1, et vaut 0 sinon. 

b) Si n est pair, alors HAi(S”) Y K p our i = n + k(3n - I), k > 0, ou pour i = k(3n - l), 

k 2 1, et vaut 0 sinon. 

Note remise le 26 juillet 1997, acceptke le 1”’ septembre 1997. 
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