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Résumé.  Nous montrons que 1’on peut munir I’algebre des matrices a coefficients dans une A -
algebre A d’une structure d’algebre de Leibniz 4 homotopie pres. Le principal théorgme
de cette Note établit que I’homologie de Leibniz de 1’algebre stable des matrices sur
A s’exprime en fonction de 1’homologie de Hochschild de A. Ce théoréme est une
extension de celui de Cuvier et Loday démontré dans le cas des algébres associatives.
© Académie des Sciences/Elsevier, Paris

Homology of the stable algebra of matrices
over an A .-algebra

Abstract.  We prove that the algebra of matrices over an A -algebra A can be endowed with a
structure of Leibniz algebra up to homotopy. The main theorem of this Note states that
the Leibniz homology of the stable algebra of matrices over A can be expressed in terms
of the Hochschild homology of A. This theorem extends the result of Cuvier and Loday
proved in the framework of associative algebras. © Académie des Sciences/Elsevier,
Paris

Introduction

Loday et Quillen [10] et Tsygan [12] ont montré que I’homologie de Chevalley-Eilenberg de
I’algebre de Lie stable des matrices sur une algébre associative est isomorphe, en tant qu’algebre
de Hopf, a I’algébre extérieure engendrée par son homologie cyclique. Récemment, Khalkhali [7] a
montré que ce résultat est encore valable pour une A, -algébre (ou algebre associative 4 homotopie
pres). Par ailleurs, Cuvier [1] et Loday [9] ont montré que I’homologie de Leibniz des matrices sur
une algébre associative est isomorphe 2 1’espace vectoriel tensoriel sur son homologie de Hochschild.
Nous nous proposons d’étendre ce résultat & une A -algébre.

Dans un premier temps, nous définissons la notion d’algébre de Leibniz & homotopie prés ainsi
que son homologie et nous montrons qu’'une algébre de Lie & homotopie prés est une algebre de
Leibniz & homotopie prés. Ainsi, nous pouvons comparer 1’homologie de Leibniz des matrices sur
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une A.-algébre A avec I’homologie de Hochschild de A et nous montrons que le résultat de Cuvier
et Loday est encore valable dans ce cadre.
Dans la suite le corps de base K sera de caractéristique 0.

1. Algebres de Leibniz 2 homotopie preés

Une algebre de Leibniz est la donnée d’un espace vectoriel L muni d’un produit bilinéaire
[—,—] : L ® L — L satisfaisant la relation :

[m, [y,z]] = [[z,y],z] — [[:c,z],y], Vz,y,z€ L.

Si le crochet est antisymétrique, cette relation est équivalente 2 la relation de Jacobi. Ainsi, une
algebre de Lie est une algebre de Leibniz. Il existe une théorie d’homologie pour ces algebres
appelée homologie de Leibniz (voir e.g. [9]). Cette théorie peut étre également déduite de la théorie
des opérades. Une opérade est un objet algébrique codant un type d’algébre, comme les algébres
associatives (As), les algébres commutatives (Com), les algebres de Lie (Lie), ou encore les algébres
de Leibniz (Leib). Ginzburg et Kapranov [5] ont mis en avant une opération de dualité pour certaines
opérades, et dans ce contexte, I’opérade As est auto-duale, alors que les opérades Lie et Com sont
duales 'une de l'autre. Le dual de I'opérade Leib définit un nouveau type d’algébres, appelées
algebres de Leibniz-dual. Lorsque ’opérade P est de Koszul, ce qui est le cas pour les exemples
cités, cette opération de dualité, notée P', permet de construire le complexe définissant 1’homologie
du type d’algebre donnée, mais également de définir ce qu’est une algeébre de type P a4 homotopie
pres. On se reportera aux articles [5] ou [2] pour de plus amples détails. Notre définition des algébres
de Leibniz & homotopie prés s’inspire de cette construction.

Dans cette partie, nous explicitons les algeébres de Leibniz 2 homotopie pres ainsi que leur lien
avec les algebres de Lie a homotopie preés.

Pour tout espace vectoriel gradué V, on définit sa suspension par (sV), = V,_; ; on note
TV)=VeoV®g...V® ... Le groupe des permutations G, agit sur V®" & droite par
(®  ®un) 0 =€(0;V1,...,Un)0s01) Q"+ ® Vg(n), OW (05 1, ...,v,) est défini comme suit :
soit o la transposition (i i+ 1), alors £(a; vy,...,v,) = (—1)Vsl1¥s+1l, Pour alléger les notations, on
le remplacera par £(c). Le symbole &, , désignera I’ensemble des (p, g)-shuffles et & , I'ensemble
des (p, q)-shuffles fixant les ; premiers termes.

DermNTION 1.1. — Une cogébre de Leibniz-dual est un espace vectoriel gradué C muni d’un coproduit
A:C — C®C satisfaisant (A ® id)A = (id ® (A + TA)A, ot T(a @ b) = (—1)l¢I¥p @ q.
Une codérivation de cogebre de Leibniz-dual est une application linéaire D : C' — C satisfaisant
AD = (id ® D)A + (D ® id)A. On note Coder(C) I’espace de ces codérivations.
ProposITION 1.2 (voir [11]). — Soit V un espace vectoriel gradué réduit (Vo = 0). Alors la cogébre
de Leibniz-duale colibre sur V, notée LH(V), est T(V) muni du coproduit
Aw)=0, YoeV et Yvi,...,0,, n>2,

n--1
AV, ... vn) = Z Z £(0) V1Va(2) = * Vo (k) ® Vo(kt1) * * * Vo(n)-
k=1 o€ _,
La proposition suivante est unc conséquence de la théorie des opérades (voir [2]).
ProposITION 1.3. — On a isomorphisme d’espaces vectoriels gradués suivant :
Coder(Lb(V')) ~ Hom(Lb*(V), V).

De plus, il existe une structure d’algebre de Lie graduée sur Coder(Lb°(V)) définie par [§', 6] =
§' 62— (—1)1°1187162 81 induisant une structure d’algébre de Lie sur Hom(Lb<(V), V). En fait, comme
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dans le cas des cochaines de Hochschild [4], cette structure provient d’un produit de Gerstenhaber. On
note 4; : V® — V, i > 1, I'ensemble des composantes d’une application linéaire £ : Lb°(V) — V,
i>1
DErINITION 1.4. — Une algébre de Leibniz a homotopie prés est un espace vectoriel gradué M muni
d’une codérivation &, : Lb*(s M) — Lb°(s M) de degré —1 et de carré nul.

A T’aide de la théorie des opérades ainsi que des propositions 1.2 et 1.3, on déduit la proposition
suivante :

PrOPOSITION 1.5. — Soit V un espace vectoriel gradué. Soient £ de degré s et m de degré t deux
éléments de Hom(LbC(sV'),s V). Alors le produit o, défini par :

(Lom)(v1 ® - ®un) =

Z Z EkE(U) fz‘(vl te vk_1mj(vkvg(k+1) s 'Ud(k+j—1))va(k+j) te Ua(n))a
l+]k:<n.+1’ TES, i1k

avec e, = t(|v1|+ - -+ |vk—1|), est un produit de Gerstenhaber pour Hom(Lb(sV'),s V'). Le crochet
défini par [£,m] = £ om — (=1)%"m o £ est un crochet de Lie coincidant avec le crochet de Lie induit
par l'isomorphisme de la proposition 1.3. Ainsi, une algébre de Leibniz a homotopie prés est un espace
vectoriel gradué M muni d’une application linéaire £ : Lb(s M) — s M de degré —1 satisfaisant
£of=0. O

Remarque 1.6. — Une algébre de Leibniz M n’est rien d’autre qu’une algebre de Leibniz 4 homotopie
prés (M,£) avec ¢; = 0 pour ¢ # 2. Le morphisme /5 correspond alors au produit définissant la
structure d’algebre de Leibniz. De méme, une algébre de Leibniz différentielle graduée M est une
algebre de Leibniz & homotopie prés (M, £) avec £; = 0 pour ¢ # 1, 2. On interpréte souvent les
algebres & homotopie prés comme des généralisations d’algebres différentielles graduées.

PROPOSITION 1.7. — Toute algebre de Lie a homotopie preés est une algébre de Leibniz a homotopie prés.

Démonstration. — 11 suffit de comparer la proposition 1.5 avec la définition des algebres de Lie a
homotopie pres (e.g. [6], [8]). d

DEFINITION 1.8. — L’homologie de Leibniz d’une algebre de Leibniz & homotopie pres (M, Z),
notée HL, (M, £), est ’homologie du complexe (Lb¢(s M), 6;). Remarquons que HL, (M, ¢) est une
cogebre de Leibniz-dual.

2. Algébres de matrices a coefficients dans une A -algébre

Dans cette partie, nous introduisons les outils nécessaires 4 la compréhension du théoréme principal,
plus précisément, nous définissons I’homologie de Hochschild d’une A,-algébre unitaire A. On se
reportera a I’article de Getzler et Jones [3] pour de plus amples détails.

DEFINITION 2.1 (voir [3]). — Une algébre associative & homotopie prés unitaire A est un espace
vectoriel gradué muni d’une application linéaire de degré —1, m € Hom(T(s A),s A), avec
m= 3 m; m;:(sA4)® — sA, et dun élément e € (s A); satisfaisant les relations suivantes :

i>1
i
Z ZEk mi(ay - - ag—1mj(Gk -+ Qg jm1)Oktj * Gn) =0,
i+j=n+l k=1
ma(e,a) = —a, may(a,e) = (=1)"%la, et pour tout k # 2, mi(ar,...,e,...,ax-1) = 0.
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L’application linéaire m définit une codérivation 6,, de la cogebre coassociative T(s A), et la
premiére relation équivaut 4 dire que 6, est de carré nul. Le complexe (T(s A),8,,) correspond,
Jorsque A est une algebre associative, au complexe classique muni du bord b (¢f. [9]). Ainsi, pour
définir I’homologie de Hochschild de A il faut perturber légérement ce bord.

DEFINITION 2.2 (voir [3]). ~ L’homologie de Hochschild d’une A -algtbre A est I’homologie du
complexe T(s A) muni du bord
n—i41l

b(zy,... mn)—z Z EkT1 - Th1Mi(Th +* Thgim1)Thii " ** Ty
1= k=

+ Z e(T") Milare(1y - Qe (i) Grk (i) Crk (),

i=2 k=1
ol 7 est la permutation (n n—1 ... 1).

THEOREME 2.3. — Soit (A, m) une algébre associative a homologie prés unitaire, dont on note

(91(A), £) l'algebre de Lie a homotopie preés des matrices. Alors il existe un isomorphisme naturel de
cogébres de Leibniz-dual HL,(gl(A),£) ~ T(HH.(A,m)[1]).

Idée de la démonstration. — Comme A est unitaire, il y a une inclusion canonique de gl(K)
dans gl(A). La structure d’algebre de Lie a homotopie pres sur gl{(4) = A ® gl(K), provient d’une
structure de A, -algébre sur gl(A) ; cette derniere est définie a partir de la structure de A,-algebre
sur A et d’algebre associative sur gl(K) (c¢f. [7]). Nous considérons alors (gl(A4),£) comme une
algebre de Leibniz 2 homotopie pres.

11 existe une notion de dérivation intérieure sur les alggbres de Leibniz & homotopie pres (cf. [7] pour
les algébres de Lie & homotopie prés) et I’on peut montrer que gl(K) agit par dérivation intérieure sur
(gl(A), £), donc sur le complexe Lb°(s gl(A)). Le lemme 2.4 prouve que cette action est en quelque
sorte indépendante de la structure de A..-algébre sur A.

On vérifie alors que les étapes de la démonstration dans le cas o A est une algebre associative
(cf. 19], 10.6) s’appliquent encore au cas ol A est une A.-algébre. O

LeMME 2.4. — L’action de gl(K) sur Lb (s gl(A)) est donnée par
i=1
pour tous @ € (sA)®" et E; € gi(K), 1 <i < n.
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