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RCsum& Nous montrons que l’on peut munir l’algitbre des matrices ti coefficients dans une A,- 
algbbre A d’une structure d’algkbre de Leibniz g homotopie p&s. Le principal thkorkme 
de cette Note Ctablit que l’homologie de Leibniz de l’algkbre stable des matrices sur 
A s’exprime en fonction de l’homologie de Hochschild de A. Ce thCor&me est une 
extension de celui de Cuvier et Loday dCmontr6 dans le cas des algkbres associatives. 
0 AcadCmie des SciencesElsevier, Paris 

Homology of the stable algebra of matrices 
over an Am-algebra 

Abstract. We prove that the algebra of matrices over an A, -algebra A can be endowed with a 
structure of Leibniz algebra up to homotopy. The main theorem of this Note states that 
the Leibniz homology of the stable algebra of matrices over A can be expressed in terms 
of the Hochschild homology of A. This theorem extends the result of Cuvier and Loday 
proved in the framework of associative algebras. 0 AcadCmie des SciencesfElsevier, 
Paris 

Introduction 

Loday et Quillen [lo] et Tsygan [ 121 ont montrk que l’homologie de Chevalley-Eilenberg de 
l’algkbre de Lie stable des matrices sur une algbbre associative est isomorphe, en tant qu’alg6bre 
de Hopf, B l’algbbre exttrieure engendrke par son homologie cyclique. RCcemment, Khalkhali [7] a 
montrC que ce rksultat est encore valable pour une A, -algbbre (ou alg&bre associative g homotopie 
p&s). Par ailleurs, Cuvier [l] et Loday [9] ont montrk que l’homologie de Leibniz des matrices sur 
une alg&bre associative est isomorphe B l’espace vectoriel tensoriel sur son homologie de Hochschild. 
Nous nous proposons d’ttendre ce rksultat g une A,-algbbre. 

Dans un premier temps, nous dkfinissons la notion d’algkbre de Leibniz B homotopie p&s ainsi 
que son homologie et nous montrons qu’une algbbre de Lie B homotopie prks est une algkbre de 
Leibniz B homotopie p&s. Ainsi, nous pouvons comparer l’homologie de Leibniz des matrices sur 

Note prhsenthe par Jean-Louis KOSZUL. 

0764~4442/99/03290113 0 Acadtmie des Sciencesfilsevier. Paris 113 



M. Livernet 

une A,-algebre A avec l’homologie de Hochschild de A et now montrons que le resultat de Cuvier 
et Loday est encore valable dans ce cadre. 

Dans la suite le corps de base K sera de caracteristique 0. 

1. Alg2bres de Leibniz 21 bomotopie p&s 

Une algebre de Leibniz est la donnee d’un espace vectoriel L muni d’un produit bilineaire 
[-, -1 : L 18 L -+ L satisfaisant la relation : 

[x, [WI] = [L?YlJ] - [b4,Y], v’2, Y/, z E L. 
Si le crochet est antisymetrique, cette relation est Cquivalente a la relation de Jacobi. Ainsi, une 

algbbre de Lie est une algebre de Leibniz. 11 existe une theorie d’homologie pour ces algebres 
appelee homologie de Leibniz (voir e.g. [9]). Cette theorie peut Ctre Cgalement deduite de la theorie 
des operades. Une ope’rade est un objet algebrique codant un type d’algebre, comme les algebres 
associatives (As), les algebres commutatives (Corn), les algebres de Lie (Lie), ou encore les algebres 
de Leibniz (Leib). Ginzburg et Kapranov [5] ont mis en avant une operation de dualitt pour certaines 
operades, et dans ce contexte, l’operade As est auto-duale, alors que les operades Lie et Corn sont 
duales l’une de l’autre. Le dual de l’operade Leib d&nit un nouveau type d’algebres, appelees 
algebres de Leibniz-dual. Lorsque l’operade P est de Koszul, ce qui est le cas pour les exemples 
cites, cette operation de dualitt, notee P!, permet de construire le complexe definissant l’homologie 
du type d’algebre donnee, mais Cgalement de definir ce qu’est une algebre de type P a homotopie 
pi-es. On se reportera aux articles [5] ou [2] pour de plus amples details. Notre definition des algebres 
de Leibniz a homotopie pres s’inspire de cette construction. 

Dans cette partie, nous explicitons les algebres de Leibniz a homotopie pres ainsi que leur lien 
avec les algebres de Lie a homotopie p&s. 

Pour tout espace vectoriel gradue V, on d&nit sa suspension par (sV), = If,_1 ; on note 
T(V) = V @ V@’ @ . . . @ V@‘” . . . . Le groupe des permutations 6, agit sur VBa a droite par 
(vi 8 . . . @ wn) .o = E((T ; ‘~1, . . . , v,)r~,(i) @ .s . @ n,cn), oti e(r ; 211,. . . , nn) est defini comme suit : 
soit g la transposition (i i + I), alors ~(0 ; z’~, . . . , v,) = (- 1) Iv% I /“%+I I. Pour alleger les notations, on 
le remplacera par e(g). Le symbole B,,, designera l’ensemble des (p, q)-shuffles et F&, l’ensemble 
des (p, q)-shuffles fixant les i premiers termes. 

DEFINITION 1.1. - Une cogbbre de Leibniz-dual est un espace vectoriel gradut C muni d’un coproduit 
A : C -+ C @ C satisfaisant (A @ id)A = (id @ (A + TA))A, ou T(u @J b) = (-I)lai lblb @ a. 

Une code’rivation de cogebre de Leibniz-dual est une application lineaire D : C + C satisfaisant 
AD = (id @ o)A + (D @ ih)A. On note Coder(C) l’espace de ces coderivations. 

PROPOSITION 1.2 (voir [l 11). - Soit V un espace vectoriel grad& reduit (Vo = 0). Alors la cogebre 
de Leibniz-duale colibre sur V, not&e Lb”(V), est T(V) muni du coproduit 

A(w)=O, YUEV et Ywl,..., w,, n>2, 
n-1 

a(~,... ,%I = c c 47b1%(2)-%(k) 8 %(k+l)".%(,). 

k=l g-: 7L--h 

La proposition suivante est une consequence de la theorie des operades (voir [2]). 

PROPOSITION 1.3. - On a l’isomorphisme d’espaces vectoriels gradues suivant : 

Coder(Lb”(V)) N Hom(Lb”(V), V). 

De plus, il existe une structure d’algebre de Lie grad&e sur Coder(Lb”(V)) dkfinie par [S1, S2] = 
61 /5-(-~)l~111qj~ 61,. mduisant une structure d’algbbre de Lie sur Hom( Lb” (V) , V). En fait, comme 
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dans le cas des cochaines de Hochschild [4], cette structure provient d’un produit de Gerstenhaber. On 
note & : Pi -+ V, i > 1, l’ensemble des composantes d’une application lit&ire C : Lb”(V) + V, 
i.e. C = C &. 

i>l 

DEFINITION 1.4. - Une algdbre de Leibniz 21 homotopie pres est un espace vectoriel gradue M muni 
d’une coderivation 6e : Lb”(sM) + Lb”(sA4) de degre -1 et de carre nul. 

A l’aide de la theorie des operades ainsi que des propositions 1.2 et 1.3, on deduit la proposition 
suivante : 

PROPOSITION 1.5. - Soit V un espace vectoriel gradue’. Soient t? de degre’ s et m de degre’ t deux 
elements de Hom(Lb”(s V), s V). Alors le produit o, dejini par : 

(e 0 m)(wl @a . . @ w,) = 

C C Eke(o) &(wi . . . wk-lmj(wkw,(k+l) . f . ~,(k+j-~))w~(k+j) . . . w,(,)), 
i+j=n+1, 

k<i 
-%+j--l.z--k 

avec &k = t( IwlI + ’ . . + /‘t&-l]), est un produit de Gerstenhaberpour Hom(Lb”(s V), s V). Le crochet 
dejni par [!, m] = C o m - ( -l)St m o e est un crochet de Lie coincidant avec le crochet de Lie induit 
par l’isomorphisme de la proposition 1.3. Ainsi, une algebre de Leibniz 2 homotopie pres est un espace 
vectoriel grad& M muni d’une application lineaire t? : Lb”(sM) -+ s&I de degre’ -1 satisfaisant 
eoe=o. 0 

Remarque 1.6. - Une algebre de Leibniz M n’est rien d’autre qu’une algebre de Leibniz a homotopie 
pres (M, e) avec & = 0 pour i # 2. Le morphisme & correspond alors au produit d&in&ant la 
structure d’algbbre de Leibniz. De meme, une algebre de Leibniz differentielle graduee iVl est une 
algebre de Leibniz a homotopie pres (M, e) avec ei = 0 pour i # 1, 2. On interprete souvent les 
algebres a homotopie pres comme des generalisations d’algebres differentielles graduees. 

PROPOSITION 1.7. - Toute algebre de Lie & homotopie pres est une algebre de Leibniz 2 homotopie pk. 

Demonstration. - 11 suffit de comparer la proposition 1.5 avec la definition des algebres de Lie a 
homotopie p&s (e.g. [6], [S]). 0 

DEFINITION 1.8. - L’homologie de Leibniz d’une algebre de Leibniz a homotopie pres (n/r, e), 
notee HL,(M, C), est l’homologie du complexe (Lb”(s M), Se). Remarquons que HL, (M, e) est une 
cogebre de Leibniz-dual. 

2. Algkbres de matrices h coefficients dans une A,-algcbre 

Dans cette partie, nous introduisons les outils necessaires a la comprehension du theoreme principal, 
plus precisement, nous definissons l’homologie de Hochschild d’une A,-algbbre unitaire A. On se 
reportera a l’article de Getzler et Jones [3] pour de plus amples details. 

DEFINITION 2.1 (voir [3]). - Une algebre associative & homotopie p&s unitaire A est un espace 
vectoriel gradue muni d’une application lineaire de degre -1, m E Hom(T(s A), s A), avec 
m= Cmi,m;:(sA)@’ + s A, et d’un Clement e E (s A)1 satisfaisant les relations suivantes : 

i>l 

c xek mi(Ul..-Uk-lmj(Uk...Uk+~-~)Uk+~“.U~) =o, 

i+j=n+l k=l 

m2(e, U) = -U, m2(Ur e) = (-l)‘“‘U, et pour tout /c # 2, mk(Ul, . . . , e,. . . , Uk-1) = 0. 
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L’application linkaire m dkfinit une codkrivation S, de la cogbbre coassociative T(sA), et la 
premibre relation Cquivaut B dire que S, est de carre nul. Le complexe (T(sA), 15,) correspond, 
lorsque A est une algkbre associative, au complexe classique muni du bord b’ (c$ [9]). Ainsi, pour 
dkfinir l’homologie de Hochschild de A il faut perturber 1Cgkrement ce bord. 

D~~FINITTION 2.2 (voir [3]). - L’homologie de Hochschild d’une A,-algkbre A est l’homologie du 
complexe ?;(s A) muni du bord 

n-i+1 

b(zl, . . . , rc,) = 2x &k xl . . ‘xk-lmi(xk ” ‘xk+i-l)xk+i “‘xn 

i=l k=l 

+k ff &(~k)mi(~7~(1)...~7~(i))uTk(i+l)...a,~(,), 
id2 k=l 

oti 7 est la permutation (n n - 1 . . . 1). 

THBORBME 2.3. - Soit (A, m) une alggbre associative iz homologie pr& unitaire, dont on note 
(g I( A), e) 1 ‘algt?bre de Lie b homotopie p&s des matrices. Alors il existe un isomorphisme nature1 de 
cogtbres de Leibniz-duaE HL,(gI(A), e) N T(HH,(A, m)[l]). 

Id&e de la dbmonstration. - Comme A est unitaire, il y a une inclusion canonique de gK(K) 
dans gI(A). La structure d’algbbre de Lie a homotopie p&s sur gI(A) = A 8 gI(K), provient d’une 
structure de A,-algkbre sur gl(A) ; cette dernikre est dkfinie ti partir de la structure de A,-algtibre 
sur A et d’alg&bre associative sur g t(K) (cfi [7]). Nous considkons alors (gI(A), e) comme une 
alggbre de Leibniz B homotopie p&s. 

11 existe une notion de derivation intkieure sur les algkbres de Leibniz B homotopie prbs (cc [7] pour 
les algkbres de Lie g homotopie p&s) et l’on peut montrer que g [( K) agit par dkrivation intkieure sur 
(g [(A), e), done sur le complexe fZb”(s g [(A)). Le lemme 2.4 prouve que cette action est en quelque 
sorte indkpendante de la structure de A,-alg8bre sur A. 

On vCrifie alors que les &apes de la dkmonstration dans le cas oti A est une algkbre associative 
(ct [9], 10.6) s’appliquent encore au cas oti A est une A,-algkbre. 0 

LEMME 2.4. - L’action de gI(K) sur Cb”(sgI(A)) est don&e par 

H . (a 8 El 8 . . . @En)= ~a~E1~...~[E,,H]~...~E,, 
i=l 

pour tous a E (sA)@ln et Ei E gI(K), 1 5 i 5 12. 
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