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Exposé synthétique des
recherches

Mes travaux de recherche ont porté sur des themes qui trouvent des applications
dans les sciences de I'ingénieur, en particulier en mathématiques financieres et en
physique.

Ma these de doctorat sur I'utilisation des théoremes ergodiques en simulation,
sous la direction de Nicolas Bouleau, m’a plongé dans le domaine des probabilités
numériques et les méthodes de Monte Carlo. Les articles [Al], [A2] et [A3] sont
tirés de ce travail. Lorsque ’on cherche a simuler des variables aléatoires en dimen-
sion grande ou infinie, I'usage du théoreme ergodique de Birkhoff, en particulier
pour l'opérateur de décalage dit du shift, apparait comme une méthode perfor-
mante, notamment grace a l'efficacité de son implémentation informatique. Dans
le but de donner des criteres d’arréts effectifs pour ce type de méthode, je me suis
intéressé a la vitesse de convergence de cet algorithme. La conclusion essentielle de
cette étude est que la méthode du shift a une vitesse de convergence asymptotique
(mathématique) du méme ordre de grandeur, O( \/%7), que celle de la loi des grands
nombres, pour une large classe de fonctionnelles parmi les plus couramment ren-
contrées. Cette vitesse de convergence est controlée par un parametre, représentant
la somme de la variance et des corrélations entre les trajectoires décalées. Le role
de ce parametre est similaire a celui joué par la variance dans la méthode de
Monte Carlo classique ou les simulations sont indépendantes. L’article [A4] est
une généralisation de la méthode du shift dans un cadre markovien, les résultats
sont du méme type et ils sont obtenus apres la these en collaboration avec Gilles
Pages.

Toujours dans le domaine des probabilités numériques et grace a mes colla-
borations avec le CERMICS, centre de recherche a I'Ecole Nationale des Ponts
et Chaussées, j’ai travaillé avec Benjamin Jourdain, sur la propagation du chaos
d’une équation aux dérivées partielles (EDP) parabolique nonlinéaire. Le but es-
sentiel de ce travail, motivé par des applications en rhéologie, est I'interprétation
probabiliste de cette équation pour construire des algorithmes basés sur des tech-
niques particulaires afin de résoudre numériquement I’'EDP considérée. Ce projet
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a donné lieu a la publication [A10].

Plus récemment, vu le lien étroit entre le domaine des probabilités numériques
et la finance, je me suis intéressé au probleme de calibration dans le modele de
Cox-Ingersoll-Ross (CIR), tres utilisé en mathématiques financieres pour modéliser
I’évolution des taux d’intérét a court terme. La construction d’estimateurs statis-
tiques efficaces pour approcher les parametres de ce modele est cruciale d’un point
de vue pratique. Le but essentiel de ce travail est de considérer les estimateurs
du maximum de vraisemblance et d’étudier leur comportement asymptotique, en
temps long, dans un cadre tout a fait général qui couvre les deux cas ergodique
et non-ergodique. Les résultats théoriques obtenus sont originaux et donnent des
vitesses de convergence tres variées suivant les choix des parametres. En outre, des
nouveaux algorithmes numériques pour la simulation exacte de ces estimateurs ont
été proposés. Cette activité a mené a la rédaction de deux articles, [A12] et [P1], en
collaboration avec Ahmed Kebaier. Les résultats ont été présentés dans plusieurs
conférences internationales de mathématiques financieres, [C2], [C3], [C4] et [C5].

Enfin en probabilité numérique j’ai travaillé sur la méthode de Multilevel Monte
Carlo, introduite par Michael Giles [21]. Cette méthode permet de réduire efficace-
ment la complexité de la méthode de Monte Carlo et elle peut étre vue comme une
généralisation de méthode de Romberg statistique, introduite par Ahmed Kebaier
[33] pour le calcul d’espérance de fonctionnelles de processus discrétisés. Dans ce
cadre nous avons étudié la vitesse de convergence de ce nouvel algorithme pour
avoir un choix optimal des parametres. Plus précisement, nous avons établi un
théoreme central limite de type Lindeberg-Feller. Nous avons également appliquer
cette technique a I’évaluation des prix d’options asiatiques. Ces résultats ont donné
lieu & une prépublication en collaboration avec Ahmed Kebaier [P2].

Un second axe de recherche trouve sa cohérence non pas dans le développement
des méthodes numériques mais dans 1’étude statistique des lois de probabilité qui
peuvent étre utilisées dans les sciences de I'ingénieur en général puis en physique
et la modélisation financiere en particulier.

Au cours des dernieres décennies, nous avons pu observer dans le monde scienti-
fique, un intéret renouvelé pour I'usage des distributions a queues lourdes. Ainsi si
le caractere aléatoire observé est la somme, respectivement le maximum, de nom-
breux petits effets, et ces effets suivent une distribution a queue lourde, les lois
stables, respectivement max-stables, fournissent des modeles appropriés. Les lois
stables, respectivement max-stables connues avec le trio Fréchet-Weibull-Gumbel,
sont les seules distributions limites possibles de la somme, respectivement du maxi-
mum, d’un échantillon de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées. Du point de vue statistique, I’étude des valeurs extrémes revient a 1’étude
des queues de distribution, ou de facon équivalente a I’analyse de la plus grande ob-
servation d’un échantillon. Nous pouvons considérer la théorie des valeurs extrémes
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comme la contrepartie de la théorie statistique classique, qui est principalement
basée sur I’étude de la moyenne d’un échantillon plutét que ses valeurs extrémes.
Afin de mieux comprendre ces lois et de leur considérer des extensions, j’ai monté
une collaboration avec Thierry Huillet sur ce sujet. Anna Porzio a également par-
ticipé a cette collaboration. Les articles [A5], [A6], [A7], [A8], [A9] et [A11] sont
les fruits de cette activité.

Les lois semistables et max-semistables sont une premiere extension des lois
stables et max-stables, leurs intéréts en physique et leurs propriétés statistiques
ont fait l'objet des articles [A5] et [A6] en collaboration avec Thierry Huillet et
Anna Porzio. Les propriétés d’autosimilarité et de semi-autosimilratité associées
a ces lois ont été mises en évidence en considérant les processus de Lévy associés
aux lois stables ou semistables et les processus extrémaux associés aux lois max-
stables ou max-semistables. Ceci nous a donné un panel de processus vérifiant des
propriétés d’autosimilarité ou de semi-autosimilratité et a fait 'objet de I'article
[AT7].

Les lois multiscaling et max-multiscaling, définies a ’aide d’une équation fonc-
tionnelle, sont une deuxieme extension des lois stables, respectivement max-stables.
Le but essentiel des articles [A8], respectivement [A9], est de donner les solutions
explicites de cette équation dans le cas max-multiscaling, respectivement multis-
caling, et de les observer comme des lois limites du maximum, respectivement de
la somme, de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. En
d’autres termes, il s’agit d’étudier leur domaine d’attraction.

Par ailleurs, I’équation considérée pour les lois multiscaling avec des coefficients
aléatoires a été proposée pour la premiere fois par Benoit Mandelbrot et elle a sus-
cité I'intéréet de plusieurs probabilstes de renommeée internationale. Ils ont montré
dans des cadres plus ou moins différents que cette équation admet une famille de
solutions avec des propriétés analogues aux lois stables sur R, . Nous avons obtenu
des résultats du méme type dans le cas min-multiscaling ot nous avons montré
I’existence d'une famille de solutions analogues aux lois min-stables sur R,. Ce
travail a donné lieu a la publication [A11].
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numeériques



Chapitre 1

La méthode du décalage

L’usage du théoreme ergodique de Birkhoff pour le calcul d’espérance n’est
pas tres fréquent en simulation. Cependant, dans le cas de la transformation du
décalage, dite aussi du shift, et a cause des particularités de I'implémentation
informatique de l'algorithme, cette méthode se trouve étre plus efficace que la
méthode de Monte Carlo classique (voir [Al] et [A2]). Cette idée a été proposée
par Nicolas Bouleau [8] et a fait I'objet de la partie principale de ma theése (voir

[T]).

1.1 Présentation de la méthode du décalage

La simulation des phénomeénes aléatoires fait souvent intervenir des processus
a temps discret et tres souvent ces processus sont des chaines de Markov. On
considere 'exemple générique suivant

ZO =x, Zn+1 == H(Zn7n7Xn+1)7

ou les X, sont des variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
de loi g sur R% d > 1. On est parfois ramené a calculer des quantités de la
forme : E(T"), E(Zr), E[G(Zr,T)], ou G est une fonction numérique et 7" est un
temps aléatoire, E Z;‘::l C(Zk, Zks1), ou C est une fonction représentant des cotts
et T est un temps aléatoire. Plus généralement, E(F') avec F' une fonctionnelle
Fr—mesurable et T est un temps d’arrét.

Ainsi le processus (Z,)nen admet une représentation sur (RN, B(RY)®N | ;=N)
et on veut calculer I'espérance d’une fonctionnelle des trajectoires du processus.
L’idée de la méthode du shift est de simuler F' aux points successifs X, 0(X), 0*(X), ...

10
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et de prendre la moyenne empirique. Ces points sont des éléments de (R%)N

X = (X17X27"'aXn7"'>
G(X) = (X27X37”' JXnJrlu"')

Les (Xp)n>0 peuvent étre vu comme des projections canoniques ( pour tout w:=
(Wn)nz0€ (RN on a X, (w):=w,) et X, 00 = X,, 1. Au point de vue mathématique,
6 est une transformation mélangeante qui préserve la mesure u®, I'espace cano-
nique ((RHN, B(RY)EN 1®N) est ergodique, et Pespérance E(F) peut étre calculée
par le théoreme de Birkhoff (Voir Krengel [35]). Dés que F' € L', on a, lorsque
n——+0oo

n—1
1
— g Fobf - E(F) u®N—p.s. (1.1)
n

k=0

L’intérét de cette méthode est dans I'implémentation de son algorithme qui exploite
de fagon essentielle la notion de stockage. Pour appliquer la formule (1.1) a la
fonctionnelle, F' = G(Z7,T), ou T est un temps d’arrét fini presque surement,
ou plus généralement si F' admet une représentation sur (RY)™ = U, 5, (R, ce
qu’on suppose ici, les calculs des termes intermédiaires des (Xj)r>1 sont mis dans
une boite de stockage, lorsqu’on passe d'une trajectoire a une autre. Comme F
admet une représentation sur (RY)™ = U,~;(RY)" les calculs des (Xj)g>1 sont
faits d’une fagon partielle et la suite est rallongée au fur et & mesure qu’on itere
les simulations de F'. En la comparant a la méthode de Monte Carlo classique, la
méthode du décalage économise le temps de calcul et économise le générateur de
nombres aléatoires. Il est important de rappeler que la consommation de nombres
aléatoires doit étre limitée a une certaine fraction du générateur pour en préserver
la qualité.

Pendant ma these, j’ai testé lefficacité de cette méthode et j’ai mis en évidence
par des exemples I’économie de temps de calcul (voir [T], [Al] et [A2]). En la
comparant a la méthode de Monte Carlo classique et pour un méme nombre
d’itérations, j’ai montré que la méthode du décalage était nettement plus rapide
que la méthode de Monte Carlo classique. Le gain du temps C.P.U était en moyenne
de 'ordre de 90%, sur des exemples ou la simulation des innovations se faisait en di-
mension petite. Ce gain peut étre plus important si ’on considere des situations ou
la simulation des X, est donnée par des méthodes lentes ; par exemple : la méthode
du rejet ou schéma de résolution d’une équation différentielle stochastique.



1.2. LES RESULTATS SUR LA VITESSE DE CONVERGENCE 12

1.2 Les résultats sur la vitesse de convergence

Le théoreme ergodique ponctuel de Birkhoff ne dispose pas de résultat général
sur la vitesse de convergence. Des études sur le comportement asymptotique dans
ce théoreme (voir [36], [27]), montrent que la vitesse de convergence peut étre
arbitrairement lente comme elle peut étre proche de 0(%) Cependant, l'intérét
de ces résultats est essentiellement théorique et j’ai obtenu des estimations de la
vitesse de convergence pour des classes de fonctions couramment employées en
pratique. Grace au Théoreme de Gal et Koksma (voir [19]), j’ai déterminé une
vitesse de convergence dans le théoreme de Birkhoff qui peut étre formuler dans le
cadre de l'opérateur de décalage de la fagon suivante. Soit

+o0o
o?(F):=Var(F) + 2 Z Cov(F,F o 6")
k=1

si la série est convergente, et o?(F) := +oo sinon, ou Var désigne la variance et
Cov la covariance. On a alors le résultat suivant :

Proposition 1 Pour F € L?, si 0*(F) est fini alors :

1 N—1
lim —Var(z Fof") =o°
n=0

n—oo M

et
n—1
1 k _ 1 S+e ®N
Ve>0, - kE_ Fot®"—E(F)=o0 (n (log(n)) ) u-a.s.

Il est évident que les estimations données par le théoreme du logarithme itéré
sont plus fortes que le résultat de la proposition précédente. L’intérét de ce résultat
est de donner une estimation assez voisine du logarithme itéré mais sous des hy-
potheses plus faibles et assez naturelles dans le cadre de la simulation. En effet, en
simulation soit la fonctionnelle F' ne dépend que d’un nombre fini de coordonnées,
on dit que F' est cylindrique, et on a bien stire le résultat. Soit on arrive a appro-
cher F' par une suite de fonctions cylindriques avec une vitesse suffisante pour que
la condition de finitude de o?(F) soit vérifiée (voir [T] et [A2]).

Parmi, les classes de fonctionnelles que j’ai étudiées, en cohérence avec le prin-
cipe du dispositif informatique, j’ai considéré des fonctions Fr—mesurable ou T'
est un temps d’arrét, Fr:={A € Fo /AN {T < n} € F, pour tout n € N}, et
(Fn)nen est la filtration associée au processus canonique (Xj)r>1 et j'ai obtenu le
résultat suivant.
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Théoreme 1 Si T admet un moment d’ordre 2+ p, p>0, alors pour toute fonc-
tionnelle F € L*(Fr), on a o*(F) est une série absolument convergente et par
conséquent

n—1
1 1
Ve >0, - E Fof" —E(F) = ( 2 (log(n )) 5) pN-a.s.
k=0

Puis, j’ai étudié le comportement en loi de l'erreur de cette méthode pour les
meémes classes de fonctions. Lorsque F' est cylindrique ne dépendant que des m
premieres coordonnées, le processus (F o 6%),cy est un processus m—dépendant.
Par conséquent, on peut le voir comme un processus mélangeant (voir Billingsley
[7]) et on a le théoreme de la limite centrale. Pour une fonction F' quelconque,
on Papproche par une suite (Fy)reny de fonctions cylindriques avec une vitesse
suffisante pour que les théoremes de la limite centrale sur Fj, passe a F. Ceci nous
a permis, notamment, de traiter les fonctions Fr—mesurables considérées ci-dessus
et j’ai obtenu le résultat suivant.

Théoreme 2 Soit T' un temps d’arrét de moment d’ordre 2+ p, p >0 et F €
L*(Fr). Si o*(F) > 0 alors

mz (Fot —E(F)) -5 N(0; 1),

ou N(0;1) désigne la loi normale centrée réduite et £l convergence en loi.

Enfin, pour avoir la loi du logarithme itéré, j’ai appliqué des résultats de W.
Phillip et W. Stout dans [52] ot ils ont étudié la somme partielle de plusieurs suites
de variables aléatoires faiblement dépendantes et ils ont proposé des principes d’in-
variances pour différentes classes de fonctions. Pour les fonctions Fr—mesurables
et avec des hypotheses légerement plus faibles, j’ai obtenu le résultat suivant.

Théoreéme 3 si T admet un moment a tous les ordres (on peut légérement [’af-
faiblir) et si F' est une fonction de L**°, avec § > 0, alors F vérifie :

-1

Z (Fot" —E(F))
lim sup

=0
n—oo  0(F)v/2nloglogn

3

et

2_: (Fob" —E(F))

lim inf *=

0
n—oo  g(F)/2nloglogn

= 1.




1.3. EXTENSION DE LA METHODE AU CAS MARKOVIEN 14

Pour contourner les difficultés techniques rencontrées, on peut considérer 1’algo-
rithme associé a la transformation du shift a droite (voir [9]) ou N. Bouleau a
étudié le systeme dynamique ((R*)Z, B(RY)Z, u®% 0%), avec X,, 0 0* = X,,_;. Ainsi
en considérant L'((RY)N, u®N) comme sous espace de L'((RY)Z, u®%), on déduit
que

n—1

VF e LY((RHYN, pu®N), pNop.s. 1 ZF o (0 — E(F) = /Fd;L@N.

n
k=0

Dans [9], le théoreme de la limite centrale et la loi du logarithme itéré ont été établis
pour une certaine classe de fonctions dite classe de Gordin. Dans ma these, j’ai
montré que les fonctionnelles introduites ci-dessus pour la méthode du shift sont
dans la classe de Gordin; ceci améliore le résultat de N. Bouleau (voir [9]) pour
les fonctions dépendant d'un temps d’arrét.

1.3 Extension de la méthode au cas markovien

Ce travail, en collaboration avec Gilles Pages [A4], s’inscrit dans la lignée
de ma these, mais cette fois les innovations sont supposées Markoviennes plutot
qu’indépendantes. En probabilités numériques, lorsqu’on considere une chaine de
Markov (X, )nen avec une probabilité invariante v et on cherche a approcher
E,(F(Xo, -+, X¢—1)), £ € N, on utilise les théoremes ergodiques pour les chaines de
Markov, & savoir que sous des hypotheéses convenables on a pour tout F : (R%)¢ —
R

n—1
1 n—-+0oo
Vre R, - > F(Xpy -, Xigoo1) R (F(Xoy, Xeo1))  Pras.,
k=0

et les vitesses de convergence sont controlées par des théoremes de type théoreme
de la limite centrale et loi du logarithme itéré (voir par exemple M. Duflo [15]).
Dans notre cas F' est une fonctionnelle définie sur tout ’espace canonique
(RHEN B(RD)®N P,) et (X}, )p>0 sont les projections canoniques ( pour tout w:=
(wi)rs0 € (RN on a X (w):=wy). Le systéme dynamique ((R?)N, B(RY)®N P, 0)
est ergodique et on peut encore appliquer le théoreme de Birkhoff, et approcher
E,(F) par + S Fob* P, —p.s.. Pour controler les vitesses de convergence, on
avait besoin d’hypothese de mélange. Il existe plusieurs notions de mélange dans la
litérature (voir P. Doukhan [13]) et on a choisi le a—mélange. C’est la notion qui
était la plus adaptée a notre contexte et en plus c’est la plus faible des mélanges.

Définition 1 Soit (2, A,P) un espace de probabilité et o := (a(n)pen) une suite
de réels. On dit qu’un processus (X, )nen, défini sur cet espace, est a—mélangeant
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st pour tout k, n € N, n > 1
VA€ F¥, VBe FS,,  |P(ANDB)—P(A)P(B)| < a(n).

Intuitivement, si «(n) est petit alors B et A sont presque indépendant, ainsi le
processus est asymptotiquement indépendant. Historiquement le théoreme de la
limite centrale pour des processus a—mélangeants remonte a Ibragimov (1962)

(voir [13] et [28]) et il est donné pour un processus strictement stationnaire, c’est

a dire pour tout k€ N, (X, )nen £ (Xn)nen, sous 'hypothese, il existe § > 0, tel

que

)
Z a?+(n) < 4o0.

n>0

Plus précisement on a le théoreme suivant :

Théoreme 4 Ibragimov.
Soit (X,)nen un processus strictement stationnaire a—mélangeant. S’il existe 0 >
o0

0, tel que Za(n)%é < +oo et E|Xo*™ < 400 alors

n=0
0% = Var(Xp) + 2 Cov(Xy, Xj)
k=1

est absolument convergent. En plus, si o > 0, alors

n—1

1
Z (X5, — E(Xo)) —= N(0;1) lorsque n — +oo.
k=0

oy/n

Ainsi, nous avons considéré un systeme dynamique ((R?)N, B(R?)®N P ) ergo-
dique, P o @ = IP, ot nous avons supposé que les projections canoniques (X,,)nen
sont stationnaires et a—mélangeantes avec a := (a(n)),en. Lorsque F' est cylin-
drique le processus (F' o 0"),cn reste a—mélangeant et son coefficient de mélange
vérifie la propriété d’Tbragimov si (a(n)),en le vérifie et nous avons pu lui appli-
quer le théoreme d’Ibragimov pour obtenir la finitude de o%(F) et le théoreme de la
limite centrale. Puis comme dans le cas des innovations indépendantes, dans le cas
général nous avons cherché a approcher F' par une suite de fonctions cylindriques
et avec une vitesse suffisante pour obtenir les mémes résultats que dans le cas ou
F' est cylindrique.

Concernant nos fonctionnelles Fr—mesurables avec T' un temps d’arrét, nous
avons montré que s’il existe & > 0, tel que I’hypothese d’Ibragimov soit vérifiée, a
savoir ) a%(n) < +oo, et si T € LP((RYN,P) pour p > f—ig alors, pour tout
F e L (RYHN, Fr,P), on a
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+o0

e o*(F)=Var(F) + 2 Z Cov(F, F o §%) est absolument convergent, ceci implique :
k=1

o Le théoreme de Gal-Koksma :

I ¢ b _ (1 8y
Ve>0, - ; Fob"—E(F)=o0 (n (log(n)) ) P-a.s.

e Le théoreme de la limite centrale : si o(F')#0,

-1

3

(Fob* —E(F)) - N(0;1).

v k=0
Enfin, nous avons aussi utilisé les résultats de W. Phillip et W. Stout dans [52]
pour établir la loi du logarithme itéré dans le cas du mélange. Avec une condition

drastique sur le coefficient de mélange, a(n) = o (n_lﬁs (145 )> d €]0,2], qui est

essentiellement satisfaite dans un cadre géométrique, et si T admet des moments
a tous les ordres (on peut légerement 'affaiblir), nous avons la loi du logarithme
itéré pour tout F € L?19.



Chapitre 2

Méthode particulaire

L’interprétation probabiliste des équations aux dérivées partielles consiste a
représenter la solution a ’aide d’un processus stochastique. Lorsque ce modele de
diffusion est non-linéaire, on utilise un systeme de particules linéarisé associé qui
deviennent asymptotiquement indépendant et dont chaque particule converge en
loi vers le processus de diffusion.

Ma publication, en collaboration avec Benjamin Jourdain (voir [A10]), sur 'in-
terprétation probabiliste d'une équation de Fokker-Planck non-linéaire, motivée
par des applications en rhéologie, m’a permis d’utiliser les méthodes particulaires
dans le cadre d’'une EDP non-linéaire.

2.1 Introduction

La rhéologie est une partie de la physique qui étudie le comportement de la
matiere sous 'effet d’une contrainte. La suspension tres concentrée de particules
colloidales dans un solvant donne lieu a des produits tres complexes. Ces matériaux
présentent la caractéristique que sous une contrainte de cisaillement ces solides
plastiques deviennent des fluides.

Hébraux et Lequeux (voir [29]) considerent la matiere a ’échelle mésoscopique
comme un assemblage de blocs suffisamment grand pour supposer la contrainte
de cisaillement constante sur chaque bloc. Au point de vue mathématique, on a
une équation de Fokker-Planck représentant la densité de probabilité p(¢, x), pour
qu'un bloc subisse a I'instant ¢ la contrainte de cisaillement x : V(¢,z) € [0, T] X R,

%(tbﬂf) = —b(t) 3 (t, ) + D(p(1)) 55 (1, ) = L e (2)p(t, ) + ZD(p(1))5o(x)
p=

p(0,z) = po(z),
(2.1)

17
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ot pour f € LY(R), on définit

D(f) = — flz)dz, o >0,
2 St
b(t) € L*[0,T] et on note par 1;_ ) la fonction indicatrice du complémentaire
de l'intervalle fermé [—1, 1], dy la mesure de Dirac en 0, et par py une densité de
probabilité sur R. D’un point de vue physique lorsque la contrainte de cisaillement
est petite, ne dépassant pas un seuil, choisi pour la simplicité égal a 1, la matiere se
comporte comme un solide plastique, il croit avec un taux de variation b(t) et diffuse
avec avec un coefficient D(p(t)), lorsqu’il dépasse ce seuil les blocs deviennent
instables et leur contrainte de cisaillement s’annule.

Motivé par U'intérét de ce modele en physique, Cances, Catto et Gati (voir
[11]) ont étudié I'existence et I'unicité d’une solution faible de I’équation (2.1). Il
s’agit d’'une EDP non-linéaire, puisque le coefficient de diffusion D(p(t))%(t, x)
utilise la solution p. En plus, ce coefficient peut s’annuler ce qui rend le probleme
plus difficile a étudier. Par solution faible, on veut dire une fonction intégrable
p:[0,T] x R — R telle que pour tout ¢ € CH%([0,T] x R) & support compact,

/w (t,x)p(t,x)d :/Q/J(O,x)po(x)dx

R

W 31/; 0*
+Awm(%*ba £ D) (oatsir 22

T L{jai>130(s, ) (¥(s,0) — 9(s, z)) dsdz.

[0,t] xR
Notation :

— Soit 7 > 0, on note par L°([0, 7], LL N L2) lespace des fonctions f : [0, 7] X
R — R tel que

sup (/ |f(t,x)|dx) <oo et sup (/ |f(t,x)|2dx> < .
te[0,7] R te[0,7] R

— On note par LZ([0, 7], H}) Tespace des fonctions f : [0,7] x R — R ou la
dérivée de f par rapport a x au sens des distributions est une fonction qu’on

note f en plus
| [+ 15 ap <o

— On dira que la densité de probabilité py satisfait la condition (H) si

po € L®(R), / (|po()dz < 400, et D(py) > 0.
R
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Dans le théoreme suivant on rappelle ’énoncé du Théoreme 1.1 de Cances, Catto
et Gati [11] sur l'existence et I'unicité de I’équation (2.1).

Théoréme 5 On suppose que la densité initiale py satisfait la condition (H). On
a pour tout T > 0, il existe une solution unique p a l’équation (2.1), au sens
faible, dans L°([0,T], LL N L2) N L%([0,T], HL). En outre, pour tout t € [0,T],
Jg p(t, x)dx =1, il existe une constante v > 0 telle que

2
;D(p(t)) > v, vVt e (0,7 (2.3)
et
sup /|x|p(t,$)d$ < 0. (2.4)
t€[0,7] JR

Il est important de noter qu’on peut déduire le résultat suivant.

Corollaire 1 Il existe o > 1 telle que

/ p(t,x)dx >
|| >

2.2 Interprétation probabiliste

, Vte|0,T].

(CIIAN

Pour donner une interprétation probabiliste a 'EDP (2.1), on lui a associé
un probleme de martingale non-linéaire. Soit D ([0, 7],R) I'espace des fonctions
numériques définies sur [0, 7], continues & droite et limitées a gauche, et X le
processus canonique sur cet espace.

Définition 2 Une mesure de probabilité P sur D ([0,T],R) avec des marginales
(Py)o<t<r Tésout le probléme de martingale non-linéaire (MP) si Py(dx) = po(z)dx

et Vo € CZ(R),

o) — o)~ [ (o)) + T R(-L 100X ) s
= [ 00 = o) s, (25)

est une P—martingale sur 'intervalle [0, T].

Comme le coefficient de diffusion %QPS([—L 1]¢) dépend de la loi marginale Py de la
solution, le probleme de martingale est non-linéaire. On veut montrer qu’il existe
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une unique solution P qui n’est autre que la loi de la solution, au sens de McKean,

de 'EDS

t
Y, = /U\/P -1, 1 dW +/ dS—/ Y;fl{|ys_|>1}dN5, (2.6)
0

avec (Wy)>0 est un mouvement Brownien et (IV;);>o est un processus de Poisson,
Yy est une variable aléatoire de densité py. On suppose Yy, (Wi)iso et (Ni)i>o
sont indépendants. Dans ce cas en appliquant la formule d’Ito, on a pour tout
Y e CP3([0,T] x R),

t
UL = 6(0Y5) = [ (0(5.0) = (5, Y2) Loy

0

0%

+ [ (Ghs v+ 5 1) + SR G5 ) ) s

# [ G e VPIELIRAW. + [ (005,0) = 65, Yo) Ly oyd(Ne = o)

Comme les intégrales stochastiques sont des martingales sur [0,7], en prenant
I’espérance on a

/IR¢(t,x)H(dx) :/ (0. 2)po(2)d
//<—+b—+ 5 Bs((=1,1] )55) (s, ) Py(dx)ds

+ / / 1aony (6(5,0) — (s, ) P(dx)ds.

En la comparant a la relation (2.2), on déduit le lien avec 'EDP.

Lemme 1 Si P est solution du probléme de martingale nonlinéaire (MP) alors
t — P, est solution faible de I’EDP.

L’idée principale est que si P est solution du probleme de martingale, non-
linéaire (MP) alors en posant a(s) = éPS([—l, 1]¢), P est aussi la solution du
probleme de martingale linéaire (LMP) de loi initiale po(x)dx ot on remplace dans
la relation (2.5) le terme non-linéaire %PS([—L 1]°) par une fonction positive a(s).
Le probleme devient plus simple et une étude préalable du probleme de martingale
linéaire s’impose.

Définition 3 Une mesure de probabilité P sur D ([0,T],R) avec des marginales
(P:)o<t<r Tésout le probléme de martingale linéaire (LMP) de loi initiale \ si
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Py =\ et Vo € CA(R),

B(X) — B(Xo) — / (b($)¢/(Xs) + als)" (X)) ds
- /O (6(0) = 6(X)) Lonyds, (2.7)

est une P—martingale sur l'intervalle [0,T], avec a une fonction positive donnée.

On associe au probleme de martingale linéaire 'EDS :

t t t
Y=Yy + / ’y(S)dWs + / b(s)ds — / }/3—1{|y57‘>1}dN5 (2.8)
0 0 0

avec y(s) = y/2a(s). L'existence et 'unicité de cette équation nous a permis de
conclure, en utilisant Lepeltier et Marchal [41], que la loi de la solution de 'EDS
(2.8) ci-dessus est solution du probleme de martingale linéaire et ceci pour toute
loi initiale A € P(R). Puis on a obtenu un résultat en cohérence avec le théoreme 5
d’analyse de Cances, Catto et Gati a savoir que si la loi initiale admet une densité
dans L*(R) et si le coefficient de diffusion est minoré par une constante strictement
positive sur un intervalle [0, 7], 7 > 0 alors la loi marginale du processus P, admet
une densité par rapport a la densité de Lebesgue, P;(dx) = p(t, z)dz, et la fonction
p(t, z) appartient au bon espace L{°([0, 7], LLNL2)NLZ([0, 7], H}) ol vit la solution
p de 'EDP.

Pour le probléeme de martingale non-linéaire (MP), en utilisant ce résultat et le
corollaire 1, on a montré que lorsque pg vérifie la condition (H), il existe 7 tel que
les lois marginales de la solution de 'EDS non-linéaire (2.6) ont pour tout ¢ € [0, 7]
une densité p(t, x), cette densité appartient au bon espace et donc p(t,.) = p(t, .).
Comme la densité p(7,x) vérifie elle aussi la condition (H) on a montré de proche
en proche le résultat sur tout l'intervalle. Plus précisément on a obtenu le premier
résultat sur le probleme de martingale non-linéaire (MP) suivant.

Proposition 2 On suppose py vérifie la condition (H). Si P est solution faible de
I’EDS non-linéaire alors pour tout t € [0,T], P, a pour densité p(t,.).

Ceci nous a permis d’établir un théoreme d’existence et d'unicité concernant
le probleme de martingale (MP) et donc de I'EDS non-linéaire (2.6).

Théoréme 6 On suppose py vérifie la condition (H). L’EDS non-linéaire admet
une solution unique. En plus, ¥t € [0,T], P,(dx) = p(t,z)dx, ot (P;)i>o sont les
lois marginales de ['unique solution P.
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2.3 Loi des grands nombres

On a défini un systeme de n particules par le systeme d’EDS suivant

\n ; ! 1 g 1 i !
Yt’ — YOZ + U/ ﬁ Z 1{‘Y5j7n|>1} \/ EdW; ‘I_ / b(s)ds
t . .
_/0 VM g dNL 1SS0 (29)

avec (W')1<;<, sont n-mouvements Brownien indépendants, (N*)j<;<, sont n-
processus de Poisson indépendants d’intensité 1, (Y )1<;<, sont n-variables aléatoires
indépendantes de loi po(x)dx, et on suppose que (W) <icn, (N")1<i<n et (Yy)1<i<n
sont indépendants.

Existence et unicité du systeme de particules : comme la mesure empi-
rique de I'ensemble [—1, 1]¢, % 2?21 1(ys7 1y, Peut s’annuler on a pris le sup avec
% pour avoir une matrice de diffusion non dégénérée. Entre les sauts le systeme
de particules (Y™, ..., Y"™") évoluent comme une diffusion de R™ avec une matrice
de diffusion constante par morceaux et non dégénérée. Ainsi notre diffusion rentre
dans le cadre de Bass et Pardoux [5] et on peut l'utiliser pour en déduire 'unicité.
Par 'exercice 7.3.2 p. 191 dans Stroock et Varadhan [58], on peut obtenir I'exis-
tence. Pour résumer on a l’existence et 1'unicité en loi pour le systeme de particule
définie par la relation (2.9) ci-dessus.

Soit pu"* = % > i, Oyin la mesure empirique du systeme de particule. ™ est une
variable aléatoire a valeur dans l'espace des probabilités P (D ([0, 7], R)).

Théoréme 7 On suppose que la loi initiale de densité py vérifie la condition (H).
Lorsque n tend vers l'infini, la suite des variables aléatoires u™ converge en proba-
bilité vers P, la loit de ['unique solution de I’EDS non-linéaire.

La contrainte de cisaillement macroscopique 7(t) est égale a I’espérance des contraintes
mésoscopique,

T(t) == / zp(t, x)dx,
R
et on peut la simuler grace au systeme de particule.

Corollaire 2 On suppose que py vérifie la condition (H). On a

1~ i
—Zth—/xp(t,x)dx
[t R

lim E

n—-+o0o

=0.
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2.4 Résultats numériques

Nous avons considéré des exemples stationnaires donnés dans I'article de Cances,
Catto et Gati. Lorsque b(t) = b, 'EDP (2.1) admet une solution stationnaire ex-
plicite qu’on a utilisé pour tester nos résultats. Pour n fixé et afin de simuler
n particules en interaction données par la I’équation (2.9), nous avons discrétisé
le temps et nous avons considéré n positions (y]j%)lgign pour les instants k%,

0 <k < K, avec K est un entier fixer. A I'instant initial, on a simulé n particules
indépendantes de densité po(x). Pour k € {1,--- , K}, on a associé n particules en
itérant Ialgorithme suivant : Vi € {1,--- ,n}

: Ai,n 7 z Aian —
si \Y(k_l) | > 1et Uy < & alors Yk% =0

: Crin Y rim T i T
sinon Yk% = Y(kq)% + 0Dy _1yzy/ =G} +b%,

T
K

avec Dy = \/% D i Lipin

T .
K (k—l)%|>1}

- {G};, 1 <i<n,1 <k< K} estune famille de variables aléatoires indépendantes
de loi gaussienne centrée réduite.

-{U ,’C', 1 <i<n,1<k< K} estune famille de variables aléatoires indépendantes
de loi uniforme sur [0, 1].

- {G1 <i < nl <k < K}et {U,1 <i<mnl<k< K} sont

indépendants.
On a approximé la contrainte de cisaillement moyen 7(t) = [, xp(t, x)dz aux
points k‘%, k € {0,---, K}, par la moyenne empirique

T n 1 - Ori,n
i)~y = 2

Ainsi, on a testé notre convergence L!, on a observé la convergence de E(|7* —
Jg xp(x)dzx|), cette erreur décroit en \%, puis on a vérifié le théoreme de la limite
centrale expérimentalement par rapport au nombre n de particules. Enfin on a

observé sur 'exemple stationnaire que E(77") converge en % par rapport K.



Chapitre 3

Estimation des parametres du

CIR

Plus récemment et en collaboration avec Ahmed Kebaier, on s’est intéressé
au probleme de calibration dans le modele de Cox-Ingersoll-Ross (CIR). Dans
ce travail nous avons considéré les estimateurs du maximum de vraisemblance
et on a étudié leur comportement asymptotique, en temps long, dans un cadre
général couvrant les deux cas ergodique et non-ergodique. En plus, des algorithmes
numériques pour la simulation exacte de ces estimateurs ont été proposés. Cette
activité a mené a la rédaction de deux articles, [A12] et [P1] qui ont été présentés
dans les conférences internationales de mathématiques financieres, [C2], [C3], [C4]
et [C5H].

3.1 Introduction

le modele de Cox-Ingersoll-Ross (CIR), tres utilisé en mathématiques financieres
pour modéliser I’évolution des taux d’intérét a court terme est représenté par ’'EDS

dXt = (CL — bXt>dt + v/ QU‘Xt’th, (31)

avec Xo =2 >0,a>0,0€ R, 0 >0 et (W)>0 est un mouvement Brownien
standard. On sait que cette équation admet une solution unique positive et le
cas b = 0 avec 0 = 2 correspond au carré de Bessel de dimension a. Il est aussi
connu que pour a > o0, ce processus ne visite pas I'état 0. Par contre si a < o,
le processus visite ’état 0 presque strement, si b > 0, et avec une probabilité
comprise entre ]0,1[, si b < 0. Au point de vue ergodique, pour b > 0, le CIR
admet pour probabilité invariante 7 ~» I'(a/c, o /b) et pour tout h € L*(7),

%Ath(xS)dS%/EQh(I)W(dx) p.s.
24
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Fournié et Talay ont étudié I'estimateur du maximum de vraisemblance (emv) du
CIR, dans un cadre continu ou on suppose qu’on observe le processus sur tout
I'intervalle [0, 7] et dans le cas particulier b > 0 et @ > 0. Dans ce cas le processus
est ergodique et les asymptotiques obtenues sont basées sur 1'usage du théoreme
de la limite centrale pour les martingales. Il est important de rappeler que la
plus part des résultats dans la litérature concernant l'estimation du parametre
du drift sont données dans un cadre régulier sous I’hypothese d’ergodicité. L’idée
principale pour étudier I'emv des parametres du drift dans un cadre ergodique et
non-ergodique est que lerreur de 'estimateur est de la forme ((M);)~!M;, avec
(My)i>0 est une martingale Brownienne et (M), et sa variation quadratique. Une
étude préalable de I’asymptotique du couple (M,, (M);) nous a permis d’obtenir des
résultats originaux concernant les vitesses de convergence et les limites obtenues.
Comme la variation quadratique introduit les quantités fot Xds et fot ;1(_537 nous
avons étudié dans un premiers temps les asymptotiques de ces intégrales.

. t
3.2 Comportement asymptotique de fo Xds et
tds
0 Xs
L’outil principal pour déterminer les asymptotiques est la transformée de La-

place des quantités a étudier. Suivant les cas b = 0 ou b # 0, nous avons obtenu
les résultats suivant.

3.2.1 Casb=0
Concernant 'asymptotique de fot Xsds, si l'on considere (X;)i>o avec b =0

dXt = adt + 20'Xtth, (32)

alors on a montré que
Xt 1 ! loi
(T?ﬁ/o Xst) E— (Rlall)a

avec (Ry)i>o est un processus partant de 0 solution de (3.2) et I; = fot R.ds.
tds

Plus généralement une étude de 'asymptotique du triplet (X, f(f Xds, |y %

nous a donné
tds ) .
1. P, / — < o0 | =1 si et seulement si a > o.
o Xs

2. si a > o alors

X, 1 [t 1 (Yds. iaw 1
= | Xds,— | —) = (R, 1,
(t’t2/0 Stogt ) X Fn o)
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3. si a = o alors

X; 1 t 1 P ds law
2t Xds, ——— | 22 Ry, 1, 7).
(t’t2/0 > (ogt)? J, XS)—>( v hsm)

our :=inf{t >0 : W, = \/%} est une variable indépendante de (R, I7).

Pour déterminer la transformée de Laplace du triplet (X, fg Xds, fot %), nous
avons utilisé des résultats récents de Craddock et Lennox et nous avons obtenu

quepourpZO,/\ZO,M>Oetn€]—k—§—%,+oo[,ona

I (77+]€+%+%) n _v_ 1l g
t 272 n

— Y4l-k—n
X (a—)\:z:) exp (— oAL coth(v cr)\t)>

o sinh(Vot) 4
v 1 vV J)\.’L‘
¥ F + k + -+ -,V + 17
11 (77 2 9 o sinh(V/ J/\t)Z(t))

t ds

t
E, <th€_pxt_)‘f0 Xsds=p J XS> =

avec z(t) = ((\/Ep/\/X) sinh(vot) + COSh(\/ﬁ?ﬁ)), k= % ety = é\/(a —0)?+ 4uo.

3.2.2 Casb+#0

Concernant ’asymptotique de fot Xds, si I'on reprend le modele général avec
b # 0, a savoir
dXt = (Cl — bXt)dt + v/ 20Xtth, (33)
on a suivant le signe de b,
a

t
1. sib>0alorsl/ XsdsL—,
tJo b

t )
2. si b <0 alors (etht,ebt/ Xsds) Lot (R, to Ry, ),

0
ou tg = —1/b et (R:)i>0 est solution de (3.2), partant de x

dR; = adt + /20 R;,dW;, Ry= x.

Plus généralement, nous avons déterminé I'asymptotique du triplet (X, fot Xds, Ot ;1(—53)

et on a obtenu.

t
d
1. P, </ YS <oo> = 1 si et seulement si a > o.
0

S



3.3. ESTIMATION A PARTIR DES OBSERVATIONS CONTINUES 27

1/t 1 /[t
2. Sib>0eta> o alors —/Xscls,—/E L, g, b .
tJo tJo X b a—o

1/ 1 [*d aw
3.51b > 0et a= o alors —/ Xsds,—/ ) o, (g,Tg), avec Ty =
t 2 ), X, b

inf{t >0 : W, = \/%}

t t d aw
4. Sib<0eta> o alors (etht,ebt/ Xsds,/ YS) Law, (Ryy, toRey, 1ty )-
0 0 s

On a aussi utilisé les résultats de Craddock et Lennox pour obtenir la trans-
formée suivante. Pour p > 0,A >0 et x>0, on a

v vyl p
E <eprtf)\fOthdsflu, Ot%) _ L(k+ 5+ %) ( Ax >2+2

I'(v+1) 20 sinh(At/2)
X D a4 1) — 2 coth(At/2) ) (=(1))F
oxp | 5 (at +a) = 5~ co 2
v 1 Al’
X 1F1 <k + B} - Y +1 20 sinh(At/2) (Z(t))>
20p+D

ou z(t) = sinh(At/2) + cosh(At/2),
k= Qi’ A=V +4dohetv = l\/(oz—c7)2—|—4,uc7.
o o

3.3 Estimation a partir des observations conti-
nues

Lorsqu’on considere une diffusion (X;);>o solution de 'EDS
dXt = b(@, Xt)dt + O'(Xt)th, XO = Xy,

avec ) € © C RP, p > 1, est un parametre a estimer, on peut considérer I’estimateur

du maximum de vraisemblance & savoir
N — 9700
Or = argmax(L7"°)

6,0 .
avec L° est le rapport de vraisemblance,

00, X,) — b(6o, Xs) 1 [102(0,X,) — b* (0, Xs)
L9790 _ / ) <8 0y, s XS _ _/ s “Xs 0, s .
i = e [ - [ R
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al'+x— Xp
f T X.ds
kv,
f X,ds
al +z—Xr—b [ de
f X,ds
A T'aide des asymptotiques sur le couple (X7, fOT Xds), nous avons obtenu.

1. Casb>0: Eb{ﬁ(i)T —b)}:>/\/'(0,20§).

Lorsqu’on estime b et on suppose a connu, on a l’emv by = . Ainsi l'er-

reur est bien une martingale brownienne sur son crochet by —b =

et en utilisant la dynamique de X; nous avons by —b =

a —

- R
2. Casb=0: L, {T(bT - b)} — L avec (R,) est un processus partant
de 0 solution de I’équation (3.2) et I; = fo Rgds.

3. Casb<0: L, {e_bT/2(I;T — b)} - %, avec

pour A € Ret u > 0.

SHE]

oN/b+
P\ T—— 7 |
po/b+b

Lorsqu’on estime a et on suppose b connu, l'emv aT existe si et seulement si

T ds : - \ . .
Po(f, & < o0) =1, s0it a >0, et ar = T—d La aussi l'erreur est bien
s S
0 X
fT dWs
une martingale brownienne sur son crochet ar —a = V20 OT“dXS , et en utilisant
S
0 X, .
_ R log X7 —logz 4+ b1 + (0 —a) [, %
la dynamique de log X7 nous avons ar —a = T L,
S

0 X,
Les asymptotiques sur le couple (log X, OT f(—ss), nous ont permis de montrer les
résultats suivants.
9 _
1.Sib>0eta>o: Ea{ﬁ(dT—a)}:N(O,y).

b
2.S8ib>0eta=0: L, {T(ar —a)} = —, avec o, =inf{t >0 : W, = Lf}

T2
3. 85ib=0eta>0:L, {\/logT(dT - a)} —> N(0,20(a — 0)).

1
4. Sib=0eta=o0: L, {(logT)(ar —a)} = —, avec 7y = inf{t >0 : W, =
T

1
VR
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5. Sib<0eta>o:lemv ar de a est non consistant.

Enfin lorsqu’on estime globalement le paramétre § = (a,b), Uemv 07 existe si et
seulement si a > o, et

([ Xods [ % — T(Xp — 2)
Tds fo Xyds —T?

>
N
I

TdeXS— $) OT)d(_i

TdeO X,ds — T?

\

L’erreur 67 — 0 est égale a

/

Jo Xeds [} D — T [7 /X dW,
L (U Xds — T

V202

Nl s o AL
o & [ Xds — T
\ 0 9

La dynamique du couple (log X7, X7) nous ont permis d’écrire 1'erreur
(

<log(XT/x)—|—(a—a) r ds)fo Xeds =T (Xp —x —al)
Vs (1 X ds — T?

0 Xs

T <log(XT/x) —l—bT—i—afT ds) — (XT —x—i—beTXsds) fOT)dTSS
oL (U Xds — T2

\

A T'aide des asymptotiques précedentes nous avons montré que dans le cas ergo-
dique
l.sib>0eta>o:

£ {VT(br - 0)} = Ni2 (0,20C),

b -1
avec C' = (“—U “ )
-1 ¢

2.S1b>0eta=o0:
Ly {diag(T, VT (07 — 9)} — (Tﬁ \/sz)
2

avec (G est une variable aléatoire de loi normale centrée réduite indépendante
: : _ b
de 7 =inf{t >0 : W, = &=}
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Dans le cas non-ergodique nous avons obtenu

l.sib=0eta>o:
. A a— Ry
Eg{dlag( logT,T)(HT—G)}:> V20(a—0)G, 7
1

avec (G est une variable aléatoire de loi normale indépendante des variables
(R1, ;) définies précédemment.

2. Sib=0eta=o0:

Ly {diag(log T,T)(0r — 9)} = (l, - Rl)

71 I

avec T :=inf{t >0 : W, = \/%} est une variable independante de (Ry, I;).

3. Sib<0eta>oalors ’'emv est non consistant.

3.4 Estimation a partir des observations discretes

Dans cette partie, on suppose qu’on observe le processus aux instants (¢ =
kA )o<k<n que A, — 0 et nA,, — 0o. Une des méthodes connues est de considérer
une discrétisation de la log vraisemblance, soit le contraste

[y

n—

n—1
1 a — bXt
L = 20 k=0 Xy . K = Xu) =

i A, (a’ — bth)Z

4o Xt

k 0 k

i

et de prendre son argmax. Notre approche est un peu différente puisqu’on a plutot
discrétisé 'emv obtenu & partir des observations continues. Nous avons 6;" =

(apm, bA") =
(

<log X, —logz + 0312, X" ) "o An Xy, — ta (X, — )
Zn_l An k:O Anth _ t2

k=0 th n

tn <log X, —logz+ o0 ZZ;S ?—;) — (X3, — ) ZZLé )%_Z;
Sy B S ALK, — 2

k=0 Xty n

\

A 1 tn tn ds n—1 A
Pour controler les normes L* de [ Xds — A nXy, et X~ 2o X,
nous avons calculé les moments des accroissement du CIR. Cem nous a permis
de transférer les vitesses de convergence obtenues dans le cadre continu au cadre

discret. Nous a avons obtenu.
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Cas ergodique : Pour b > 0 et a > 20, si nA% — 0 alors

b
Ly {\/a(éﬁf - 0)} —> Ng2 (0,2007"), avec I' = (“_ _1) .

La démonstration est basée sur les convergences suivantes

nJ0 " k=0
et
1 [ 1 1A\
t, | — —ds — — = 0,
\/_ tn 0 Xs ° tn th 7
k=0
3
. : 5  NnAR
Cas non-ergodique Pour b =0 et a > 20, si max | nA,, ———— | — 0 alors
log(nA,,)

£ {ding(v/og 1, 1) 02 )} = (ma,

a — Rl
I '
La démonstration est basée sur les convergences suivantes :
1 tn 1 n—1 .
si nAfl — 0 alors ¢, t_2/0 X.ds — I ZA"th ——0
n " k=0

3
A2
si L 0 alors t, (

1 tn1d 1 =A,)\ o
log(nA,)

logt, Jo X logt, —~ X,

3.5 Simulations numériques

Pour illustrer nos résultats asymptotiques sur les les vitesses de convergence de

'emv avec des observations continues, nous avons simulé les couples (X7, fOT X,ds)
et (Xr, OT ;j(—ss) avec des méthodes exactes. Pour le premier, nous avons utilisé la
méthode de Broadie et Kaya et pour le deuxiéeme, nous avons déterminé la trans-
formée de Laplace conditionnelle de fOT 4s sachant X, puis nous avons proposé

Xs
une méthode de simulation similaire.
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Algorithme pour simuler (Xr, fOT Xsds)  La transformée de Laplace condi-

tionnelle de fot X,ds sachant X;, est donnée par

_ A fixads| x, — ) = VA _sinh(01/2)
d(\) =E, <€ Joxet X, = y> b sinh(y(A\)t/2)

X exp (”2—? beoth(bt/2) — 4(\) coth(y(A)t/Q)])
1 (22 g s e/
I, (g\/@/ sinh(bt/2)>

A>0

) -

X

avec Y(\) = Vb2 +4Xo et v = % 1. A Vaide de ce résultat, Broadie et Kaya ont

a
proposé 'algorithme de simulation exacte suivant.
étape 1 Générer X avec la loi de chi2 décentrée

aw 0(1 —e 1), 2be =T
Xp ' 2 .
T 2 Nz \o(l—c )"

étape 2 Générer fOT X,ds sachant X1 a l’aide d’'une approximation de la fonc-
tion de répartition F' de la loi conditionnelle.

o0 sin(uz
Flz) — % /0 EL ) Re [®(—iu)] du.

12

m m
=1 )

hz N 2 Z sin(f'zjx)Re B (hj)

Pour le couple (Xr, OT )dTS), on a déterminé la transformée de Laplace condition-

nelle et on a obtenu, pour A > 0,

Lo (L suin(n2))
I, (g\/@/ sinh(bt/2))

a
avec y(\) = v/(a — 0)2 +4X\o /o et v = — — 1. Puis on a proposé un algorithme
o
de simulation exacte similaire a celui de de Broadie et Kaya. Ces algorithmes nous

ont permis d’illustrer les convergences des erreurs de by — b et ap — a.



Chapitre 4

La méthode Multilevel Monte
Carlo

Introduite par Giles [21], la méthode de Multilevel Monte Carlo permet de
réduire efficacement la complexité par rapport a la méthode de Monte Carlo clas-
sique. Cette méthode peut étre interprétée aussi comme une méthode de réduction
de variance dans le calcul d’espérance de fonctionnelle de processus discrétisé.
Dans ce cadre de recherche et en collaboration avec Ahmed Kebaier nous obte-
nons un théoreme de la limite centrale pour ’algorithme Multilevel Monte Carlo,
de type Lindeberg-Feller, permettant d’avoir une description précise du choix op-
timal des parametres de cette méthode. Nous étendons également les théoremes
limites obtenus par cette méthode pour I’évaluation des prix des options asiatiques
en discrétisant 'intégrale figurant dans le payoff par la méthode des trapezes et la
méthode de Riemann. Ces résultats ont fait I'objet de la prépublication [P2].

4.1 Introduction
Soit X := (X;)o<t<r un processus sur R? d > 1, donné par 'EDS
dX, = b(Xy)dt + o(X,)dW,, X, =z € R,

avec W := (W})o<t<r un mouvement Brownien standard sur R?, ¢ > 1, b : R? — R?
et 0 : R? — R deux fonctions qu’on suppose globalement Lipschitziennes pour
assurer l’existence et l'unicité. Lorsqu’on cherche a calculer numériquement E f(X7)
la méthode de Monte Carlo se trouve étre une méthode efficace. Elle consiste a ap-
proximer dans un premier temps le processus X par un processus X" := (X/")o<t<r,
puis d’approximer par la loi forte des grands nombres E f(X7) par % Zfil f(XT5)
avec X, sont des copies indépendantes de méme loi que X™. Ainsi, on a deux

33
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types d’erreur, I'erreur de discrétisation et 'erreur statistique

N
e = BF(XP) ~Ef(Xr) o+ 3 F(XF) ~EF(X).
=1

Lorsqu’on considere le schéma d’Euler continu comme processus approximant, au-
trement dit pour un pas de discrétisation 6 := T'/n

dX} = b(Xy, @)dt + o (X )dWe, ma(t) = [£/0]6,

sous certaines conditions de régularité, Talay et Tubaro [59] montrent que l'erreur
Ep = O(%) Concernant I'erreur statistique, elle est donnée par le théoreme central
limite et elle est de l'ordre de O(\/LN) Cependant, on peut choisir la taille de
I’échantillon d’une facon plus fine en la prenant comme une fonction du pas de
discrétisation. D’apres Duffie et Glynn [14], on a globalement pour une fonction f
de classe C! si lim,,_,o ne, = C + alors

w3 T(XE,) — B S(X1)) = N(Cp, Var(f (X))

Ainsi, on peut conclure que la méthode de Monte Carlo classique pour un schéma
d’Euler a pour complexité Cyc = O(n?).

Afin d’améliorer la performance de cette méthode, Kebaier [33] a proposé une
nouvelle méthode appelée Romberg Statistique. L’idée est d’introduire deux pas
de discrétisation T'/n et T/n”, 3 € (0,1) et d’approximer E f(X7) par

No

Ny
D FOE 1 3 (P00 - £OXED)).

=1

ou X7 et X?ﬂ sont des approximations de pas respectif T'/n et T /n” calculées a
partir du méme Brownien et X%B est un deuxiéme schéma d’Euler de pas T/n®
indépendant des premieres approximations. D’apres Kebaier [33], on a un théoréme
central limite sur I'erreur, du méme type que celui de Duffie et Glynn, pour § =
1/2, Ny = n? et N, = n®?2. Ainsi, la complexité de la méthode de Romberg
Statistique pour un schéma d’Euler réduit celle de Monte Carlo classique et elle
est égale & Cgr = O(n®?). Ces résultats ont été développés dans un cadre plus
général en prenant lerreur €, = O(=x), a € [1/2,1].

Plus récemment, Giles [21] a généralisé la méthode Romberg Statistique en
considérant une suite décroissante de pas de discrétisation T'//m*, m € N\ {0, 1},
€{0,---,L} et n=m" et en approximant E f(Xr) par

1 Lo & . -
Q=57 2 FXE) + 30 5 2 (FOFD) — FXE).
=1 /=1 k=1
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Pour chaque échantillon indépendant identiquement distribué de taille N, les si-
mulations X™ et X™ " sont faites a partir du méme Brownien toute en te-
nant compte de I'indépendance entre les différents échantillons. En raison de 1'hy-
pothese d'indépendance entre les échantillons (inter-échantillon) et a l'intérieur des
échantillons (intra-échantillon), la variance de I’estimateur de la méthode Multile-
vel Monte Carlo est donnée par

L
Var(Qn) = Ny'Var(f(X7))+ Y N, 'o7, (4.1)
/=1

avec o7 = Var (f(Xj’TLZ) - f(X?*H)). Pour le schéma d’Euler, globalement, o7 <
com™¢, ¢y > 0, et d’apres Giles [21], le choix optimal dans ce cas qui minimise la

complexité de ’algorithme est donné par

1
Ng = 2C2n2 <logn

T
+1|—, ¢€{0,---,L}. 4.2
L 1) fe {0 D) (42)
Ainsi, la complexité de la méthode de Multilevel Monte Carlo pour le schéma d’Eu-
ler Cyrare = n*(logn)?. On montre également que pour un schéma de discrétisation
de second ordre olt 67 < com™2, ¢y > 0, le choix optimal est donné par

3/2
Ny = 2e;n*VT (@) (1) , te{o,---,L} (4.3)
vm mt
Dans ce cas la complexité de la méthode est égale & n?.
Les résultats obtenus sont essentiellement basés sur la relation (4.1) et la com-
plexité de I'algorithme et cette approche ne permet pas d’établir un théoreme
central limite sur I'erreur. L’un des objectifs du papier est de prouver un théoreme

central limite de type Lindeberg-Feller pour la méthode de Multilevel Monte Carlo
associée a la discrétisation d’Euler.

4.2 Vitesse de convergence dans le cadre du schéma
d’Euler

Dans l'approche Kebaier [33] pour établir un théoréme central limite de type
Lindeberg-Feller pour la méthode de Romberg Statistique associée a la discrétisation
d’Euler, le théoreme de Jacod et Protter [31] sur la convergence stable de I'erreur
du schéma d’Euler joue un role important. Dans [31], ils montrent que erreur
renormalisée par y/n converge stablement, \/? (X" — X) =stable [J ot U est un
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processus bien défini. On rappelle qu’une suite de variables (Y}, ),en converge stable-
ment vers Y si E(Uh(Y,,)) — E(UR(Y)) pour toute fonction numérique continue
bornée h et toute variable aléatoire réelle bornée U. Pour le schéma de Multi-
level Monte Carlo nous avons besoin de prouver d’abord un théoréeme de conver-
gence stable, dans I'esprit de Jacod-Protter, sur le comportement asymptotique du
schéma d’Euler entre deux pas consécutifs de la grille multilevel. Plus précisement,
pour m € N\ {0, 1}, nous avons avons montré que

mf mt mt-1
(m — 1)T<X -

y=stable 7 quand £ — oo,

ou U est le méme processus que celui obtenu par Jacod-Protter. Une fois ce résultat
établi on est en mesure d’étudier I'erreur de la méthode Multilevel Monte Carlo.
Nous commencons par introduire une famille de tailles d’échantillons, N,, en pre-
nant

Ny = n?, NFT&@;W et L= g (4.4)
Ici (ag)e>1 est une suite de termes positifs vérifiant
o : 1 = /2
(W) Lh_IBOZag:ooet nggoﬁ ay’”” =0, avec p > 2.

Le théoreme central limite peut étre formulé de la fagon suivante.

Théoréme 8 Si f est globalement de classe C' et lim,_., ne, = Cy(T), alors,
pour le choix de Ny, ¢ € {0,1,---, L} donné par la relation (4.4), on a

n(@n _ ]Ef(XT)) = N (CH(T),0?)

avec 02 = Var(f(X})) + Var(Vf(Xr)Ur).

Puis une analyse de complexité de la méthode de Multilevel Monte Carlo dans le
cadre du schéma d’Euler donne

(=1

L
Cume = CX <n2 + z:]\fg(mZ + mg_1)> avec C >0

L
(=

2
= O (" e

L
(=

1
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Puisque L? < ZZLZI aig 25:1 ag, le choix optimal des poids a; =1, ¢ € {1,---, L},
nous donne la complexité optimale

2
-1
Cyvme = O x (n2 +n2(logn)2 m

2) — 0 (n2(logn)?).

m(logm)

Ce choix optimal est en concordance avec celui proposé par Giles et correspond
aux tailles suivantes

m — 1)Tn*logn

Ng:< , Led{l,--- L}

mtlogm

4.3 Applications aux options asiatiques

Dans ce paragraphe on considere le modele de Black & Scholes

%St = rdt + odW,, witht € [0,T], T > 0.

t
1 T
IT—T/O Sudu.

Notre objectif est d’évaluer e "TE f(Ir), pour une fonction f donnée. Pour appro-
cher I, on considere la méthode de Riemann et celle des trapezes. On introduit

On pose

n—1 n—1
N 12 n 1ZSk5+Sk16 .
IT:E S]ﬂ;, etJT:ﬁ #(H, OUCSZ
k=0 k=0

=18

On rappelle les résultats suivants (voir Lapeyre et Temam [38]) sur 'approximation
forte et I'approximation faible de ces deux schémas. On a pour p > 1, il existe
K,(T) > 0 tel que

K,(T)

n

K,(T)

n

<
L2p

et sup |J' — L]

t€[0,T]

<

sup |[I;' — L]
t€[0,T]

L2

Alors que 'erreur faible est O(%) pour les deux approximations.

Convergence stable Ici la méthode de Multilevel Monte Carlo sera appliquée
sur le pas de discrétisation de l'intégrale et non sur le pas de discrétisation du
processus puisqu’on utilise la solution exacte de Black & Scholes. Cependant, pour
obtenir le théoreme de la limite centrale, nous avons procédé de la méme fagon
que pour le schéma d’Euler en établissant d’abord la convergence stable sur le
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comportement asymptotique des deux shémas entre deux pas consécutifs de la
grille multilevel. Pour I'approxiamtion Riemannienne, on introduit le processus

[t/ 9]-1

W1 ( )
‘[t = TA nn(u du - Z Sk§ + Snn(t)’

avec 1, (t) = [t/6]0, et on montre que sur deux pas consécutifs

mn mn n stable
m(l —I") =77 g,

Im—15; — S 1 t
avec & = Z+ ] L 5 0 + 2\/5/0 0S,dB,, et B := (B);>0 est un Brownian

standard indépendant de W.
L’approximation par la méthode des trapezes vérifie un résultat du meéme type.

En introduisant Lo g
1 (u) T O (w)+6)At
Jn _ Tin n d
t T / 2 U,

on a également
mn

m2 —1

(Jmn o Jn) :>stably %

1 t
avec x; = —= 05,dB,. Une fois ces résultats établis on est en mesure d’étudier
2v/3

0
I’erreur de la méthode Multilevel Monte Carlo pour les deux approximations.

Théoreme de la limite Centrale Nous commencons par introduire une famille
de tailles d’échantillons, Ny, en prenant Ny = n? et

L

2 2_1 1
N[Zn(m )Za’fa 66{177[/} et L= Ogn’ (45)

m*a; = log m

La suite (ag)e>1 est définie de la méme fagon que dans le cas du schéma d’Euler
par les conditions (W) ci dessus. Pour 'approximation Riemannienne, ’algorithme
associé a la méthode Mulilevel Monte Carlo est donné par

Q= oo+ Y0 S (s - ). (4.6)
/=1 k=1

Le théoreme central limite peut étre formulé de la facon suivante.
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Théoréme 9 Si f est globalement de classe C* alors
n(Qn —Ef(Ir)) = N (Cf,0%)
avec o2 = Var(f'(Ir)ér).

L’algorithme Multilevel Monte Carlo associé a la méthode des trapezes s’écrit

No
~ 1 S() + ST,k ml-1
Qn:m;f<T ZNZZ< JTk JT,k ))7
et le théoreme central limite peut étre formulé de la fagon suivante.

Théoréme 10 Si f est globalement de classe C' alors

n(Qn—E(f(Ir)) = N (C},0%)
avec 0% = Var <f (SO ; ST)) + Var(f/(Ir)xr).

Analyse de la complexité Ainsi, la complexité de la méthode Multilevel Monte
Carlo pour I'approximation Riemannienne et celle de la méthode des trapezes (plus
généralement celle d'un schéma d’order 2) est donnée par

L
Cyumvec = Cx ZNg(mg + me_l) avec C >0

=1
(m+ 1) 9 Lo &
= (Ox n ;mgag;ag'

Puisque (Zle m_£/2>2 < Zle #wzle ag, le choix optimal des poids a; =

2 ¢e{l,---,L}, nous donne la complexité optimale

2 L 2

Cli = C % (m + 1)m(m — 1)n2 (Z m—z/z) —0(n?).
=1

Ce choix optimal est en concordance avec celui de Giles et correspond aux tailles

suivantes )
m°—1
Ny = n’. 4.7
T mdtR(1— m) (4.7)
Cependant, ce choix optimal ne vérifie pas la condition (W) qui nous garantie le
théoreme de la limite centrale. De ce point de vue, nous avons proposé trois choix
avec des poids vérifiant la condition (W) et avec une complexité tres proche de

O (n?). sans vraiment Patteindre.
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a) Pour as; =1, on a C}i0 = O (n?logn).
b) Pour ags = 1/¢, on a Cy3;0 = O (n?loglogn) .
¢) Pour ag3 = 1/(flog¥), on a O3y, = O (n?logloglogn).
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Deuxieme partie

Extensions des lois stables et
max-stables
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Chapitre 5

Lois semistables et
max-semistables

Au cours des dernieres décennies, nous avons observé dans le monde scientifique
un intérét renouvelé pour 'usage des lois a queue lourdes. C’est dans ce cadre que
nous avons mené un travail de synthese pour la notion de loi stable, max-stable et
leur extension en semistable et max-semistable. On a repris les définitions et les
propriétés de ces lois toute en mettant ’accent sur leur intérét en modélisation.
Ce travail a fait 'objet des publications [A5], [A6] en collaboration avec Thierry
Huillet et Anna Porzio et la publication [A7] est en collaboration avec Thierry
Huillet.

5.1 Introduction

Les lois stables et max-stables jouent un role important en statistique et dans
la modélisation des phénomenes a queue lourde, je vais les rappeler brievement.

5.1.1 Les lois stables

Les lois stables sont présentées comme des lois vérifiant 1'identité : pour tout
c1 > 0etcg >0, il existe c > 0 et b € R tel que c; X7 + c2Xs o ex + b, avec

XY X i X, sont des variables aléatoires independantes. Lorsque b = 0, on

dit que X est strictement stable. Les lois stables représentent une sous classe des
lois infiniment divisibles et elles peuvent étre caractérisées par leur transformée de
Fourier voire leur transformée de Laplace lorsque la variable aléatoire est positive
(voir [18], [6], [55]). Elles représentent les seules lois limites possibles de somme de
variables aléatoires iid correctement renormalisée (voir par exemple [60]). Dans
le sens que si X est une variable aléatoire et si (X,,)n>1 est une suite de variables
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aléatoires iid, de méme loi que X, telle qu’il existe deux suites z,, € R et o, > 0,

s _ lot . , .
vérifiant > " Am—tn % X quand n T +o0, alors X est une variable aléatoire de

(2

loi stable. On dit qnile X appartient au domaine d’attraction (DA) de X.

Exposant a € (0,1)

Une variable aléatoire positive X est strictement stable d’indice o € (0, 1), si
sa transformée de Laplace

px+(p) :=E <€7PX+) = exp (—sop”), 80 > 0, p > 0. (5.1)

Prenant sq := kI' (1 — «), on obtient la représentation de Lévy-Khintchine

¢x+ (p) = exp <— /;Oo (1—e)dn (x))

avec une mesure de Lévy , dm (z), donnée par la fonction spectrale
m(r) = —ka % k>0, 2 € (0,400). (5.2)

Puis, on peut obtenir la transformée de Fourier d’une variable aléatoire stable a
support R et d’indice @ € (0,1), en considérant la différence de deux variables
aléatoires positives strictement stables X" et X7, X = X" — X, et de me-
sure spectrale respective m (z) = —kz=* Kk > 0,1 = 1,2, x > 0. En utilisant
'"équation (5.1), nous avons la fonction characteristique de X est donnée par

dx (\) = exp <—s |\ (1 — ipsign (\) tan %)) (5.3)

avec s = I'(1 — a) (k1 + Kz) cos 5 > 0 et p = 12 € [—1,+1] est un parametre

de symétrie. Sous I'hypothese a € (0, 1), comme 7 := f| zdm (x) < 400 , on

z|<1
obtient la représentation de Lévy-Khintchine a savoir

dx (A) = exp (Mgsl — /joo (1+idal (|z] < 1) — ™) dn (x))

o0

avec 7 (z) = 1 (¥) 1 (z > 0) — 2 (—2) 1 (z < 0). Pour obtenir toutes les variables
aléatoires stables d’indice a € (0, 1), on considere les variables X = X 4+, z € R,

oz (N) = exp (Mfé— /+oo (14 ixzl(|z| < 1) — ™) dn (x))

e}

= exp (M (T — 1) — s[A] (1 — ipsign (A) tan %))

avec T := = + x1. Les variables strictement stables sont obtenues pour r = x;.
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Exposant « € (1,2)

Par le théoreme Bernstein (voir [18]), lorsque a > 1, px+ (p) de la relation
(5.1) n’est plus la transformée de Laplace d’une variable aléatoire positive et la
construction ci-dessus n’est plus valable. Cependant grace a I'identité

+oo
/ (1—pz—e?)dm(z) =rI(1—a)p*, 1=1,2p>0,
0

on a

+oo
/ (14 idz — ™) dr (z) = s|A|” (1 — ipsign (\) tan ?) (5.4)

o0

avec encore s = I'(1 — a) (k1 + K2)cos T > 0 et p = 22 € [ 1 ,+1]. On re-

marque que pour « € (1,2), I'(1 —a) < 0 ([45] page 590) et cos Z¥ < 0. Main-

tenant, on pose x; = —f‘x|>11}dﬂ' () < oo, en utilisant la representatlon de

Lévy-Khintchine, on définit une variable stable d’indice o € (1,2) , notée X , par
sa fonction caractéristique

400
oz (\) = exp (z’)@—/ (14 Azl (Jz < 1) — ™) dw(m)) (5.5)

= exp (i)\ (T — 1) — s |\ (1 — ipsign (\) tan %)) (5.6)
avec T € R. Lorsque = = x; on obtient la transformée de Fourier d’une variable
aléatoire strictement stable.

Exposant a =1

Grace a l'identité

o0 1
/ (1 —psinz —e™*) —dx = —plogp (5.7)
0 T
on a
oo oy - i 77 .2
(1+irsinz — ) drr (z) = E(m—i-fig)\)\] 1 + ip—sign (A\) log |A|
o 7r
Ici, on pose x1 = fj;o (1 (|z] < 1) —sinz)dr () < oo, en utilisant encore la

représentation de Lévy-Khintchine, on définit une variable stable d'indice a =1,
notée X, par sa fonction caractéristique

oz (\) = exp (M%—/M (14 Xzl (|z] < 1) — ™) dr (x)) (5.8)

[e.o]

~ exp (m F o) = 5 (51 + ) N (1 + ip%sign () log |)\|)>(5.9)
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avec T € R. Lorsque p = 0, on obtient la transformée de Fourier d’une variable
aléatoire strictement stable d’indice oo = 1.

Enfin on peut considérer le cas o = 2 en rajoutant les variables de loi normale
de moyenne = € R et de variance 2k, k > 0,

Oz (A) = exp (iAT — KA?) , dx (A) = exp (—kA?) . (5.10)

5.1.2 Les lois max-stables

Les lois max-stables sont présentées comme des lois vérifiant I'identité : pour
tout ¢; > 0 et cg > 0, il existe ¢ > 0 et b € R tel que max(c; Xy, c2Xs) X+ b,
avec X 2 X4 o X, sont des variables aléatoires independantes. Lorsque b = 0,
on dit que X est strictement max-stable. Les lois max-stables sont caractérisées
par leur fonction de répartition et elles sont connus par le trio Fréchet- Weibull-
Gumbel. Elles représentent les seules lois limites possibles de maximum de variables
aléatoires iid correctement renormalisée (voir par exemple [22], [26], [20], [17]).
Dans le sens que si X est une variable aléatoire et si (&},),>1 est une suite de

variables aléatoires iid, de méme loi que X, telle qu’il existe deux suites x,, € R

et o, > 0, vérifiant max,,—; .. Xma;x" tof X, quand n T 400, alors X est une
variable aléatoire de loi max-stable. On dit que X appartient au maximum domaine
d’attraction (MDA) de X. Donc, pour le maximum, les lois max-stables jouent le

role des lois stables pour la somme dans le théoreme de la limite centrale.

Les lois de Fréchet

Une variable aléatoire positive VT est strictement max-stable d’indice v > 0,
si sa fonction de répartition est donnée par

Fy+ (v) = exp (—sv™%) , v > 0. (5.11)

On dit que V' suit la loi de Fréchet et pour obtenir toutes les variables aléatoires
max-stables d’indice @ > 0 et de type Fréchet, on considere les variables X+ :=
VT + 2t 2t € R. Cette variable a pour support (z*,+00) et pour fonction de
répartition

Fx+ (z) = exp (—s (z— x+)_a> , x>t (5.12)

Les lois de Wezbull

Une variable aléatoire négative V'~ est strictement max-stable d’indice o« > 0,
si sa fonction de répartition est donnée par

Fy- (v) =exp(—s(—v)"), v <0. (5.13)
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On dit que V'~ suit la loi de Wewbull et pour obtenir toutes les variables aléatoires
max-stables d’indice a > 0 et de type Weibull, on considere les variables X~ :=
V= + 27, 2= € R. Cette variable a pour support (—oo,z~) et pour fonction de
répartition

Fx-(z)=exp(—s(z” —2)%), 2z <a. (5.14)

Les lois de Gumbel

Une variable aléatoire a support tout R est max-stable d’indice a > 0, si sa
fonction de répartition est donnée par

Fx (z) = exp (—se %) (5.15)

On dit que X suit la loi de Gumbel.

5.2 Les lois semistables

Nous avons repris la notion de loi semistable comme une extension de la classe
des lois stables. Cette notion de loi semistable pour la somme a été introduite par
Paul Lévy in 1937 ([51]; voir [44] page 45 et le livre de Sato [55] pour un survey sur
le sujet). Les lois semistables sont des lois infiniment divisibles dont la transformée
de Fourier est solution de I’équation

o (N) = e (e, NeR. (5.16)

Lorsque (3 = 0, on parle de loi strictement semistable. Pour expliciter les solutions,
on considere 'indice o > 0 donnée par

v = 1. (5.17)
On a nécessairement 'indice « € (0,2) voir (0, 1) si on suppose que notre variable
aléatoire est positive.

Exposant « € (0,1)

L’ensemble des variables aléatoires positives dont la transformée de Laplace est
solution de I’équation

ox+ (p) = px+ (ep)”, p>0. (5.18)

est formellement identifié a

px+ (p) = exp (—p~elosr)) (5.19)



5.2. LES LOIS SEMISTABLES 47

avec € (q), ¢ := logp, p > 0, est une fonction périodique de période — log(c),
avec une condition moins naturelle a identifier a savoir (1 + ¢ (log p)) e(logp) egt
completement monotone. Ceci généralise I’équation (5.1). De méme, une généralisation
de I"équation (5.2) a été explicitement donnée. En effet, la mesure de Lévy d'une
variable positive semistable

- (I‘) _ _Ifozeazl/(logl")7 T C (07 _|_oo> , (520)

avec v (z), z := log z, z > 0 est une fonction périodique bornée de période — log(c),
telle que z — v (2) est une fonction croissante.

Le développement en série de Fourier de exp av (log x), nous a permis d’expri-
mer la mesure de Lévy d’une loi semistable a support R,. On a

=— Z R " = Zﬂ'n (x) (5.21)

neZ neZ

avec K, = flgglggcea”(z)em”"zdz, n € 7 sont les coefficient de Fourier et o, =
a+inag, n € Z, a, = 21/ log ¢, une suite d’exposants complexes.

Prenant s, := k,I' (1 — ), n € Z, avec la version complexe de la fonction
d’Euler ([45], Chapitre VII), on a par la représentation de Lévy-Khintchine

sox+(p)=eXp(—/O+OO(1—e‘px)d7f( )—eXp< > sap” )

Puis, comme pour les lois stables on a obtenu la transformée de Fourier d'une
variable aléatoire semistable a support R et d'indice o € (0,1), en considérant la
différence de deux variables aléatoires positives strictement semistables X, et X,
X = X{ — X5, et de mesure spectrale respective

m(z)=—a~* eovlogz) — Z/@nlx W kg >0,1=1,2, 2 > 0.
neZ

Les fonctions v, [ = 1,2 sont périodiques de période —logc et k,; sont leur
coefficient de Fourier respective. En prenant s,; = ki, ' (1 — ay,) = |sn,] €7,
on a

¢x (A) = exp (— Y s A (L +ip, (A))) (5.22)

nez
avec
Sp (A) = |spale™2 zacsign(V) g Y1+ |Sn2l e "z oesign(Y) (g Yo (5.23)
et
pn (A) = L [|sn71| en2oesienM gin o |+ | 52| ez acsien(V) gip ¢n2] (5.24)
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Les "phases” 1,1 et ¢, 2 sont données par
Yny1 = naclog | A — Zasign (N) + @y
Una = naclog|A + Jasign (A) + @y2.

La formule (5.22) pour les variables aléatoires de loi strictement semistable est
une extension de la formule (5.3) qui caractérise les variables aléatoires de loi stric-
tement stable. Ici, on a un nombre dénombrable de fonctions de A, (s, (A) , pn (N)),;51
définies par (5.23, 5.24), qui représentent les parametres de symétrie et d’échelle.
Le cas symétrique a été étudié et des formules explicites ont été données dans
'article [A6].

Enfin pour obtenir toutes les variables aléatoires semistables d’indice « € (0, 1),
on a considéré les variables X = X + x, v € R. Ces variables sont semistables et
I’équation fonctionnelle (5.16) est vérifié avec § = z (1 —7c). On a également
établi les représentations suivantes

¢z (A) = exp (M%— /_+OO (14 idzl (2] < 1) — ™) dn (x))

= exp( (T — 1) an ) A 1+z’pn(>\))>
neZ

avec T = + 1 et 1y = flrl <, dm (). Les variables strictement semistables sont
obtenues pour T = x.

Exposant a € (1,2)

Comme pour les lois stables, cette construction, valable au cas o € (0, 1), peut
étre étendu au domaine « € (1,2). En utilisant I'identité

+o00o
/ (1—pz—e ") dm (z) =p® Z Fina T (1 — ) p'e = peeocilosr) - (5.25)
0

neZ

pour p > 0 et [ = 1,2, on peut étendre la formule (5.4) et obtenir

/_+°° (14ix—e?)d Z Sn (A A (1 +ipn (V). (5.26)

o0 neZ

Puis on généralise la relation (5.6) et on déduit qu’'une variable aléatoire se-
mistable d’indice o € (1,2) , notée X, a pour fonction caractéristique

o5 () = exp (i)\f — /+°° (14 ixzl (2] < 1) — ™) dn (x)) (5.27)

—00

= exp (i)\ (T —xq1) — Z S (A) A" (1 +ipy, (/\))) (5.28)

neZ



5.3. LES LOIS MAX-SEMISTABLES 49

avec Ty i= — f|r|>1 xdr (x) < oo et T € R. Lorsque = x; on obtient la fonction
caractéristique d’une variable aléatoire strictement semistable.

Exposant a =1

Dans ce cas, on établit pour p > 0 I'identité

400
/ (1 —psing — e7#) dm () = —plog pe"®°5P) | = 1,2 (5.29)
0

_ _ 1 —inoe . __ .—1, v (logx) 4
avec m (2) = —x 1Y g Kpgw Mo 1= —g~Len(987) ] résulte que

+oo
/ (1 +iAsinx — ei’\””) dr (z) = iXlog (—i\) e (log=iA) _ ;)\ log (i\) ev2(logiA)

(o]
(5.30)
On définit une variable aléatoire semistable d’indice a« = 1 , notée X, par sa
fonction caractéristique

oz (\) = exp (mz— /+Oo (14 Azl (|jz] < 1) — ™) dn (x))

o0

= exp (M (T —x1) — (i)\log (—i\) evi(log —id) _ iXlog (i)) euz(logi)\)))

avec T € R et 71 := fj;o (1 (|z] < 1) —sinz)dr (z) < co. Lorsque vy = vy = v,
on obtient la transformée de Fourier d’une variable aléatoire strictement stable
d’indice oo = 1.

5.3 Les lois max-semistables

Nous avons repris la notion de loi max-semistable comme une extension de
la classe des lois max-stables (voir par exemple [23], [49], [50] comme références
sur le sujet). Les lois max-semistables sont des lois de variables aléatoires dont la
fonction de répartition est solution de 1’équation

F(o)=F (% +8) (5.31)

pourc >0, € R, v>1.

Les lois max-semistables de type I

Une variable aléatoire positive VT est strictement max-stable, si sa fonction de
répartition est solution de I’équation fonctionnelle

Fy+ (v) = Fy+ (v/e)7, (5.32)
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c € (0,1) et v > 1. Comme pour les lois semistables, pour résoudre cette équation
fonctionnelle, on considere I'indice @ > 0 donnée par la relation (5.17), & savoir

ye® = 1. (5.33)
Les solutions de (5.32) sont formellement identifiées a
Fy+ (v) = exp (—s (v) v™%) (5.34)

avec « solution de (5.33) et le parametre d’échelle s est une fonction positive
log-périodique de période — log c. Plus précisement

log (s (v)) = av (logv) (5.35)

pour une fonction périodique v, bornée, continue a droite, et telle que x — v (z)
est croissante.

Les lois obtenues sont des extension des lois de Fréchet et pour obtenir toutes
les variables aléatoires max-semistables d’indice o« > 0 et de type I, on considere
les variables X := V1T 4+ 2% 2t € R. Cette variable a pour support (z*,+00) et
pour fonction de répartition

Fx+ (z) = exp (—3 (z—2%) (z— x*)_a> ,x>at. (5.36)

L’équation fonctionnelle (5.31) est vérifié pour =t (1 — 1/c).

Les lois max-semistables de type 11

Soit V~ := —1/V* < 0. Par la relation (5.34), on déduit que la fonction de
répartition de V'~ est donnée par
Fy- (v) = exp (=sv- (v) (=v)") (5.37)

avec une fonction d’échelle sy - (v) := sy+ (—1/v). Les variables négatives obtenues
sont des extensions des lois de Weibull et elles sont maz-semistable, leur fonction
de répartition vérifie I’équation fonctionnelle

Fy- (v) = Fy- (ve)™. (5.38)

Pour obtenir toutes les variables aléatoires max-semistables de type II, on considere
les variables X~ :=V~ 427, 2~ € R. Cette variable a pour support (—oc,z~) et
pour fonction de répartition

Fx-(z)=exp(—(z7 —2)%sy- (z—27)), 2z <z (5.39)

Cette fonction de répartition vérifie une équation fonctionnelle de type (5.31) a
savoir

Fx- () = Fx- (cx)", x < 2~

avec =z~ (1 —¢).
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Les lois max-semistables de type III

On considere la variable X = logV*. Par la relation (5.34), la fonction de
répartition de X est donnée par

Fx (z) = exp (—sx (z) e ™) (5.40)

avec log (sx (z)) = log (sy+ (%)) .

Les lois des variables obtenues ont pour support R et sont une extension des lois
de Gumbel avec un parametre d’échelle log-periodique. La fonction de répartition
(5.40) vérifie I'équation fonctionnelle de type (5.31) a savoir

Fx(z)=Fx(xz+p)",z€R (5.41)
avec 3 = —logc > 0.

5.4 Propriétés des lois (max)-semistables

Dans les papiers [A4], [A5] et [A6] on a souligné I'importance des lois semis-
tables et max-semisatbles en physique et sciences de l'ingénieur en général en
insistant sur les propriétés de loi limite en statistiques et les propriétés d’autosi-
milarités et de semi-autosimilarités introduites par Sato [55].

5.4.1 Propriétés comme loi limite en statistiques

Les semistables, respectivement max-semistables, sont les seules lois limites
possibles de somme, respectivement de maximum, d’un échantillon de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées correctement normalisées et
qui croit géométriquement. Plus précisement, on peut rappeler les deux résultats
suivants pour les lois semistables et max-semistables.

Les lois semistables comme loi limite en statistiques : Les lois semistables

représentent les seules lois limites possibles de somme géométrique de variables

aléatoires iid correctement renormalisée (voir par exemple [60]). Dans le sens que

si X est une variable aléatoire et si (X},,)m>1 est une suite de variables aléatoires

1id, de méme loi que X, telle qu’il existe deux suites x,, € R et g, > 0, vérifiant
Tn

Xm — 4dn loi
E Tm T ol quand n T 400, (5.42)
On
m=1

avec 1, est une suite d’entiers qui croit vers U'infini et qui vérifie lim,, oo Vn11/Vn =
v > 1, alors X est une variable aléatoire de loi semistable. Pour le domaine d’at-

traction des lois semistables on peut citer Grinevich et Khokhlov[24], Kruglov [61],
Pillai [54] et Shimizu [56].
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Les lois max-semistables comme loi limite en statistiques : De méme les
lois max-semistabes représentent dans la théorie des valeurs extrémes les seules
lois limites possibles de maximum géométrique de variables iid correctement re-
normalisée. Plus présisement, si dans I’équation précédente (5.42) on remplace la
somme par le max, a savoir
X, —x
max —2 "% X asn T +oo (5.43)
m=1,..,Yn O,

alors X est une variable aléatoire de loi max-semistable. Pour le domaine d’attrac-
tion des lois max-semistables, on peut citer Grinevich [23] et Mejzler [48].

5.4.2 Processus autosimilaire et semi-autosimilaire

On rappelle qu'un processus (X;);>o est dit autosimilaire si pour tout a > 0, il
existe b > 0, tel que { X, t > 0} = {bX},t > 0} et il est autosimilaire au sens large
st {Xau,t >0} = {bX:+k(t),t > 0} avec k(t) est une fonction numérique. Les lois
stables et max-stables nous permettent de construire des processus autosimilaires
dans le sens strict lorsqu’elles sont strictement stables et max-stables et au sens
large lorsque ces propriétés sont prises au sens large. En effet les processus de
Lévy associés aux lois stables et les processus extrémaux associés aux lois max-
stables ainsi que ses inverses sont tous autosimilaires. De méme on peut considérer
une notion plus large que l'autosimilarité a savoir la semi-autosimilarité ot on dit
qu'un processus (X;);>o est semi-autosimilaire au sens strict et au sens large si les
propriétés d’autosimilarité rappelées ci-dessus sont vérifiées pour certaines valeurs
de a et non plus pour tout a. Avec cette nouvelle notion, on a les processus de
Lévy associés aux loi semistables et les processus extrémaux associés aux lois max-
semistables ainsi que ses inverses sont tous semi-autosimilaires. Dans les papiers
[A4], [A5] nous avons rappelé ces propriétés avec un langage de variable aléatoire
sans parler des processus associés. Par contre dans le papier [A6], nous avons
considéré le processus de Lévy, le processus extrémal et son inverse et nous avons
donné la structure, les propiétés de ces processus et le lien entre ces trois processus.
La notion de subordination de processus a été également abordé et elle nous a
permis de construire d’autres processus autosimilaires.



Chapitre 6

Extension des lois
(max)-semistables

Les lois semistables et max-semistables sont définies a partir des solutions des
équations fonctionnelles (5.16) et (5.31). Dans le but d’étendre ces notions, nous
avons considéré des équations fonctionnelles plus générales et nous avons étudié
leurs solutions. Ceci a fait I'objet des trois publications [A8], [A9] et [A1ll]. Les
deux premiers sont en collaboration avec Thierry Huillet et le dernier est en Col-
laboration avec Thierry Huillet et Anna Porzio.

6.1 Introduction

L’origine du probleme est motivé par le calcul des lois infiniment divisibles (ID)
des variables aléatoires positives dont les transformées de Laplace-Stieltjes (LST)
vérifient I’équation fonctionnelle

v (p) = H ¢ (cip) (6.1)

avecm > 1,¢>0,v >0,i=1,..,m. Cest une extension des lois semistables a
support [0, +oo[ dont la transformée de Laplace-Stieltjes vérifient 1’équation (6.1)
avec m = 1. Dans la littérature, on trouve par exemple des contributions du
méme type dans Ramachandran et Rao [53] et Shimizu [57]. Plus précisément,
dans le travail de Shimizu, I’équation fonctionnelle (6.1) a été considéré pour des
fonctions caractéristiques mais avec la condition max |¢;| < 1; on cherche donc
des variables aléatoires & support R. On a ainsi introduit dans larticle [A9] une
classe de lois infiniment divisibles qui contient les lois stables et semistables. On
les a appelé les lois semistables généralisées (GSS). Une solution complete de ces
lois avec un lien avec les lois semistables a été donnée. On a également discuté

23
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la propriété d’autosimilarité et on les a présentées comme des lois limites de va-
riables aléatoires indépendantes identiquement distribuées avec une condition de
croissance géométrique aléatoire. Les Théoremes de convergence établis sont com-
parables & ceux de Grinevich [24].

Puis de la méme facon, nous avons cherché a généraliser la notion de max-
semistable, en considérant I’équation (6.1) pour des fonctions de répartition. Ainsi,
nous avons introduit dans le papier [A8] une notion plus générale que la notion de
max-stable et max-semistable, on a obtenu une classe de lois plus large qu’on a
appelé la classe des lois max-multiscaling.

Plus précisément, on a trois types de solutions suivant le support de la loi : les
lois strictement max-multiscaling de type I dont le support est égale a [0, 00| et
la fonction de répartition est solution de I’équation fonctionnelle

m

F)=]]F w/e)" (6.2)

i=1

avecm > 1, ¢; € R{\ {1}, > 0,4 = 1,..,m, les lois strictement max-multiscaling
de type II dont le support est égale a |—00,0] et la fonction de répartition est
solution de la méme équation fonctionnelle et puis les lois max-multiscaling de
type III dont le support est égale a R et la fonction de répartition est solution
de I’équation fonctionelle F' (z) = [[2, F (z + ;)" avec m > 1, 5, € R*, »; > 0,
1 = 1,..,m. Les autres lois sont obtenues par une transformation de décalage et
elles sont toute solution de l'équation fonctionelle F (v) = [[I%, F (v/c; + 5;)™
avecem>1,¢€RL, BieR, v >0,i=1,..,m.

On a aussi discuté l'intérét de ces modeles en physique en soulignant la pro-
priété d’autosimilarité et on a présenté les lois multiscaling comme des lois limites
maximales pour des échantillons géométriquent grand. Les Théoremes de conver-
gence établis sont comparables a ceux de Grinevich [23].

6.2 Les lois semistables généralisées

La solution de I’équation fonctionnelle (6.1) est caractérisé par la fonction struc-
ture

T(@)=> vl qeR
=1

et le nombre |S;|, avec §; = {a € (0,1) : 7 () = 1}. On montre que les valeurs
de «a tel que 7 () = 1 sont des exposants caractéristiques de lois semistables qui
interviennent dans les solutions de (6.1). Ainsi, les valeurs de av > 1 pour lesquels
7 (o) = 1 sont exclues. Plus précisément, on a démontré le résultat suivant.
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Théoreme 11 Soit X une variable aléatoire de lov infiniment divisible et de sup-
port a,o0), a > —oo. Si sa transformé de Laplace est solution de l’équation fonc-
tionnelle (6.1), alors a = 0 et sa mesure de Lévy est donnée par

m(r) =— Z z” s (logz).

Q€S

et pour chaque oy € Sy la paire (o, s (.)) vérifie des conditions d’admissibilité.
En plus, en exploitant les propriétés des fonctions s;(logx), la solution dépend
de la commensurabilité de la suite (logc;, i = 1,...,m). Plus précisément, on a
e si (logc;, i =1,...,m) sont commensurables de période commune log ¢, alors :
(1) |S1] =1 est la solution est une loi semistable.
(17) |S1| = 2 et la solution est le produit de convolution de deux lois semistables.
e Si(logc;, i =1,...,m) ne sont pas commensurables, alors :
(1) |S1] =1 et la solution est une loi stable.
(i7) |S1| = 2 et la solution est le produit de convolution de deux lois stables.

Puis en exploitant la Formule de Lévy-Khintchine, nous avons donné la solution
explicite de I’équation fonctionnelle (6.1).

Proposition 3 Soit X une variable aléatoire de loi semistable généralisée (GSS)
avec une mesure de Lévy

7 (z) =— Z z~ s (logx) (6.3)

€S

avec ay € Sy, (au, 81 (.)) est admissible, et s;(.) est continue et dérivable a droite
et a gauche de chaque point.

e Si (loge;, i = 1,...,m) sont commensurables, alors les fonctions s;(.) sont
constantes avec s, := s;(.). On a

¢x (p) :exp{— > 51;00”},2920

Oz1631

avec 5 = s;I'(1 — ).

e Si(logc;, i =1,...,m) sont commensurables de période logc, alors les fonc-
tions s;(.) sont périodiques de période log c. Si on note par (s,;)nez ses coefficients
de Fourier, alors,

¢x (p) = exp {— > p (logp)} ,p>0 (6.4)

€S

avec §; sont des fonctions positives périodiques de coefficients de Fourier §,; =
S_pil’ (1 — o+ m) ,nE 7.

logec
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On a aussi considéré les variables aléatoires a support [x,00) pour x > —o0
dont la transformée de Laplace satisfait I’équation fonctionnelle

p(p)=e?’ H @ (cip)

pour m > 1, ¢ > 0,v > 0,7 =1,..,m, § € R. Les solutions sont obtenues
en décalant les solutions de 1’équation fonctionnelle (6.1) par x € R, avec z =
B/(L- T ey

Enfin nous avons étudié le caractere autosimilaire des processus stationnaires
associés et on a montré que les lois semistables généralisées peuvent étre vues
comme des lois limites de somme géométrique de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées. Dans une premiere construction et dans un cadre parti-
culier le caractere géométrique a été construit a 1’aide d’un processus de branche-
ment multitype faisant intervenir les données de 1’équation fonctionnelle. Dans un
cadre plus général ce nombre était un processus de Poisson dont I'intensité vérifie
une équation faisant intervenir les données du modele.

6.3 Les lois max-multiscaling

Dans le papier ([A8]), nous avons une extension des lois max-semistables ana-
logue a la généralisation des lois semistables. Les fonctions de répartition de ces
lois, dites multiscaling, sont solutions d’une équation fonctionnelle semblable a
(6.1) & savoir

F (@) =] F (/e +5)" (6.5)

avecm > 1, ¢ >0,7 >0, 6 € R, =1,..,m. ’étude ressemble a celle des
lois semistables généralisées mais elle tient compte des particularités des valeurs
extrémes, elle dépend du support de la loi et elle donne trois types possibles.

Théoreme 12 Les solutions de I’équation fonctionnelle ci-dessus sont caractérisées.
1/8ici#1, 6,=2(1—1/¢) avec T € R, i = 1,..,m, alors on a deux
cas possibles :
(¢) soit le support de la solution est [T,00] et avec 8 = {a > 0: D" e = 1},
on a les solutions de type 1

F(x) =exp— Z (z —F)"* ewallos@=2) g > 7 (6.6)

aeSf
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(i1) soit le support de la solution est]—o0,Z] et avec S = {a > 0: 31" vic;* =1},
on a les solutions de type 11

F(z) = exp — Z (T — x)* ewalos/(@=2) "0 < 77 (6.7)

aeS;

2/ Sic; =1, 0 # 0,1 =1,..,m, le support de la solution est R avec
S = {a >0:3 0" e hie = 1}, on a les solutions de type 111,

F(z) =exp— Z emelemra@) 4 e R (6.8)

aGS;

(o, vy sont admissibles. Plus précisement v, sont des fonctions périodiques bornées
et continues a droites de périodes —logc;, 1 = 1,..,m, en plus x — v, () sont
croissantes.

De la méme fagcon que pour les lois semistables généralisées, on a discuté
I'intérét de ce modele en mettant 'accent sur le caractere d’autosimilarité et en
étudiant ses propriétés statistiques. On a montré comment les lois max-multiscaling
peut étre vues comme des lois limites de maximum d’une famille de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées.

6.4 Etude d’une équation fonctionnelle avec co-
efficients aléatoires

Dans le papier ([A11]), nous avons considéré 1’équation fonctionnelle

F(z)=E (6.9)

M
]i[jf(Cbx)Fi
i=1

avec I est une fonction de répartition complémentaire & support [0, 0o] (F := 1—F,
ou F' est une fonction de répartition). On a M € N* est une variable aléatoire a
valeurs entieres et (C;, 1 > 1) et (I';, © > 1) sont des suites de variables aléatoires
telle que C; > 0, T; > 1. La solution F' de (6.9) est un point fixe de la trans-
formation 7', définie sur I’ensemble des fonctions de répartition complémentaire

par
M

H F (Cﬂ,‘)ri

i=1

TF (z) =E
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Ceci est en lien avec I'équation fonctionnelle associée aux lois max-multiscaling,
introduite ci-dessus et étudié dans le papier ([A8]). En effet, si G est solution de

I’équation fonctionnelle
m

G(z)=]]GC@/e)" (6.10)

i=1

pour un entier m > 1, ¢; > 0et; > 0,4 = 1,..,m alors en posant F (z) = G (1/x)

pour x > 0 et F (x) = 1 pour z < 0, la fonction de répartition complémentaire F
est solution de

F@:Hf@ﬁa (6.11)

Ainsi on peut caractériser les solutions de 1’équation (6.11) et les voir comme une
extension des lois min-semistables et voir ainsi les solutions de notre équation (6.9)
comme une extension des lois min-semistables.

Lorsque les (I';, ¢ > 1) sont a valeurs entieres, le relation (6.9) peut étre représentée
en terme de nouvelles variables aléatoires N € N* et {A;,7 > 1} positive par I'iden-
tité en loi

X < min AX;, (6.12)

1<i<N
avec X; sont des variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X > 0 et indepen-
dantes des variables aléatoires { NN, A;,7 > 1}. Cette identité a été considérée par
Alsmeyer et Rosler [1] avec des coefficients déterministes. La question de trouver
des conditions sous lesquelles une équation de type (6.12) admet des solutions non
triviales a suscité de nombreux travaux dans le cadre de la somme en considérant

I'identité en loi
N

X Z3 AX (6.13)
i=1
ou plus généralement en considérant 1’équation fonctionnelle (6.9) avec des trans-
formées de Laplace au lieu des fonctions de répartition complémentaires. Nous
citons par exemple et par ordre chronologique Mandelbrot [46], [47], Kahane et
Peyriere [32], Holley et Liggett [30], Durrett et Liggett [16], Guivarc’h [25], Liu
[42],[43] et Barral [4].

Sous des hypotheses techniques de type existence de moment, le comportement
local de F en zéro et F est convexe, on montre I'existence de solution pour la
relation (6.9) ; des résultats de caractérisation et d'unicité ont été également établis.
Centrale a I’étude de cette équation fonctionnelle est la fonction structure

M
7(¢) =E|) TiC!|, q€R. (6.14)
=1
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On suppose 7(q) < oo pour tout ¢ > 0, et 7(0) > 1. Le premier résultat d’existence
concerne le cas 7(1) = 1 et 7/(1) < 0, dit le cas spécial. Dans ce cas particulier
le comportement de la solution en 0 a été décrit. Puis, les résultats dans le cas
général sont obtenus par des opérateurs de transport. Les techniques utilisées sont
inspirées des articles de Durrett et Liggett [16] et Liu [42] [43]. Notre résultat sur
'existence est donné par le Théoréme 2.2. du papier [A11].

Théoréme 13 Soit 0 < a < oo tel que 7(a) = 1 et 7' (a) < 0. Deux cas se
présentent

(1) Cas 7' (a) < 0 : st E [Zf\il I;C¢ log, (Zf\il Fin‘)] < 00, alors il existe
une solution non triviale a l’équation fonctionnelle (6.9).

(17) Cas 7' (a) =0 : si E [Zf\il 1,C7 log,, <Zf\i1 FiC’fﬂ < 00 pour tout f < a,
alors il existe une solution non triviale a ’équation fonctionnelle (6.9).
Le comportement des solutions au voisinage de zéro dépend du support des lois
log C;, i > 1 et on dit qu'on est dans un cas lattice si le support est contenu dans
(log¢)Z, ¢ > 0, sinon on dit qu'on est dans un cas non-lattice. On a un théoreme

de caractérisation pour les solutions grosso modo convexe sous la condition de
moment (Hy)

M
(Hs): 36>0:VgeRy, > T,Cf €L,
i=1
Plus précisement, on établit le résultat pour les fonctions de répartition complémentaire
appartenant a l’espace
F(ax)
F(x)

qui contient 'espace des fonctions de répartition complémentaire convexe vérifiant
0~ < F (0)<0.

F:={FcC'R,,[0,1]) : IA >0, ¢ > 0, tel que < ca*, Ya>1, x>0}

Théoréme 14 Supposons que la condition (Hy) est vérifiée et qu’il existe o > 0 tel

que 7 (o) = 1 et 7 (a) < 0. Ensuite, si F est solution de I’équation fonctionnelle

(6.9) et si F € F, alors il existe une fonction s(.) : R—R, qu’on la suppose

continue périodique de période —logc, ¢ > 0, dans le cas lattice, et constante dans

le cas non-lattice, vérifiant x — x%s (—logx) est une fonction croissante, avec
F(x) S

W, <0
z%s (—log x) —elo s 7 (a)

et
F(x) S

—z0l, s 7 () =0.

x|log x| s (—log )
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Inversement, lorsque 7 () = 1 et 7/ () < 0, on montre que pour toute fonction
s(.) : R—R, admissible on peut construire une solution F' de I’équation fonc-
tionnelle (6.9) qui a le comportement décrit dans le Théoreme 14 ci-dessus. Par
admissible, on suppose s vérifie

— dans le cas lattice : s (x) := e~**® avec v une fonction continue & droite
bornée et périodique de période —logc avec x — v () est une fonction croissante,

— et dans le cas non-lattice : s(z) := s > 0 est une fonction constante.

On a également établi dans les Théoremes 4.1 et 4.2 sous la condition (Hj)
des résultats d’unicité dans le sens que si F; et Fy sont deux solutions qui ont le
méme comportement en zéro alors Fy = Fj.



Autres contributions

Dans le domaine des contrats industriels, j’ai mené avec Bernard Lapeyre entre
1992 et 1993 une étude pour le compte d’EDF portant sur une expertise des
méthodes statistiques utilisées pour le calcul d’incertitude associé a un logiciel
de thermohydraulique. Les rapports internes d’EDF [R1992] et [R1993] sont issues
de ce travail.

Depuis octobre 2010, je co-encadre la these de Kaouther Hajji, étudiante de
I’école polytechnique de Tunis, avec Eulalia Nualart et Ahmed Kebaier sur 1’algo-
rithme de Robbins-Monro et la réduction de variance. Cette these a obtenue une
bourse de ’école doctorale de Paris 13.

Contrat de recherche

Mon travail a consisté a étudier des méthodes statistiques en thermohydrau-
lique accidentelle. Au point de vue mathématique, on a une variable aléatoire qui
représente la température et on veut évaluer ses queues de distribution. La simu-
lation est donnée par un logiciel de thermohydraulique et les calculs sont lourds
numériquement. On cherche a obtenir la meilleure approximation de ces queues de
distribution avec un minimum de simulation. Enfin, j’ai comparé dans ce contexte
les méthodes des suites a discrépance faible (Halton, Faure, les transformations
irrationnelles du tore) et des méthodes de réduction de variance a la méthode
classique de Monte Carlo. J’ai également testé l’algorithme de Robbins Monro.
J’ai en particulier mis en évidence que la vitesse de convergence de ces différentes
méthodes dépend de fagon essentielle de la régularité de la quantité a calculer et
de la dimension de notre espace de simulation.

Encadrement de these

Dans cette these, on s’intéresse a évaluer l'espérance d’une fonctionnelle de
la solution d’une équation différentielle stochastique (EDS). Plus précisément, on
veut calculer E[p(X7)],T > 0, avec (X¢)i>0 est solution d’'une EDS multidimen-
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sionnelle, et ot une simulation Monte Carlo est la seule méthode envisageable. Dans
le but d’améliorer les performances des algorithmes, des méthodes de réduction de
variance ont été préconisées dans la littérature. Récemment, deux nouvelles idées
ont été développées séparément, la premiere est basée sur 1'utilisation de 1’algo-
rithme de Robbins-Monro (voir, [2], [37], [40]) et la seconde utilise une extrapola-
tion de type Richardson-Romberg sur l'erreur statistique (voir, [33]).

Dans la premiere partie de ce projet nous avons combiné les deux idées dans
un méme algorithme afin de construire une nouvelle méthode de réduction de
variance. Une étude numérique et théorique a été menée et deux théoremes de type
limite centrale nous ont permis de décrire les choix optimaux des parametres de
I’algorithme. Une prépublication en collaboration avec Kaouther Hajji et Ahmed
Kebaier est en stade avancé de rédaction.



Perspectives scientifiques

Comme on 'a déja expliqué, un probleme classique en finance mathématique
est le calcul de E[¢(X)], avec X := (X});>0 est solution d'une EDS multidimension-
nelle. Ce processus stochastique modélise 'actif sous-jacent risqué et ¢ le pay-off
d’une option qui peut dépendre de la trajectoire de X. C’est le cas des options
exotiques en finance comme les options américaines, les options asiatiques ou les
options barrieres. Une classe tres riche en probabilité qui peut jouer le role de X
et qui donne une extension naturelle aux processus classiques considérés, faisant
intervenir uniquement le mouvement Brownien dans leur dynamique, est la classe
des EDS dirigée par un processus de Lévy. Un exposé plus détaillé sur ce sujet
peut étre trouvé dans les livres de Boyarchenko et Levendorskii [10] et Cont et
Tankov[12]. Plus récemment cette classe de processus a également été largement
utilisée dans la théorie moderne des mesures de risque, voir par exemple Asmus-
sen et Albrecher [3] et Kliippelberg, Kyprianou et Maller [34]. Il y a aussi de
nombreuses applications du processus de Lévy dans la théorie des files d’attente,
la génétique et la biologie mathématique. Motivé par cet axe de recherche et en
continuité avec mes travaux antérieurs, je compte aborder les points suivants.

e Jenvisage d’étudier le probleme d’estimation du drift dans un modele de

Cox-Ingersoll-Ross (CIR) avec sauts. En considérant I'EDS

dXt = (CL — bXt)dt + QU’Xt|th + th, (615)

avec Xg=2>0,a>0,b€R, 0 >0, (W) est un mouvement Brownien
standard et (J;);>0 est un processus a sauts indépendant du Brownien. Ceci
me permettra d’aborder le probleme d’estimation dans un modele a sauts
et le considérer comme une sous classe des processus affines. Par ailleurs et
toujours sur la partie estimation, j'envisage d’étudier 'optimalité des esti-
mateurs dans U'esprit de LeCam et Yang [39] ol on cherchera a établir les
propriétés LAN, LANM ou LAQ.

e Pour mon travail sur la méthode Multilevel Monte Carlo, j’envisage d’étudier
cette méthode pour la discrétisation d’une équation différentielle dirigé par
un processus de Lévy. J'envisage également d’étudier cette méthode dans le
cadre du schéma de Milstein d’ordre 2.
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e Enfin, je continurai a encadrer la these de Kaouther Hajji ou nous envisa-
geons de remplacer le mouvement Brownien par un processus de de Poisson
composé voire un processus de Lévy et d’étudier si les méthodes de réduction
de variance considérées dans le cas du Brownien s’adaptent a ce type de dif-
fusions a sauts.



Recueil des articles

J’ai choisi les papiers [A4], [A8], [A9], [A10] et [A12] cités avec cette numérotation
dans le chapitre liste des publications de ce document. J'invite également le lecteur
de consulter les prépublications [P1] et [P2].

[A4] : Rate of convergence for computing expectations of stopping functionals
of an a—mixing process. En collaboration avec Gilles Pages. Advances in Applied
Probability , 30, 425-448(1998).

[A8] : On max-multiscaling distributions as extended max-semistable ones. En
collabaration avec Thierry Huillet. Stochastic Models , 20(4), 493-512, (2004).

[A9] : On a functional equation genelatizing the class of semistable distribu-
tions. En collabaration avec Thierry Huillet. Annals of the Institute of Statistical
Mathematics , 57(4), 817-831, (2005).

[A10] : Probabilistic approximation of a nonlinear parabolic equation occuring in
rheology. En collabaration avec Benjamin Jourdain. Journal of Applied Probability
44(2), 528-546, (2007).

[A12] : Parameter estimation for the square root diffusions : ergodic and noner-
godic cases. En collabaration avec Ahmed Kebaier, accepter a Stochastic Models.

[P1] : Asymptotic behavior of the maximumm likelihood estimator For ergodic
and nonegodic square root diffusions. En collabaration avec Ahmed Kebaier.

[P2] : Central limit Theorem for the multilevel Monte Carlo Euler method and
Applications to Asian options. En collabaration avec Ahmed Kebaier.
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