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Feuille d’exercices 8

Exercice 1 Entre une datet =0 et t = N, on a échangé sur un marché financier d > 1
titres, dont les priz & la date n € {0,---, N} sont notés S},---,S%.  Ceci représente les
actifs a risque, auquel on rajoute un actif sans risque de priz (S°)o<n<n. On note S, =
(89,81 ... S84, n e {0,---,N}. On appelle stratégie de gestion de portefeuille, tout pro-
cessus ¢ = (¢pn)o<n<n prévisible pour la filtration F,, = o(So, -+, Sn). Pour un portefeuille
géré par la stratégie ¢, ¢, = (HO, H', -+, HY) avec H! est la quantité d’actif (i) a la date n.

1. Quelle est la valeur du portefeuille V,(¢) a l'instant n détenu par l'agent dont la
stratégie est ¢p?

2. Rappeler la définition d’une stratégie de gestion de portefeuille ¢ autofinancée. Montrer
que st le priz actualis est une martingale et que la stratégie autofinancée est bornée

alors le processus des valeurs du portefeuille actualis (V,,(9))o<n<n €st une martingale.

3. Montrer que pour une stratégie autofinancée
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Quelle est la signification financiére d’un tel résultat?

Exercice 2 Soient Q0 = {0,1}Y, P(Q) Uensemble des parties de 2 et P une probabilité sur
(Q,P(Q)). Pour tout 1 <i < N, on définit la variable aléatoire ¢; par

gi(w) = wy,

0t w= (wy,...,wyn). Soit 0 <a<b, on pose S° = (1+7r)", Sy=s et

n

Sn:SoH(1+a+(b—a)ei), 1<n< N

i=1

ot Sg est un nombre positif donné.

SY est le priz de référence de lactif sans risque dans un marché financier, S, est le priz
d’un actif risqué et N est [’échéance d’un call européen sur lactif risqué. La filtration de
Uinformation est simplement la filtration canonique du processus (Sy)o<n<n -

Soit r €la,b[, on pose p = (b —1r)/(b— a) et on suppose que les variables aléatoires
(e1,-++,en) sont indépendantes identiquement distribuées de loi de Bernoulli de paramétre
1—p. Onapourtout 1 <i < N,P(e;=0)=petP(e;=1)=1—p.



1. Vérifier qu’il s’agit du modéle de Cox-Ross-Rubinstein. Montrer que le marché est
viable et complet.

2. On note ¢, la valeur, a linstant n, d’un call européen sur lactif risqué au prizc
d’exercice K. Montrer que c, peut s’écrire sous la forme: ¢, = p(n,S,), ot ¢ est
une fonction que l'on explicitera a ’aide de K, a,b et r. On rappelle que Fy est la tribu
triviale, Fo = {0,Q} et que F, = 0(S1,...,5,) =o(e1,-+,en), 1 <n< N.



