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Exercice 1: Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires de loi exponentielle de parametre
n. Montrer que X,, converge en probabilité vers 0.

Exercice 2 : Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires. Pour tout n € IN, la densité
de X, est donnée par fn(r) = L.
1/ Démontrer que f,, est une densité.
2/ Peut on calculer IE(X,).

3/ Démontrer que X,, converge en probabilité vers 0.

Exercice 3 : Un joueur mise une somme m avec une probabilité de gagner % Il adopte la
stratégie suivante : s’il gagne il s’arréte de jouer et s’il perd il double sa mise et il rejoue avec
la méme stratégie. Démontrer que le joueur récupere presque sirement sa mise. (On notera
par G, (w) le gain a 'issue de I'étape n et montrera que G,, converge presque surement vers
m).

Exercice 4 : Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur [0, 1]. Pour n > 1,
on considere la variable aléatoire définie par

1
n

Y, =2" si 0< X<
0 ailleurs

1/ Etudier la converge presque sure de la suite (Y},),en-
2/ Etudier la convergence en norme L? de la suite (Y},)nen-
3/ Etudier la convergence en probabilité de la suite (Y},)nen.

4/ Quelle lecon tirer de cet exercice.

Exercice 5 : Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires absolument continues. La densité
de probabilité du couple est la fonction de deux variables x et y définie par :

h(x,y):{ kz?y st (z,y) € [-1,1][0, 1]

0 sl non



1/ Déterminer en fonction de la constante k les densités marginales f(z) et g(y) des
variables aléatoires X et Y. En déduire la valeur de la constante k.

2/ Déterminer la densité de la variable aléatoire X conditionnée par I'événement [Y = y|
et celle de la variable Y conditionnée par I'événement [X = z].

3/ Les variables aléatoires X et Y sont elles indépendantes en probabilité?

Exercice 6 : Soit (X, Y') un couple de variables aléatoires absolument continues. La densité
de probabilité du couple est la fonction de deux variables x et y définie par :

ke Y si O<sz<l
h(z,y) = Ty
0 sl non

1/ Déterminer en fonction de la constante k les densités marginales f(z) et g(y) des
variables aléatoires X et Y. En déduire la valeur de la constante k.

2/ Déterminer la densité de la variable aléatoire X conditionnée par I’événement [V = y]
et celle de la variable Y conditionnée par I’événement [X = x].

3/ Les variables aléatoires X et Y sont elles indépendantes en probabilité?

Exercice 7: Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires absolument continues. La densité
de probabilité du couple est la fonction de deux variables x et y définie par :

katye @) s (2,y) € (Ry)?
h(z,y) = { 0 sl non

1 Déterminer les densités marginales f(x) et g(y) des variables aléatoires X et Y. En
déduire la valeur de la constante k.

2 Déterminer la densité de la variable aléatoire X conditionnée par I’événement [Y = y]
et celle de la variable Y conditionnée par I'événement [X = z].

3 Les variables aléatoires X et Y sont elles indépendantes en probabilité?

4 Soit Z = X +Y, déterminer la densité s(z) de la variables aléatoire Z.

Exercice 8 : Soit (7});enune suite de V.A.R. exponentielles de parametre a > 0 .On
suppose que les T; sont mutuellement indépendantes.

1 Soit Sy = T7 + T5. Déterminer la loi de Ss.

2 Soit S, =T1 + 1Ty + -+ + T,. Déterminer la loi de S,, et [E(S,,).



Exercice 9 : Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes, identiquement dis-
tribuées de loi uniforme sur [0, a]. Calculer la loi de X + Y par deux méthodes différentes.

Exercice 10 : Soit (Xi, X2) un couple de variables aléatoires absolument continues. La
densité de probabilité du couple est la fonction a deux variables x; et x5 définie par

1 Si(l‘l,l’g) S [O, 1][0, 1]
0 sinon

[z, 22) I{

Déterminer la densité du couple Y = (Y1,Y3) avec Y = % et Yo = X1 + Xo.

Exercice 11 : Soit X, Xy deux variables aléatoires indépendantes, identiquement dis-
tribuées selon la loi exponentielle de parametre 1. Déterminer la densité du vecteur
Y = (Y1, Y3) donné par Y} = %, et Yo = X7 + X2

Exercice 12 : Montrer que pour o > 0 et 5 > 0, la fonction

IN(
0 sl non

B¢ ,.a—1,—Bz : >0
T4 e si x>
fap(@) = { )

est une densité de probabilité. Une variable aléatoire X qui a pour densité cette fonction est
appelée une variable aléatoire v de parametres « et (3, notée v(«, ).
Soit X une variable aléatoire de loi (a1, 1) et X5 une variable aléatoire de loi y(aw, 1).

On suppose que X7 et X, sont indépendantes. Déterminer la densité du vecteur

Y = (Y3, Ys) donné par Y] = ﬁ, et Yo = Y] + Y5.. Que peut-on dire de Y; et Y5.

Exercice 13 : Soient X et Y des variables aléatoires indépendantes de loi de densité :

= L_ & |z| <1
0 si non

et

sl non

y2 .
fy(y>:{ge 7 osioy>0

Trouver la loi de XY = Z.



