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Exercice 1 Soit (Xn) une suite de variables aléatoires indépendantes telles que

P (Xn =
√
n) = P (Xn = −

√
n) =

1

2
.

On pose Yn = 1
n
(X1 + . . .+Xn).

a) Calculer la fonction caractéristique de Yn.
b) Etablir pour |ak| ≤ 1, |bk| ≤ 1, k = 1 . . . n l’inégalité |∏n

1 ak −
∏n

1 bk| ≤
∑n

1 |ak − bk|. En
déduire une estimation de |φYn(t)−

∏n
1 exp(− t2k

2n2 )| puis la limite en loi de (Yn).

Exercice 2 Soient (Xn) et (Yn) 2 suites de variables aléatoires qui convergent en probabilité
vers X et Y.
a) Montrer que (aXn + bYn) converge en probabilité vers aX + bY .
b) Plus généralement, si f : IR2 → IR est uniformément continue alors f(Xn, Yn) converge
en probabilité vers f(X, Y ).

Exercice 3 Soient (Xn) et (Yn) 2 suites de variables aléatoires qui convergent en loi vers X
et Y.
a) Montrer que (Xn + Yn) ne converge pas forcément en loi vers X+Y. Même question pour
le produit (Xn.Yn).
b) On suppose que Y=a (a ∈ R) p.s. Montrer que (Yn) converge en probabilité vers a.

Exercice 4 Soient (an) et (bn) 2 suites réelles, bn > 0. Etudier les suites (δan) et N (an, bn).

Exercice 5 Soit f une fonction continue et bornée sur IR+ montrer que :

lim
n→∞

∑
k≥0

e−λn
(λn)k

k!
f(
k

n
) = f(λ).

Démontrer que si f est continue sur [0, 1] et p ∈ [0, 1] alors

lim
n→∞

n∑
k≥0

Ck
np

k(1− p)n−kf(k
n
) = f(p).

Exercice 6 Soit (Xn) une suite de variables indépendantes de même loi e−x1x>0.
a) Calculer la loi de Sn = X1 + . . .+Xn.
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b) On pose Zn = Sn−n√
n

; calculer φZn ainsi que sa limite quand n tend vers l’infini.

c)Montrer que

lim
n→∞

∫ ∞
0

xn−1

(n− 1)!
e−xdx =

1

2
.

d) Soit fn la densité de Zn; à l’aide de l’inversion de Fourier trouver limn→∞ fn(0).
e) En déduire la formule de Stirling.

Exercice 7 L’hypothèse de variables intégrables ne peut être supprimée dans la loi (forte,
ou faible) des grands nombres :
Soit (Xn) une suite de v.a.r. indépendantes équidistribuées suivant la loi de Cauchy de
paramètre a.
a) Quelle est la loi de Yn = X1+···+Xn

n
?

b) Quelle est la loi de Yn+p − Yn.
c) En déduire que Yn ne converge pas en probabilité donc pas non plus presque sûrement.

Exercice 8 Calculer la transformée de Fourier de la fonction définie par f(t) = cos t si
t ∈ [−π

2
, π
2
] et f(t) = 0 sinon. En déduire sans calcul les intégrales suivantes:

∫ ∞
−∞

cos πx
2

1− x2
dx

∫ ∞
−∞

cos2 πx
2

1− x2
dx

∫ ∞
−∞

cos2 πx
2

(1− x2)2
dx.
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