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Exercice 1 Démontrer que, si τ est un temps d’arrêt :

Fτ = {A ∈ F , pour tout t ≥ 0, A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft}

définit une tribu et τ est Fτ -mesurable.

Exercice 2 Démontrer que si S est un temps d’arrêt déterministe s alors FS = Fs.

Exercice 3 Soit S et τ deux temps d’arrêt, tels que S ≤ τ . Démontrer que Fs ⊂ Fτ .

Exercice 4 Soient T, λ des réels positifs et (Mt)0≤t≤T une (Ft)-martingale continue. On
suppose que E(M2

T ) est fini. Posons M∗
t = sup0≤s≤t |Ms| .

1. Démontrer que (|Mt|)0≤t≤T une sous-martingale.
2. Montrer que

λP{M∗
T ≥ λ} ≤ E

(
|MT |1{M∗

T≥λ}
)

(Utiliser le théorème d’arrêt pour la sous-martingale |Mt| entre τ ∧ T où τ = inf{t ≤
T, |Mt| ≥ λ} (si cet ensemble est non vide, +∞ sinon) et T ).

3. Déduire du résultat précédent que, si A est positif :

E
(
(M∗

T ∧ A)2
)
≤ 2E ((M∗

T ∧ A)|MT |) .

4. Démontrer que, E(M∗
T

2) est fini et que

E
(

sup
0≤t≤T

|Mt|2
)
≤ 4E(|MT |2).

Exercice 5 Soient S et τ des temps d’arrêt par rapport à une filtration Ft et Mt une mar-
tingale continue.

1. Démontrer que si S et τ sont deux Ft-temps d’arrêt alors S ∧ τ = inf(S, τ) et S ∨ τ =
sup(S, τ) sont des Ft-temps d’arrêt.

2. Supposons S temps d’arrêt borné. En utilisant le temps d’arrêt S ∨ s et le théorème
d’arrêt démontrer que :

E
(
MS1{S>s}|Fs

)
= Ms1{S>s}.

3. En déduire que, si s < t :

E
(
MS∧t1{S>s}|Fs

)
= Ms1{S>s}.

4. En utilisant le fait que MS∧s est Fs mesurable, montrer que t → MS∧t est une Ft
martingale.


