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Feuille d’exercices 3

Exercice 1 Démontrer que, st T est un temps d’arrét :
F.={AeF, pourtoutt>0,AN{r <t} € F}

définit une tribu et T est F.-mesurable.
Exercice 2 Démontrer que si S est un temps d’arrét déterministe s alors Fs = F.
Exercice 3 Soit S et 7 deux temps d’arrét, tels que S < 7. Démontrer que Fs C F;.
Exercice 4 Soient T, \ des réels positifs et (M)o<i<r une (F;)-martingale continue. On
suppose que B(M7) est fini. Posons M} = supg<,<, | M| .

1. Démontrer que (|My|)o<i<r une sous-martingale.

2. Montrer que
AP{M; > A} < E (|Mr| 1ia>ay)

(Utiliser le théoreme d’arrét pour la sous-martingale |My| entre 7 AT ou 7 = inf{t <
T, | M| > A} (si cet ensemble est non vide, +00 sinon) et T').

3. Déduire du résultat précédent que, si A est positif :
E ((M; A A)?) < 2B ((Mj A A)|My).

4. Démontrer que, B(M3?) est fini et que

E < sup |Mt|2> < 4E(| My ]?).

0<t<T
Exercice 5 Soient S et 7 des temps d’arrét par rapport a une filtration F; et M; une mar-
tingale continue.

1. Démontrer que si S et T sont deux Fy-temps d’arrét alors SAT =inf(S,7) et SV T =
sup(S, 1) sont des Fy-temps d’arrét.

2. Supposons S temps d’arrét borné. En utilisant le temps d’arrét SV s et le théoréme
d’arrét démontrer que :

E (M31{8>s}‘*/fs) = M51{8>s}-
3. En déduire que, si s <t :
E (Msplisssy|Fs) = Mol(sss}

4. En utilisant le fait que Mgns est Fs mesurable, montrer que t — Mgy, est une F;
martingale.



