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Feuille d’exercices 5

Exercice 1 Soient (Ω,F , (Fn)n≥0) un espace filtré, τ et ν deux temps d’arrêt de la filtration
(Fn)n≥0, Fτ (resp. Fν) la tribu des v́énements antérieurs à τ (resp. ν). Montrer que

1. τ ∧ ν, τ ∨ ν, τ + ν sont des temps d’arrts

2. si τ ≤ ν alors Fτ ⊂ Fν

3. Fτ∧ν = Fτ ∩ Fν

Exercice 2 Soient X une v.a. aléatoire positive ou intégrable et ν un temps d’arrêt. Posons,
pour tout n ∈ N̄, Xn = E(X|Fn). Montrer que E(X|Fn) = Xν p.s..

Exercice 3 Soit (Yn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi donnée
par P(Yn = 1) = p = 1−P(Yn = −1) = 1−q. On définit (Sn)n∈N par S0 = 0 et Sn =

∑n
k=1 Yk.

1. Soit T = Ta,b = inf{n ≥ 0, Sn = −a ou Sn = b} (a, b ∈ N). Montrer que T est un
temps d’arrêt.

2. On suppose que p = q = 1
2
, déduire de E(ST ) la probabilité de l’événement (ST = −a).

3. Montrer que Zn = S2
n − n est une martingale, déduire de E(ZT ) la valeur de E(T ).

4. On suppose que p > q et on pose µ = E(Yk). Montrer que

Xn = Sn − nµ et X ′n = (
q

p
)Sn

sont des martingales. En déduire P(ST = −a) et E(T ).

Exercice 4 Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires positives indépendantes et intégrables.

On pose E(Xk) = mk, S0 = S̃0 = 1, Sn = 1 +
∑n

k=1Xk S̃n = 1 +
∑n

k=1

∏k
p=1Xp,

Fn = σ(X1, · · · , Xn) pour n ≥ 1, F0 la tribu triviale.

1. Vérifier que (Sn)n∈N et (S̃n)n∈N sont des Fn sous martingales.

2. Démontrer que pour tout n et tout a > 0 :

P[sup
p≤n

Sp > a] ≤ 1 +
∑n

k=1mk

a

P[sup
p≤n

S̃p > a] ≤
1 +

∑n
k=1

∏k
p=1mp

a



3. On suppose que Xk suit la loi exponentielle de paramètre λk pour tout k. Calculer la
transformée de Laplace E(exp(−tXk)) de Xk.

4. Pour tout réel positif α on pose Zk = α+λk

λk
exp(−αXk), k ≥ 1. Montrer que Mn =∏n

k=1 Zk, n ≥ 1, définit une Fn−martingale.

5. Montrer que (Mn)n≥1 converge p.s.


