Master math-info 2012-2013
Travaux dirigés de Statistique 1
Quelques familles paramétriques et leurs propriétés

Exercice 1 1. Montrer que pour tout A >0 I'(\) = [[Z 2 e "dz < oc.
2. Montrer par une intégration par partie que I'(A + 1) = AI'(A).
3. Calculer T'(1) et en déduire que pour tout n € N, I'(n + 1) = nl.

40 o= drdh. En

4. Montrer que I'(1/2) = fj_;o e~¥'dy. Montrer alors que /2% = ;" J,

déduire que I'(1/2) = /.

_@=m)?
V26
Si X est une v.a.r de loi f,, ,2(z)dz, on dira que X est un v.a. gaussienne de loi N(m,a?)
(noté X ~ N(m,02)). On rappelle que sa fonction caractéristique est donnée par E(e'X) =
exp(itm — t202/2).
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Exercice 2 Pourtoutm € R et tout o, on considere la famille de densité f,, ,2(v) =

1. Montrer que si X ~ N(0,1) alors Y =m +oX ~ N (m,0?).
2. En déduire que si X ~ N(m,o?) alors E(X) =m et Var(X) = o2.

3. Montrer que si X1 ~ N(mi,0}), Xo ~ N(ma,03) et X1 est indépendante de Xz, alors
X1 4 Xo ~ N(mq + ma,0? + 03).

4. Montrer que le modéle statistique associé a un n-échantillon (X1, Xo,- -+, X,,) de loi N'(m, o?)
est un modéle exponentiel.

5. Trouver des estimateurs fortement consistants et sans biais de m et o2.

Exercice 3 Pour tout o > 0 et A > 0, on considére la famille de densités sur Ry définie par
Yra(T) = arzr "1™ /T (N). Si X est une v.a.r. de loiyxo(x)dx sur R+, on dira que X ~ T(), ).
On rappelle que sa fonction caractéristique est donnée par E(e™X) = (1 — g)_)‘.

1. Montrer que E(X?) = a'T'(A +1)/T(N\). En déduire que E(X) = \/a et Var(X) = \/a?.
2. Montrer que si X ~T'(\, 1) alors X/a ~T'(\, «).

3. Montrer que si X1 et X9 sont deuzx v.a.r. indépendantes de lois respectives I'(\, a) et T'(\, @)
alors X1 + Xo ~ (A + Ao, ).

4. Montrer que le modéle statistique associé a un n-échantillon (X1, Xa,---,X;,) de loi T'(\, «)
est un modéle exponentiel.

5. Donner une statistique exhaustive du modéle.



6.

Trouver des estimateurs fortement consistants de o et A.

Exercice 4 Pour tout o > 0, on dit qu’une v.a.r. suit une loi exponentielle de paramétre o st
X ~T'(1,a). En particulier, la densité est portée par Ry et est donnée par ae™**.

1.
2.

I R

Montrer que si X ~ E(a), alors E(X) =1 et Var(X) = i

Montrer que le modéle statistique associé a un n-échantillon (X1, Xo,- -+, Xy) de loi E(a) est
un modeéle exponentiel.

Donnner la statistique privilégée du modéle.

Trouver un estimateur fortement consistant de a. Calculer son biais.
Calculer son risque quadratique.

Trouver un estimateur sans biais de a.

Montrer en utilisant un théoréme du cours que cet estimateur est un estimateur de variance
minimale.

Exercice 5 Pour tout 6 € [0, 1], on dit qu’une v.a.r X suit une loi de Bernouilli B(0), si la loi de
X est donnée par P(X =1)=1-P(X =0) = 6.

1.
2.

Calculer E(X) et Var(X).

Montrer que le modéle statistique associé a un n-échantillon (X1, Xa,---,X,) de loi B(9) est
un modéle exponentiel.

Soit X, la moyenne empirique. On cherche a estimer la variance 6(1 — 0). On se propose
Vestimateur T' = X, (1 — X ).

(a) Montrer que T n’est pas un estimateur sans biais de la variance.

(b) Montrer qu’il existe un estimateur sans biais S de la variance multiple de T .

(¢c) Montrer en utilisant un théoréme du cours que cet estimateur est un estimateur de
variance minimale.

Exercice 6 Pour tout A > 0, on dit qu’une v.a.r. X suit une loi de Poisson de paramétre A (noté
X ~P(N)) silaloi de X est donnée par

PLEEN
P(X =k) = e

. Calculer E(tX) pour tout t € R.

Calculer E(X) et Var(X).

Montrer que le modéle statistique associé a un n-échantillon (X1, Xo, -+, X,,) de loi P(\) est
un modeéle exponentiel.

Trouver un estimateur fortement consistant de \. Est-il sans biais?

On cherche maintenant & estimer e, probablité pour que sur { expériences futures, on
observe toujours 0. On propose lestimateur, e X . Est-il sans biais?



