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Résumé. Le but de ce séminaire est d’étudier la théorie d’obstruction, définie
par Goerss et Hopkins [12, 13], pour l’existence d’un spectre E∞ représentant

une théorie de cohomologie donnée et de l’appliquer aux spectres de Lubin-

Tate, le résultat obtenu améliorant le théorème de Hopkins-Miller [19]. Cette
théorie d’obstruction utilise des techniques d’une portée plus générale : décom-

positions d’espaces de modules à la Dwyer-Kan [4] ; opérades et cohomologie

de André-Quillen.

Le problème de réalisation considéré dans ce séminaire se résume comme suit.
Toute théorie de cohomologie est représentée par un spectre dans la catégorie d’ho-
motopie stable. Une structure multiplicative (commutative) est représentée par un
produit qui est commutatif et associatif à homotopie près. Pour certaines applica-
tions il est essentiel de disposer d’une structure multiplicative plus rigide, à savoir
une structure E∞ ; du point de vue moderne, un spectre muni d’une structure E∞
est équivalent à un monöıde commutatif dans une catégorie de spectres munie d’un
produit smash qui est strictement associatif et commutatif. On se pose les deux
questions suivantes :

(1) Pour une théorie de cohomologie multiplicative donnée, existe-t-il un spectre
E∞ qui la représente ?

(2) Une transformation naturelle entre deux théories de cohomologie multipli-
catives est-elle représentée par un morphisme E∞ ?

Ces problèmes s’abordent à l’aide de théories d’obstructions, dans la lignée des
constructions de Robinson. Dans l’approche de Goerss et Hopkins, on passe par une
étude à la Dwyer-Kan d’espaces de modules correspondant au problème (1). Il s’agit
d’abord de démontrer que l’espace de modules est non-vide et ensuite de comprendre
son type d’homotopie. Pour ce faire, on décompose l’espace de modules en utilisant
des tours de Postnikov avec des invariants qui font intervenir une cohomologie
d’André-Quillen.

L’application de la théorie visée par le séminaire est une version “commutative”
du théorème de Hopkins et Miller [19]. Une conséquence de ce théorème est la
construction de théories de cohomologie qui généralisent la K-théorie orthogonale,
KO (voir [9, 10]). La K-théorie orthogonale peut être obtenue à partir de la K-
théorie unitaire KU par passage aux points fixes (homotopiques) par l’action de
Z/2 correspondant à la conjugaison complexe. Dans la généralisation, on remplace
KU par un spectre de Lubin-Tate et le groupe Z/2 par un groupe fini convenable,
qui agit par des morphismes E∞.

Une autre motivation des travaux de Goerss et Hopkins est la construction du
spectre tmf des formes modulaires topologiques [15]. Ce spectre est relié à des
questions d’origines géométriques (propriétés du genre elliptique de Witten, inva-
riance modulaire). Il a des applications importantes en théorie d’homotopie stable
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et s’insère dans la suite naturelle classique de spectres E∞ : la cohomologie sin-
gulière HZ, la K-théorie connexe ku, tmf , le cobordisme complexe MU .

Le groupe de travail abordera les thèmes suivants :

(1) Catégories modèles [18, 16, 14, 3]
Notions de base sur les catégories modèles, les catégories modèles simpli-
ciales, la cellularité et la localisation à la Bousfield.

(2) Espaces de modules à la Dwyer-Kan [4, 12, 13]
Les espaces de modules à la Dwyer-Kan et leur décomposition en termes
des monöıdes d’auto-équivalences d’objets. Exemples : espaces de modules
d’un objet, de diagrammes d’objets . . .

(3) Théorie d’homotopie stable [1, 17, 8]
L’existence d’une catégorie adaptée de spectres, munie d’une structure
symétrique monöıdale, en suivant l’approche axiomatique de [12, 13], et
l’exemple : les spectres symétriques.

(4) Théorie d’homotopie des algèbres sur une opérade [19, 12, 13]
L’introduction du cadre général qui permet l’étude des spectres E∞ : les
opérades et opérades simpliciales ; algèbres sur une opérade ; spectres sim-
pliciaux et algèbres sur une opérade simpliciale.

(5) Catégories modèles de résolution [2, 12, 13]
Les catégories modèles de résolution d’après Bousfield ; l’application aux
résolutions de spectres par rapport à une théorie d’homologie qui satisfait
à la condition d’Adams.

(6) Algebröıdes de Hopf et comodules [11]
Éléments de la théorie d’homotopie des comodules sur un algebröıde de
Hopf.

(7) Cohomologie d’André-Quillen [18, 12, 11, 13]
Cohomologie d’algèbres sur une opérade ; la théorie pour les algèbres en
comodules sur une algebröıde de Hopf. Systèmes de Postnikov pour des
algèbres simpliciales.

(8) L’espace de modules des réalisations [12, 13]
L’étude du type d’homotopie d’un espace de modules à la Dwyer-Kan.

(a) [7, 6, 5] Notions d’homotopie dans une catégorie modèle de résolution ;
les suites exactes spirales en homotopie ; suites spectrales associées à
la réalisation géométrique.

(b) La tour de Postnikov de l’espace de modules ; objets d’Eilenberg-
MacLane ; la théorie d’obstructions.

(9) Calcul de la cohomologie d’André-Quillen [12, 11, 13, 19]
Les techniques de calcul de la cohomologie associée à la théorie d’obstruc-
tions de structures E∞ - et (éventuellement) l’application aux spectres de
Lubin-Tate, la théorie d’Hopkins-Miller version E∞.
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[11] P. G. Goerss and M. J. Hopkins. André-Quillen (co)-homology for simplicial algebras over
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