Algebres pré-Lie et algébres de Lie tordues

d’apreés Travis Schedler

Ce texte détaille les objets et les résultats de l'article [13].

Notations. K est un corps commutatif quelconque. Les objets considérés (algébres de Lie,
algebres associatives. .. ) seront tous considérés sur K.
1 Algébres pré-Lie

1.1 définition et exemples

Définition 1 Une algébre pré-Lie (4 gauche) ou algébre symétrique gauche ou algébre de
Vinberg est un couple (g, o) ou g est un K-espace vectoriel et o : gog — g, avec les compatibilités
suivantes : pour tous z,y, 2z € g,

(zoy)oz—wo(yoz)=(yor)oz—yo(wox).
Remarque. Une algébre pré-Lie & droite vérifie :
(zoy)oz—wo(yoz)=(zoz)oy—wzo(zoy).

Si (g,0) est pré-Lie a droite, alors (g, —o°) est pré-Lie & gauche : on se contentera d’étudier les
algébres pré-Lie a gauche.

Proposition 2 Soit (g,0) une algébre pré-Lie. Alors [x,y] = x oy — y o x définit un crochet
de Lie sur g.

Preuve. Ce crochet est évidemment antisymétrique. Démontrons I’égalité de Jacobi.

[z, y], 2] + [ly; 2], 2] + [z, 2],9] = (zoy)oz—(yox)oz—zo(zoy)—z0(you)
+(yoz)or—(zoy)oxr—wo(yoz)+wo(zoy)
+(zox)oy—(zoz)oy—yo(zox)+yo(zoz)

= (zoy)oz—(zoy)ox—yo(z0z)+zo(yox)
+(yoz)ox—(z0y)ox—yo(zox)+20(yox)
+(zox)oy—(zoz)oy—zo(zoy)+zo(zoy)
= 0+0+0.

Donc (g, [—, —]) est une algébre de Lie. O

Remarques.

1. L’axiome pré-Lie peut alors étre reformulé de la fagon suivante :
[z,y]oz=wz0(yoz) —yo(xoz).

Autrement dit, (g, o) est un (g, [—, —])-module & gauche.



2. Il existe d’autres types d’algébres induisant une structure d’algébre de Lie par antisymé-
trisation : voir [5] pour d’autres exemples.

Exemples
1. Les algébres associatives sont évidemment pré-Lie.
2. Soit g l’algebre de Lie des dérivations de K[z] : g = {P(z)0 | P(x) € K[z]}, ou O est la
dérivation par rapport a x. Le crochet de Lie de g est donné par :
[P(2)0, Q(2)0] = (P(2)0Q(x))0 — (Q(x)0P(x))0.
On pose :
(P(2)0) 0 (Q(x)9) = (P(x)0Q(x))0.
Il s’agit bien d’un produit pré-Lie induisant le crochet de Lie de g : en effet,
P(@)0 o Q)00 R2)d) — (P()9 0 Q(a)0) o R(x)D
= P(z)0(Q(x)0R(z))0 — P(x)0Q(x)0R(x)d
= P(2)0Q(z)0R(2)d 4+ P(x)Q(x)d*R(x)d — P(2)0Q(x)OR(x)d
= P(2)Q(z)d*R(z)0.
Cette expression étant symétrique en P(x) et Q(z), on a bien un produit pré-Lie. Plus
généralement, les algébres de Lie Der(K[X1,...,X,]) ou Der(K[Xlﬂ, ..., X;H1]) sont preé-
Lie.
3. Soit grap = Vect(e; | i > 1) et soit A € K. On définit un produit sur grgp par e; o e; =
(j + Aeiqj. Pour tout 7,5,k > 1 :
(eioej)oer —eio(ejoer) = (J+A)(k+Neipjn— B+ +k+ Neitjpr
= —k(k+ Neitjtk€itjtk-
Cette expression étant symétrique en 4, j, grqp est pré-Lie. Le crochet associé est donné
par [e;,e;] = (j — i)e;y; et ne dépend dond pas de A. Cette algébre de Lie est 'algébre
de Faa di Bruno, associée au groupe des difféomorphismes formels de la droite tangeant a
I'identité.

4. Soit T l'ensemble des arbres enracinés :
T—{.,I, viv vyl }

Soit gr = Vect(T). On définit un produit sur T par :
tot' = Z greffe de t sur s'.

s’ sommet de #/

:o\/:KVJrL/Jr\j:LVjLQL/.

Il s’agit bien d’un produit pré-Lie : si t,¢,t” sont trois arbres enracinés,

Par exemple,

to(t'ot’")—(tot')ot" = Z greffe de ¢’ sur s”, t sur &'
et s' et/ Ut
- Z greffe de t/ sur s”, ¢ sur ¢
s'et!, s'et!
= Z greffe de t sur s, t/sur s”.
5/75//€t//
Cette expression est symétrique en ¢ et . D’autre part, on peut montrer que cette algébre
pré-Lie est librement engendrée par . [2].



5. Soit g une algébre de Lie N-graduée, connexe (autrement dit, gg = 0). On pose alors, pour
tous x,y € g, homogénes,

_ deg(y) 2, 4]
deg(z) +deg(y) """

Ceci a bien un sens car deg(z) + deg(y) > 0 par connexité de g. Alors, pour tous z,y € g,
homogeénes,

Toy

deg(z)

toy_yor— deg(y) B
deg(x) + deg

= Teg(@) + deg(y) Y

W) ly, z] = [z, 9],

donc ce produit induit par antisymétrie le crochet de Lie de g. D’autre part, si x,y, z € g,
homogénes,

(zoy)oz—ao(yoz)—(yox)oz+yo(roz)

_ deg(z) deg(y) (2 4], 2]
deg(x) + deg(y) + deg(2) deg(x) + deg(y) ™ """
~ deg(y) +deg(2) deg(z) @ [y, 2]]
deg(x) + deg(y) + deg(2) deg(y) + deg(z) "™
_ deg(x) deg(z) . 2], 2]
deg(x) + deg(y) deg(z) + deg(y) + deg(z) "~
deg(z) 4 deg(z) deg(z) . [z, 2]
deg(x) + deg(y) + deg(z) deg(x) + deg(z) ™"
deg(z)

= deg(@) T degly) T deg() LB ¥b A+ 2l 2l + [zl )

= 0.

Donc g est pré-Lie.

Remarque. Une algébre pré-Lie commutative est associative. En effet, si x,y, z € g, algébre
pré-Lie associative et commutative, alors (xoy)oz = (yox)oz et donc 'axiome pré-Lie implique
que x o (yoz)=yo (roz). En utilisant la commutativité, on obtient (yoz)ox =yo (z0x) et
donc o est associatif.

1.2 Algébre enveloppante d’une algébre pré-Lie

Soit V' un espace vectoriel et soit S(V) l'algébre symétrique associée. Elle est munie de sa
structure d’algébre de Hopf habituelle, obtenue en posant A(v) =v® 14 1®v pour tout v € V.
Autrement dit, si vy,...,v, €V,

Avy...vp) = Z Vr QU1 n}—1>
I¢{1,...,n}

ou pour tout J C {1,...,n}, vs est le produit des v;, j € J. La cogébre sous-jacente a cette
algeébre de Hopf est notée coS(V).

Le théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt implique les cogébres U(g) et coS(g) sont isomorphes :
en choisissant une base (v;);c; une base de g indexée par un ensemble I totalement ordonné, on
obtient un isomorphisme de cogébres en envoyant 1’élément de la base de Poincaré-Birkhoff-Witt
vit vt € U(g), avec iy < ... < iy dans I, sur vy* ... v € S(g). Il ne s’agit pas d'un mor-
phisme d’algeébres de Hopf (sauf si g est abélienne) et cet isomorphisme dépend du choix de la
base de g choisie ainsi que de l'ordre total choisi sur I’ensemble d’indices I (sauf si, 1a encore, g

est abélienne). Il n’est donc pas canonique.



Lorsque g est pré-Lie, on peut décrire un isomorphisme "canonique" entre les cogébres U(g)
et coS(g). Pour cela, on munit coS(g) d’un nouveau produit, noté %, défini par récurrence a ’aide
du produit pré-Lie de g. Ce produit fait de coS(g) une algébre de Hopf isomorphe a U(g) et on
définit un isomorphisme d’algébres de Hopf en envoyant v € g C U(g) sur v € g C coS(g). Voici
les formules définissant le produit * :

Théoréme 3 [11, 4] Soit (g,0) une algébre pré-Lie. Soit Sy (g) lidéal d’augmentation de
S(g). On étend le produit o sur Sy (g) de la fagon suivante : si a,b,c € S;(g), x € g,

{(xa)ob = zo(aob)—(xoa)ob,
ao(bc) = Y (a'ob)(a"oc).

On définit alors un produit sur Si(g) par :

axb= Za’(a” ob),

avec la convention 1 0b = b pour tout b. Ce produit est étendu a S(g) en faisant de 1 I’élément
neutre pour x. Alors muni de ce produit et de son coproduit usuel, S(g) est une algébre de Hopf.

Remarque. On peut étendre o & S(g) en posant 10b = b pour tout b € S(g) et aol =¢e(a)l
pour tout a € S(g). On peut alors combiner les deux derniéres formules du théoréme 3 sous la
forme suivante :

a* (be) = Z a'(a” o b)(a" o c),

pour tous a,b,c € S(g).

La preuve donnée dans [11] se fait par récurrence. En particulier, le fait que I'extension o est
bien définie (premier point, le choix de la lettre 2 du mot za étant arbitraire) utilise I’axiome
pré-Lie. Les caculs sont directs mais plutdt complexes. Le but de l'article de Schedler est d’ex-
pliquer comment trouver et démontrer ces formules plus simplement. Commencons par donner
quelques applications.

Exemples. Si z,y,z,t € g :

zo(yz) = (zoy)z+y(zoz)
(xy)oz = xo(yoz)—(roy)oz
xo(yzt) = (zoy)zt+y(roz)t+yz(zot)
(zy)o(zt) = (zo(yoz))t+ (yoz)(wot)+ (zoz)(yol)
+z(zo(yot))—((xoy)oz)t —2((xoy)ot)
(zyz)ot = (zoy)o(zot)+((woy)oz)ot—yo((zoz)ot)+(yo(xoz))ot.

En conséquence, si x,y € g :
Txy=xYy+T0Y,

et donc dans (S(g), ), txy —y*xx =zoy—yox = [z,y]. On a donc un morphisme d’algébres
de Hopf uniquement défini par :

%:{ Ug) — (S(g),%)

veg — .

On montre facilement par récurrence sur n que Sy(g) o S,(g) € S,(g) et en conséquence,
pour tous v1,...,Vk, Vk41,---,Vk+] € § :

(v1...0) % (Vg1 -+ Vky1) = V1 ...0ks; + termes de degré compris entre [ et k + 1 — 1.

Le théoréeme de Poincaré-Birkhoff-Witt implique qu’alors ®4 est un isomorphisme.

Remarques.



1. Alors (Sp(g),0) est un g-module pour tout n > 0. De plus, (S,(g),0) est isomorphe a
Sp(g,0) en tant que g-module.

2. (S+(g),0) n’est pas pré-Lie en général. Par exemple, dans gt P'algébre pré-Lie des arbres
enracinés :

.o(vo.) = ..ot

= W+2b4—Y,

(..o)o. = Vo.

Y

co(ee0s) = LoV

= W+2b,
(\oui)o. = 2

l.o.
"
Donc..o(.o.)—=(se0.)oe—.0(se0.)+(.0..)0. :2R/ # 0.
D’autre part, il en découle que S>,(g) est un idéal a gauche pour . En particulier, S>2(g)
est un idéal a gauche tel que Sy(g) = g @ S>2(g). On en déduit que U(g) contient un idéal a

gauche I tel que U;(g) = g @ I. Il n’est pas trés difficile de montrer que I est engendré par les
éléments xy — x oy, x,y € g. Ceci est une premiére étape pour démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 4 Soit g une algébre de Lie quelconque. Soit PL(g) l’ensemble des produits pré-
Lie induisant le crochet de g. Soit 1(g) l'ensemble des idéauz a gauche de U(g) tels que Uy (g) =
I(g) ® g. Alors PL(g) et I(g) sont en bijection. La bijection Wy : PL(g) — I(g) est donnée de
la maniére suivante :

1. Sioe PL(g), Wq(o) est l'idéal & gauche engendré par les éléments xy —x oy, x,y € g.

2. 511 € I(g), \I!g_l(I) = o est défini par x oy = w(xy), ou 7 est la projection sur g dans la
somme directe U (g) =1 @ g.

Si g est pré-Lie, on dispose donc d'un g-module & gauche U(g)/¥4(o) d’espace vectoriel sous-
jacent, M = K @ g, avec 1 € K engendrant M et g sous-module de M. L’existence ou non d’un
tel module donne un critére pour savoir si une algébre de Lie posséde ou non un produit pré-Lie.
Ceci est utilisé pour montrer qu’une algébre de Lie semi-simple complexe n’est pas pré-Lie [10].
Voir aussi [1] pour le cas de gl(n).

1.3 Quelques exemples

Commencons par l'algébre pré-Lie gr des arbres enracinés (exemple 4). Ici, S(gr) a pour
base ’ensemble des foréts enracinés F :

F:{L”g”,VJJ”"”V,V,Yj,VHRJ:J”“”H”}
Proposition 5 Soient F =t1...t,,G € F. Alors :

FoG= E greffe de t1 sur si,..., t, sur sy.
81,..,8n€G



Preuve. Par récurrence sur n. On commence par n = 1. Posons G = s; ... s, et procédons
par récurrence sur m. Si m = 1, il s’agit de la définition de o sur gr. Supposons le résultat vrai
au rang m — 1. Posons G’ = s1...5,,_1. Alors :

tioG = t10(G'sy)
= (t10G)sm + G (t108m)
= Z (greffe de ¢ sur s)sp, + Z G (greffe de t1 sur s)

seG’ SESm,

= Z greffe de 1 sur s.
seG

Le résultat est donc vrai au rang 1. Supposons le vrai au rang n— 1. Posons F' = to...t,. Alors :
FoG = t1o(FoG)—(t10F)oG

= E E greffe de ¢y sur so,..., t, sur s,, t1 sur s
$92,...,8n€G sEF'UG

— E g greffe de t9 sur so,..., t, sur s,, t; sur s
82,...,8n€EG sEF'

= E g greffe de ty sur so,. .., t, sur s,, t; sur s
$92,...,8n€G s€G

= g greffe de ¢1 sur sq,..., t, sur s,.
51,-.,8n€G

Le résultat est donc vrai pour tout n. O
Corollaire 6 St F'=1t;...t,,,G € F, alors :
m
F*G:Z Z Z (greffe de t1 sur s1, ..., tg sur si) H t;.
k=01<i1<...<ip<m 81,...,sm EG i#il,...,ik

L’algébre de Hopf de foréts ainsi obtenue est connue sous le nom d’algébre de Grossman-
Larson [6, 7|. La premiére preuve connue de son existence est directe et n’utilise pas de structure
pré-Lie. D’autre part, son dual (en caractéristique zéro) et 'algébre de Connes-Kreimer (3, 9, 12].

Considérons maintenant le cas associatif.

Proposition 7 Soit (g,0) une algébre associative. Alors Sy(g) og = (0) sin > 2. En consé-
quence, dans S(g) :

m
(xl...xm)*(yl...yn):z Z (xiy 0yjy) -« (T3, 0 Yj,) H x; H Yj-
k=0 {i1,...,ix Y C{1,...,m} 101,00l JET1sek
{]177]k}g{177n}

Preuve. La formule du produit x découle immédiatement de I’assertion S, (g) o g = (0) si
n > 2. Montrons cette derniére par récurrence sur n. Pour n = 2, soient x,y, z € g. Alors :

(zy)oz=ao(yoz) — (woy)oz =0,
Supposons le résultat vrai au rang n — 1, avec n > 3. Soit x,z € g, b € S,,_1(g). Alors :
(xb)oz==x0(boz)— (xob)oz.

Par I'hypotheése de récurrence, bo z = 0. De plus, zob € S,_1(g), donc (x 0 b) oz = 0. O

Remarques.



1. En particulier, si o = 0, * est le produit usuel de S(g).

2. Plus généralement, cette construction est & rapprocher de la construction d’algébres de
Hopf de battages contractants [8].

Considérons maintenant I’algébre pré-Lie de Faa di Bruno (exemple 3).
Proposition 8 Soit grgp algébre pré-Lie de Faa di Bruno. Dans S(gp4B) :
(€ir - €in)oe; =G+ A —A) ... (J— (m—2)A)ei . tintj-

Preuve. Pour alléger I’écriture de la preuve, on pose Py, (5) = (74+A)j(7—A) ... (j—(m—2)A).
On procéde par récurrence sur m. Si m = 1, il s’agit de la définition du produit pré-Lie de grgp.
Supposons le résultat vrai au rang m — 1. Alors :

(€ ...€i,)o0e; = €0 ((eiy...€,)0€)— (€ 0(€...€,))0e€;
m
= Pu1(1)ei © Cigtotinti — ik + M) (€ - €irpiy - €0y) O €
k=2

m
= Puo1(i)lia+ - +im+ 5+ Neitotinsi — O Pt () ik + e 4 tintg

k=2
= mel(j)(ig + ...+, —I—j + A= 19— oo — by — (’ITL — 1))\)ei1+...+z’m+j
= Pn(j)eit. tim+i-
Le résultat est donc vrai a tout rang n. O

Remarque. En particulier, si A =0, (e;, ... €;,,) 0€j = ™€ 4. +im+j-

1.4 D’ou proviennent ces formules ?
Comment sont obtenues les formules du théoréme 37 Voici une explication :
Proposition 9 Soit V' un espace vectoriel et x un produit sur S(V) de sorte que :
1. (S(V),*,A) est une algébre de Hopf.

2. Pour tout n > 0, S>, (V) est un idéal & gauche pour le produit x.

Soit my, la projection sur Sp(V'). Pour tout x € S(V), y € Sp(V), on pose x oy = mp(z % y).
Alors, pour tous x € V, a,b,c € S(V),

aol = g(a)l,

lob = b,
(xa)ob = zo(aob)—(xoa)ob,
ax(bc) = > d(a"ob)(a" oc).

Preuve. Par définition de o :
aol=mylax1l) =c(ax1)l =¢(a)e(1)l =e(a)l.

La deuxiéme formule est évidente. Montrons la troisiéme. On commence par montrer quesiz € V
et a € S(V), alors x xa = xa + x o a. On peut supposer que a € S, (V). Comme S, (V) est un
idéal a gauche, x x a € S>, (V). De plus, en utilisant les coproduits itérés, sia =aj...ay, :

A (zxa)=zANay A... Nap = A (za).

Donc z* a — za € Ker(A™) = S, (V). Donc z xa — za € S<p,(V) N S5, (V) = S,(V). En
projetant sur S, (1), on obtient :

xxa—xza="mp(xxa—xza)=xzoa—0.



Passons & la troisiéme formule. Supposons b € S, (V). Alors :

(xa)ob = mp((za)*b)

(

Tn((xxa) *xb— (xoa)*b)

= mp(zx(axb))—(roa)obd

= mp(zo(axb—aob))+xo(aob)— (roa)ob.

Comme S>,, (V) est un idéal a gauche, axb € S>, (V) et donc axb—aob € S>,41(V). Par suite,
zo(axb—aob) € S>pt1(V) et donc mp(zo(axb—aob)) =0.

Enfin, montrons la derniére formule. Tout d’abord, si x,y1,...,y, € V :

(7T1®...®7r1)oA(”_1)(a:*y1...yn) = Zyl/\ ATL(ZHRY) A A yn

= Zyl/\.../\xoyi/\.../\yn.

On en déduit que :
n
xo(yl...yn):Zyl...(xoyi)...yn,
=1

ce qui implique que pour tous b,c € S(V), x o (be) = (xz o b)e + b(x o ¢) et donc x * (be) =
zbe+ (zob)e+b(zoc). Comme AP (2) =201®1+102®1+1®1®z, on obtient la quatriéme
formule pour a € V. On termine la preuve en supposant a € S, (V') avec une récurrence sur n.

2 Algébres de Lie tordues

On constate que les axiomes des algébres associatives, des algébres commutatives, des algébres
de Lie (et plus généralement des algébres sur une opérade) se traduisent uniquement a ’aide
du produit tensoriel et de la volte de la catégorie des espaces vectoriels. En conséquence, on
peut étendre ces notions en remplacant la catégorie des espaces vectoriels par n’importe quelle
catégorie monoidale symétrique.

2.1 Catégorie des S-modules

Un S-module est un K-espace vectoriel V' gradué V = @ V., avec pour tout n une action
n>0
du groupe symétrique &,, sur V,. Si V et W sont deux S-modules, un morphisme de S-modules
f: V. — W est une application linéaire telle que pour tout n > 0, f(V,,) C W,, (autrement dit,
[ est homogene de degré 0) et fiy, : V;, — W), est un morphisme de &,-modules. Ces notions
définissent une catégorie, la catégorie des S-modules.

Cette catégorie est monoidale : si V et W sont deux S-modules, on définit V ®s W par :

(V@&s W) =P Indgrys, , (Ve @ Way).
k=0

L’élément neutre est le S-module K, entiérement gradué en degré 0 (avec l'action triviale du
groupe nul &p). Autrement dit, en notant bat(k,l) I'ensemble des (k,[)-battages (permutations
de Gy croissantes sur {1,...,k} et {k+1,...,k+1}), en tant que K-espace vectoriel :

VesWh= P oo0VieoW.r
k=0 oebat(k,n—k)

8



L’action de &,, est donnée de la maniére suivante : sio € &,,, 7 € bat(k,n—k),v € Vi, w € W,,_x,
ot s’écrit de maniére unique o1 o (11 ® T2), avec o1 € bat(k,ng), 11 € Sk, T2 € &, _y, alors :

o.(TRVR W) =01 QT.0Q Ta.W.

Cette catégorie est symétrique. Si V, W sont deux S-modules, on définit une volte oy w :
VoW — WV par:

B | OO R SIS B Oy
O‘V’W("®”®“’)_”‘<<k+1 k4l 1k >®w®”>’

ou o € bat(k,l), v € Vi, w € W,. Cette volte induit une action de &,, sur V" pour tout S-

module V', l'action de (i i+ 1) étant donnée par Id%f-S(i*l) Rs ay,y ®s Id%sm*i*l).

Remarques.

1. S posséde un autre produit tensoriel, non symétrique celui-ci; les algébres dans la catégorie
des S-modules munie de ce second produit tensoriel sont les opérades.

2. Si V, W sont deux S-modules, alors :
n !

dim((V @5 W)n) = > :
k=0

Autrement dit, si pour tout S-module V' on considére sa série de Poincaré-Hilbert expo-

nentielle :
= dim(Vy,)
Fr=2 =

Alors Fyg.w = Fyv Fyy.

3. SiV et W sont concentrés en degré 0, alors V@sW = VW et ayw est la volte usuelle de
V et W. Ainsi, la catégorie monoidale symétrique des espaces vectoriels peut étre considéré
comme la sous-catégorie des S-modules concentrés en degré 0.

2.2 Objets tordus

En recopiant les axiomes habituels, on obtient les notions "tordues" :

1. Une algébre associative unitaire tordue est un triple (V;m, ) telle que V' soit un S-module,
m:V ®sV — V un morphisme de S-module, ¢ : K — V un morphisme de S-modules
tel que :

(a) (m®gsIdy)om = (Idy ®sm)om.

(b) mo (Idy ®s t) = mo (¢t ® Idy) = Idy (en utilisant l'identification canonique
KesV=VesK=V).

Remarque.

(a) En considérant V@V C V®gV et en restreignant m, on obtient une algébre associative
graduée dans le sens usuel. Les algébres associatives tordues sont donc des algébres
associatives graduées munies de structures supplémentaires.

(b) Les algeébres associatives tordues concentrées en degré 0 sont les algébres associatives
usuelles.

(c) SiV est une algébre associative tordue, alors Vj est une algébre associative.



2. Une algebre associative unitaire tordue (V,m,¢) est commutative si m o ayyy = m. Autre-
ment dit, pour tout v € Vi, w € V} :

vw = m(vew)
1 e l I+1 ... I+k
- m<(k+1.“ k+l 1 ... k& >®w®”>
_ 1 [ I+1 ... I+k (wo)
B E+1 ... k+1 1 ... k R
Il ne s’agit donc pas d’une algébre commutative au sens usuel, sauf si 'action des groupes
symétriques est triviale.

Remarques.

(a) Les algebres associatives commutatives tordues concentrées en degré 0 sont les algébres
associatives commutatives usuelles.

(b) Si V est une algébre associative commutative tordue, alors V) est une algébre asso-
ciative commutative.

3. Une algebre de Lie tordue est un couple (V,[—,—]) ot V est un S-module et [—, —] :
V ®s V — V un morphisme de S-modules, tels que :
(&) [- —Jeavy =—[- -]
(b) [—, =)o ([~, =] ®s Idy) o (Idy + (123) +(132)) = 0 (on utilise I'action de &3 sur V&s3

donnée par la volte).

L’antisymétrie se traduit alors par :

(v, w] = — 1 l I+1 ... I+k fw, 0]
T k+1 ... k+l 1 ... k R
pour tout v € Vi, w € V;. A moins que 'action des groupes symétriques soit triviale, il

ne s’agit donc pas de I'antisymétrie habituelle. Traduisons ensuite 1’égalité de Jacobi. Si
ueVjveVy,wel:

(132).(u ® v ® w)
= (ayy ®s Idy) o (Idy ®s ayy)(u®v @ w)
(

B 1 oo G G+l G4l Al . ik
- aww%1m0<<1.” Joirk4l L k4l Gl .. jyk )OuEweU
1 /2 UL TR STy B STy NUSSSSN Sy By
- (1 ioj4k+1 ... j4k+l j4+1 ... 4k (avy ®s ldy)(®u@w @ v)
_ (1 V2 UL IR JNEy B STy NUSSN S Ry
1 oo § k41 o Akl 41 .. Gk )
I 01+1 ... j+1 j+l+ ... j+i+k
<<1+].“z+j 1 o G G4l L jlgk )OWEUEY
B N l I+1 ... j+1 j+1+ ... j+i+k
= <j+k+1 tkel 1 g 1 T jyk ) (weu@)
De méme, on obtient :
(123).(u @ v @ w)
B 1 ..k k41 ... k4l k4t ... k4l
= <1+j k4 k414G . k4l 1 >(”®w®“)

10



Le crochet étant un morphisme de S-modules, 'identité de Jacobi se traduit par :

([, v], w]
n 1 k k+1 k41 E+1+ ... k+1+7 ([, w], 4]
145 ... k+j5 k+1+5 ... k+1l+7 1 j R
1 l l+1 ... 74+10 j+1+ ... 54+1+Ek
+<j+k+1 U A R R S S GRS Sy Sy | LA
= 0.
Remarques.

(a) Les algebres de Lie tordues concentrées en degré 0 sont les algébres de Lie usuelles.

(b) Si V est une algébre de Lie tordue, alors Vj est une algébre de Lie.

2.3 Algébres symétriques tordues

Soit V un S-module. L’espace suivant est naturellement muni d’uns structure d’algébre asso-

clative unitaire tordue :
T5(V) = P vee.
n>1

Le produit est définie par les applications canonique V& @g V&l — V&k+h) ef Tunité est
I'injection canonique de K = V%50 dans T5(V). Elle vérifie une propriété universelle, tout comme
le font les algébres tensorielles dans la catégorie des algébres associatives unitaires.

On définit alors :

T5(V)

(z@y—ayyly®a), z,y e V)’
Il s’agit d’une algébre associative unitaire commutative et elle vérifie une propriété universelle,
tout comme le font les algébres symétriques dans la catégorie des algébres associatives unitaires
commutatives.

Ss(V) =

On peut assez facilement montrer que :
o0

1/ ®sn

Ss(V) =

n

—0 (r@y—avyy®), r,yc V)NV’

=53 (V)

En fait, SZ(V) est 'espace des coinvariants de V®s" avec I'action de &,, induite par la volte.

Proposition 10 Soit V' un S-module concentré en degré 1. Alors Ss(V) = T(V) comme
algébre associative (tordue ou non).

Preuve. Par définition, V®s" = Indgz‘xmxgl(vl ® ...® V7). Par suite, &1 étant un groupe
nul :

Ve = K[6,] @ V2.
il s’agit d'un K[&,]-module libre. Voyons I'action de la volte sur V®s2. Par définition :
ayy(v®@w) = (12) @ w @ v.
En conséquence, I’ation de &,, sur V®s™ induit par la volte est donnée par :
o(TRUV®...0U,) =70 ' ® Vg=1(1) ® + + . @ Vg1(p)-

Par suite, en prenant 'espace des coinvariants, S¢ (V') = V1®” en identifiant Id, @11 ® ... v, et
V1 ... vy,. Par définition du produit de Tg(V), (11 ®@...Qug).(Vp41® ... QUp1;) = V1 ® ... @ Vgyy :
on retrouve bien 'algébre tensorielle usuelle. O

Remarques.
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1. Quelle est la structure de S-module de T'(V') 7 Comme V' est concentré en degré 1, T'(V),, =
V@ Pour tout o € S,,, par définition de V®s" et de son quotient V" :

(V1 ®...0U)=0RVI®...0 U, =Vs1(1) @ ... ® Vy1(y)-

2. La structure d’algébre tordue de T'(V') est plus riche que la structure d’algébre usuelle. En
effet, le produit tordu est défini sur T'(V) @s T'(V'), qui est plus gros que T'(V) @ T (V) (sauf
si V est nul). La structure d’algébre tordue est définie de la maniére suivante : si 0 € Gy,
veVEF we Ve .

mloc@uvew)=cm(vew)=0c.(vew).

Ce produit est bien commutatif au sens tordu :

1 l l+1 ... I+k
M. UV QW ®... Q0w

= (®...0v).(w ... w).

En particulier, en prenant V' = Kt ou ¢t est un élément de degré 1, T(V) = K]Jt] est une
algébre associative unitaire tordue. L’action de &,, sur K[t], = Kt" est triviale.

2.4 Algeébres de Lie tordues concentrées en degré 1

Les algébres de Lie tordues concentrées en degré 0 sont les algébres de Lie usuelles.

Soit V' un S-module concentré en degré 1. Alors V ®g V est concentré en degré 2 et donc
le seul morphisme de S-modules de V ®g V dans V est nul : au sens strict, les algébres de Lie
tordues concentrées en degré 1 sont triviales. Pour remédier a cela, on introduit un paramétre ¢
de degré 1.

Définition 11 Soit V un espace vectoriel.

1. XV est le S module formé par V', entiérement concentré en degré 1. Ce S-module est appelé
suspenston de V.

2. XVt] est le S-module XV ®g K[t]. 11 s’agit donc du K [t]-module tordu & droite librement
engendré par k[t].

Donnons une description de ¥V ®g K [t]. Par définition :

(SV @ K[ty = Indg'os (VO K" )= P ocoVeKkt"
o€bat(l,n—1)

Or, bat(1,n — 1) est formé de n éléments o1, ..., 0y, ol g; est 'unique battage de type (1,n—1)
envoyant 1 sur i. On décide alors d’identifier o; @ v @ "1 avec t*1vt" = € K[t]@ V @ K[t] (élé-

ment v est en position i), et donc d’identifier XV [t] et K[t] ® V ® K[t], muni de la graduation
obtenue en mettant ¢ et les éléments de V' en degré 1.

Comment est donnée 'action de &,, via cette identification ? Soit 7 € &,,. Alors 70;(1) = 7(7) :
on peut alors écrire 70; = 0(;) (11 @ 12), avec 71 € &1, T2 € Gp_1.

(i@t ) =0 @MU Tt =0, Ut

Via l'identification :
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2.5 Lien entre les algébres pré-Lie et les algébres de Lie tordues

Théoréme 12 Soit V un espace vectoriel. On consideére :
1. Uensemble PL(V') des produits pré-Lie sur V ;

2. Uensemble LT(V') des structures d’algébres de Lie tordue sur XV [t] qui sont K|t]-linéaires,
c’est-a-dire vérifiant [tv, w] = t[v, w] pour tous v,w € V.

Ces deux ensembles sont en bijection. La bijection est donnée de la maniére suivante :
1. Si o est un produit pré-Lie sur V, on pose :

Ceci définit une structure d’algébre de Lie tordue sur V.

2. Si [—,—] est un crochet de Lie tordu k[t]-linéaire sur V', alors le produit pré-Lie associé o
est défini par :

[z,y] =t(zoy) — (yox)t.

Preuve. Commencons par considérer les conséquences de la K [t]-linéarité. Soit m : LV [t] ®g
YV [t] — ¥V[t] un morphisme de S-modules K [t]-linéaires, ¢’est-a-dire que m(tz ®y) = tm(z ®
y). Si z,y € V, par homogénéité m(z ® y) € XV [t]a. On écrit donc :

m(z ®@y) =my(z @ y)t + tme(z @ y),
oumi,mo: VRV — V. Alors :

mrt®y) = m

I
3

I
—~~ —~~
—_
[\)
TN — — ~— T T

De méme :

m(z@ty) = mi(z@y)t* + Pma(z @ y),
m(x@yt) = m(z®y)t.

En conséquence :
m(t“xtb ® tcytd) _— (ml (x ® y)tb+c+1 + 75b+c—i—17n2 (fL‘ ® y)> td.
Donc m est entiérement déterminé par mi et mo.

A quelle condition un tel produit est-il antisymétrique 7 On pose :

o 1 c+d+1 c+d+2 ... a+b+tc+d+2
" \a+b+2 ... at+btc+d+2 1 a+b+1 '
Alors :
om(tyt? @ t%t®) = o.(t°my(z @ y)t@ T Laterdily, (2 @ y)tb)
= T (y @ 2)t? + 1P ma(y @ o)t
Donc m est antisymétrique (au sens tordu) si, et seulement si, m; = —mg’.
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Soit maintenant un crochet antisymétrique K [t]-linéaire sur ¥V [¢]. On pose, en modifiant les

notations précédentes :

[z,y] =t(zoy) — (yoz)t.

Quand la relation de Jacobi est-elle vérifiée? Soient x,y,z € V. Alors, en utilisant la K|[t]-

linéarité :
[z,ly,2]] = [z,t(yoz) - (zoy)]
— ro(yoz)—(yoz) ot —tro(zoy)t+ (zoy)oat?,
(123).[y, [z,2]] = wo(zox)t? —t(zox)oyt —t*yo (zoz)+t(zxoz)ouyt,
(132).[z [z.y]] = tzo(zoy)t—tA(woy)oz— 2o (youn)t +t(yor) oz,
En sommant et en regroupant :

Par
sio

Kt

3

[z, [y, 2]] + (123).[y, [z, =]] + (132).[2, [z, y]]
= t}(zo(yoz)—yo(roz)—(xroy)oz+ (yox)oz)
(—(yoz)ox+ (zoy)oxz+yo(zox)—zo(yox))t?
F(—wo(z0y) — (z0m) 0y + (z02) oy + 20 (Toy))t.
suite, si la relation de Jacobi tordue est vérifiée, o est un produit pré-Lie. réciproquement,
est un produit pré-Lie a droite, la relation de Jacobi tordue est vérifiée pour z,y,z € V. La
|-linéarité implique que cette relation est satisfaite sur tout XV [¢]. O

Autres résultats

L’article [13] contient également :

1. Une preuve d’un théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt pour les algébres de Lie tordues : si

g est une algebres de Lie tordue, Us(g) est isomorphe & Ss(g) comme cogébre tordue.

2. Une preuve du théoréme 3 utilisant ce théoréme de Poicaré-Birkhoff-Witt tordu : on prend

I'espace des coinvariants de Us(g).

3. Une généralisation du théoréme 3 pour les algébres pré-Lie tordues.

4. Une preuve du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt dans un contexte catégoriel trés général.
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