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Les différentielles de Kahler

(A, -) F-algébre associative, commutative.

A-module des formes différentielles de Kahler :

Ql(A) == {gdf | f.g € A},
modulo les relations :

(1) d(f -g) = fdg + gdf (Leibniz),
(2) d(f +g) =df +dg,

(3) de=0, c€F.

k-différentielles de Kahler :

Qk(A) = A" Ql(A).

Q°(A) ;= P QFA).
keN



Opérations sur les différentielles de Kahler:

(1) Le produit extérieur :

A QR(A) x QYA — QF T

Associatif, gradué commutatif

(2) La différentielle de de Rham :
d: Q°(A) — Q°*T1(A) définie par :

d(fodfiAn---Adfy) =dfoAdfi A= Adf

d dérivation graduée de (Q2°(A),A) :

d(oz/\5)=doz/\[3—|—(—1)koz/\d[3,
pour a € Qk(A), B € Q*(A).



Les multi-deérivations
(A, -) F-algebre associative, commutative.
Dérivations de (A,-) : ¥1(A4) c Hom(A, A)

VIfgl = Vgl + gVI[f] (Leibniz)

k-dérivations de (A, -) : ¥F(A) C Hom (/\’“ A, A)

P[.fg7f27"'7.fk] —
fP[gaf27°"7fk]+gp[f7f27"'7fk]

X(A) = P xFA).
keN



Opérations sur les multi-dérivations:

(1) Le produit extérieur :

A T XP(A) x X1(A) — XPTI(A)
(P, Q) — PAQ

(P/\Q)[f17°"7fp_|_q] =

2. Pforys - fo@IQU ooty 5 fotpto))s

UESp,q

Associatif, gradué commutatif :

PAQ=(-1)PIQANP.



(2) Le crochet de Schouten :

[,]s @ XP(A) x X1(A) — XTI 1(A)
(PaQ) = [PaQ]S

[P7 Q]S [f17 .- '7fp—|—q—1] —

Y2 0P Q) o)) fotgt 1) folgtp-1)]

0E€Sg,p—1

_(—1)(P—1)(a-1) (p PN Q)

Crochet de Lie gradué sur X*(A).

e gradué (modulo un décalage des degrés),
e anti-commutativité graduée,
e Jacobi gradué.



Produit intérieur

Action naturelle de X*(A) sur Q2°(A).
Pour P € XP(A),

ip: Q%(A) - Q*TP(A),
application A-linéaire, donnée par :

wp(dfi A---Adfp) 1=

Z G(J)P[fa(l)a <oy O'(p)]

GESp’n_p
dfo@p+1) N AN ASo(n)

Formule de Cartan
Pour P,Q € X*(A), on a:

[[ZP7 d] 7ZQ] — Z[P,Q]S
ou le crochet [-,:] désigne le commutateur
d'applications linéaires graduées de Q2°(A).



Algebre de Poisson

Dans la suite, (A, -) est munie d'une structure
de Poisson notée 7 ou {-,-}.
Structure de Poisson sur A :

T € X2(A) telle que [7,7]g = O.

On a donc :
{-,} =m € Hom (A%A, A)
avec .

{fg,h} = f{g,h} +g{f, h} Leibniz,

{{f.g},h}+{{g, b}, f}+{{h,f},9} =0 Jacobi,
pour f,g,h € A.



Cohomologie de Poisson
(A,-,m ={-,-}) algébre de Poisson.

Cochaines : les multidérivations de A.
Opérateur de cobord de Poisson :

Se=—[nlg ¢ XA - XA
Q — 0 (Q)

ce qui S'écrit aussi:

5W(Q)[f07 R fq] .=

q , R
(—1)"{fi»QUfos- -+ fir- - fa |

o)

1

+ S COTQU fin £} foso s Fir o Fo

1<J

Les espaces de cohomologie de Poisson :

ker &

, k& N.
Im 55?_1

HE(A) =

 fa -



Homologie de Poisson
(A, m={-,-}) algebre de Poisson.

Chaines : les différentielles de Kahler.
Opérateur de bord de Poisson :

O = [u1r,d] : Q°(A) — Q* 14

O" = [1g,d] = 1r0d —d oy,

ce qui S'écrit aussi:
O"(fodfi A---Ndfg) =
k . o
S DT {fo, £} dfs Ao A A AdSy

1 =1

+ (D) fod{fi, £} AdfLA
i<j

"'/\(?J?z’/\"'/\dfj/\"'/\dfk-

Les espaces d'homologie de Poisson :

ker 8,?;

Im a;g+1

Hip(A) = k € N.



Dualite?

Cadre géométrique - Cadre algébrique.

(1) A = C*®°(M,R), M variété réelle, lisse,
orientée de dimension n.

= existence d'une forme volume \,
i.e. A e Q"(A) et A #0, sur M.

(2) A=F[z1,...,zn] et F alg. clos.

= A=dx1 A--- Adxy, fOorme volume.



La forme volume A permet de définir une
famille d’isomorphismes

*x 1 XI(A) — Q"7I(A)
Q — ’LQ)\

On définit alors la divergence :

Div : X°(A) — ¥*1(A4),
qui rend le diagramme suivant commutatif :

*

X*(A) Q"0 (A)
Div d
%._1(./4) . Qn—o—|—1(A)

Définition : La dérivation (champ de vecteurs)
Div(w) est appelée le champ modulaire.



Variéetés unimodulaires

(1) Div(w) est un 1-cocycle de Poisson.

(2) Pour une autre forme volume : u = f A,
avec f € A. (Si A=F|[x1,...,zn], F alg. clos,
f est une contante). Alors,
: . 1
Diviu(m) = Divy(m) + % 5x(f).

Dans les cadres considérés, on a donc :
Divy,(7w) = Divy(w) 4+ dz(In f) |,
= La classe de Div,(w) ne dépend pas de \.

On 'appelle la classe modulaire.
On dit que (A, 7) est unimodulaire, si la classe
modulaire est nulle.

(3) Si (A, n) est unimodulaire, il existe une
forme volume A\ avec

DiV)\(ﬂ') = 0.



Dualité pour les varietes
unimodulaires

Les égalités
* Div () dxm (déf. de Div),
O™\ —dx7 (déf. de 9™),
[[zﬁ,d] ,zQ] = Ur,Qlq (Cartan)
donnent :

(—1)707(+Q) + #6x(Q) + *( Div(m) A Q) = 0.

Donc, si A est unimodulaire, Div(r) = 0 et
on a le diagramme commutatif :

*

X*(A) Q"% (A)
O o
i) —— Qi)

et donc :

HY(A) ~ H,,_(A), 0<k<n|




Exemples

(1) (M?", w), variété symplectique.
A = w" forme volume.
7 Structure de Poisson canonique.

DiV)\(’/T) =0

= Dualité.

(2) A=F[x,y]. A =dz Ady.
Les structures de Poisson :

0 0
e AN F .
s ¢8x oy’ Y € Flz,y]
Oy Or Ox Oy
les 1-cobords :
of & Of o
) — — .
() =9 <8y or Oz 8y>

= Classe modulaire jamais nulle!



Pas de dualité :
si ¢ est homogéne, sans facteur carré, les
espaces de cohomologie de Poisson sont :

HO(F[z,y]) ~ F,

HY(F[z,y]) ~ Flz,ylq <x§ + y(g) @ F Divy(m),
T Y

Flz,y]
oY 0.’
<%7 8—y>
ou F[z,y]; = {polyndmes homogenes
de degré d = d°(v) — 2}.

H?(Flz,y]) ~ Flz,ylgv @

es espaces d’'homologie de Poisson sont :

Ho(Flz,y]) ~ Flz,yl/(¥),
Hi(Flz,y]) ~ (z,y)/{¥),
Hy(Flz,y]) ~ {0}.




(3) A=F[z,y,z], A =dx Ady A dz.
Pour une structure de Poisson

0 0 o O

— A
™ f18y a—l-fz ax-l-fsax 5y’

Div(m) = Rot (f1, f2, f3) |

o € Flz,y, z] = structure de Poisson :

0 8 8 0 Op O 0
7-‘-90 —(’0 P + + L A )
ozx 3y oz 8y 8,2 or 0z Ox Oy

Div(7,) = Rot (V) = 0|

= Dualité pour (F[z,y, z], 7).

X, € Flx,y, z] = autre structure de Poisson :

T, — X T,

1-cobords de Poisson :

6(f) =xVf xVe.

= Classe modulaire non nulle.



(4) A=Flz,y,z]/(v), v € Flz,y, 2],
munie de m,.
Pas de forme volume.

Pas de dualité : si ¢ est homogeéne, et

A — Flz,y,z]
sing - — <(990 D (9g0> = (uQ, uq,- - 7u,u—1>Fa
Ox’ Oy’ Oz
les espaces de cohomologie de Poisson sont :
HO(A) ~ F,
o 0 0

H! ~ Fu; (z— — —

(A) D U, (xaa:_l_y(?y_l_z(?z)’

d° (uj)=d°(p) 3

@ Fuj mp,
0° (uj)=0(p) -3

H3(A) ~ {0}.

es espaces d’homologie de Poisson :

H?(A)

2

Ho(A) =~ Asing
Hy(A) Asing/F,
H>(A) Asing
H3(A) ~ Asing



Cohomologie de Poisson de
(F[CB, Y, Z], 7790)

o € Fl[x,y, z] est homogeéne, a singularité isolée.

On prend ug = 1,uy,...,u,_1 € A, dont les
images dans Ag;,, forment une F-base.
HP°(A) = Cas(A) = P Fy¢',
i€N
1 - {0} si d°(p) # 3,
H™(A) =~ {Cas(A)é si d°(p) = 3,
0 0 0

oue = z— — 4+ z— est le champ d’Euler,
ox T y@y T 0z P

H3(A)

2

@ -Asing @'
ieN



H?(A)

2

pu—1
$ Cas(A) Vu,;
=1

j_
d° (u)#d° ()3



