Exposé au groupe de travail “GTIA” a I'THP (Paris).
Notes pour un résumé présenté a la réunion de rentrée du GTTA
le 12 Octobre 2009, ANNE PICHEREAU

Equivalence de problemes de déformation :
méthodes L., correspondance de M. Kontsevich, déformations de structures de Poisson

1. INTRODUCTION

On s’intéresse a des problemes de déformation :
- déformations de produits associatifs (x-produits)
- déformations de crochets de Poisson.

Pourquoi s’intéresser aux déformations ? : Classique question du passage :
“mécanique classique ~» mécanique quantique.”

On veut utiliser les algebres L., et leurs morphismes pour obtenir différents
résultats d’“équivalence de problemes de déformations”. En utilisant cette idée,
M. Kontsevich montre que le probleme de déformation d’un produit associatif est
“équivalent” au probleme de déformation d’un crochet de Poisson. (On ezpliquera
un peu plus tard et plus en détails ce que l’on entend par ces phrases).

On peut aussi utiliser cette théorie pour obtenir une équivalence d’un probleme
de déformations “compliqué” avec un probleme de déformation “simple”. C’est ce
que l'on va faire pour étudier les déformations d’une certaine famille de crochets
de Poisson. (Dans ce cas, le “compliqué” se trouve déplacé dans les structures Lo et le
morphisme).

Dans l’exposé, on retrouvera donc :

(1) les objets que 'on va manipuler : les algebres de Lie différentielles graduées,
leurs morphismes, ’équation de Maurer-Cartan qui leur est associée. Puis,
on verra les algebres de Lie différentielles graduées comme des cas particu-
liers d’algebres L, et on définira les morphismes L., entre algebres de Lie
différentielles graduées, et ce que ces morphismes entrainent au niveau des
solutions des équations de Maurer-Cartan.

Remarque : pour simplifier, au lieu de “algébre de Lie différentielle graduée”,
nous dirons plutot “dg-algébre de Lie”.

(2) on expliquera (sans rentrer dans tous les détails) un résultat de M. Kont-
sevich, c’est-a-dire qu’on expliquera le résultat qui nous intéresse ici : la
correspondance entre les x-produits et les déformations formelles de cro-
chet de Poisson (aussi appelé théoréme de formalité) ; mais on expliquera
aussi ’enchainement d’idées et de résultats de la théorie Lo, qui permet d’y
arriver, car c’est cet enchainement que I'on va grosso modo réutiliser dans
le troisieme point :

(3) finalement, on expliquera l'interprétation L., d’une classification de déformations
de structures de Poisson en dimension trois (ce qui est dans [7]) ; cela nous
demandera d’utiliser “pour de vrai” les algebres Lo, (c’est-a-dire que l’on
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va devoir travailler avec une algebre Loo, qui n’est pas une dg-algébre de Lie),
on redéfinira les structures de Poisson que 'on va considérer, et surtout
on expliquera que l'on va devoir faire ce que nous pourrions appeler un
“transfert de structure avec contraintes”, pour pouvoir ensuite appliquer
I’enchainement dont on a parlé juste au dessus, qui permet ensuite de
conclure, en utilisant la théorie des algebres L, et de leurs morphismes L.

Partout : le corps de base est C. (Dans notre exposé, ce sera un corps F arbitraire
de caractéristique zéro).

2. DG-ALGEBRES DE LIE, MAURER-CARTAN ET DIFFERENTS MORPHISMES

Définition 2.1. Une algebre de Lie différentielle graduée (ou “dg-algebre de Lie”)
est une algebre de Lie graduée (g, [, ] g), munie d’'une différentielle 9y, qui est une
dérivation pour le crochet de Lie gradué [-, ]
En détails :

g

— une algebre de Lie graduée est un espace vectoriel gradué! g = P,z 9i, muni
d’un crochet de Lie gradué [-,-] :gx g — g,

c’est-a-dire une application antisymétrique, graduée de degré 0 (i.e., [g:, 8], C
gi+j) et qui vérifie 'identité de Jacobi graduée :

(—1)lll= [[a:,y]g ’Z]g +(—1)ll= [[% 2, ,xL + (1)l [[Z,w]g 7yL —0,
pour x,y, z € g des éléments homogenes dont on note? le degré avec des | - |.

— une dg-algebre de Lie est une algebre de Lie graduée (g, [-,-];), munie en plus
d’une différentielle g,

c’est-a-~dire une application 9y : g — g, graduée de degré 1 (i.e., 95(g:) C git1),
telle que dy 0 9y = 0, ou 8;“ o 8; = 0, si on note 8; D0 — Git1,
qui est une dérivation pour le crochet |-, ] o
c’est-a-dire qui vérifie :
0 ([o9],) = 0a(@),0], + (=D [0, 0], »
pour z,y € g des éléments homogenes.

Exemple 2.2. Dg-algebre de Lie associée au complexe de Hochschild.
Pour (A, p) une algebre associative, ’espace gradué

g, := Hom(A®*, A) = @Hom(Ai,A),
ieN
peut-étre muni d’une structure de dg-algebre de Lie, avec :

[, -]g“ = [,]g, le crochet de Gerstenhaber ,
Oy, = I[K,"]g, l'opérateur de cobord de Hochschild.
Alors (g,,0g, [, ] gu) est la dg-algebre de Lie associée au complexe de Hochschild

de (A, 1) (modulo un décalage de degré).

L Méme si dans la pratique, ce sera toujours gradué sur N U {—1}
2 Ce que l'on entend par 1a : si € g; est un élément de g homogene, de degré i, on notera
plutét |z| := ¢



Pour mémoire, l'opérateur de cobord de Hochschild peut aussi étre défini ainsi :
pour ¢ € Hom(AF, A) et xo,... 21 € A,

0, (#)(xo, - - -, 1) = 20 - P(21, - .-, k)
k—1

- Z(il)z(ﬁ(‘r()? cees Xi s Tidd, .- '7:171@) + (71)k+1¢(m07 s ,'Tk;_l) * Tk,
=0

“

ou l’on a noté le produit associatif p plutét par

Exemple 2.3. Dg-algebre de Lie associée au complexe de Poisson.
Cette construction est tout & fait similaire au cas de Hochschild.
Pour (A,-,7) une algebre de Poisson, l'espace gradué des multidérivations anti-
symétriques de A
g = X*(A) = P X'(A),
iEN
peut-étre muni d’une structure de dg-algebre de Lie, avec :

[.]g. = [.]s, le crochet de Schouten ,
Oy, = |[m,-]g, l'opérateur de cobord de Poisson.
Alors (gr,0g,, [,];.) est la dg-algebre de Lie associée au complexe de Poisson de

(A, -, 7) (modulo un décalage de degré).

Pour mémoire, une algébre de Poisson est une algébre associative commutative
(A,-), munie d’un crochet de Lie m : A x A — A (application bilinéaire an-
tisymétrique, qui vérifie l'identité de Jacobi simple (non graduée)), qui est une
bidérivation, c’est-a-dire telle que, pour x,y, z € A, w[z-y, 2] = z 7|y, z]+y-7[z, 2].

Une k-dérivation antisymétrique Q € X*(A) est une application Q : A¥ — A,
k-linéaire antisymétrique, qui est une dérivation en chacun de ses arguments :
pour T,y Y2, .- Yk € A, Qry, Y2, .. yk] = v-Qly, y2, - - Ykl +y-Qz, y2, - Ykl

On ne rappelera pas la définition du crochet de Schouten |-, |4, mais c’est un
crochet de Lie gradué qui étend le commutateur de dérivations (ou champs de
vecteurs, si on préfere une vision plus géométrique), en un crochet qui est une
dérivation pour le produit extérieur A de dérivations (ou champs de vecteurs). Ce
qu’il faut retenir : il a les mémes propriétés que le crochet de Gerstenhaber et il
va jouer un réle completement similaire au réle du crochet de Gerstenhaber mais
dans le versant “Poisson”.

L’opérateur de cobord de Poisson peut étre défini comme étant — |-, 7]g, ou

plus explicitement : pour Q € X*(A) et xo,...,z1, € A,
k

- (Qlzo, - 2] == Y (=1)" {zi, Qlwo, .., &, .., 2]}
=0
+ Y CDMQUmn Y wos Dy Ty ],
0<i<j<k

ot l’on a noté le crochet de Poisson m plutét par “{-,-}”.

Exemple 2.4. On peut faire pareil avec le complexe de Chevalley-Eilenberg (qui
régit la cohomologie d’une algebre de Lie, & coefficient dans elle-méme). Ici, le
crochet de Gerstenhaber (ou de Schouten) est remplacé par le crochet de Nijenhuis-
Richardson et la différentielle devient I'opérateur de cobord de Chevalley-Eilenberg..

En regle générale, on ne va considérer que des dg-algebres de Lie de ce type :
(8 = Dicz 9i: [+ ],) est une algebre de Lie graduée, qui contient un élément xo €
g1 de degré 1, vérifiant : [z, 20], = 0. Alors I'application Jy := [zo,|, est une



différentielle et (g, Jg, [-,],) est une dg-algebre de Lie. Cette construction englobe
les exemples que 'on a donnés ci-dessus.

Définition 2.5. Soient (g,dg,[-,"],) et (h,0y,[-,];) deux dg-algebres de Lie. Un
morphisme de dg-algébres de Lie f : g — b est un morphisme d’algébres de Lie
graduées (f([z,y];) = [f(2), f(y)]y), qui commute avec les différentielles (f o 0y =

Bh Of)

Soit (g, g, [, ],) une dg-algebre de Lie. Alors lui est associé un complexe :

aifl 81 8i+1

g g
> gi-1l — g — fit1 —— -

dont la cohomologie est notée H*(g). Par définition, si f : g — b est un morphisme
de dg-algebres de Lie, f induit un morphisme entre les cohomologies associées f :
H*(g) — H*(h). On dit ensuite que f est un quasi-isomorphisme de dg-algebres de Lie
si le morphisme associé f : H*(g) — H*(h) est un isomorphisme.

A (9,0, ("] g) est aussi associée une équation appelée équation de Maurer-Cartan

et donnée par : dg(z) + 3 [z,2], = 0, pour x € g1, élément de degré 1. On va tout
de suite rajouter un parametre formel, v, et on va noter MC"(g) l'ensemble des
solutions formelles de cette équation :

M (@) = {2 € a0 vCl] | By(o) + 5 el =0}
En fait, un élément de MC"(g) est une série formelle x = >, ziv’, avec les
z; € g1 des éléments de degré 1 dans g. Puis, on a sous-entendu que Oy et [, -]g
ont été étendus par (bi)linéarité par rapport au paramétre formel v. Quand on
regarde dans l’équation de Maurer-Cartan le coefficient de v™, on obtient une
somme finie, donc MC"(g) est un objet bien défini.

Il y aussi une notion d’équivalence sur les solutions formelles de I’équation de
Maurer-Cartan associée a g, notée ~. (On ne détaille pas cette équivalence ici).

On reprend les exemples des dg-algebres de Lie associées au complexe de Hoch-
schild et de Poisson :

Exemple 2.6. Soient (A,p) une algebre associative et (g,,dq, [-,-], ) sa dg-

9u
algebre de Lie associée. Alors un élément de MC"(g,,) est une série formelle p, =
> isq i Vi, avec pour tout i € N, u; € Hom(A%, A) application bilinéaire® de A,

telle que :
sr=p e =p+ Y v

i>1
est une déformation formelle du produit associatif p, c’est-a-dire que * est un pro-
duit associatif (formel) sur A[[v]], qui étend u (i.e., qui est égal & u, modulo v). Si
I’on demande en plus aux éléments de g,, d’étre des opérateurs multidifférentiels, *
est méme un star-produit pour pu.

3 4 cause du décalage de degré que l’on a rapidement évoqué plus haut, un élément de

degré 1 de g, est en fait une application bilinéaire



En fait, ce dont il faut se souvenir, c’est que pour une application bilinéaire m :
Ax A — A, la propriété d’associativité s’écrit exzactement : [m,m], = 0. Puis
un élément de MC"(gu) est une série formelle p. =Y .o, pi vV*, vérifiant :

1 1
0=0q,(us) + 5 s pislg, = s pislg + 5 s 1]
1

5 et ps pt g

car [u, 1] = 0 (u associatif), et ceci est équivalent & dire que p + . est bien

un produit associatif, qui étend p par définition, donc une déformation formelle
de .

Exemple 2.7. De facon tout & fait similaire en Poisson :
Soient (A, -, m) une algebre de Poisson et (gr,dy, [, ], ) sa dg-algebre de Lie as-
sociée. Alors on a une correspondance biunivoque :

MC¥(gr) «— { déformations formelles de 7}

Te = Y. MV —— T4,
i>1

A retenir : dans les cas que l'on va considérer en tout cas, un probleme de
déformation peut étre codé dans une dg-algebre de Lie et son équation de Maurer-
Cartan associée. De plus, il faut savoir que, dans cette correspondance entre solu-
tions formelles de Maurer-Cartan et déformations formelles du produit initial, les
deux notions d’équivalence qui interviennent correspondent aussi 'une a l'autre.

A retenir -bis- : Soient (9,04, [, ~]g) et (,0, [, ]b) deux dg-algebres de Lie et
f : g — b un morphisme de dg-algebres de Lie. Alors f induit une application :

[ MC"(g) = MC”(b).

Parce que f commute avec les crochets et les différentielles, si x est solution de
l’équation de Maurer-Cartan dans g, f(x) est solution de l’équation de Maurer-
Cartan dans b

Si f est en plus un quasi-isomorphisme de dg-algebres de Lie, alors I'application
induite

f:MC%(g)) ~— MC"(H)/ ~

est une bijection.

Premiére conclusion (en réunissant le “A retenir” et le “A retenir -bis-”) : Pexis-
tence d’un quasi-isomorphisme entre deux dg-algebres de Lie entraine une équivalence
entre les deux problémes de déformations qui leur sont associés. (Autrement dit,
cela entraine une correspondance biunivoque entre les classes d’équivalence de
déformations de chaque coté).

Malheureusement, ’hypothese de D'existence d’un quasi-isomorphisme de dg-
algebres de Lie est treés (trop) forte. L’idée est donc de relacher cette contrainte
en remplacant la notion de “quasi-isomorphisme de dg-algebres de Lie” par la no-
tion de “quasi-isomorphisme L..”.

En fait, les dg-algebres de Lie sont des cas particuliers des “algebres Lo,”. La ou
une dg-algebre de Lie g est munie de deux applications de structure

dg et [y,



une algebre L, est quant a elle munie de toute une collection d’applications de
structure :
b1, 00,03, ... s

vérifiant une sorte d’identité de Jacobi généralisée :

Z E:jzﬁj(&(--~)7~-~):07 pour tout n € N™.
i+j=n+1 o

(Le Y signifie qu’il y a une permutation (shuffle) des arguments).

Bien sur, avec cette notion d’algebre L., il existe une notion de morphisme L,
entre algebres L.,. Cependant, on peut aussi regarder des morphismes L., entre
dg-algebres de Lie (puisqu’elles sont des cas particuliers d’algeébres L), on obtient
(a peu pres) la définition suivante :

Définition 2.8. Soient (g, 0y, [,],) et (h, 0y, [, ];) deux dg-algebres de Lie. Un
morphisme L., entre g et h est une collection d’applications :

form (o @Ta—0)

vérifiant les équations :

O (Fal )t D DoE o) fel)]y =

s+t=n o

(En) . s,t>1
Zifz( 789(')7"')"_2:‘:!][7171 (['7']g7'7"'>7

pour tout n € N*.

Propriétés (importantes pour nous) d’un morphisme L, entre deux dg-algebres
de Lie fo : g — b.

(1) L’équation &, pour n = 1 donne en particulier : dy o fi = f1 o 9y, donc,
comme dans le cas d’'un morphisme (simple) de dg-algebres de Lie, fo (en
fait f1) induit un morphisme H*(g) — H*(h). Comme précédemment, si
ce morphisme H®(g) — H*(h) est un isomorphisme, alors on dit que fq est
un quasi-isomorphisme L.

(2) Comme dans le cas d’'un morphisme (simple) de dg-algebres de Lie (mais
avec une formule plus compliquée), f, induit une application bien définie :
MC"(g) — MC"(b)
T Y ene £ alm, 1),
Et si de plus, fo est un quasi-isomorphisme L, alors I’application ci-dessus
induit une bijection :
MC"(g)/ ~ — MC(h)/ ~.
Remarque : ceci marche encore si g et b sont des algebres Lo, (méme si

dans ce cas, 'équation de Maurer-Cartan se complique car elle prend en
compte toute la structure Lo).

Deuxieme conclusion : un quasi-isomorphisme L, entre deux dg-algebres
de Lie (ou entre deux algebres L) entraine aussi une équivalence entre les
deux problemes de déformations associés.



En résumé, on a une formule plus compliquée pour un quasi-isomorphisme Lo
que pour un simple quasi-isomorphisme de dg-algébres de Lie, mais c’est une
condition plus faible qu’avoir un quasi-isomorphisme de dg-algébres de Lie, ET
ca garde les propriétés qui nous intéressaient).

3. FORMALITE ET DICTIONNAIRE DE M. KONTSEVICH

Ce que fait M. Kontsevich (entre autres).

Soient M une variété lisse et (A = C*°(M), ), son algebre de fonctions associée
(qui est évidemment associative).
M. Kontsevich construit un quasi-isomorphisme L., entre la dg-algebre de Lie as-
sociée au complexe de Hochschild de (A, ) : g,., et la dg-algebre de Lie associée au
complexe de Poisson associé au crochet de Poisson trivial : g,—¢.

D’apres ce qu’on a vu plus haut, ce résultat donne donc :
e une bijection entre MC"(g,,)/ ~ et MC"(gr=0)/ ~;

c’est-a-dire :
e une correspondance biunivoque entre :

- les classes d’équivalence de #-produits de u,

- et les classes d’équivalence de déformations formelles du crochet de Poisson
trivial m = 0;

c’est-a-dire encore, si maintenant M est munie d’un structure de Poisson 7 (non
nécessairement triviale cette fois) :
e une correspondance biunivoque entre :

- les classes d’équivalence de *-produits de p, dont le premier terme est donné
par m;

- et les classes d’équivalence de déformations formelles du crochet de Pois-
son .

1l faut savoir que l’existence d’un quasi-isomorphisme Lo entre deux dg-
algebres de Lie a aussi d’autres conséquences, comme des liens entre les
cohomologies des structures déformées. Dans le cadre ci-dessus, le résultat de
M. Kontsevich est aussi li€ a lisomorphisme de Duflo, mais nous n’entrerons
pas dans les détails de cela.

Remarque 3.1. Pourquoi appelle-t-on ce résultat de M. Kontsevich, théoreme de
“formalité” ?

On dit qu’'une dg-algebre de Lie g est formelle s’il existe un quasi-isomorphisme L,
entre elle et la dg-algeébre de Lie donnée par la cohomologie H*(g) de g, munie de
la différentielle nulle et du crochet de Lie gradué induit par celui de g, [-,] o Or
d’apres le théoreme de Hochschild-Kostant-Rosenberg, H*(g,,) coincide avec gr—o,
donc le résultat précédent de M. Kontsevich montre la formalité de g,,.



Ce résultat de M. Kontsevich donne un “dictionnaire”, pour une variété lisse de
Poisson (M, 7) :

Classes d’équivalence Classes d’équivalence
de star-produits de (M, ) de déformations formelles de 7

[+ — [m]

4. INTERPRETATION L., D'UNE CLASSIFICATION DES DEFORMATIONS DE
STRUCTURES DE POISSON EN DIMENSION TROIS

Intérét dans la suite de I’exposé : le versant “Poisson” de ce dictionnaire.
On regarde les structures de Poisson sur C3 du type :

Op 0 0 Op 0 0 Op 0 0
To=5"7 N+t 5 Ng+ 757 N7
Or 0y 0z Oy 0z Ox 0z dx 0Oy
ou p € A:= Clz,y, 2] est un polynéme (quasi-) homogene, a singularité isolée (i.e.,
tel que la surface {¢ = 0} C C? n’ait qu'une seule singularité en I’origine).

A propos de ces structures de Poisson, on connait déja la cohomologie de Poisson,
puisque on a obtenu des bases explicites pour les espaces de cohomologie de Poisson
associés & (A, m,) (dans [8]). Avec des méthodes “élémentaires”, on a déja obtenu
toutes les déformations formelles de 7, & équivalence pres, un représentant explicite
pour chacune des classes d’équivalence, et une classification de ces déformations,
dans le cas générique (dans [9]).

Ce que 'on veut faire ici : interpréter ces résultats en termes d’algebres Lo, et
de leurs morphismes.

Pourquoi ? Evidemment pas seulement pour ré-obtenir le résultat que l'on avait
déja obtenu, mais pour :
(1) mieux comprendre ce résultat (nous expliquerons dans l'exposé ce que nous
comprenons mieux),

(2) étendre, élargir ce résultat (nous expliquerons aussi),

(3) revenir au dictionnaire de M. Kontsevich et utiliser des méthodes L, pour
voir a quoi correspondent, du coté “star-produit”, les classes d’équivalence
de déformations formelles de 7, que nous avons obtenues,

(4) aborder d’autres questions dont nous parlerons dans 1’exposé ..

Comment ? On veut utiliser 'idée déja expliquée mais dans cette configuration :
un quasi-isomorphisme L, : h — g, ou g est une dg-algebre de Lie, mais h est une
“vraie” algebre L.,. Dans ce contexte, ce qui ne sera pas donné d’avance, ce qui
sera & construire, sera : la structure L., sur h et le quasi-isomorphisme L.,. Nous
allons maintenant expliquer le travail & faire. On rappelle que A := Clz, y, z].

(1) On a une structure de dg-algebre de Lie sur X°*(A), dont le probleme de
déformation associé est celui qui nous intéresse :
gtp = x.(A)v ['7']g¢ = ['a']S7 ang = [tha'}gq) 5

en effet ici, MC"(g,) correspond aux déformations formelles de .
(2) On voudrait : a) construire une dg-algebre de Lie b, b) telle que : MC" ()

soit tres simple (c’est-a-dire que le probléme de déformation associé a by soit trés
simple), ) et : on veut aussi un quasi-isomorphisme § — g, qui soit adapté



a notre probleme et qui soit “utilisable”.
Avec l'idée de “formalité” en téte, on pense a h = H*(g,), que I'on connait
treés bien. Par contre les hypotheses a), b) et ¢) ne marchent pas tout a fait.
1l faut remplacer a), b), c¢) par : a’) construire une structure d’algebre Lo,
sur h = H*(g,), b’)=b) telle que : MC"(h) soit tres simple, ¢’) et : on veut
aussi un quasi-isomorphisme L., h — g, qui soit adapté a notre probleme
et qui soit “utilisable”.
(Dans ce contexte, on dit que la structure Lo, sur h = H*(g,) est obtenue
par transfert de la structure de dg-algebre de Lie de g sur b.)
Conclusion : on n’obtiendra pas ici un nouveau résultat de formalité pour g,
mais quelque chose qui nous donne bien ’équivalence du probleme de déformation
qui nous intéresse (codé dans MC"(g,)) avec un probleme de déformation
beaucoup plus simple (codé dans MC"(h)).

Par contre, on a des contraintes pour ce transfert de structure :
1) on veut que MC¥(h) soit simple (en fait, on veut méme que MC"(h) =
b1 = HQ('Av 7T<P) )a
2) on veut que I'image de MC"(h) (dans MC"(g,)) par I'application = —
Yt fu(z, ..., z), induite par le quasi-isomorphisme Lo, fo, redonne les
déformations que 'on avait obtenues dans [9].

(3) Remarque importante : il existe un théoréme de transfert qui nous assure
qu'il existe une structure L sur h = H*(g,) et un quasi-isomorphisme
fo : H*(gp) — go- MAIS ce théoreme ne permet pas (en tout cas, pour
nous) de respecter nos contraintes 1) et 2), c’est-a-dire d’avoir du controle
sur MC”(h) ou sur f,. Nous expliquerons donc aussi ce point.

5. BIBLIOGRAPHIE (REDUITE)

Concernant le résultat de M. Kontsevich : [4] et [2];
concernant les déformations en général : [1];
concernant les variétés de Poisson, leur cohomologie : [6];
concernant les algebres Lo : [10] (algebres Ao ), [3] et aussi : [5] (ce sont les conven-
tions de signes de 'appendice de cet article que nous utiliserons).
Ensuite pour la cohomologie des structures de Poisson du type m, : dans [8], leurs
déformations (sans algeébre Lo,) : dans [9] et 'interprétation Lo, dans [7].
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