Institut Galilée

Sciences et technologies

:'”i"'.l. s

Licence 1" année

Mathématiques pour les sciences

Premier semestre

Département de Mathématiques

www.math.univ-paris13.fr/depart

©INSTITUT GALILEE, 99 avenue Jean-Baptiste-Clément 93430 VILLETANEUSE 2013/2014







Chapitre 1

Développements Limités

1 Développements limités, définitions et unicité

La notion de développement limité permet d’approximer une fonction au voisinage d’un
point par un polynéme. Plus le degré de ce polynome est élevé, meilleure est ’approximation.
Concreétement, pour étudier une expression au voisinage d’un point (comme le calcul d’une
limite par exemple), il suffira de remplacer les fonctions élaborées par leur développement
limité.

Définition 1.0.1 Soit f une fonction définie au voisinage de xg, mais pas forcément en

xg. On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de xq, s’il existe

des nombres ag, ai, ..., a, et une fonction € : u > e(u) définie au voisinage de 0 vérifiant

f(z)=ap+a1(z —z0) + -+ an(r —x0)" + (x — zo)"e(x —x0) €t Zli)n; e(x—mzo) =0
0

Le polynéme ag+ay(x—x0)+- - +an(z—x0)" s’appelle partie principale du développement

limité et le terme (x — xo)"e(x — z0) s’appelle le reste.

Remarque : Dire que f admet un développement limité a 'ordre n en xg signifie qu’il
existe des nombres ag, ai,..., a, tels que

lim f(x) —ap—ar(x —x9) — - — an(x — x0)"

=0
T—T0 (:[,‘ — xo)”

Plus n est grand, meilleure est donc 'approximation de f(z) par le polynéme ag + a1(x —
xo) + -+ + an(x — xp)™ au voisinage de xy.
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Remarque importante : La fonction f : z — f(x) admet un développement limité
d’ordre n au voisinage de x¢ si et seulement si la fonction g : h — f(xzo + h) admet un
développement limité d’ordre n au voisinage de 0. En effet :

Si 'on pose © = x¢ + h, on observe que

f(x)=ao+ai(x —x0) + -+ an(z —x0)" + (x — xo)"e(x — x0)
équivaut a
g(h) = f(xo+h) = ao + arth +--- + a,h" + h"e(h)
et e(z — xp) tend vers 0 quand z tend vers xg si et seulement si e(h) tend vers 0 quand h
tend vers 0.

’ Il suffit donc d’étudier la théorie des développements limités au voisinage de 0.

Exemples :
e Soit m un entier naturel, pour tout z # 1 on a
1 n+1
T
11—z 1—=2
Si 'on pose €(z) = on a

— X

=14+a+2’+ - +a2"+2"%(x) et lime(z)=0
1—=x z—0

La fonction x > 1 admet donc un développement limité a tout ordre au voisinage de

—x
0, et on I'a déterminé. Evidemment la fonction € n’est pas toujours aussi simple, mais I’on

ne cherche pas en général a la déterminer.

e Soit P(z) = ap+aijz+- - -+apz? un polynéme. Le polynome P(x) admet un développement
limité en 0 & tout ordre n :

Sin>p, P(x) =ao+ a1z + -+ apz? + x"e(x) avec e(x) = 0.

Sin<p, P(z)=ay+a1x+---+apz" +a"(app12+- - +apzP™") et €(x) = app1x+- -+
apxP~" tend vers 0 quand x tend vers 0.

Proposition 1.0.2 (Unicité du D.L.) Le développement limité d’ordre n d’une fonction
f, s’il existe, est unique.

Preuve : Supposons que f admette un développement limité a ’ordre n au voisinage de
0. On a
f@)=ag+ar1x+ -+ apz" + z"e(x) avec lin%) e(z) =0
T—

On a lin%) f(x) = ag. Le nombre ag est donc unique d’apres 'unicité de la limite.
T—

lir% w = a1. Le nombre a; est donc unique également.
r—
Soit p un entier vérifiant 0 < p < n. Supposons que ao, ai, ..., ap—1 soient uniques. On a
. fl@)—ap—arx—--- —ap_lxp_l
lim = ap
z—0 xP

et a, est unique d’apres I'unicité de la limite et des coefficients ag, a1, ..., ap—1.
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Proposition 1.0.3 La partie principale du développement limité en 0 d’une fonction paire
(resp. impaire) est paire (resp. impaire).

Preuve : Supposons que f admette le développement limité a 'ordre n suivant en 0
f(z) = P(z) + z"€(x)

On a alors
f(=z) = P(=2) + (-1)"z"e(—2)

et (—1)"e(—x) tend vers 0 en 0 (comme €(z)). Si f est paire (resp. impaire) on a f(—z) =
f(z) (resp. f(—x) = —f(x)) et d’apres l'unicité du développement limité on a P(—z) =
P(z) (resp. P(—z) = —P(z)). Le polynéme P est donc pair (resp. impair).

2 Opérations sur les développements limités

2.1 Intégration

Supposons que f soit dérivable au voisinage de 0 et que la fonction dérivée f’ admette un
développement limité a ’ordre n en 0,

fl(z) =ao+ a1z + - + apz” + 2" (2).
Posons

P(x):a()—l—alx—l—...—{—angj" et Q(m):a0$+%x2+,.,+ a;:L1$n+1'
n

D’apres le théoreme des accroissements finis appliqué a la fonction f — @ :
t— f(t) — Q(t) entre 0 et z, il existe 6 €]0, 1] tel que

f(@) = Q(x) — (£(0) = Q(0)) = 2(f'(0z) — Q' (6x));
Puisque f/(x) = P(z)+a"€1(x) et que Q'(z) = P(x) alors f'(z) — Q'(z) = 2"€1(x) et ainsi
f(@) = Qz) = (£(0) = Q(0)) = 2"0"e1 () = =" ez(x)

ou lim ey(z) = lin% 0"¢1(x) = 0. Et puisque Q(0) =0 on a
T—r

z—0

a a
f(z) = f(0) + apz + 511‘2 +-o ni_:lxnﬂ + 2" ey ()

Ce qui fournit la regle suivante :

Si f' admet un développement limité a l'ordre n en 0, f admet un développement limité
a l'ordre n +1 en 0 dont la partie principale s’obtient en intégrant la partie principale du
développement de [’ et en choisissant f(0) comme constante d’intégration.

Exemples :
e On a

1
17:1+:L‘+:U2+---—|—:c"_1+m”_le(x)
-z
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donc
2 3 n
—I(l-2) = —ll+a+ o +5 4+ fa"ea)
T AL g
= o4+ —+—+--+—+ 2"z
2 "3 n e
. sinzx . , RN
e On a hn}) = 1 donc on obtient le développement limité a l’ordre 1
T—r X

sinz = x + ze(x)

Par intégration on obtient
22
—cosz = —cos0+ 5 + 2%€(x)

donc
2

cosz =1-— % + 2%e(x)

En intégrant a nouveau on obtient

sinz = sin0+x— % + 2Pe(x)
, !
_ - 3
T + x°¢(x)
e On a lim e* = 1 donc
x—0
e’ =14 ¢€(x)

En intégrant et en utilisant e® = 1 on obtient successivement

e’ = 14x+ xe(x)
2

= 1+m+%+x2e(x)
2 3

= 1+$+%+%+$36(ﬂf)

Exercice : Déterminer les développements limités a ’ordre 4 en 0 de cosx et e*.

. . . r_1— . T _1_— . Tr_1—
Exercice : Etudier lim €=1=2  lim €=1=2 ¢t lim £=1=2,
z—0 x—0 Z xz—0 Z

2.2 Somme et produit

- Somme. Soit :
f)=ao+arz+ - +apz" + 2" (x) et g(x)=byo+bixz+ - +byx" + a2"ea(x)

Additionnons :

f(x) +g(x) = (ap + bo) + (a1 + b1)x + - + (an + by)z" + 2" e3(x)
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avec €3 = €] + €. €3 tend vers 0 des que €1 et €5 tendent vers 0. Ce qui fournit la regle
suivante :

Si f et g admettent des développements limités d’ordre n, alors la fonction f + g admet
un développement limité d’ordre n dont la partie principale est la somme des parties prin-
cipale de f et g.

- Produit. Soient :

Multiplions :
f(@)g(z) = A(x)B(x) + 2" (A(z)ea(x) + B(z)er(x) + z"er(x)e2(x))
Gardons dans A(z)B(x) les termes de degré inférieur ou égal a n :
A(z)B(z) = C(z) + 2" D(z) = C(x) + 2"e3(x)

ou D(z) est un polynome et e3(x) = xD(x) tend vers 0 quand x tend vers 0. Le produit
f(x)g(x) se mettra donc sous la forme :

f(x)g(x) = C(x) + 2" ea(x)

avec €4(z) = e3(z) + A(x)ea(x) + B(z)er(x) + 2" €1(z)e2(z) qui tend vers 0 quand z tend
vers 0. D’ou la regle :

Le produit admet un développement limité d’ordre n dont la partie principale s’obtient en
prenant dans le produit des parties principales les termes de degré inférieur ou égal a n.

Exercice : Déterminer le développement limité a l'ordre 3 en 0 de (1 + x)e” et le
x

développement limité a 'ordre 2 en 0 de
—x

2.3 Substitution du type = +— az? et composition

-Substitutions. Soit a un réel et p un entier. Supposons que f(x) admette un développement
limité a I'ordre n en 0. On a

f(x) =ao+ a1z + -+ apa™ + 2"€¢(x)
On en déduit
f(azP) = ag + ajaa? + aza®z®? - - - + an,a"x"™ + a"x"Pe(axP)
€(z) tend vers 0 quand z tend vers 0 donc a™e(ax?) tend vers 0 quand z tend vers 0.

axP) admet donc un développement limité a l'ordre np en 0.
pp p



10 CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS LIMITES

Exemple : On a
1

- =l+a+a*+-+2" 1+ 2" e(a)
— X

donc

— 1 _ 2 _1 n—1,_n—1 n—1
irs T+t 4+ (=) 42" ()

Par intégration on obtient alors

2 23

In(l+z)=x— ?+ 3 7---+(71)"_1%+:L"”6(x)

Exercice : Déterminer le développement limité a 'ordre 4 en 0 de puis celui de

arctanz a ’ordre 5 en 0.

_1
1422

- Composition de D.L. Soient
f(z) = A(z) + 2"e1(x) et g(x) = B(z) + z"ea(x)

Notons A(z) = ap + a1x + -+ + apz™ et B(x) = by + bix + -+ + byz™ et supposons que
lin%J g(x) =0, c’est-a-dire by = 0.
z—

Composons :

fg(x)) = A(B(x) + z"ex(x)) + (B(x) + 2"ex(x))"e1 (B(x) + 2" ex(x))

- (B(x) + 2"e2(x))® = 2"(by + box + -+ + bz + 2" ey ()" = 2™h(x) ot h(z) est
bornée au voisinage de 0.

- Si Pon pose e3(xz) = h(x)er(B(z) + x™e2(x)) par composition des limites on obtient
lir% e3(x) = 0.
x—

- A(B(@)+a"ex(x))~ABB() = 32 ax [(B(z) + 2"ex(x)* - B)'] = 3 axa"es(w)u(x)
oit les fonctions uy, sont bornées au voisinage de 0. Donc A(B(x)+ x"ez@v)) = A(B(x))+

x"eq(x) avec lim e4(x) = 0.
z—0

On obtient donc f(g(z)) = A(B(x)) + x"e5(x) avec 1i1rr(1J es(x) = 0. Ce qui fournit la regle
T—

suivante :

Si f et g admettent des développements limités d’ordre n en O avec lir%g(:c) =0 alors, la
z—

composée fog admet un développement limité d’ordre n dont la partie principale s’obtient
en prenant dans la composée des parties principales les termes de degré inférieur ou égal
an.

Exemple : Pour tout n, e* admet un développement limité a l'ordre n en 0 et sinx

admet un développement limité & l'ordre n en 0 et liII(l) sinz = 0, donc e¥"* admet un
T—

développement limité a 'ordre n en 0. Déterminons ce développement limité dans le cas
n=3.
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sinz =z — 23/6 + 2%e1 () et e* =14+ u + u?/2 + u?/6 + udea(u) donc

ST — 14 (x—23/6) + (x — 23/6)2/2 + (x — 22/6)% /6 + 23e3(x)
= 1+4+z—23/6+22/2+23/6 + 23e4(x)
1+ +22/2 4 23e(x)

Exercice : Déterminer le développement limité a 'ordre 2 en 0 de €%,

2.4 Quotient.

Supposons que f(z) et g(z) admettent des développements limités a 'ordre n en 0 et que
hH(l) g(x) = by soit # 0. On a
T—

f(x) _ I 1 1
o) g T e
0
ﬁ admet un développement limité a 'ordre n en 0, bo%](x) aussi, et lim bo%](x) =0,
0 —0 0

la composée admet donc un développement limité & lordre n en 0. 1+ admet donc un
développement limité a 'ordre n en 0, donc le produit par f également. Ce qui fournit la
regle suivante :

Si f et g admettent des développements limités d’ordre n en 0 avec lir%g(x) % 0 alors, le
z—

quotient i admet un développement limité d’ordre n.
[Y

Exemple : Déterminons le développement limité a I'ordre 3 en 0 de tanz.

sinx
tanx =

COsT

1

= T (i cosn)

1—cosz =2%/2+ 2% (2) et T =1+ u+u? + u® + udez(u) donc
1

T css) = L7772+ @2+ /2 + bes(o)

= 14222+ 23ey(x)
sinz =z — 23/6 + 23e5(z) donc

tanz = (x—2°/6)(1+2%/2) + 23eq(x)
= z+2%/3+ 23er(a)

1+sinz

Exercice : Déterminer le développement limité & I'ordre 2 en 0 de — 1
e
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3 Formules de Taylor

Les formules de Taylor permettent d’approcher les fonctions par des polynéomes. Ce sont
des outils fondamentaux en analyse.

3.1 Formule de Taylor-Young

Lorsqu’'une fonction f est définie dans un voisinage de x( et dérivable en zy on a

lim M — fl($0) =0
=20 T — X

Il existe donc une fonction € définie au voisinage de x( vérifiant

F(2) = F(ao) + f/(x0)(@ — 20) + (2 — 20)e(x) et lim e(x) =0

T—T0

f admet donc un développement limité a ’ordre 1 en xg.

Nous allons généraliser cette propriété. Commencons par une définition sur les fonctions
plusieurs fois dérivables.

Définition 3.1.1 Soit I un intervalle de R et f une fonction définie sur I a valeurs
réelles. On dit que f est de classe C™ sur I si f estn fois dérivable sur I avec une dérivée
nieme continue sur I.

e Si f est de classe C™ sur [ alors toutes les dérivées successives de f jusqu’a la niéme
sont continues sur I (pourquoi 7). On dit aussi que f est n fois continiment dérivable
sur [ pour dire que f est de classe C™ sur I.

e Lorsqu’une fonction est de classe C™ pour tout n dans N on dit qu’elle est de classe C*°,
ou aussi qu’elle est indéfiniment dérivable. Par exemple, les fonctions x — e%; x + sin x;
xrcosz; a € Rox— (14 2)% x— In(1 4 z) ... sont de classe C*° sur leur ensemble de
définition.

Exercice : Déterminer la dérivée nieme des fonctions usuelles suivantes : z > e*; z >
sinz; z+— cosx; a € Rjz — (1+2)% x— In(1l + x).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréeme central de ce chapitre :

Théoréme 3.1.2 (Formule de Taylor-Young) Soit I un intervalle de R et f : [ —
R une fonction n —1 fois dérivable (n € N*) sur I, et admettant une dérivée niéeme en un
point xg de I. Alors il existe une fonction € tendant vers 0 quand x tend vers xq telle que

an ) (g

n!
f admet donc un développement limité a l’ordre n en xg.

f(x) = f(xo) + f'(x0)(z — x0) +

Définition 3.1.3 La formule précédente est appelée le développement de Taylor-Young
de la fonction f a l'ordre n en xg. Le polynome de la variable x

#(0)
2!

Pro(z) = f(zo) + f'(z0)(x — z0) + (;)3—;1;0)24_..._’_70
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est appelé partie principale et la quantité (x—x¢)"e(z) est appelée reste du développement
de Taylor-Young.

Preuve du théoréme : La preuve se fait par récurrence sur n. Comme on I’a déja vu,
si n = 1 le théoreme est vrai. Supposons que le théoréme soit vrai pour un entier n > 1.
Nous allons montrer qu’il est vrai pour 'entier n + 1.

Soit f n fois dérivable sur I et n + 1 fois dérivable en xy. La fonction f’ est alors n — 1
fois dérivable sur I et n fois dérivable en xg. Nous voulons montrer que

F@) = Prasi(a) = (@ — 20" le(w) avee  lim e(z) =0

et

(z — xO)Q ey f(nJrl)(.I'o) (o — xo)"+1

Ppnt1(x) = flzo) + f'(w0)(z — wo) + (n+1)!

D’apres I’hypothese de récurrence

['(@) = Ppy(x) + (x — mo)"e1(z) avec lim e (z) =0

T—T0

Remarquons maintenant que
Pyprn() = Pf iy (2)
On a donc
1) = Py () = (& — o)1 (2)
D’apres le théoreme des accroissements finis il existe ¢ (dépendant a priori de x) compris
entre x et xg tel que

f(@) = Prnta(z) = (f(z0) = Prnt1(z0)) = (x—20)(f'(c) = Pfpya(c))
= (z—m)(c—x0)"€1(c)

— o (22) g

T — xg
Puisque Pf,n+1($0) = f(x) on obtient
f(@) = Prpga(x) + (z — 20)"ea(2)

avec
CcC— X

=K

¢ étant compris entre x et xy on a

le2(2)] < fer(c)]

Lorsque = tend vers zg, ¢ tend vers xg, donc €;(c) tend vers 0 et ez(x) tend vers 0. Le
théoreme est donc vrai pour U'entier n + 1. 0

Remarque : La formule de Taylor-Young va nous permettre de calculer les développements
limités de fonctions de références. Mais ce n’est pas en général la méthode la plus ap-
propriée pour déterminer le développement limité d’une fonction, le calcul des dérivées
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successives pouvant se révéler tres compliqué. Il vaut mieux utiliser les opérations sur les
développements limités.

Exemple. Déterminons le développement limité a ’ordre 3 en 1 de la fonction f définie

sur |0, 2[ par :
T

F(a) = tan ()
e Utilisons la formule de Taylor-Youg a l'ordre 3 au voisinage de 1 :
" (3]
1) = 1)+ 7 -0+ T @ e W 1y - 1ye)
ona:
M) = S0+0@?),
@) = FU@f @),
fO@) = S @)+ f@)f (@),
' T 7w (3) ™
On trouve alors f'(1) = 1 (1) = R ) = T et
2

T T ™ w3
tan(T) =1+ E(aj -1)+ §($ —1)2+ ﬂ(x — 13+ (z — 1)%e(x).

e On aurait pu aussi se ramener au voisinage de zéro avec le changement de variable
x = 1+ h, et utiliser les D.L. connus en zéro. On obtient d’abord :

™

T 1+ tan (§h)
Zh) = 4
1 + 1 )

tan(E) = tan ( —_—
N ~ 1—tan(Zh)

4
Puis, pour h — 0, on a tan(%h) — 0, on peut utiliser par exemple un D.L. a I'ordre
trois en zéro de h +— tan (7h) que I'on composera avec un D.L. a I'ordre trois en zéro de
14w
U — T—u" Or

T = Th 23 4l
tan(4h) = 4h+3(4)h + he(h)
1 1
ot 1fz = () =+ 01 +utu? + o+ ue(w)
= 1+ 2u+2u® +2u® +ule(u)
1+tan(£h) i s 1 T\3,3 T, \2 T.\3 3
2 3
_ m T2, T 43 3
= 1+2h—|—8h +24h + h’e(h).
2 3
insi ™y = Tx— =124+ (x—1) _1)3
Ainsi, tan(4) 1+2(x 1)—1—8(:1: 1) +24(a: 1)° + (x — 1)°e(x).

Remarque. La formule de Taylor-Young permet de déterminer directement le développement
limité en zg. Ceci dit, il est souvent plus simple de translater au voisinage de zéro pour
utiliser les DL connus donnés au voisinage de zéro.
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Par exemple, déterminons le développement limité a l'ordre 2 en 2 de Inz. On pose
r=2+4+het

Inz = In(2+h)

= ln2+ln(1—|—g)
ho ()
— 24220 g2
n +2 5 + h*e(h)
1 1
= ln2+§(x—2)—g(x—2)2+(x—2)26(m—2)

. , . . T
Exercice : Déterminer le D.L. & 'ordre 3 de £ — cosz en 5 et de x — e* en 1.

Exercice : Déterminer le développement limité & l'ordre 3 au voisinage de 1 de la
fonction

fix— COS(L;).

3.2 Formule de Taylor-Mac Laurin

La formule dite de Taylor-Mac Laurin est le cas particulier de celle de Taylor-Young pour
Trog — 0.

n—1 n
L (05 4 2 ()

J@) = JO) +J O+ -+ [0 7—; !

Ce qui fournit le développement limité a 'ordre n de f en zéro, que 'on appelle aussi
développement de Taylor-Mac Laurin ou encore développement de Taylor-Young au
voisinage de 0.

4 Développements limités usuels

4.1 Développements limités de référence

Tous les développements limités de cette section sont & connaitre absolument.

Nous rappelons que

1
17:1+x+x2+~--+:c”+m”e(ac)
—x

et

1.2 $3 n

In(l+z)=z— -t 3 —‘--—i-(—l)"*l%—i-x"e(:z)
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Nous allons obtenir les autres développements de référence par la formule de Taylor-Mac
Laurin (3.2).

e La fonction exponentielle est dérivable sur R et sa dérivée est elle-méme. Par récurrence
sur l'ordre de dérivation on obtient que la fonction exponentielle est indéfiniment dérivable
sur R et pour tout n dans N sa dérivée nieme est elle-méme. Puisque e = 1, la formule
de Taylor-Mac Laurin donne

2 3
r_ LT
e —1+x+2!+3!+

n

T n
'~-+H+:B e(x)

e La fonction sinus est dérivable sur R et a pour dérivée la fonction cosinus. cosinus est
dérivable sur R donc sinus est 2 fois dérivable sur R et sin” = — sin. sin” est donc 2 fois
dérivable sur R et sin® = sin. Par récurrence sur lordre de dérivation on obtient que
sinus est indéfiniment dérivable sur R et les dérivées successives de sin sont cos, — sin,
— cos, sin, cos, —sin, ... On a donc sin®® = (—1)"sin et sin®"*Y = (—1)"cos et donc
sin®" 0 = (=1)"sin0 = 0 et sin®" ") 0 = (=1)" cos0 = (—~1)". Le développement limité
a lordre 2n est donc

3 5 2n—1
: _ £ £ _ _1\n—1 € 2n
sing =2 — o + = +(-1) (2n—1)!+x e(x)
Celui a 'ordre 2n + 1 est
3 5 2n+1
mr—r— = X ot el
sing =2 — o + = +(-1) Gn 1) +x e(x)

e La fonction cosinus est la dérivée de la fonction sinus donc est indéfiniment dérivable
sur R également. On a cos®"t1) 0 = sin®**2) 0 = 0 et cos®? 0 = sin®*+D 0 = (=1)". Le
développement limité a 1’ordre 2n est donc

2 4 2n
x X €T
cose =1 = Gp g e S g el
Celui a 'ordre 2n + 1 est
2 4 2n
X X €T
cosw = 1= G gy o P g el

On peut aussi obtenir le développement de cosx par intégration du développement de
—sinz.

e Soit a un réel. On pose f(z) = (1 + x)® pour x > —1. f est dérivable sur | — 1, +o0o[ et
sur cet intervalle f'(z) = a(1+x)* L. f’ est donc dérivable sur ] — 1, 4+0c[. Supposons que
f soit n fois dérivable sur | — 1,400 et que sur cet intervalle f(z) = a(a—1)--- (a —
n+1)(142)* ™. Alors f est dérivable sur | — 1,+00[. f est donc n + 1 fois dérivable
sur | — 1,400 et

f(n—&-l)(x)

Oé(Ot — 1) e (Oé —n+ 1)(0& _ n)(l +$)o¢—n—1
ala—1)-(a—(n+1)+1)(1+z)* "
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f est donc indéfiniment dérivable sur | — 1, 400 et pour tout n dans N f((0) = a(a —
1)+ (@ —n+1). On obtient donc

-1 — 1 (a— 1
(1+x)°‘:1+a:1:—|—a(a2')$2+~~+a(a ) '(a nt )x”—l—x”e(az)
. n:

4.2 Développements limités des fonctions usuelles

Le but de cette section est de donner une méthode permettant d’obtenir les développements
limités des autres fonctions usuelles a I'aide des développements limités de référence.

e +e® 1‘2 564 J/,Qn Il
o chx:T=1+§+E+~-+(2n)!+x e(z)
e — e 7 x3 .175 x2n+1 on
— — E— —_— .o e e — +2
e D T R o warr TR )

Remarquez que la partie principale du développement limité de chz (resp. shzx) est la
partie paire (resp. impaire) de la partie principale du développement limité de e*.

Le développement de tanz s’obtient par composition et produit de développements de
référence. Par exemple le développement a l'ordre 5 est

3
_ z 2 5 5
cosx_$+ 3 +15x + x°¢(x)

tanx = sinx

Puisque

=14+z+a®+ - 2" +2"(2)

1—=x

on obtient facilement par substitution les trois suivants :

1
° 1+1$:1—x+ﬂ:2—...(_1)n$n+$n6(x)
° T 2:1+$2+$4+"-+x2n+x2"+1e(;p)
— T
1
m =1 —$2+J34 e (—1)"3:2"+x2"+16(a:)

On en déduit les quatre suivants par intégration :
2

n
° —ln(l—x):x—i—x——kw——}—---—i—x——i—x”e(;v)
n

2 3
2 3 n
n
3 5 2n+1
T T T
Argthz = T4 2n+2

) wem 33+ 55+ +2n+1+2 +1 )
n

. Arctanx:x—%+%_...+(_1)n2xn+1+I2n+26(x)

A l’aide du développement

-1 1) (a— 1
(1+$)°‘:1+ax+6)[(a2')x2+---+a(a ) '(a nt )$"+x"6(:z)
! n!
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on obtient les développements suivants :

1 z? 1.35...2n—1) , 9
4 T T e n+1
* o= 2 a6 L o)
1 x? 1.35..2n — 1) , 9
- 1 . _pyne\Ee 2 2n n+1
S a2 R S w W R )
puis finalement par intégration :
3 1.3.5...(2n — 1)
A . _ L . 2n+1 2n+2
¢ AT ST Sy o a6 2n 20 + 1) T2 e(x)
3 1.35...(2n — 1)
Argshzr =2 — — +--- —1)" 2n+1 2n+2
A T R S v W T i

5 Complément : Formule de Taylor-Lagrange

Il existe une autre formule de Taylor, appelée Taylor-Lagrange, ressemblant a la formule
de Taylor-Young. Cependant son utilisation est un peu différente et permet d’obtenir des
égalités parfois plus précises, le reste étant un peu plus explicite que dans la formule de
Taylor-Young.

Proposition 5.0.1 (Formule de Taylor-Lagrange) — Soit I un intervalle de R, x et
xg deux éléments de I. Soit f une fonction définie sur I, de classe C™ sur I ayant une
dérivée niéme dérivable sur l'intervalle ouvert d’extrémités x et xg, alors il existe un réel

¢ strictement compris entre x et xg tel que :
1

F (o)
(n+1)!

(n)
(x—20)%4- - -+fn('x0)(x—xo)”+

(w0)
2!

n+1

F(2) = £ (20) 4+ (@o) (a—z0)+ 2

(z—m0)

Définition 5.0.2 La formule précédente est appelée le développement de Taylor-Lagrange

f 0 (e) n+1

de la fonction f, a Uordre n, en xog. La quantité W(w —x0) est appelée reste du

développement de Taylor.

Idée de démonstration. Nous allons nous contenter ici de démontrer le cas n =2, le cas
général se traitant de la méme maniere. On cherche donc a montrer I'existence d’un réel
c strictement compris entre x et xg tel que :

#"(x0)
2!

f(@) = fzo) + f'(z0)(z — 20) +
Pour tout £ compris entre x et xg posons

#(0)
2!

(t — 20)” + 5t 20

d(t) = f(t) = [f(@o) + f'(zo)(t — o) + 3

ou K est le réel tel que d(x) = 0. Sur lintervalle d’extrémités = et x(, la fonction d :
t — d(t) est continue sur le fermé et dérivable sur I'ouvert et, d(x) = d(xg) = 0. D’apres
le théoreme de Rolle il existe donc un réel ¢ strictement compris entre = et xg tel que
d'(c1)=0. On a

d'(t) = f'(t) = [f'(zo) + (o) (t — w0) + g(t ~ 20)?]



5. COMPLEMENT : FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE 19

Sur Uintervalle d’extrémités c¢; et xo, la fonction dérivée de d, d' : t — d'(t) est continue
sur le fermé et dérivable sur Pouvert et, d’'(c1) = d'(xg) = 0. D’apres le théoreme de Rolle
il existe un réel ¢y compris strictement entre ¢; et zg tel que d”(cz2) = 0. On a

d’(t) = f(t) = [f"(z0) + K(t — x0)]

Sur lintervalle d’extrémités ca et xq, la dérivée seconde, d” : t — d"(t) est continue sur
le fermé et dérivable sur 'ouvert et, d’(cy) = d”’(x9) = 0. D’apres le théoréme de Rolle il
existe un réel ¢ compris strictement entre cg et xg tel que d”’(c) = 0 ce qui donne :

10 = K

et qui termine cette preuve. 0

Exemples d’application :

e Fstimons la valeur de sin 1.

Ecrivons la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction sinus entre 0 et 1 pour n = 4: il
existe ¢ €0, 1] tel que

. . s ! (1 - 0)2 PN/
sinl =sin0+ (1 —0)sin’(0) + —grsin (0)+
1— 3 1— 4 1— 5
—l—ﬂ sin®)(0) + a-o sin®(0) 4 a-0° sin® (c)
3! 4! 5!
c’est-a-dire
sinl=1— L4 ¢
6 120

5 1 5
On a donc sinl = 5 +eavec 0 <e < 20 <1072, et 5 est une valeur approchée par

défaut & 1072 pres de sin 1.

e Calculons la valeur du nombre e.
Ecrivons la formule de Taylor-Lagrange pour la fonction exponentielle entre 0 et 1:
Il existe ¢ €]0, 1] tel que

11 1 exp™t(e)
=1 _ = (7 (1-0 n+1
=gttt gy 0
Le reste de Taylor est compris entre 0 et ( j_ - Donc pour tout entier n, on a
n !
1 1 1 e
0<e—(1 )<
<e— (14 = +3‘+ +n‘)_(n+1)!
En faisant tendre n vers l'infini, on trouve
1 1 1 1
e= lim 1+ — ' + + R st

3! n!

n—00 1!
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6 Exercices

6.1 Déterminer le développement limité & 'ordre 3 en 0 de sinz — x + 27.

6.2 Déterminer le développement limité & 1’ordre 4 en 0 de sin® z puis celui de cos® z.

6.3 Déterminer le développement limité a l'ordre 5 en 0 de Arcsin z.

6.4 Déterminer le développement limité & ’ordre 3 en 0 de /1 + z + 22.

1

6.5 Déterminer le développement limité a 'ordre 2 en 0 de ———.
14 coszx

efsinx
14+ 22

6.7 Déterminer le développement limité a lordre 5 en 0 de f(z) =1\/1+ 1+ 22. En

déduire les valeurs de f/(0), f(0), f(3)(0), f(4)(0), f(5)(0).

6.6 Déterminer le développement limité a ’ordre 3 en 0 de

6.8 Déterminer le développement limité a 'ordre 4 en 0 de In(2 — sinz).

r—4

6.9 Déterminer le développement limité a l’ordre 2 en 0 de T
P —

6.10 Déterminer le développement limité a l'ordre 4 en 0 de arctan(1 + x).
6.11 Déterminer le développement limité a 1’ordre 3 en Z de tan x.

6.12 Déterminer le développement limité & 'ordre 2 en 1 de /ze”.

¥ —1

6.13 Déterminer le développement limité a ’ordre 2 en 1 de ] .
nr

6.14 En utilisant des développements limités, déterminer les limites suivantes quand elles
existent :
e +e -2 1 1 . 1 1 arcsinz — x

lim ———— ,  lim — -— , lm——-— , lim -
z—0 T z=0sine zr—=0sin“xz T z—0 x —sinx

(L) — (1)«

6.15 Calculer la limite en 0 de

6.16 Etudier suivant les valeurs de l'entier n la limite quand x tend vers 0 de la fonction
définie par
tan (In(1 4+ x)) — In(1 + tanz
ot (n(L+ ) — In )

:L‘TL
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sin x

6.17 (Prolongement par continuité) La fonction x — est définie et continue sur

sinz

R*. Puisque lir% =1, la fonction f définie sur R par
T—

T

{ flz) = SBZ gig£0
fo) = 1
est continue sur R. On dit que f est le prolongement par continuité en 0 de la fonction

sin x

x
. - . sinz
La fonction f est dérivable sur R* comme l'est la fonction x —

x
Montrer que f est également dérivable en 0.

6.18 On consideére la fonction

f(a:):%m (etl).

Montrer que f est prolongeable en une fonction dérivable sur R.

6.19 Déterminer le développement limité a l'ordre 2 en 0 de In(cos z + sin z).

1 n
En déduire que la suite u,, = <cos — +sin— | converge. Dire si (u,)pen+ converge vers
n n

cette limite par valeurs inférieures ou supérieures.
6.20 En utilisant des développements limités, étudier au voisinage de 0 la position relative
des deux courbes d’équations :

1+
C1l-z

Y

_ 1+as?

Déterminer les constantes a et b de telle fagon que 'on ait

f(x) —cosx

lim =0

z—0 xn

avec 'entier n le plus grand possible. Autrement dit, on cherche a et b afin que f(z)
approxime le mieux possible cosz au voisinage de 0.

6.22 Démontrer qu’il existe des réels a, b et ¢ et une fonction € : u — €(u) tendant vers 0
pour u tendant vers 0 tels que pour x voisin de 400 :

1
1
re® —1 :ax+b+E+—e(
x T

).

Cc
T



