Séries entiéres (suite)

DEVELOPPEMENT EN SERIES ENTIERES

Exercice 1 Développer en série entiére les fonctions suivantes et préciser le rayon de conver-
gence :
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Exercice 2 Soit la fonction réelle f définie sur | — 1,4+o0[ par f(0) = 1 et si x # 0, alors
1
f(z) = . In(1+ z).
Développer f en série entiére au voisinage de O ; Détermier le rayon de convergence de cette
série entiere. Démontrer qu’elle converge uniformément sur [0, 1].
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Exercice 3 On considére l’équation différentielle 4dxy” + 2y' +y = 0, ot y est une fonction de
classe C? de la variable réelle z. On se propose de trouver une solution développable en série
entiere

y(x) = Zan:c", vérifiant y(0) = 1.

n>0
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Quel est le domaine de validité de la solution y(x) ainsi obtenue ?

1. calculer a,, en fonction de a,_1 pour n > 1. En déduire : a, = pour n = 0.

2. Montrer que
ch(v/—x our x < 0
y(z) —{ ( ) P

cos(v/z) pour x =0



Exercice 4 On considere l’équation différentielle du second ordre

y" + W’y = 3w? cos® (%)
avec les conditions initiales y(0) =4 et y'(0) = 0.

On suppose qu’il existe une solution de cette équation développable en série entiére au voisinage
+o0o

de 0. Soit f(x Zan:c cette solution.

n=0

1. Calculer ag, a1, as et ag. Déterminer une relation de récurrence entre les coefficients a,,.
En déduire ’expression de ay,.

2. Déterminer le rayon de convergence de la série entiere ainsi obtenue et calculer sa somme.
3. Retrouver ce résultat par une intégration directe de l’équation différentielle donnée.

4. Déduire de ce qui précéde la somme des séries numériques
(_1)nﬂ.2n
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Exercice 5 Déterminer les solutions développables en série entiere autour de [’origine de
I’équation différentielle 2xy” + 2y’ +y = 0.
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Exercice 6 Déterminer une équation différentielle du premier ordre admettant pour solution
arcsin L , . . . y
frx— \/ﬁ En déduire un développement en série entiére de f a ['origine.
—

Quel est le développement en série entiére de la fonction x — (arcsinx)? a l'origine ?



