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Feuille n°5

Dans toute la feuille, F/ est un espace euclidien de dimension n.
Une application v € L(F) est orthogonale (ou une isométrie) si : VaVy u(x).u(y) = x.y

5.1 — Montrer que v : E — E est orthogonale si, et seulement si, sa matrice M vérifie
MM =1.
5.2 — Soient x et y deux vecteurs de E. Montrer que x et y ont méme longueur si, et seulement

si, x + y et x — y sont orthogonaux.

5.3 — Soit F' un sous-espace de E. Soit x € E.
1) Montrer qu'il existe un couple unique (y, z) de vecteurs tel que :

r=y—+z
yeF
z1F

On dit que y est la projection orthogonale de x sur F', notée pp(z)

2) Montrer que pp est une application linéaire. Montrer que pp o pp = pp. pr est-elle une
application orthogonale ?

3) Soit E = R? et F la droite d’équation 3 = z. Déterminer la matrice de pr dans la base
canonique.

4) Meéme question avec F = IR3 et F le plan z = 0.

5) Méme question avec E = R3 et Fleplan z +y+ 2z = 0.

6) Soit E = R? et F la droite d’équation y = z. Déterminer la matrice de pr dans la base
canonique.

7) Meéme question avec E = R3 et F le plan z = 0.

8) Méme question avec E = R3 et F la droite {x = y,y = z}.

5.4 — Soit F' un sous-espace de E. Soit x € E. x = pp(z) + y avec yLpr(z). On pose
sp(z) = pr(z) — 2y.

1) Montrer que s est une application linéaire. sp est-elle une application orthogonale 7

2) Soit E = R? et F la droite d’équation y = 2. Déterminer la matrice de sp dans la base
canonique.

3) Meéme question avec E = IR3 et F le plan z = 0.

4) Meéme question avec F = IR? et F le plan z +y + z = 0.

5) Meéme question avec E = R3 et F la droite {z = y,y = z}.

5.5 — E = IRR3. Déterminer la valeur absolue de I'angle entre x = (2,1,1) et chacun des
vecteurs de la base canonique. Déterminer la valeur absolue de I'angle entre x = (2,1,1) et

y= (27 _1a _1)
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1) Montrer que A est orthogonale. Quel est sont déterminant ?
2) Déterminer les valeurs propres et vecteurs propres de A.

3) Quelle est la nature géométrique de A7

1 V3

. ; — 2 2
5.7 Soit A @ 1
2 2

1) Montrer que A est la matrice d’une rotation.
2) Déterminer 'angle de la rotation.

1 0 V3
5.8 — Soit A= — 01 0
-3 0 1

1) Montrer que A est la matrice d’une rotation.
2) Déterminer 'axe et I'angle de rotation.

5.9 — Mémes questions pour :
. 1 —vV3 —2V3 ) 1 1 —V2
1 —V3 3 -2 3 1 1 V2
—2V/3 2 0 V2 =2 0
5.10 — Etudier :
1 —V3 2v3 —11 3v3 —6V3
1 1
1 -3 3 2 16 3v3 15 2
2V/3 2 0 —6vV/3 2 12



