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1 Introduction

Du 19 Décembre 2005 au 08 Juin 2006, j’ai effectué un stage de doctorat au La-
boratoire Analyse Gémoétrie et Applications (L.A.G.A.) sous la direction du Pr Fayssal
BENKHALDOUN. Ce stage a été financé par le gouvernement français dans le cadre de
la bourse en alternance qu’il m’a accordée par l’intermédiaire de l’ambassade de France
au Mali.
Le stage s’est déroulé dans de très bonnes conditions. En effet j’ai participé à plusieurs
séminaires, rencontré d’autres chercheurs s’intéressant au même domaine que moi. En
plus du 15 au 31 Mai 2006 M DIALLO Ouaténi, mon directeur du Mali était l’invité de
M. BENKHALDOUN, ce qui nous permis de faire le point à trois sur le travail effectué
et de définir les perspectives.
Au cours de ce stage nos travaux ont porté sur la simulation par la méthodes des vo-
lumes finis d’un écoulement eau-pétrole dans un milieu poreux. Le phénomène que
nous avons simulé correspond physiquement à l’injection de l’eau par un bout d’un réser-
voir pour en extraire du pétrole par l’autre bout. L’introduction par Guy Chavent [2] du
concept de pression globale a permis une modélisation mathématique plus adéquate du
phénomène, ce qui a permis l’établissement de résultats théoriques (existence et unicité
de la solution), la construction et l’étude de plusieurs schémas numériques [1] [3].

2 Le modèle mathématique

La formulation en pression globale du phenomène sus-mentionné conduit à un sys-
teme couplé d’équations aux dérivées partielles : une équation elliptique et une équation
parabolique dégénérée [1] [2]. En supposant que les propriétés thermodynamiques (den-
sité, viscosité dynamique) des deux phases sont constantes et en négligeant l’effet de la
pesanteur, ce système s’écrit :

– l’équation elliptique en pression
{

~q = −d(S)K(x)∇P ; div(~q) = 0 dans QT = Ω × [0, T [
~q.~n|Γ1

= −~qd ~q.~n|Γ2
= 0 P|Γ3

= P0 ∀t ∈ [0, T [
(1)
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– l’équation parabolique dégénérée en saturation










Φ(x)
∂S

∂t
+ div(b(S)~q − K(x)∇α(S)) = 0 dans QT

S|Γ1
= 1; K∇α(S).~n|Γ2

= 0; S|Γ3
= 0 ∀t ∈ [0, T [

S(x, 0) = S0(x) ∀x ∈ Ω

(2)

où
– Ω est un ouvert de R

2, ∂Ω = ∪3

i=1
Γi sa frontière,

– T le temps de simulation,
– S est la saturation en eau,
– ~q = ~qw + ~qo désigne la vitesse de filtration totale du fluide,
– P = 1

2
(pw + po) + γ(S) la pression globale.

– γ(S), α(S), d(S), b(S) sont des fonctions connues dépendant à la fois du milieu
poreux et des deux phases en écoulement.

On note que α
′

(1) = α
′

(0) = 0, d’où la dégénérescence du terme de diffusion.

3 La simulation numérique

L’équation elliptique (1) est dicrétisée par un schéma volumes finis (VF) cell-centred
avec approximation du gradient par la méthode de la cellule diamant [4]. Le système
linéaire issu de cette discrétisation est résolu par une méthode du type double gradient
conjugué stabilisé [6]. L’équation parabolique (2) est également discrétisée par un schéma
VF cell-centred avec un décentrement amont de la partie convective et une approximation
par la méthode de la cellule diamant pour la partie diffusive.
Nous avons effectué des tests numériques sur deux types de réservoir : un réservoir ho-
mogène isotrope et un réservoir non homogène anisotrope. Les données de simulations
sont les suivantes :

– dans les deux cas, la condition initiale S0, la porosité Φ et la pression au puits de
production P0 sont les mêmes :

S0(x) =

{

1 si x ∈ Γ1

0 si x ∈ Ω\Γ1

Φ = 0.2 et P0 = 0,
– dans le cas homogène isotrope, le réservoir Ω =]0, 0.1[×]0, 0.1[ triangulé à l’aide

d’un maillage non structuré constitué de 3826 triangles, le pas de temps est constant
et vaut ∆t = 1, 3.10−6, qd = 1.4, K = Id où Id est la matrice identité d’ordre 2.

– dans le cas non homogène non isotrope Ω =]0, 1[×]0, 1[, le maillage est non struc-
turé, il comporte 3662 triangles, le pas de temps est ∆t = 2, 46.10−4, qd = 0.5, le
tenseur des perméabilités est défini comme suit :

K(x) =

{

K1 si x ∈ Z1

K2 sinon
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où

K1 =

(

0.1 0.03
0.03 0.1

)

,

K2 =

(

1 0.3
0.3 1

)

et Z1 est une partie de Ω définie sur la figure (1).
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FIG. 1 – Le réservoir avec plusieurs zone de perméabilité Ω

Les résultats des tests après différents temps de simulation sont représentés sur les
figures suivantes. Dans le cas du réservoir homogène on constate une progression réaliste
du front de saturation et une bonne orientation du champ de vitesse voir les figures 2 et
A.3. Pour le deuxième type de réservoir on remarque le schéma prend en compte l’ani-
sotropie, en effet la figure 4 montre qu le front de saturation avance plus vite dans les
zones de forte perméabilité ce qui est confirmé par la figure B.3 représentant le champ de
vitesse.
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FIG. 2 – Evolution de la saturation dans le cas homogène isotrope

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

A. Champ de vitesse dans le
cas homogène isotrope

−0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

B. Champ de vitesse dans le
cas non homogène anisotrope

FIG. 3 –

Références

[1] M. AFIF, B. AMAZIANE, Convergence of finite volume schemes for a degenerate

4



0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
−0.5

0

0.5

1

1.5

 
 Plot of Z

 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Saturation de l’eau à t
=0.0492 s

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1 0

0.2

0.4

0.6

0.8

1
−0.5

0

0.5

1

1.5

 
 Plot of Z

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Saturation à t = 7.38 s

FIG. 4 – Evolution de la saturation dans le cas non homogène anisotrope
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