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Résumé

On donne dans cette courte note un cas particulier oti la mthode développée dans [S98] permet
d’établir la conjecture de Kuhn (voir [?]

Abstract

1 L’homomorphisme de Bockstein

Soit p un nombre premier. La cohomologie H*(X;F,) d'un espace X, que I'on notera H* X, est naturellement
un objet de la catégorie U des modules instables sur 1’algebre de Steenrod [S94]. Cette catégorie est munie,
comme toute catégorie abélienne, d’une filtration naturelle, dite de Krull, par des sous-catégories épaisses

stables par colimites :
UcUUh CcU C...CU

La sous-catégorie U est exactement la sous-catégorie pleine formée des modules instables localement finis
[S94] obtenue comme colimite de modules finis. Autrement dit cette sous-catégorie est obtenue & partir
des objets simples de U/, les modules ¥"F),, par extensions et colimites. Les termes suivants sont définis
itérativement comme suit : U, est ‘'image inverse’ dans U de la sous-catégorie abélienne C du quotient
U /U,,—1 obtenue a partir des objets simples de U /U,,—1 par extensions et colimites. La catégorie U n’est pas
la réunion des U,,.

La filtration de Krull est caractérisée par :

Théoréme 1.1. [S94] Soit T le foncteur de Lannes réduit, adjoint a gauche du produit tensoriel par
H*(BZ/p). Un module instable M est dans U, si et seulement si T (M) = {0}.

Tout module instable M est également muni de sa filtration nilpotente {M }s>0 qui est décroissante,
séparée et naturelle, et dont les sous-quotients sont les suspensions itérées de modules instables réduits,
plus précisément :

Ms/Mgy1 = X°RsM

o RsM est réduit (voir [S94]). Cette filtration est celle correspondant & la filtration nilpotente de la
catégorie U [S94]. C’est une filtration décroissante par des sous-catégories Nily, s > 0,

u:Nilo :)N’ill DNilQD...DNilSD...

Nil, est la plus petite sous-catégorie épaisse, stable par colimite et contenant les suspensions s-iémes des
modules instables. Un module instable dans Nils est (s — 1)-connexe.



La preuve donnée pour le cas ol p impair dans [S98| Section 3] contient une erreur. L’approche de [KO08]
ne traite que le cas p = 2 et présenterait une difficulté analogue a celle de [S98| pour p impair d’apres M.
Stelzer.

Expliquons maintenant pourquoi la méthode utilisée pour le cas p = 2 ne peut I’étre pour p impair sans
modification. L’analogue (impair) des classes considérées pour traiter du cas p = 2 se trouvent sur la colonne
—p de la suite spectrale d’Eilenberg-Moore et peuvent donc supporter une différentielle d,_; non triviale.
Pour p = 2 il n’y a évidement pas de différentielle, elle a déja é té calculée! Si X est un espace d’Eilenberg-
MacLane K(Z/p,n) (p impair) et si z est la classe fondamentale de degré n impair on a la formule suivante
(voir [Sm)])

dy 1(z®...2x) = \BP*(2)

avec k = %’1 Le coefficient A doit étre non nul afin de garantir 'instabilité de la cohomologie de K(Z/p,n—
1). par naturalité ce résultat s'étend a toute classe de cohomologie de degré n, sous réserve que cette classe
ne soit pas image d’une différentielle. On ne peut en général assurer cette derniére condition. C’est possible
dans notre cas pour des raisons de degré ordinaire ou de degré de nilpotence.

Si ’lhomomorphisme de Bockstein est trivial dans le module instable considéré la méthode fonctionne comme
pour p = 2 et redonne le résultat de [K95] sans faire appel au théoréme sur 'invariant de Hopf ou & d’autres
résultats profonds de théorie de ’homotopie. En fait ceci étend méme le théoréme de Kuhn de [K95] qui
montre que pour qu'un module (ou une algebre instable) du type considéré soit (éventuellement) réalisable il
faut que des homomorphismes de Bockstein soient non triviaux entre deux étages de la filtration nilpotente
du module considéré, la méthode ci-dessus montre que ce doit étre le cas entre les deux premiers étages non
triviaux.

Par contre la méthode proposée dans [S98] pour ‘éliminer’ le Bockstein : prendre le plan projectif sur ’espace
des lacets est inexacte, et échoue sans argument supplémentaire. Il reste qu’en examinant de plus pres des
cas particuliers on voit rapidement apparaitre des contradictions qui forcent la nullité de ’homomorphisme
de Bockstein et permettent donc de se ramener au cas précédent.

A titre d’exemple considérons le cas ou 'algebre instable initialement considérée a un quotient non-trivial
dans Nil; et que tous les produits sont nuls. Cette derniere condition est facile & assurer en remplacant
'espace supposé exister par un quotient. Soit z la classe considérée plus haut, de degré 2k + 1 et y = Pz,
k = p" pour un certain h. Si 'homomorphisme de Bockstein est non trivial sur z il I'est sur y car le module
instable considéré est de la forme A @ ®"*1F (1) (voir [S98]). Rappelons que F(1) est le module instable
librement engendré en degré 1, qui s’identifie au module des primitifs de la coalgebre H* BZ/p.

L’élément y®P~! ® z existe sur la colonne —p du terme F5 de la suite spectrale et ne peut étre tué par
une différentielle d;, « < p — 1 pour des raisons de degrés, quitte encore une fois a prendre un quotient de
Pespace initial. Toutes les différentielles sont nulles sur cet élément (en particulier il n’y a pas de place pour
des produits de Massey non triviaux, voir [McCleary85|, chapitres 7 et 8). On a, comme plus haut,

dp-1(y ® ... ®y) = A\BPP*(y)
et donc :
0="Prdy1(y®...0y@z)=dy 1 PPy®...@ y@x) = ABP"*(y) # 0

On a donc une contradiction si A # 0.
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