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Résumé

On construit dans cet article une résolution injective minimale dans la catégorie & des modules
instables sur ’algebre de Steenrod modulo 2, de la cohomologie de certains spectres obtenus a partir de
I’espace de Thom du fibré, associé a la représentation réguliere réduite du groupe abélien élémentaire
(Z/2)™, au dessus de lespace B(Z/2)". Les termes de la résolution sont des produits tensoriels de
modules de Brown-Gitler J(k) et de modules de Steinberg L,, introduits par S. Mitchell et S. Priddy.
Ces modules sont injectifs d’apres J. Lannes et S. Zarati, de plus ils sont indécomposables. L’existence
de cette résolution avait été conjecturée par Jean Lannes et le deuxieéme auteur. La principale indication
soutenant cette conjecture était un résultat combinatoire de G. Andrews : la somme alternée des séries
de Poincaré des modules considérées est nulle.

Ce résultat a des conséquences homotopiques et permet de démontrer pour ces spectres un résultat
du type de la conjecture de Segal pour les classifiants des 2-groupes abéliens élémentaires [AGMRH].
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1 Introduction

Dans une catégorie abélienne il est en général difficile de construire explicitement des résolutions in-
jectives ou projectives minimales. C’est en particulier le cas dans la catégorie des modules instables sur
lalgebre de Steenrod modulo 2 A. On sait trés bien décrire les objets injectifs de la catégorie LS9, de
plus comme ces modules sont cohomologie modulo 2 de spectres ou d’espaces (contrairement a ce qu’il en
est pour les objets projectifs) ceci accroit U'intérét pour de telles constructions. Cependant en dehors de
quelques exemples et d’un résultat de W. H. Lin [Lin92], peu utilisable, tres peu de résultats généraux sont
connus. On n’a méme pas de résultats de finitude approprié général : par exemple si on sait que les modules
ayant un nombre fini de générateurs ont des résolutions dont chaque terme est somme directe finie d’injectifs
indécomposables, on ne sait pas démontrer I’analogue pour des modules instables dont ’enveloppe injective
est elle méme somme directe finie d’injectifs indécomposables (ce qui est la condition de finitude raisonnable
pour la cohomologie modulo 2 d’un espace de dimension infinie). Ce résultat est équivalent & des conjectures
difficiles concernant des catégories de foncteurs entre espaces vectoriels sur le corps Fo ([Dja07]).

Dans cet article on se propose d’étudier un cas suggéré par certaines identités combinatoires, en fait
on part d’une formule montrant qu’'une somme alternée de séries formelles est nulle. Dans la mesure ou a
I’exception d’un terme les séries formelles qui apparaissent sont les séries de Poincaré de modules instables
injectifs bien connus, que le terme restant est la série de Poincaré de la cohomologie d’un “spectre de
Thom” on espere réaliser cette identité algébriquement, c’est ce que nous faisons dans cet article, puis
géométriquement, ceci sera fait ailleurs. Mais le résultat algébrique seul permet de déduire des conséquences
homotopiques, cela sera expliqué plus bas.

La fonction de partition de Minc v(n) est définie comme le nombre de représentations de l’entier n
en somme d’entiers ¢; : n = ¢1 + -+ 4+ ¢ avee Cm < 20m_1 < - < 2™l = 271 m quelconque.
On note v(m,n) le nombre des solutions pour lesquelles ¢,,, # 0, ¢;+1 = 0, m donné. On pose p,(q) =
>, v(m,n)q". Dans [And&T] G. Andrews montre que :

¢ () =D (1) pi(@)lm—i(q) (A)
=0
avec
g D+@—D+..4(27 1)

(I=¢*1)...(1=¢>""1)

Soit U la catégorie des modules instables sur ’algebre de Steenrod modulo 2. Les séries formelles qui
apparaissent ci-dessus sont celles du produit tensoriel de modules de Steinberg L,,_; [MP83] et de Brown-
Gitler J(2¢—1) [GLM92] qui sont des objets injectifs dans . Le module de Steinberg L,, est un facteur direct
dans Fa[z1, ..., 2,], le module de Brown-Gitler J(k) est lui un module fini caractérisé par Homy, (M, J(k)) =
MP**. La série de Poincaré de L;j est £}, celle de J(2" — 1) est pp,.

Le terme de gauche de 1’égalité [Al) est la série de Poincaré du sous-module L/, = wy, L,, C L. Ici w, est
le produit de toutes les formes linéaires non-nulles, c’est-a-dire la classe d’Euler de la somme de Whitney de
tous les fibrés en droites non triviaux sur B(Z/2)". C’est la cohomologie d’un spectre de Thom approprié
[Tak99] (voir B ). La série de Poincaré, ¢, de L!, vérifie alors ¢/, = t>"~'¢,,. Pour un espace vectoriel
gradué V on notera P(V') sa série de Poincaré. Le résultat d’Andrews dit que :

lm (Q) =




—P(L,)+ P(Ly) + i(_l)sP(Ln—s ®J(2°=1))+ (-1)"P(J(2" = 1)) =0.

Ceci suggere la construction d’une résolution injective pour L/ . Voici le premier résultat :
Théoreme 1.1 Pour tout n > 1, il existe une résolution injective minimale dans U :
0—L,—L,—= L, 1®J1) =L, 2a®J3)— =L ®J2" ' —1)— J2"-1)— 0.
On notera fs , pour les morphismes intermédiaires
Ly i1 ®J25 1 =1) = L, ,®J(2°—1).
On a en corollaire :
Théoréme 1.2 Soit n > 2 et soit le sous-ensemble de Z x 7 déterminé par :
A, = {t—s< —2""2% —n}

On a
7)2 si(s,t) € {(n,1—-2"),(n+1,1—2""1H},

Bxt3{'(2/2, L)) = {0 si(s,t) € An \ {(n,1=2"),(n+1,1—-27"1)},

Ainsi qu’on I'a dit L], est cohomologie modulo 2 d’un spectre qui est obtenu comme suit. L’idempotent de
Steinberg e, = B, Y, € F3[GL,] induit une application sur XB(Z/2)", le télescope de cette application est
(& suspension pres) le spectre M(n) de cohomogie M,, (voir ci-dessous). On peut aussi appliquer I'idempotent
a Pespace de Thom du fibré reg,, de base B(Z/2)" [Tak99] qui est somme de tous les fibrés en droites non
triviaux sur B(Z/2)™. On obtient alors comme télescope de cette application (& suspension prés c’est un
espace) un spectre L(n) de cohomologie L,. On peut encore appliquer cette procédure au fibré %E'gi‘f 2 On
obtient alors comme télescope de cette application (& suspension pres c’est un espace) un spectre L’ (n) de
cohomologie L] . Cette construction a été introduite par Shin-ishiro Takayasu [Tak99| et sera détaillée en
ET

Le théoréme suivant a lieu pour ce spectre (& 2-complétion pres), c’est un analogue de la conjecture de
Segal (forme faible) [AGMSH, [LZ&7 :

Théoréme 1.3 1. Pourn >2, on a

Z)2 sike{n+2"—1,n+2""1},
ﬂ—k(L/(n)) = ; n—2 n n—1
0 siken+2"2 +oo)\{n+2"-1,n+2"1}.
2. Pour le spectre L/ (1), on a w*(L/(1)) = 0, 72(L/(1)) = Zy (I'anneau des entiers 2-adique) et 7¢ (L' (1)) =
0sik>2.

En fait il est clair que les calculs peuvent étre poussés plus loin. Mais cela impliquerait, disons dans les
dimensions comprises entre —n — 2" ~% et —n — 27"~ (approximativement), le calcul du foncteur division
par L; sur I'algebre de Dickson et des idéaux de ’algebre de Dickson. Ceci sera étudié ailleurs.

L’article est organisé comme suit. Dans la section Bl on rappelle des résultats concernant le facteur
de Steinberg et les modules de Brown-Gitler. Dans la section Bl on démontre le théoreéme [LI modulo une
présentation de certains modules de Brown-Gitler, celle ci est le coeur de I'argument et est donnée en section
EAl Dans la section H on donne des applications pour les groupes d’extensions et on démontre le théoreme
A Tl’aide de la suite spectrale d’Adams, on démontre le théoréeme dans la section B
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rencontres. Ils sont aussi reconnaissants a N. Kuhn pour ses commentaires utiles et pour avoir attiré leur
attention vers la tour de Goodwillie de l'identité évaluée en spheres impaires. Ils remercient également G.
Powell de ses remarques judicieuses. Enfin, les auteurs remercient Le Minh Ha de leur avoir signalé que le
théoreme se déduire facilement de travaux de James Kulich.



2 Modules instables injectifs

Dans cette section on rappele ce qu’il convient sur les modules instables injectifs.

2.1 Les modules de Steinberg

Soit GL,, := GL,,(F2) le groupe des matrices n x n inversibles & coefficients dans le corps & deux éléments
F5. Ce groupe opére & gauche sur lalgebre polynomiale graduée Fo[z1,. .., x,] (chaque générateur x; étant
de degré 1) par la formule

(U . f)(acl, ce ,,’En) = f(z Oj1Tjy.--y Zdj)n,fj),
j=1 j=1

oo = (0ij)nxn € GLy, et f € Falz1,...,2,]. Cette action s’étend évidemment au semi-groupe de
toutes les matrices M,,(Fz). L’algébre polynomiale Fo[x1, ..., x,] est isomorphe & la cohomologie modulo
2, H*(B(Z/2)";F3), de lespace B(Z/2)". Cette cohomologie est un module instable sur A, I’algebre de
Steenrod modulo 2, et les actions ci-dessus sont A-linéaires.

Soit S un sous-ensemble du groupe GL,,. On note S € Fy [GL,] la somme de tous les éléments de S. On
considere les cas du sous-groupe de Borel B,, des matrices triangulaires supérieures et du sous-groupe >,
des permutations. L’idempotent de Steinberg, e,, est défini par par la formule

en = BpS,.
Proposition 2.1 ([Ste56]) On a e = e, et le module F3[GLy e, est projectif et absolument irréductible.

S. Mitchell et S. Priddy définissent le module de Steinberg [MP83] en théorie des modules instables par :

M, = en - Folzy,..., 2]
Comme A opeére de manieére naturelle & gauche sur Folzq,...,x,] U'espace vectoriel M, est un sous-A-
module de Fa[z1,...,2,]. D’apres le théoreme de Carlsson-Miller [Mil84] Fy[z1, ..., x,] est injectif dans la

catégorie U, comme M, en est un facteur direct il est également injectif.

On notera que dans [MP&3] I’action est & droite et que nous travaillons avec une action & gauche. La
version de M,, que nous utilisons n’est donc pas invariante par le groupe symétrique mais par le sous-
groupe de Borel B,,. La proposition 2.6 de [MP83] montre que quand applique les deux idempotents, B, %,
et £,B,, & un A — GL,-module (module instable ayant une GL,- action compatible ) on obtient des
modules instables isomorphes, les isomorphismes étant donnés par B, et %,,.

L’algebre de Dickson D(n) est l'algébre des éléments invariants sous l'action du groupe GL, dans
Fa[x1,..., 2], elle est polynomiale en des générateurs de degré 2" —27~1 ... 27 —2¢ .. 2 —1. Soit w,
Iinvariant de Dickson supérieur en degré 2™ — 1 : c’est le produit de toutes les formes linéaires non-nulles,
soit

i—1
wy = det(z]  )i<ij<n,

c’est aussi la classe d’Euler de la somme de tous les fibrés en droites réelles non triviaux sur B(Z/2)").
Proposition 2.2 ([MPR&3, [Kuh87]) Le module instable M, est un module sur l’algébre de Dickson D(n).
Le sous-espace vectoriel gradué L, = w,M, C M, est un sous module instable. De plus il y a un isomor-

phisme de A-modules :
M, =2L,®L,_.

Cet isomorphisme est rigide.



La décomposition des modules instables M, = L, & L,,_1 correspond & une décomposition e,, = €, +¢,,
dans l'algebre du semi-groupe des matrices Fo[M,,(F2)]. Les éléments €, et €/, sont des idempotents primitifs
et orthogonaux, €/, est constitué de matrices singuliéres.

Par définition, M est la cohomologie H*(BZ/2;F3). On en déduit que L; est la cohomologie réduite
I;T(BZ/2; F3). En identifiant LE™ & I'idéal de Fa[zq, - -+ ,,] engendré par z - - - x,, on peut vérifier que

Proposition 2.3 L, = e, - L{" = w,M,, = ﬂ?:_ll LY '@ Ly LY

Celle-ci sera démontrée en appendice en utilisant la relation qui existe entre les idempotents de Steinberg
et 'algebre de Hecke Endp,|qr,,,] (1%5") étudiée par N. Kuhn [Kuh&4].
Pour tout 1 < k < n, I'inclusion

n—1 k—1 n—1
NI Lol ' c((VI¥ ! el L )n( () ¥ eLo L")
i=1 i=1 1=k+1

définit une inclusion canonique §: L, — L ® L, _. Il est clair que 0 est coassociative. On obtient donc
une structure de Fy-coalgebre sur L, := €, L; qui méritera une étude ailleurs.

La série de Poincaré d'un espace vectoriel gradué V est définie par P(V) = P(V,t) := Y, dim V¢, on
V4 désigne la partie de degré d de V. On considere aussi la série de Poincaré de I’espace vectoriel sous-jacent
d’un module instable M, on la notera aussi P(M) par abus. On a :

Proposition 2.4 ([MPR3]) La série de Poincaré de L., notée L, est donnée par

noo42i-1

=i
i=1
En fait Mitchell et Priddy montrent qu’en tant qu’espace vectoriel gradué, 3, B,, - Fa[z1, ..., 2,] a une
base formée par les éléments
. , 1
S i1+l S in+1
q )

olli; > 2ip > --- > 2" 714, > 0. La copie de M,, que I’on considere a donc pour base les éléments

) ) 1
Bu- St S (———— ).
:I;l .. .xn

Théoréme 2.5 En tant que Fa-espace vectoriel gradué, le module M, a une base formée par les éléments

—2i - n
11 —219 ...wln 1_27fnw’L

En - Wy n—1 no
ol i1 > 219 > -+ > 2n_1in >0. Ict wy € Fg[,@l,"' ,LL‘;C].
: . . . ) i —2i in_1—2in L ,
Ceci sera démontré en appendice. On notera que 1élément e,,-wi' =22 ... w717 #"in est de degré iy +- - -+ip.

2.2 Les modules de Brown-Gitler

Soit J(k) le A-module de Brown-Gitler (cf. [Sch94, Chapter 2]). En degré k, I’espace vectoriel gradué
J(k) est égal & Fo, engendré par un élément noté t;. Le module J(k) est caractérisé par le fait que la
transformation naturelle qui a f € Homy, (M, J(k)) associe sa restriction en degré k, qui est donc dans le
dual M** est une équivalence naturelle :

Homy, (M, J(k) = M**.



En particulier si un A-module instable M est de dimension 1 en degré k, alors il existe un et un seul
morphisme A-linéaire non nul de degré zéro de M dans J(k) ; ce morphisme envoie sur ¢ 1’élément non nul
de M* (la partie de degré k de M).

H. Miller a donné dans [Mil84] une description globale des J(k) en considérant leur somme directe. 11
introduit I'objet bigradué J; déterminé par Jf = J(k)¢. Cet objet est en fait une algebre bigraduée, dotée
d’une structure de module instable pour laquelle la formule de Cartan a lieu. En fait Miller démontre que
([Sch94! Chapter 2)) :

Proposition 2.6 On a
JF 2Tt |i>0]

avec t; € J(2') de bidegré (1,2%). La structure de A-module instable de J; est déterminée par
Sql(fl) = ?71, ) Z 1, Sql (1?0) =0

et la formule de Cartan. Le module J(k) s’identifie au sous-espace engendré par les mondmes de second
degré k, i.e. par les t5° -5 avec >, an2h = k.

Soit maintenant Qj, Pensemble des suites d’entiers (i1, ..., i) telles que
0 < iy <20y < dig <--- <287l =2k 1,

La k-ieme fonction génératrice de Minc uy, est donnée par

pel®) = S 101t = 37tk

d>0 Qi
Qz étant le sous ensemble de € constitué par les partitions de somme d.
Proposition 2.7 ([Sch94, p. 57]) Soit k> 1, on a P(J(2F — 1)) = .

Dans la référence ceci est proposé en exercice. La démonstration résulte de XAl Partant du monoéme
tgo iyt € J(2% — 1)4, on pose

. ag 1, ap | ag 1 . g1 ap 1
W=——=4-,i2=—+—+—,..., 0 = 4+t =+ = =1
T2 T 2 T e T P 2k " ok
On vérifie facilement que les ij, sont des entiers, et que la suite (i1, ..., i) est dans Qg. Inversement partant
d’une suite (i1, ...,i;) € Qf, les formules
apg = 2i1 — 1,0[1 = 22'2—Z'1,...,Ozk,1 = 2ik —’L'k,1

déterminent un mondéme comme ci-dessus, fournissant ’application réciproque. Le résultat suit.

2.3 Le théoréme de Lannes-Zarati

Enfin on rappelle que :
Théoréme 2.8 Le module instable Ly, ® J(k) est injectif dans la catégorie U.

C’est un cas particulier du résultat principal de Lannes et Zarati dans [LZ86]. Par ailleurs, il résulte de
[LS89] que ce module est indécomposable.



3 Construction des morphismes et exactitude

Dans cette section on construit les morphismes du complexe, puis on démontre ’exactitude, modulo une
présentation du module de Brown-Gitler J(2¥ — 1) qui sera faite dans la section suivante.

3.1 Construction des morphismes

Rappelons que Lj, étant la cohomologie réduite de BZ/2, s’identifie & I'idéal () C Fa[z]. On note
ms: L1 — J(2°) I'unique morphisme non trivial qui envoie 22" sur la classe fondamentale 15: de J(29).
Définissons le morphisme f;, comme suit :

fs,n
Lp_si1®J(2571 = 1) Ln_s®J(2° = 1)

l&@id id®,uT
id®@ms—1®id

Ly s ®L1® J(2s_1 - 1) — > L, s ® J(Qs—l) ® J(25—1 _ 1)

Ici p: J(257Y) @ J(2571 — 1) — J(2% — 1) est la multiplication, qui est 'unique morphisme non trivial et
0: Lp—sy1 — Ly_s ® L1 la comultiplication de la Fa-coalgebre L,. Par convention, I'inclusion naturelle
L], — L, se note fon.

Proposition 3.1 fii 10 fsn=0pourl <s<mn-1.

Démonstration On va se ramener au cas n = 2. Grace a la coassociativité de § et a l'associativité de pu, la
composée fsii1.p 0 fsn, pour 1 <s <n —1, se factorise alors comme suit :

o®id

Ly si1®J(2571 1) Ln—s-1®Ly®J(2571 = 1)

lé@id id®1%®id

d®id®id
—

fSJrl’nofS’n Ln*S ® L1 & J(2571 - 1) Lnfsfl ® Ll & Ll & J(2571 — 1)

ders@ms —1®id

id
Lie1®J2H - 1)< L, 1@ J@) e 2 ) o2 - 1),

A cause du corollaire B3 ci-dessous, on a pooms@ms_106 = 0, ici u désigne la multiplication J(2%)®.J (257 —
J(25 4+ 2571). Et donc fs41n0 fsn =0pour 1 < s<n-—1. O

On part de la base comme espace vectoriel gradué du facteur Ly constituée par les éléments eg - wi ™ wag

avec a > 2b > 0.

Lemme 3.2 Sia > 2b > 0 et a+b = 2° + 2771 alors lexpression de es - wi~ 2bw2 comme somme de

~ . . . i i—1
monémes distincts ne contient pas x3 x3 .

Démonstration  Notons que les conditions du lemme impliquent que ¢ > 1. On a

e wiPwh = 257" + (a3 +$2)a72b]17l1’173(331+172)b

B0 8

= Jj=b+1

Comme a > 2bet a+b =2+ 271 on voit que a > 2% et b < 27! Posonsa—2l+cetb—2l 1—cavec

0 < ¢ < 2t~ On en déduit que le premier terme dans la somme ci-dessus ne peut contenir :v% x2 . D’autre



a—b

. i i—1 .
part, le coefficient de 23 3~ dans le deuxiéme terme est (2_b

et ¢/ impair. On a alors

a=b\ _ (27 42\ _ (271 420\ _ (22 20 2\
20 b))  \2i-l4c) c N 2t B c N

car 27171 4 2¢c est pair alors que ¢ est impair. O

). Supposons que ¢ = 2'¢/ avec 0 <t <i—1

Il suit :

Corollaire 3.3 La composée

TR —1

Ly— L1 ®L —5 J2) e J2 ) L J@2i +207h)
est nulle pour tout i > 1.

Démonstration Le cas ¢ > 1 vient du lemme précédent. Si ¢ = 1, on vérifie que Lo est trivial en degrés
inférieurs a 4. O

3.2 Démonstration de I’exactitude
On commence par introduire I’application suivante :

ge: P D180, J9s1) g J(1) L5 J(2° — 1)

oup est I'unique application non-triviale. On montrera dans la section suivante que :
Proposition 3.4 L’application g, est surjective. Le systéme d’éléments g,(z% - - - z'%) avec (i1,...,is) € Q
est une base de J(2° —1).

Afin d’alléger les notations, on notera w - in—s 1’élément

'L-172'L-2 7;717371_27:7175 infs
€n—s - wl T Wh—s—1 n—s
et g'n—stiootn élément .
Tn—s+1 %
gs(‘rn—s-i—l T fn")
La proposition suivante est la conséquence de la proposition précédente et de EZH

Proposition 3.5 Soit 0 < s < n. En tant qu’espace vectoriel gradué, L, s ® J(2° — 1) a une base formée
par les éléments
wilywwinfs ® ginfs#»lywwin

avec iy > 2ig > -+ > 2V 0> 0 <y _giq < 2ip gy < -o- <2571, = 2571

Pour 1 < s < n, notons A(s,d) 'ensemble des éléments de cette base qui vérifient iy + -+ + 4, = d et
in—s < 2ip—s11, B(s,d) 'ensemble de ceux qui vérifient 41 + -+ 4+ i, = d et ip—s > 2ip_s41.

Pour s = 0, notons A(0, d) 'ensemble des w® >t avec iy +- - -+i, = d et iy > 2ig > --- > 2" 14, =2n~7L
B(0,d) 'ensemble des wit i avec iy + -+ +1i, = d et i1 > 2ig > -+ > 2771, > 27~

Il est clair qu’en degré d, la dimension de L,,_;® J(25—1) est | A(s, d)|+|B(s, d)|, la somme des cardinaux
de A(s,d) et B(s,d). De plus |A(s,d)| = |B(s + 1,d)|.

Lemme 3.6 Soit 1 < s <n. Alors en degré d, dimimf, ,, > |A(s — 1,d)|.



Démonstration D’apres[CA on a
i1,eeyinstl — , ,il,eein_s , pin—s+l Z i
w " =w " :Enfs+1+ fl In—s—i—l
i
pour certains ¢ > i,—gs41 et fi € Falx1,...,Zp—s] - wp—s. D’oU

fsﬁn(wilxnwinfs#»l ® ginfs+27---;7;n) — wilr")infs ® ginfs+17---;7;n + 5 yZ ® Zi

K2

pour certains y; € L, s et z; € J(2° — 1). Comme degz; > deggi»—s+1:in il suit facilement de cette
formule que les éléments de fs,(A(s — 1,d)) sont linéairement indépendents. O

On démontre I'exactitude de la suite dans le théoreme [ :

O—>L;l—>Lnfl—’n>Ln_1®J(1)—>Ln_2®J(3)—>---—>L1®J(2"71—1) fn—’n>J(2"—1)—>0.
L’exactitude en L,, est facile de vérifier en utilisant et la définition de L. L’exactitude en J(2™ — 1),

i.e. la surjectivité de f, », sera montrée dans la section Bl Soit 1 < s < mn — 1. D’apres B, en tout degré d,
on a

\

> |B(s,d)| + |A(s, d)|
= dimL,_,®.J(2° —1).

dimimf, , + dimimfeiq,

Comme imfs, C ker fo11,, il suit que cette inégalité est en fait une égalité et donc dimimfs, =
dimker fs41,,. Cela prouve l'exactitude en L,,_s ® J(2° — 1) pour 1 < s < n — 1. Le résultat suit.

4 Une présentation de J(2" — 1)

4.1 La présentation de J(2" —1)

Dans cette section on donne une description de J(2" — 1) comme quotient de 'idéal (x1---z,) C
Folz1,...,x,]. D’apres 28 J(2™ — 1) est le sous-module de J qui admet pour base les mondmes de second
degré 2" — 1, c’est-a-dire les monodmes #5° ... 1, " " tels que ZZ;& ap2h =2 — 1.

On désignera par M P(i) le sous-module L' ® Ly @ LY" "1 1 < i < n—1 et par MP(n) le
sous-module L™~ @ L}. On considere donc :

G L(lgn Tn—1Q--®To
n _—

J2" H e -0 J1) 5 ger-1).
Par et le fait que mo(L}) est trivial, le noyau de g,, contient la somme M P(1) + --- 4+ MP(n).

Théoréme 4.1 L’application g, est surjective et induit un isomorphisme de modules instables

gn
MP(1) + -+ MP(n)

~ Ji2" —-1).

Démonstration En supposant que g, est surjectif, la démonstration de I'isomorphisme se fait comme suit.
On rappelle que ), est 'ensemble des suites d’entiers (i1, ...,i,) telles que

0 < iy <20y <dig<...<2n b, =on~t

En tant qu’espace vectoriel gradué le module quotient ci-dessus est engendré par les éléments g, (lel opin
avec (i1,...,1n) € Q. En effet, soit un élément g, (x7* --- x%) pour lequel on a a; > 2a,41. A laide de



’ ’
N - S, 5212 al aj—1 _a; Ait1 | Qit2 a / i _
MP(i), il peut s’écrire comme somme d’éléments g, (27" - - 2" -2yt -2 (4 - x50 - - apt) avec af +aj, =

i i
a; +ai+1 et a/i < a;:

it ai—aiy1—1
) a; a; — a; ) s a; — a; ) g
a; Qi+l __ i+1 i i+1 a;iy1+J _a;—j i i+1 a;iy1+J _a;—j
T T = E (( - )+< - )z; Tyt T+ - z; Tipq”-

=\ J J Pt J

Une itération évidente -tenant compte de M P(n)- donne le résultat.
Utilisant la série de Poincaré 27 de J(2™ — 1), on observe qu’en tout degré la dimension de 'image de
gn est inférieure ou égale a celle de J(2"™ — 1). On obtient alors I'isomorphisme souhaité. ([

4.2 Surjectivité de g,

Le reste de la section est consacré a la démonstration de la surjectivité de g,. On procede comme suit.
Soit V' un espace vectoriel de dimension n. On va montrer qu’il y a un morphisme surjectif de H*(V') vers
J(2™ — 1), puis on montrera que

Homy (H*(V), J(2" — 1)) 2 Han_1(V)

est un Fy[End(V)]-module cyclique de générateur g,. La surjectivité de g, est alors évidente.
Pour la premiere partie de argument on se sert de I'action tordue, introduite par N. Campbell et P.
Selick [CS90], de I’algébre de Steenrod sur Palgebre polynomiale.
On considere 1algebre polynomiale Fa[to, ..., t,—1], t; étant de degré 1. L action tordue de I’algébre de
Steenrod sur celle-ci est déterminée par :
Sqt(ti) =174, 1<i<n-—1, Sq'(ty)=t>_,

3

et la formule de Cartan. Campbell et Selick montrent alors que, en tant que modules instables, les algebres

Fslto, ..., tn—1] (avec laction tordue de A) et Fa[x1,...,2,] (munie de Iaction classique de A) sont iso-
morphes.

On introduit une bigraduation sur Fa[tg,...,t,—1] en imposant que pour chaque t; le second degré soit
w(t;) = 2° (comme pour J} plus haut).

Le module instable Fo[tg, ..., t,—1] admet alors une décomposition en somme directe de 2™ — 1 sous-
modules instables, chaque facteur, soit Falto,...,tn—1]:, étant le sous-module engendré par les mondmes
dont le second degré est congru modulo 2™ — 1 & 7. On observe si f € Falto,...,t,—1] alors

Sa' (tof) = toSa' (f) + 2 f,  w(tlf) = w(tof) +2" 1

donc le sous-espace vectoriel gradué engendré par les monomes dont le second degré est supérieur a une
valeur donnée est un sous-module instable.
Pour un élément f € J¥ = Fa[t; | i > 0] on a

Sq' (tof) = toSq' ().

On considere alors la surjection évidente qui envoie Falto,...,t,—1] sur le module de Brown-Gitler
J(2™ — 1) C Jf : elle envoie sur 0, les monémes de degré supérieur & 2" — 1, et ceux de second degré non
congruents a 2" — 1. On peut voir également cette application comme étant la composée de I'application
d’algebre de Fafto, ..., t,_1] vers J; qui envoie t; vers f;, suivie de la projection sur J(2" — 1).

Si la premiere application n’est pas A-linéaire on vérifie facilement que la composée l'est par les argu-
ments donnés ci-dessus.

On obtient ainsi un épimorphisme de H*V sur J(2" — 1), V étant un espace vectoriel de dimension n.

On étudie maintenant le module d’homologie Han 1 (V). L’algebre polynomiale S*(V*) = Fa[xq, ..., 2y
s’identifie & la cohomologie H* (V) et, de maniére duale, algébre & puissances divisées I'* (V) = T'(aq, . .., an)
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s’identifie & ’homologie H, (V). Les matrices a coefficients dans Fy opérent & gauche sur Fa[z1, ..., z,], donc

par dualité & droite sur I'(aq, ..., a,), par substitution linéaire des générateurs.
Pour toute suite d’entiers I = (i1, ...,i,), notons X = xzf cexin et AU = ag“) ---agf") :les X7
et les AY) forment respectivement des bases duales de Falxy,...,2z,] et T'(a1,...,a,). Un multi-indice ou

monéme, I, X' A qui vérifie i5_1 > 2i5 pour 1 < s < n sera dit admissible.

n n—1
Proposition 4.2 Le M, -module T?"~1(V) est engendré par af ). -ag_)lag). De maniére équivalente,
pour tout élément P de S =1 (V*), il existe o € M, (Fy) tel que l’expression de o - P comme somme de

~ . . . n—1
monémes distincts contienne x5 - 12 | x,.

La démonstration de I’équivalence des deux énoncés est laissée au lecteur.

Mettons lordre lexicographique sur les monomes de Fa[z1, . .., x,]. Pour tout élément homogene non-nul
P € Fylzq,...,x,], soit m(P) le plus grand mondme (par rapport & l'ordre lexicographique) qui apparait
dans P.

On aura besoin du lemme suivant :
Lemme 4.3 Sim(P) n’est pas admissible, alors il existe o € M,,(F2) tel que m(o - P) > m(P).

Démonstration ~ Montrons la proposition par récurrence sur n. On passera au lemme apres. Le cas n =1
est trivial. Supposons que n > 1 et que 1’énoncé est vrai pour n — 1. Cette hypotheése impltiue que pour

tout Q € Fa[xza, ..., z,] non nul de degré 2"~ ! — 1, il existe 7 € M, tel que 7-Q contient 23~ ---22_,xy,.
Ici 7 ne fait intervenir que les générateurs xs, ..., x,.

Soit P € Fa[x1,...,x,] un élément quelconque non-nul de degré 2" — 1. Il faut montrer que o - P contient
22" .. 22 |z, pour un certain o € M,. D’aprés le lemme B3, on peut supposer que m(P) = zi! - - . zin

est un monome admissible. Si m(P) est admissible c’est clair. Dans le cas contraire, en appliquant plusieurs
fois le lemme B3] on trouve un o € M, (IF2) tel que m(P) est admissible.

Mais alors i; > 2"~ 1. Réécrivons P sous la forme P = x%nilf—i—R, ouf = f(x1,...,2,) et R ne contient
que des monoémes dont la puissance de z; est inférieure & 27~ 1.

Soit w une combinaison linéaire non nulle des générateurs s, ..., x,. Soit o, la matrice définie par la
substitution z; := 1 + u. Posons Q = f(u,x2,...,%,). Le polyndme, en xa, ..., x,, coefficient de xan
dans

oy P=P(x1+u,x2,...,2,) € Fa[za, ..., x,][x1]
est 622 On suppose d’abord que @ # 0. Or, par récurrence il existe 7 € M, tel que 7 - Q) contient
22" .22 x,. Comme 7 ne fait pas intervenir z1, il suit que 7o, - P contient 22" -+ 22, z,,.

Si f(u,xa,...,x,) = 0 pour toute combinaison linéaire non nulle u, alors f(z1,...,z,) est divisible par

21 + u quelque soit u. Comme f est de degré 271 — 1, il suit que f = [],(z1 +u) et 23" ---a22_,x,

. N B . n—1 .. . .
apparait dans f. D’ott P lui-méme contient 22"~ ---22_,x,, la proposition est démontrée. ([

Démonstration de [£.3 On met lordre lexicographique sur les monomes de Falxq,-- -, x,]. Pout tout
élément non-nul P € Fy[z1,- - , 2], soit m(P) le plus grand mondme (par rapport & lordre lexicographique)
qui apparait dans P.

Soit m(P) = z* -+ - zl». Comme m(P) n’est pas admissible, il existe 1 < s < n tel que 2i5 > is_1. En
regroupant les monomes de P, on le réécrit sous la forme P = 2" -+ 2.7 Q. - alr + R, de maniere
que m(R) < m(P) et que Q = Q(xs-1,x5) € Faxs_1, ;] est un polyndéme de degré is_1 + is qui vérifie
m(Q) =z xl

Pour tout ¢ € GL,, qui correspond a une substitution qui ne fait intervenir que zs_1, s, les monoémes
de o - R sont différents des monomes de xi' -+ 23 (0 - Q)i -+ air. Si on a m(o - 2} -2l (o -
Q) - ain) > m(al - 23 (-Q)alt - ain) on aura forcément m(o - P) > m(P).

On pose Q = x1_ | 29(z5—1 + 25)7Q" avec Q' € Fa[zs_1, ;] et entier ¢ le plus grand possible.
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. . . ; o . N 2q-+i
Dans le premier cas, Q' contient un monéme z_,. Celui-ci est forcément m(Q’), d’ott m(Q) = 227+ 29,

ce qui est absurde puisque m(Q) = x.° 7} s et 2is > i5_1.
Dans le deuxiéme cas, Q' contient un mondéme z’. Soit ¢ € GL,, la matrice qui correspond & la substi-

tution qui échange xs_1 et xs. Alors

o-Q= Q(‘Tsu xs—l) = $g_1$2($s—1 + xs)qQ/(xsaxsfl)'

1l est clair que 2, = m(o - Q'), d’ott m(o - Q') = %27, Comme 3¢ + i = is_1 + is, on déduit aisément

que m(Q) > x|} 2%, d’ott m(o - P) > m(P).
Dans le troisieme cas, Q' est divisible par xs_1xs. Soit 7 € GL,, la matrice qui correspond & la substi-
tution qui transforme zs en zs_1 + xs. Alors dans

T: Q/ = Q/(xsflazsfl + xs)

le terme qui ne comporte pas ;s est égal & Q' (xs_1,zs—1). Puisque Q' n’est pas divisible par z4_1 + x5 par

maximalité de ¢, ce terme est non nul et égal & x%_; pour un certain ¢ > 0. Il suit que m(7 - Q) = :viq_?:vg.

Comme 3¢+ i =1is_1 + is, on a m(7- Q) > a:isjfx?, d’ott m(7 - P) > m(P). O

5 Applications homologiques

Dans cette section on démontre diverses conséquences homologiques du théoreme [Tl
On commence par

Théoréme 5.1 La résolution injective de L), donnée par [l est minimale.

Cela résulte de ce que les modules instables L, ® J(k) sont indécomposables et deux & deux distincts
[LSRY].

Corollaire 5.2 L’élément u, € Extyy(J(2" — 1), L]) déterminé par cette résolution injective est non nul.

Le corollaire résulte de ce que J(2™—1) est localement fini, alors que le plus grand sous-module localement
fini de Ly ® J(2"~1 — 1) est trivial. En effet ceci est conséquence de ce que L1 ® J(2"~! —1) a une filtration
finie dont les quotients sont des suspensions de Ly, voir aussi [Sch94, Chapter 6].

Corollaire 5.3 Soit M un module instable, n > 0,
1. Extj,(M,L!) =40} sis>n;
2. Ext;, (M, L)) = {0} si s #n et M est localement fini;
3. Ext,(StM, L) = {0} sit>2° — 1.

Démonstration  La premiere propriété est claire, la seconde vient de ce que Homy (M, L; ® J(k)) est nul
si 7 > 0 car M est localement fini et L; ® J(k) a une partie localement finie triviale si j > 0. La troisieme
résulte de ce qu'il n’y a pas d’applications non nulles de XM dans Ly, si h > 0. (]

5.1 Groupes d’extension Ext%'(Z/2, L), n > 2

On considére ensuite le calcul des groupes d’extension Exti{t (Z)2,L},). A cet effet, on se sert des travaux
de J. Lannes et S. Zarati [LZ87 sur les foncteurs dérivés de la déstabilisation.

On désigne par M la catégorie dont les objets sont les A-modules gradués et dont les morphismes
sont les applications A-linéaires de degré zéro. La catégorie U des A-modules instables est alors une sous
catégorie pleine de M. On note D: M — U et on appelle foncteur de déstabilisation I'adjoint a gauche
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du foncteur oubli f — M. Le foncteur D est exact a droite et on note Ds: M — U, s > 0, ses foncteurs
dérivés.

Pour tout module instable M et tout s > 0, Lannes et Zarati ont explicité le module D, X'~*M en
termes de la construction de Singer de M. En particulier, si D(s) et w, désigne respectivement l'algebre de
Dickson et I'invariant de Dickson supérieur de GL; sur Fa[z1,- -+, 24, on a

Proposition 5.4 ([LZ87]) DsXY(Z/2) 2 X5 D(s)wsTt L sis>0et s+t > 1.

Démonstration ~ Soit M un module instable. D’apres Lannes et Zarati [LZ87], on a DX "M =2 SR, M,
Rs(EM) 2 XwsR,M et Ry(Z/2) =2 D(s). Ici Ry(M) désigne un certain sous-.A-module de H*B(Z/2)* @ M
dépendant fontoriellement de M. On en deduit que

DYHZ)2) = DX (85 17/2) 2 SR (XT1Z/2) = BT WS T IR(Z/2) = BT D(s)wi T
La proposition est démontrée. O
Soit N un module instable. La suite spectrale de Grothendieck associée a la composée des foncteurs

H -N .
M & u omu (=) Fo-espaces vectoriels

est de la forme :
EPT = Ext! (Dy(—), N) = Exth}9(—, N).

s
b+ 1
b 1

— n g 0 t—s

+ e g

IS (] [a\]

N | |

| 8 N

I: | |

Fic. 1 - Ext’'(Z/2,L,), n > 2
Le théoreme est la combinaison des trois propositions suivantes.

Proposition 5.5 On a Extzl_Qn (z)2,L),)=17)2.
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Démonstration  On a une suite spectrale de Grothendieck :
Ext! (D, 2% ~'Z/2, L)) = Ext (%" ~'Z/2, L},).

D’apres B4
D ¥ 717/2 = 2T T D(q)uit? 2.

Soit £: U — U le foncteur adjoint a droite du foncteur de suspension X: U — U. On rappelle que i(L ®
J(k)) =L ® J(k—1) si L est un module instable réduit [Sch94]. On adopte la convention que J(k) = 0 si
k est négatif. On déduit alors de ce qui précedent et de la résolution injective de L!, que

EXtZ(Dq227l712/2,L;) — 0 . S? p # n, _ 0 S? (paq) # (TI’)O)?
Homy (D %% ~1Z/2,J(2" — 1)) sip=mn, Z/2 si(p,q) = (n,0).
Il suit que la suite spectrale dégénere et ’on obtient

Exth (2271722, L)) = Ext)} (22" ~1Z2/2, L)) = 7,)2.
La proposition est démontrée. ([l
Remarque 5.6 On déduit de la démonstration ci-dessus que l'inclusion %2"~17Z/2 < J(2" — 1) induit un
isomorphisme Ext;}(J(2" — 1), L!) = Ext}(X%"~1Z/2, L)) = Z/2 pour tout n > 1. On peut alors définir

une classe non-nulle v,, € Ext't,(32"~'Z/2, L!) comme étant I'image de p,, € Ext}}(J(2" — 1), L)) par cet
isomorphisme. Une suite exacte des A-modules qui représente v,, sera donnée dans

Proposition 5.7 On a Extzﬂ’l_?il(Z/Q,L%) =17/2.
Démonstration ~ On a une suite spectrale de Grothendieck :
Extl (D3 7'Z/2, L)) = Bxt (S T17/2, L).

D'aprés B o1l +2n~11 +2n—1_2
DX zZ)2=3%1 D(q)wi .

— Si ¢ = 0 alors, pour tout 0 <i <mn,
Homy (22" ~'Z/2, Ln_; ® J(2' — 1)) = 0.

2n71

~ Sig=1alors D;X2" ~17/2=% D(l)w%nil_l, donc

ne 0 i
Ext? (D22 ~17/2, L) = sip 7,
Z/2 sip=n.
~ Si ¢ > 2 alors la connectivité de D,x2" ~17Z/2 = Eq+27l71*1D(q)wg+2n71*2 est

29(qg+2" 1 —2)+1>2" — 1.

On en déduit que

n— 0 1 1
EXtZZj[(DqEQ 171Z/2,L;) — S? (p, Q) 7£ (nv )a
Z/2 si(p,q) = (n,1).
Dot ExtH (52" -12/2, 1) = Exty (D32 ' =17,/2, L) =~ 7,/2. 0
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Proposition 5.8 Supposons (s,t) & {(n,1—2"), (n+1,1—2""1)}. Alors le groupe Ext%"(Z/2, L,,) est nul
des que s —t > n=2 4 n.

Démonstration  On a une suite spectrale de Grothendieck :
Extl, (D, ,2'Z/2, L)) = Ext’(S'Z/2, L,).
D’apres B4,
Dy yX7'2/2 = ¥ P D(s — p)wi
On va montrer que Ext!,(Ds_,X7"Z/2, L) =0 pour 0 < p < n.

L. Pour0<p<n-—2onas—p—t>2""2—1 On en déduit que le groupe Ext},(D,_, X 'Z/2, L))
est nul pour tout 0 < p <n — 2.

2. Pour p =n — 1, le groupe Extgfl(Ds,nHZ*tZ/l L) est le noyau du morphisme
Homy (Ds—p1127'Z/2, L1 @ J(2" ! — 1)) L, Homy, (Ds—n+1X7'Z/2,J(2" — 1))

qui est induit par le morphisme f,_1,: L1 ® J(2"~! — 1) — J(2" — 1). Utilisant le fonteur 5, le
morphisme f se réécrit comme suit :

Homy (D(s—n+1)wi=51, Li®J (2" ' —24n+t—s)) I, Homy (D(s—n+1)w=f0, J(2"—2+n+t—s))
qui est induit par le morphisme composé

Ton—1Rid
Li®J2t —24ntt—s) 222

J2h g2ttt —24n+t—s) L IR —24n+t—s).
(a) Si s =mn—1, le morphisme f’ devient
Homy (Fo, Ly @ J(2" ' — 14 t)) — Homy (Fo, J(2" — 1 + 1))

avec t < —2"72 — 1. Le domaine de ce morphisme est trivial.

(b) Si s =n, le morphisme f’ devient
Homy (D(L)wi ", L1 ® J(2" ' — 2 +¢)) — Homy (D(1)wi ", J(2" — 2+ 1))

avec t < —2"72, Sit < 2 — 277! le domaine du morphisme est nul. On va montrer que ce
morphisme est un isomorphisme si 2 — 2"~ ! <t < —2"~2, En effet, on a

Homy, (D(1)w; ", L1 ® J(2" 1 — 2+ 1)) Homy (TL(1),J(2""! — 2+ 1))
Homy (Falz], J(2" ' — 2+ 1))

7.)2.

1%

12

Ici T est le foncteur de Lannes qui est adjoint a gauche du foncteur — ® Li: U — U. L’élément
non trivial, noté a,, de Homy, (D(1)w; ¥, L1 ® J(2"~! — 2+ t)) s’écrit comme étant le composé :
D(Dwi* = Fola,y] — Fafz] @ Fafy] — L1 ® J(2" ! =2+ 1),

ol t(z%) = (z+y)*. Or, le coefficient de 22" ' y2"~ 2+t dans le développement de (z +y)2" ~2+

est (2;;21”) qui est non nul puisque 2"~ <27 — 2 +¢ <271 4 2772 _ 2 Le composé

Ton—1®id
s

DNwi' S Li@J2M ! —2+1) JRHY@J2M T —24t) —» J(2" -2+ 1)

. . . . 7 __
est ainsi non nul car il envoie 22" =2+t sur 190 _94.
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()

Sis > n+1, la connectivité de T(D(s—n—l—l)wz:f;ﬁ) est (2°7"—1)(s—t—n) d’apres la proposition
B ci-dessous. On en déduit que le groupe Homy, (D(s—n+1)wi =/, Li®J (2"t —2+n+t—s))
est nul car

T =1)(s—t—-mn)=2""(s—t—n)+n+t—s5>2""" —24+n+t—s.
227" — 1 t 2° " t 2"t -2 t

3. Pour p = n, comme le cas précédent, le groupe Ext}}(Ds_n,X7Z/2, L})) est le conoyau du morphisme

Homy, (D(s—n)wi=5 " Li®J (2" ' 4+n—1+t—s)) s, Homy, (D(s—n)wi=5 "1, J(2"+n—1+t—s)).

(a)

s—n S

Si s = n, le morphisme f” devient
Homy(Fo, Ly @ J(2" 1 — 1 4 t) — Homy(Fa, J(2" — 1 + 1))

avec t <1 —2""2, La source de ce morphisme est triviale car ¢ # 1 — 2".

Si s = n + 1, le morphisme f” devient
Homy (D(1)wi ", L1 ® J(2" ! — 24+ t)) — Homy (D(1)w; ", J(2" — 2 + 1))

avec t < 1 — 272, Le groupe Homy (D(l)wft, J2m -2+ t)) est non trivial si et seulement si
t>1—2""1 Comme t # 1 —2""1, le morphisme considéré avec 1 — 2771 <t <1 —2""2 est un
isomorphisme comme le cas 2(b) ci-dessus.

Si s = n + 2, le morphisme f” devient
Homy, (D(2)w, "t L1 ® J(2" 1 — 3 + 1)) — Homy (D(2)wy ™, J(2" — 3+ 1))

avec t < 2 — 2772, Le module D(2)w2_t+1 est alors non nul en degré 2" — 3 4 ¢ si et seulement si
t =2 — 2772, Le morphisme devient

Homy (D(2)w?" ~1, L1 ® J(2"2 —1)) — Homy (D2)wd ~1,J(3.2"7% —1)) 2 7/2.
gn—2_ 1dQ@Tyn—2_4

Ce morphisme est surjectif car I'application D(2)w; e el ——5 LigJ(2"2-1)

1

. n—2__ n—1
envoie la classe (22 + zy + y?)w3 sur la classe 2" @ tgn-2_1.

Si s > n + 3, la source du morphisme f” est triviale car D(s — n)w=t"""1 est trival en degré

2" +n— 1+t —s. En effet, supposons qu'il existe un élément de D(s — n) de degré d tel que
2 "-1(s—t—-n—-1)+d=2"4+n—-1+t—s.

Osuit 2" —2=2"""(s—t—-n—-1)+d>82"2—-1)+d=6>2"+d = d=2. Or, lalgebre
de Dickson D(s — n) est trivial en degré 2 si s —n > 3.

On a ainsi démontré que Ext!,(Ds_,X"'Z/2, L) = 0 pour 0 < p < n. La proposition suit. O

5.2 Série de Poincaré de T(D(n)w},)
Soit @ le foncteur double [Sch94] de la catégrorie U des modules instables. Rappelons que lalgebre

des invariants Fa[z1, -+, 2,]%F est I'algébre de Dickson D(n) = Fa[Qno,-+ ; Qn.n—1). Le lemme suivant
est facile & vérifier en utilisant le fait que, par la projection canonique Fao[zq, -, z,] = Falz1, -, Zpn-1],

Iinvariant de Dickson Q,, ; s’envoie sur Q2 _; ;_; sii >0 et sur 0sii=0.

Lemme 5.9 Soient n,i > 1. Il existe une suite exacte courte des modules instables :

0 — D(n)w!, — D(n)w}

' 2 1oD(n - 1wl — 0.
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On note P, ;(t) la série de Poincaré de T(D(n)w;) 11 résulte du lemme BT et de I'exactitude du foncteur
T que .
Ppi(t) = Poi1(t) = 7 Pooyioa (7). (1)

Proposition 5.10 On a P, ;(t) = t@"'=Vip, o(t).

Démonstration  Soit G,,_1 le sous-groupe de GL,, des matrices de la forme

* * ok
0 0 1

La théorie de Lannes [Sch94] donne

T(D(n)) = Falay, -, 2,01

Or, c’est un résultat classique que 'algébre des invariants Fo[zq,- - - ,,]“"~1 est une algébre polynomiale
engendrée par les générateurs Qpn—1.0,** , @n_1.n—2, Vs, dont les degrés sont 2"t —1, ... 2n=1t_gn=2 gn-1

respectivement. Il suit

1
1) (12 21— )

Poo(t) =
On en déduit que
Pu_10(t) =1 —¢2""""HP,0(t). (2)

La proposition est maintenant facile & démontrer par récurrence double sur (i,n). On a rien & faire pour
i=0.Pour n =1, 0onaT(D(1)wi) = T(D(1)) car le module quotient D(1)/D(1)w! est fini.
Supposons que la formule P, i (t) = ¢t TN P o(t) soit vérifiée pour tout (n',i') < (n,7). On a

Poi(t) = Ppia(t) =t Py i (87) (d’apres )
=@ NGDp (1) — ¢ 2@TTENGD p o (2) (d’apres hypothese de récurrence)
= ("N () — 1T DED (1 2 P (1) (dapresB)
=@ =Dip ().

La proposition est démontrée. ([

Remarque 5.11 La proposition suggere que I'on ait un isomorphisme de modules instables :

T(D(n)wi) = T(D(n)) cwb .

n

6 Applications homotopiques

Dans cette section, tous les espaces et spectres sont 2-complétés.
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6.1 Les cofibrations de Takayasu

Soit V,, = (Z/2)™. On consideére la représentation réelle réguliere réduite de V;, :
7eg,: Vp — Aut(R?" 1)

et la somme ?ngk = 7ég, + - -- + reg,, k fois. Takayasu [Takd9] considere reg. ¥ pour tout entier k. On
—aoh o
se restreint aux cas ot k > 0. On désigne par BV, /" D’espace de Thom associé & la représentation regfk,

i.e. I'espace de Thom du fibré vectoriel EV;, xy, R¥?"=1 — BV,.
ok
L’action de GL,, sur BV}, induit une action sur 'espace de Thom BV,,“’" . L’idempotent de Steinberg
it
e, définie alors une application stable sur BV, /" . A la suite de Mitchell et Priddy [MP83], en prenant
=Bk =Bk
le téléscope de cette application, on obtient un facteur stable de BV, ““ que l'on note e, - BV, "
ok

On adopte la notation de Takayasu en posant M(n)x = e, - BV, " . On renvoie & [Tak99] pour une
construction explicite de M(n)y,.

On obtient en particulier que M(n)o = M(n), M(n); = L(n) et M(n); = L’(n). La cohomologie de
M(n)y est déterminée en utilisant I'isomorphisme de Thom :

H*M(n), = wke, -Folzy, -, 2,) = W 1L,.

Théoréme 6.1 (Takayasu [Tak99]) Pour k > 0, il existe une suite de cofibration

In,k

in,
YEM(n — 1)apr1 — M(n)p =5 M(n)ji1.
On obtient en particulier une suite exacte courte en cohomologie :
0—wkL, — Wk tL, - 2% L, 1 —0.

On combine les suites de cofibration de Takayasu pour obtenir la suivante :

S IM(0)an — -+ — 52 T M (n—k)or 2 52T I (= k- Dgrs — -+ — SM(n—1)2 — M(n)1 — M(n)a.
(T)
Ici dy, r, se factorise comme suit :

di,n

227 UM (0 — k4 1) 56

k k—1
2% —1 2 =1,

S IM(n = B)gr g =27 NS M(n - E)gry).

22" IM(n — k)gr

La suite [M induit en cohomologie une suite exacte de A-modules instables :

6k,7l

2 2 Ly k@5 TRy = o 0P R, 0. (TY)

2k7171 2k7171
0—wnly = Lp— - —w, 3 Lnk41 Q0% Fy

D’apres la proposition 4.2.1 de [Tak99], oy, est donné par

0 Sidp i > 1,

DL L PRI
6k7"(wn—k+1w B nokl Q L2k—1,1) = { 9k _1q

w? Wk @ ok 1 St dp_pyr = 1.

On obtient donc un diagramme commutatif :

ok—1_

5
1 k—1_ k,n ok _1 k_
Ly—pt1 @32 Fy —w? 'Ly @ X% 71,

wnkarl

fr,n
Lo g1 @ J(2F 1 = 1) — "L, @ J(2F — 1).
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La suite [T, dont la réalisation géométrique est [0, définit un élément dans Ext’y (X2 ~'Fy, L)) qui & cause
de la commutativité ci-dessus est égal a v, de On étudiera ailleurs la réalisation géométrique de la suite
exacte de [[J]

6.2 La suite spectrale d’Adams

On considere la suite spectrale d’Adams pour map(L/(n), S°) associée & H*(—,Z/2) qui converge a
7. (map(L/(n),SY)) et dont le terme Fy est

Ey' = Ext%'(Z/2,L),)

et les différentielles
dr' Es,t N Es+7‘,t+r—1
: Ef - .

Démonstration de[ld  Pour n > 2, on doit vérifier que

Z]2 sike{n+2"—1,n+2""1}
ﬂ-k(Ll(n)) = : n—2 n n—1
0 siken+2"% +oo)\{n+2"—-1,n+2""1}.

D’apres[[C2 la page Eo de la suite spectrale pour 7*(L/(n)) est représentée comme dans la figure 1. On
en déduit le résultat.

Pour n = 1, on utilise la suite exacte longue d’homotopie de la cofibration S' — L(1) — L'(1) et la
conjecture de Segal [AGMSH| pour L(1) = ¥*°BZ/2, ce qui dit que 7%(L(1)) = 0si k > 0 et 7°(L(1)) = Z,.
On obtient alors 7! (L'(1)) = 0, 73(L'(1)) = Zg et 7*(L/(1)) =0 si k > 2. O

Remarque 6.2 On peut composer I’application non triviale L’ (n) — S"+2" 1 avec I'inclusion de cellule de
dimension minimale de L' (n), qui est §32"=n=3 On obtient ainsi un élément du groupe stable Ton+1_op_o-
Pour n = 1, c’est 'application de degré 2, pour n = 2 c’est 2.

6.3 Sur la cohomotopie de M(n);

En fait le calcul de 7*(L/(n)) en degré supérieur ou égal & n + 2™ — 1 peut étre déduit directement des
cofibrations de Takayasu et de la conjecture de Segal comme suit.

Théoréme 6.3 Pour tout n > 1 et tout k> 1, on a

n—1(y_ . n
T M(n)), = w2k 1)+1M(1)2n*1(1§—1)+1 5@ t=02" -1k —-1)+n,
0 sit> (2" =1)(k—1)+n.
Démonstration — On pose a(n, k) = 2" Yk —1)+1et B(n, k) = (2" —1)(k— 1) +n. On fait une récurrence
double sur les couples (n, k) > (1,1) pour démontrer la formule

0 sit> pB(n, k).
Supposons k = 1. Il résulte de la conjecture de Segal pour le spectre M(n); = L(n) que 7'L(n) = 0
pour tout ¢t > 0 et tout n > 1. La formule est vérifiée.
Supposons n = 1. On fait une récurrence sur k > 1 pour montrer que 7'M(1);, = 0 si t > B3(1,k) = k.
Le cas k = 1 est clair. Pour k > 1, la cofibration S¥=! — M(1),_1 — M(1); induit une suite exacte en

cohomotopie :
ot 718E T L 2P M(1), — 7M1 k1.
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Sit>k,onan"1S* 1 =0et 7*M(1),_1 = 0 (d’apres Phypothese de récurrence), donc 7*M(1);, = 0. On
a ainsi vérifié la formule pour n =1et k > 1.

Supposons que n > 2, k > 2 et que la formule soit vérifiée pour tout couple (n', k') inférieur au couple
(n, k) dans l'ordre lexicographique. La cofibration de Takayasu Z*~'M(n — 1)ar_1 — M(n)g_1 — M(n)
donne une suite exacte en cohomotopie :

T IM(n)p_1 — 7 ISR IM(n — 1) a1 — 7' M(n)r — 7' M(n)g_1.
Si t > B(n, k), par hypothese de récurrence double pour le couple (n,k — 1), on a
ﬂ'tﬁlM(n)k,l =71'M(n)g_1 =0

car
t>t—1>B(n,k)—1> p(n,k—1).

On en déduit que, si t > B(n, k), on a
T M(n) = 7 ISR IM(n — 1)gpy 2 7 M(n — 1)op_1.

Puisque t > B(n, k) <= t—k > B(n—1,2k—1) et a(n, k) = a(n — 1,2k — 1), 'hypothese de récurrence
double pour le couple (n — 1,2k — 1) donne la formule souhaitée pour 7'M (n). O

Corollaire 6.4 Soientn >1eti>0. On a

Zs  si(n,i)=(1,0),

Bn2'+ D\ L=
" ()21 {Z/2 sinon.

Démonstration — On observe que a(n,2¢ + 1) = a(n +i,2). D’apres le théoreme E3 on a alors
7Tﬁ(n@l-‘,—l)1\/I(n)2i+l _ 7.‘_ot(n,21-',-1)1\/[(1)0[(71721,_’_1) _ 7Toz(n-l—iﬂ)1\/[(1)(1(n+i72) — 7Tﬁ(n-l-i,Q)l\/[(n + i)g.
On applique le théoreme [F au spectre L' (n + i) = M(n + )2 pour obtenir le résultat. O
On a en particulier le résultat suivant pour les espaces projectifs tronqués M(1)gi 1 :
Corollaire 6.5 On a
i Z st1=20
2°+1 2 ’
s M(1)s: =
50 Mz {Z/2 sii> 1.

7 Appendice : Compléments sur le facteur de Steinberg

Pour 1 < k < n, 'image de 'idempotent e;, € Fo[GLg] dans Fo[GL,] par I'inclusion canonique GLj —
GL,, utilisant les m premieres coordonées de Fy, par abus, se note aussi ex. Pour 1 <¢ <mn — 1, on désigne
par ey ; 'image de I'idempotent ez € Fo[GLg] dans F3[GL,] par 'inclusion canonique GLy < GL,, utilisant
les i-ieme et (i + 1)-iéme coordonées de F5.

Dans [Kuh&7] Kuhn montre que la sous-algebre de F2[GL,,] engendrée par ez 1, - - , e,,—1 est isomorphe
a l'algebre de Hecke Endp,|qr,,,] (1(53,5") En particulier, on a

Proposition 7.1 ([Kuh&4, [KP85]) 1. ey, est un produit de longueur mazimale des ez 1,--- ,€2 n—1.
2. en =enea; = ez ie, pour tout 1 <t <n—1;

3. €n = €n—-1€2 n—-1€n—1-
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Démonstration delZ23 1l s’agit de montrer que

n—1
Ly=en LY =w M, = (| LY @ Ly® LY" .
i=1
On commence par vérifier que L, = e, - L?” en identifiant M?" a Palgebre Fo[xq, - ,x,] et L?” a

I'idéal engendré par x7 - - - x,. On observe d’abord que e, - L?” est en fait facteur direct de L?” puisque
I'idempotent e, induit un endomorphisme de L{™. A cet effet, on se sert de [l (1), ce qui dit que e,
est certain produit des ez ;, pour se ramener au cas n = 2, ce qui est aisément vérifié par calcul direct.
Comme L{" est facteur direct de M{", e, - LY™ est facteur direct de M, = e, - M{P™. La rigidité de
I'isomorphisme M,, = L,, & L,,_1 implique alors que L,, = e, - Li@". En effet, si on note I,,—1 € M, (F2) la
matrice diag(1,---,1,0), Kuhn a montré dans [Kuh87] que Endy (M,,) est 1'espace vectoriel engendré par
les idempotents e, et e,I,_1e,. En particulier, le facteur direct L,,_; de M, correspond a I'idempotent
enly_16,. Comme 'action de e, I, _1 est triviale sur e, - L?” - L?"7 on obtient L, = e, - L?”.

On vérifie ensuite que wye,, - M?" =ep - Li@". Comme l'invariant w,, est divisible par z7---x,, il est
clair que wye, - MP™ C e, - LY™. Soit f € e, - L™ € LY™. Alors f est By,-invariant et divisible par 1 - - - 2,.
Une observation élémentaire, diie a H. Mui, dit que si f est Bj,-invariant et divisible par x, alors f est
également divisible par

Vi = H (Mx1 4+ Apm1Zp—1 + Tp).
Ai€F2

On en déduit que f est divisible par w, = V7 ---V,. Soit f = w,f’. Onadonc f = e, - f = wpey, - f/ est un
élément de wy e, - Ml®" et ainsi obtient l’inclusion e, - L?" C wpeéy - Ml®". D’ou e, - L?" = w,M,.

Enfin l'identification .
n

en LY = (VLY '@ Ly® LE" Y,
i=1
diie & Kuhn [Kuh84], est démontrée en utilisant [Z1] (1) et (2). Si x est un élément de e, - LY", alors
z est invariant par e,. Comme ej;e, = e, pour tout 1 < ¢ < n — 1, z est aussi invariant par es;
pour tout 1 < ¢ < n — 1. D’ou x appartient a ﬂ?;ll LYV @ Ly @ LY" 1. Si z est un élément de
ﬂ?;ll L?“l ®L2®L?"7“1, alors x est invariant par e, car e, est certain produit des ey ;, d’oll x € e, ~L?".
O

L’algebre de Dickson D(k) est la sous-algebre des invariants sous l'action du groupe linéaire GLy sur
Folz1,. .., 2] Soit wy = det(m?lfl)lgi)jgk la classe de Dickson supérieure de D(k).

Proposition 7.2 Siiy > 2ig > ---> 2" 1, >0, on a

i1 —2is in—1—2n, i, __ i1—2io in—2—2in—1 In—1 i i
€n - Wy T Wnq wyt = (en—1 - wy T Who9 Wply ) xy Y fi
i

pour certains i > i, et f; € L1 C Faz1,...,2n_1].

Démonstration  Notons d’abord que w,, est GL,-invariant et I’on a un développement

in _ ,,2in | in z:z
Wh =Wp_1 Ty + gi Ty

i>in
pour certains g; € Folx1, -+, x,—1]. Il suffit donc de montrer que
S L Lol i E Ll
€n Wy~ Wp_ g = eno1 Wy Wy F hj - az,

7>0
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pour certains h; € Falzi, -+ ,z,—1]. De maniere équivalente, il suffit de montrer que

7:nfl
n—1

in—1

il — il
In—len .wl ...wn_l =en_1 .wl,O.”w

avec I,,_1 = diag(1,---,1,0) € M, (Fy). Posons Q := Q(z1, -+ ,Zn_1) = Wi - 'wi"jll. On a

n
In—len'Q(xlu"' 7xn—1) = In—lenIn—l 'Q(xlu"' 7='En—1)
= Ii(en—1€2n-16n—1)In-1-Q21,  + ,Tn_1)
= enfl(InfleQ,nfljnfl)enfl “Q(x, xn1).

Comme [1es2]; = diag(1,0) + diag(0,0), on obtient
In—1e,-Q =ep_1diag(l,--- ,1,1,0)e,—1 - Q + ep—1diag(l,---,1,0,0)ep—1 - Q
=ep_1diag(l,---,1,1,0)e,—1 - Q (comme e, _; - @ est divisible par x,_1)

= €pn—1€n-1" Q

=en-1-Q.
La proposition suit. O

Démonstration de[ZZA Tl suffit de vérifier que

. . 1 _ . . . o .
+1 n+1 _ 11 —21 in—1—2in 4,
ST ST T () = BT ®)
n

pour iy > 24y > --- > 27714, > 0. On fait une récurrence sur n. Le cas n = 1 est trivial :

1

ST (—=) = 2.
q (361) 1
Supposons que la proposition soit vraie pour tous les entiers inférieurs & n. Posons J := (ia + 1, -+ i, + 1).
On a
1 1 1
SqJ( )= Py(x1,...,2n) + Z —Sq'](Ai)
xl'.'xn - 'rZ Il.'.xi.'.xn
1<i<n
1 1 1 1
+ Z xxsq](xjjx)+ Z ey SqJ(;C@@@ ...$)+""
I<i<j<n I 1 % 7 n 1<i<j<k<n iljdlk 1 i J k n
ou Py(z1, -+ ,2n) € Falxy,...,2,] est un polynéme de degré is + - - - + i, — 1. Par hypothese de récurrence

et instabilité, on voit que les termes de la deuxieme ligne sous-déssus sont nuls. De méme, on a
i1+1
Sq" T Py(x1, - an) =0

par instabilité. On obtient donc

: 1 1
_ i1+1 <Pl
) =Sq (1;n$isq % o)

S’ (

L’égalité @) résulte de 'hypothese de récurrence et du lemme suivant.

Lemme 7.3

. L _
. ilﬂ(w? 25 (1) Wy Z"(wg,...,xn_l)w;"_l(xg,...wn))
q o
. o ,
=W () w0 T T (2 )Wl (T, ).
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On va montrer le lemme en utilisant le carré total stable défini comme suit. Soit M un A-module. Supposons
que H*(BZ/2) = Fo[z] avec |z| = 1. Le carré total stable S: M — Fa[z, 27! |®@M est donné par

S(z) = ini ®Sq'(z), ze€ M.

i>0

Notons que St(z) = z!*IS(2) est le carré total instable de z. De plus S est multiplicatif si M est une
A-algebre. H. Mui [M1i75] a montré que

St(Vp(z1, .. yx0)) = Vg1 (x, 21, .., xp).

Ici
Vi(wy, ..., 2;) = H (arz1 + -+ ai—1Ti—1 + ;)

(a1,.oai—1)€FLT

et
FQ[Il,. .. ,IH]B" =~ FQ[Vl,.. ,Vn]

Utilisant la relation wy = V4 --- Vg, on a

WE4+1\T, T2, 5, Tk+1
S<wk(‘r27"' 7$k+1)) - Shnile x;k e )'
Posons ) ) o )
L W (o) S T (g )W (22, )

X1 '

On obtient

. " ,
S(z) = WA () w ] Z”(w,wg, cey Ty Wi (29, ’x")g(i) _. wl(x)s(i)

i 1 i 1

L’admissibilité de la suite I permet d’écrire wy(z) sous la forme

wi(x) =Y fia!
=0

avec f; € Falzge, -+ ,x,]. D’autre part, I'action de 1’algebre de Steenrod sur x—ll donne
1 il
S(—) = L
() Z% o
11 suit

S(z) = #Z Z fiwtad =t

i>0 0<j<m

On voit clairement que le coefficient de —z dans la série formelle S(z) est >0 fizl = wi(z1). Le lemme
est démontré. g
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