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Exercice I - Partie A.

1. On vérifie que u = 0 est une sous-solution de (1)-(3) (par le fait que f(0) > 0 et que ug > 0). Par
conséquent u > u = 0 d’apres le principe de comparaison.

2.a. Montrons que @ = C — z est une sur-solution de (1)-(3) pour C bien choisi :
e On a, sur (0,7) x I,

Up — Ugy > €° + ke™ U, < 0> 0% — O — em-1C-2) > 1/k.

Ceci équivaut a e~ > 1/k soit encore C > Cp := 1 — Logk/(m — 1).
e On a bien @ > 0 sur (0,7) x OI.
e Onaw(0,)>C—1>ugdes que C>C;:=1+ ||uglco-

En choisissant C' = max(Cp, Cy), on obtient bien une sur-solution de (1)-(3). D’apres le principe de
comparaison, on en déduit que (0 <) u <7 < e“ sur (0,7) x I. D’aprés (4) on conclut que 7' = oo.

2.b. On prend maintenant @ = a(C — x) avec a > 0. On a, sur (0,7") x I,

a(C—z) _ oz(C—w).

Up — Ugy > €% + ke™ 0, < 0>e¢ kae

Il suffit de prendre o = 1/k. La derniére condition du a) est maintenant satisfaite pour C' > 1+a~|ug||e0 =
1+ E|luolloo et on conclut comme au a).

2.c. En intégrant par parties, on a
1 1
y'(t) = / uplde = / 0 (Ugy + € + ke u,) da
0 0
1 1 1 1
= / w(p?) e dx + [gpqum — () u+ kmflgoqem“] — km™! / e (p?) dx + / e“pldx.
0 0 0 0

Comme (¢?)zr = qp? 0w + qlg — 1)0?72(p,)? > —qm2p9 et que le terme entre crochets est nul par la
condition aux bords, on en déduit le résultat.

2.d. On écrit
km—lemu((pq)w — kq,'n—lenzu(pq—l(pz _ (emqum) (kqm—lwq(l—m)—l(p$) )
En appliquant I'inégalité de Young ab < (1/2)a/™ + C(m)b*/1 =) on en déduit que
1 —-m
Em~te™|(p1),] < ieuapq + C(m)(kqm_lgo‘J(l_m)_1|tpm|)1/(l ),
En choisissant ¢ = 1/(1 — m) on obtient

1
ke (97)a| < Setet + C(k,m, q),

et le résultat s’ensuit par intégration.

2.e. D’apres les questions ¢) et d), on a

y >

DN | =

1
/ eyl — qmy — C.
0
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En utilisant le fait que e* > u?/2 et I'inégalité de Holder, ceci implique

1 [t C
y’zz/ quqdm—qW2y—02Clyz—qWQy—Cz71y2—02
0

pour des constantes Cp,Cs > 0 dépendant seulement de k, m, g.

2.f. Le résultat de la question e) et le lemme d’inégalité différentielle du Cours permettent de conclure
que T < oo des que y(0) > (2Cy/C1)Y2.

3. La fonction y(t) = —Log (T — t) vérifie y' = e¥. Supposons par contradiction qu’il existe ¢y € (0,7T)
tel que ||u(to)]|oo < y(to). Alors par continuité il existe § > 0 tel que ||u(to)|lco < y(to — J). On en déduit
que z(t,x) = y(t — §) est une sur-solution de (1)-(3) sur (to,T") x I. Par conséquent u(t,z) < y(t — d) sur
(to,T) x I, Aot limsup,_,p [|u(t)]lco < limsup, ,py(t —3) =y(T — ) < 0o, ce qui contredit (4).

4.a. En utilisant f” > 0 et (1), on calcule
Jt - J’I"I‘ = Uyt — (;f’(U)Ut — Utga + 5f/(u)uxz + 6f”(u)(um)2

> (Ut - ua;x)t - 5f/(u)(ut - uwm) = f/(u)ut + Uzt — 5f,(u)(f(u) + uz)
= f'(u)(ug — 6 f(u)) + vz — 0f (wug = f'(w)J + Jy.

4.b. Comme u est supposée aussi réguliere que nécessaire (y compris & ¢t = 0), on a en particulier
J(0,+) = u(0,-) = 6.f(uo) = Oruo + f(uo) + Optig — 0f (ug) > 0,

d’apres 'hypothese sur ug. Par ailleurs J = 0 — §f(0) = 0 sur (0,7) x 0I. Combiné avec le résultat de la
question 4.a, ceci permet d’invoquer le principe du maximum pour conclure que J > 0 dans (0,7) x 1.
4.c. L’inégalité J > 0 se traduit par u; > du?. En intégrant cette inégalité sur [t,s] C (0,7 & z fixé, on

obtient ) s
p— S ut
— — dr > 6(s—t
[u(T,x)L /t u? (r,2)d7 = 0(s — 1),

d’out
1

u(t, ) = u(s, x)

+0(s—1t) >d(s—1t).

En faisant tendre s — T on obtient ’estimation voulue.
Exercice I - Partie B.

l.a. D’apres le cours, la formule de variation des constantes s’écrit:
t
u(t) = S(t)up + / S(t—s)(f(u) + glu)ug)(s)ds.
0

1.b. Soit E; g la boule de centre 0 et de rayon R dans E.. On considere 'opérateur de point fixe
A:E. p— E. g défini par Av = u ol u(t) = S(t)uo + f(f S(t—s)(f(v) + g(v)vs)(s) ds.

e Montrons que A envoie bien E. g dans lui-méme.

On remarque tout d’abord que, pour v € E; g, on a |[f(v) + g(v)velp=(Q,) < M(1+ R), avec M =

Sup|,|<r |7 (w)]+1g(y)|. Par (5b), on en déduit que ||S(t — s) (f(v) —i—g(v)vm) (8)||cr < KM(1+R)(t—s)"1/2
Ainsi le terme intégral de (Av)(t) converge absolument dans C et, en utilisant (5a), on voit que

[ Av|[g, = sup [[(Av)(B)|cr < Klugllcr +2KM(1+ R)m/* < R
telo,r

en choisissant R = 1 + K||ug||cr et 7 < (2KM (1 + R))~2.
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e Montrons maintenant que A est une contraction stricte. Pour vy, vs € E; g, ona

[[(Av1)(t) = (Av2)(#)[[cr
/ 1St — ) ((f (v1) + g(v1)Brv1) — (f (v2) + g(v2)Dpv2)) (s)]lcr ds

< K/ T2 (01) = fw2)llso () + [(g(v1) = 9(v2))D01[lso () + [19(v2)(Bav1 — Dpv2)lloc(s)) ds
< K/ TV (M o1 = v2lloo(8) + RM" o1 = valoc (s) + M|[0s01 — Dzvalloc(s)) ds,
ou M" = sup,<g [f ()| et M" =sup,<g[g'(y)|. Par conséquent,

| Avi — Avo|| g, < 2K7'/2(M’ + RM" + M)||vy — va|,

et A est donc une contraction stricte si on impose de plus 7 < (2K (M’ + RM" + M))~2

1.c. On constate que T dans la question précédente peut étre choisi uniformément positif pour ||ug||c1
bornée. Si ||u(t)|cr ne tend pas vers l'infini lorsque t — T < oo, alors il existe t; — T et C' > 0 tels que
lu(t;)lcr < C. On peut alors utiliser 'argument de point fixe pour prolonger la solution sur [t;,¢; + T].
Comme t; + 7 > T pour j grand, ceci contredit la déinition de 7" comme temps maximal.

2.a. La formule de variation des constantes entre s et s + 7 s’écrit
u(s+71) = S(1)u(s) + / S(r—o0) (f(u) + g(u)uT)(s + o) do.
0
En utilisant (5b), on en déduit que

lu(s + 7)llor < K72 lu(s) / K(r—0) V(M + Mllu(s + 0)llc1) do

avec M = supy, <pr |F(y)] + |9(y)|. Done

llu(s + 7)]|lcr < MK/ 4 2KM71/2(1 + sup Ju(o)|cr),
o€[s,s+7]

ce qui implique le résultat.

2.b. On distingue 2 cas:
e Sio <7, alors ||u(o)|lcr < h(r) < h(T/2).
e Si o € (1,T) alors on peut poser s = 0 — 7 et la formule précédent implique

u(o)|lcr = JJu(s +7)[|cr < CT7Y2 4+ Cy + Cs7'/2h(2).
En combinant les 2 cas, en posant C, = Cy + h(T/2), et en passant au sup, on voit donc que

h(t) = sup |Ju(o)|cr < CT~ Y24 Ch + Cor/2h(t).
o€[0,t]

2.c. On prend 7 = min((2C3)~2,T/2). Alors h(t) < Cy77 Y2 + C% + (1/2)h(t) pour tout ¢ € (0,T). Par

conséquent, sup,¢ o, [u(o)llor < 2(C177 12 4 C4) < o0, une contradiction avec 1.c.



Exercice II.

1. On pose w = u + v et on constate que w; — aAw = 0, avec w = 0 sur le bord. Le principe du
maximum implique alors que 0 < w < ||wg||so. Par conséquent u et v sont bornées, d’ott T' = oo.

2. Comme u > 0 dans © et u = 0 sur 91, on a g—;‘ <0, et de méme % <0, sur 9. On intégrant les 2
équations en espace, on obtient

jt/(u—kv)dx—a/Auda:—i—b/Avdx—k/Q( — h(u) + h(u) — vP) dz

ou ov
=a —do er/ —dJSO.
»/898V 8Q8V

—1
3.a. Soit ¢ > mp. On applique (6) aveca =1, y=¢q, S =mp et O = m Combinant ceci avec
la question 2, on obtient
_ 1-6
(E1) 107 @)l = @) 5, < (@1 0@ < CF P lu) 57

mp—1

_ _ 1
On observe que § — 6 := (mp — 1)/mp lorsque ¢ — oo. Or pd = =p— —. Comme p <1+ g, on
m

peut choisir m > n/2 tel que p — (1/m) < 1. Pour tout ¢ > 1 assez grand on a alors pd < 1 et (E1) donne le
résultat.

3.b. En utilisant la formule de variation des constantes pour la lére équation de (P), h > 0, lestimation
L™-L*> pour le semi-groupe de la chaleur et la question 3.a, on obtient

t t
u(t,-) = e*ug —|—/ e =)D (P — h(u))(s)ds < e¥Pug —|—/ e =8P (5 ds
0 0
t

t
< Juolloo + C / (£ — )27 |0P(5) |l d < [Juo]loo + CCs / (t — 5)7"/2m o (s) |1 ds.
0 0

Comme m > n/2, si on prend ¢ > 1 suffisamment grand (cf. question 3.a), on a ng’/2m < 1. Appliquant
maintenant l'inégalité de Holder sur [0, ¢], il vient

‘ / 1/q ;s [t 1/q
[u(®) oo < lluolleo + C(/ (t —s)—na/2m d5> (/ ||U(S)H((Ilfs)q ds)
0 0
(=g /2m) (1) yesa( [ (1-e)/q
< ol + 0100 I 0 (( [ o) gas) " < ol + CT 0,

pour un n > 0, d’ou (7).
4. Soit 7 € (0,T), 0 < x € C3°(Q~) et soit la solution du probleme linéaire adjoint
o —bAp =x dans Qr,
Ploo = 07
Plt=r = 0

(noter les conditions de Dirichlet, au lieu de Neumann dans le Cours). On a ¢ > 0 d’apres le principe du
maximum. Posons r = ¢’. On a lestimation parabolique L":

el Lr(@,) + ID*@ll L

d’ou 'on déduit en particulier
(0, )||Lr @) < 0+/0 leellr@) < Clledier @ < Clixller@.)-
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Multipliant la sommes des 2 premieres équations de (P) par ¢, intégrant par parties et utilisant les conditions
aux limites nulles pour u, v, o, on obtient

0= // (ue — alu)g + (v, — bAV)p // o1 = al\p) +v(—pr — b)) + [(ut ”)“DK

//T”X_//T“(%+aAs0)+/Q((u+v)ga)(o,x)dx

< Cllulla(.) (Il @) + 1D*¢llLr(q.)) + Clluo + vol| Lagey l¢(0, )l - (0
< C(llullpaq,y + lluo + vollLagey) Xl Lr(@.)-

d’ott

L’estimation (8) s’en déduit par dualité.

5. Soit 7 € (0,T). En combinant (7) et (8), puis en appliquant les inégalités de Holder et de Young, on
voit que

lullze@n) < Ca(1+ Ioli7,) < Ca(1+ G (1 + lullzee,) ™)
<

< C(1+ llullluig,y) < COA+ TR ul}Zg.) < 5llullie@) +C,

1
2
avec C' > 0 des constantes indépendantes de 7. Par conséquent ||u|lp-=(g,) < 2C, 0 < 7 < T, donc
M = ||uHL°°(QT) < oQ.

Posant maintenant K = sup h(z), on voit que T := |[vg||oc + Kt est une sur-solution de I’équation
0<z<M

pour v. On en déduit que v € L*®(Qr). Ceci contredit T' < co. Conclusion : T = co.



