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NB : Les questions marquées d’une ∗ peuvent être un peu plus difficiles. Les questions IB1.b et II4 sont
assez longues à traiter. Ne pas hésiter à admettre le résultat d’une question pour passer à la suite.

EXERCICE I. Soit I l’intervalle ouvert (0, 1) ⊂ R. Pour v ∈ L∞(I), on note ‖v‖∞ = supx∈[0,1] |v(x)|. On
pose

C0(I) = {v ∈ C(I); v(0) = v(1) = 0}, X = C0(I) ∩ C1(I),

et on munit X de la norme ‖ · ‖C1 , définie par ‖v‖C1 = ‖v‖∞ + ‖vx‖∞. On considère le problème

ut − uxx = f(u) + g(u)ux, t > 0, x ∈ I,(1)

u = 0, t > 0, x ∈ ∂I,(2)

u(0, x) = u0(x), 0 < x < 1,(3)

où f, g sont des fonctions de classe C1 de R dans R et u0 ∈ X.

Partie A. Dans cette partie on admet que le problème (1)(2)(3) possède une unique solution classique maximale.
On note u cette solution et T = T ∗(u0) son temps maximal d’existence. On a u, ux ∈ C([0, T ) × I) et u ∈
C1,2((0, T )× I). De plus le problème (1)(2)(3) satisfait le principe de comparaison. On admet également que

(4) si T <∞, alors sup
t∈(0,T )

‖u(t)‖∞ =∞.

1. Montrer que si f(0) ≥ 0 et u0 ≥ 0, alors u ≥ 0.

2. Dans cette question on prend f(u) = eu, g(u) = kemu, avec m ≥ 0, k > 0 et on suppose u0 ≥ 0.

a. On suppose m > 1. En cherchant une sur-solution de la forme u(t, x) = C − x pour C > 0 bien choisie,
montrer que T =∞.

b. On suppose m = 1. Montrer par une modification simple de u que l’on a encore T =∞.

c. On suppose dans le reste de la question 2 que 0 < m < 1. Soit ϕ(x) = sin(πx) et y(t) =
∫ 1

0
u(t, x)ϕq(x) dx

avec q ≥ 1. Montrer que

y′(t) ≥ −qπ2y +

∫ 1

0

euϕq − km−1

∫ 1

0

emu(ϕq)x.

d∗. Montrer que pour q > 1 bien choisi, il existe C = C(k,m, q) > 0 tel que

km−1
∣∣∣∫ 1

0

emu(ϕq)x

∣∣∣ ≤ 1

2

∫ 1

0

euϕq + C.

e. En déduire l’existence de constantes c1, c2 > 0, indépendantes de u, telles que y′(t) ≥ c1y2 − c2.

f. Conclure que T <∞ dès que
∫ 1

0
u0(x)ϕq(x) dx est suffisamment grand.

3∗. Dans cette question on prend f(u) = eu et u0 ≥ 0 (g est quelconque). Montrer que si T <∞, alors

‖u(t)‖∞ ≥ −Log(T − t), 0 < t < T.

(On pourra utiliser un argument de comparaison faisant intervenir la fonction z(t, x) = −Log(T − δ − t) pour
δ > 0 petit.)

4. Dans cette question on prend g(u) = 1, on suppose que f est de classe C2, convexe, avec f(0) = 0, et que
u0 ∈ C2(I), u0 ≥ 0. On fixe δ ∈ (0, 1) et on pose J = ut − δf(u). On admet que J est aussi régulière que
nécessaire.

a. Montrer que
Jt − Jxx ≥ f ′(u)J + Jx, 0 < t < T, x ∈ I.

Dans le reste de la question 4, on suppose que ∂2
xu0 + (1− δ)f(u0) + ∂xu0 ≥ 0 dans I.

b. Montrer que J ≥ 0.

c. On prend f(u) = u2. Déduire de la question 4.b que si T <∞, alors il existe C > 0 tel que

u(t, x) ≤ C(T − t)−1, 0 < t < T, x ∈ I.



Partie B. Le but de cette partie est de montrer certaines propriétés admises dans la partie A. On note (S(t))t≥0

le semi-groupe de la chaleur sur L2(I) avec conditions de Dirichlet. On admet les estimations linéaires suivantes :

(5a) ‖S(t)u0‖C1 ≤ K‖u0‖C1 , 0 < t < T0, u0 ∈ X,

(5b) ‖S(t)φ‖C1 ≤ Kt−1/2‖φ‖∞, 0 < t < T0, φ ∈ L∞(I),

pour tout T0 <∞, où la constante K > 0 dépend seulement de T0. Pour τ > 0, on note Eτ = L∞((0, τ);X), qui
est un espace de Banach pour la norme ‖w‖E = sup

t∈(0,τ)

‖w(t)‖X .

1.a. Ecrire la formule de variation des constantes associée à (1)(2)(3). On la note (V).

b∗. Montrer l’existence de τ > 0 (petit), uniforme par rapport à ‖u0‖X , tel qu’il existe une unique solution u
de (V) sur (0, τ). (Utiliser (5a), (5b) et un argument de point fixe sur une boule de Eτ .)

c. Soit T le temps maximal d’existence de u. Déduire de la question 1.b que si T <∞, alors lim
t→T−

‖u(t)‖C1 =∞.

2. Le but de cette question est de montrer la propriété (4). On raisonne par l’absurde et on suppose donc
que T <∞ et qu’il existe M > 0 tel que |u| ≤M sur (0, T )× I.

a∗. Soient s, τ > 0 tels que s + τ < T . En utilisant (5b) et la formule de variation des constantes associée à
(1)(2) entre les temps s et s+ τ , montrer qu’il existe des réels C1, C2, C3 > 0 tels que

‖u(s+ τ)‖C1 ≤ C1τ
−1/2 + C2 + C3τ

1/2 sup
σ∈[s,s+τ ]

‖u(σ)‖C1 , pour tous s, τ > 0 tels que s+ τ < T .

b. On pose h(t) := supσ∈[0,t] ‖u(σ)‖C1 . Déduire de la question 2.a qu’il existe C ′2 > 0 telle que

h(t) ≤ C1τ
−1/2 + C ′2 + C3τ

1/2h(t), 0 < t < T, 0 < τ ≤ T/2.

c. Conclure.

EXERCICE II. Soit Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, un domaine borné régulier. Pour tout τ > 0, on note Qτ = (0, τ)×Ω.
Pour 1 ≤ m ≤ ∞, on note ‖f‖m = ‖f‖Lm(Ω). Pour 1 ≤ α ≤ β ≤ γ ≤ ∞ et f ∈ Lα(Ω) ∩ Lγ(Ω), on rappelle
l’inégalité d’interpolation

(6) ‖f‖β ≤ ‖f‖1−θα ‖f‖θγ , θ =
(β − α)γ

(γ − α)β
.

On considère le problème

(P )


ut − a∆u = vp − h(u), t > 0, x ∈ Ω,

vt − b∆v = h(u)− vp, t > 0, x ∈ Ω,

u = v = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), x ∈ Ω,

où p ≥ 1, h est une fonction de classe C1 de R+ dans R+ avec h(0) = 0, a, b > 0 et u0, v0 ∈ C0(Ω), u0, v0 ≥ 0.
Soit (u, v) l’unique solution classique maximale de (P). On note T = T ∗(u0, v0) son temps maximal d’existence,
et on rappelle que u, v ≥ 0.

1. Montrer que si a = b, alors T =∞. Dans la suite on ne supposera pas a = b.

2. Montrer qu’il existe C1 > 0 tel que ‖u(t)‖1, ‖v(t)‖1 ≤ C1 pour tout t ∈ (0, T ).

Dans toute la suite, on suppose p < (n+ 2)/n, et le but est de montrer que T =∞. On raisonne
par l’absurde et on suppose donc désormais T <∞.

3.a∗. En utilisant (6) et la question 2, montrer que pour m > n/2 proche de n/2 et q > 1 assez grand, il existe
ε > 0 et C2 > 0 tels que

‖vp(t)‖m ≤ C2‖v(t)‖1−εq , 0 < t < T.

b. En utilisant la formule de variation des constantes, en déduire l’existence de C3 > 0 tels que

(7) ‖u(t)‖∞ ≤ C3

(
1 + ‖v(s)‖1−εLq(Qt)

)
, 0 < t < T.

4∗. En utilisant une modification simple de la méthode de dualité vue en Cours, montrer qu’il existe C4 > 0 tel
que pour tout τ < T ,

(8) ‖v‖Lq(Qτ ) ≤ C4

(
1 + ‖u‖Lq(Qτ )

)
.

5. Déduire de (7) et (8) que sup
s∈(0,T )

‖u(s)‖∞ <∞, puis ensuite que sup
s∈(0,T )

‖v(s)‖∞ <∞. Conclure.


