UNIVERSITE PARIS 6 Mai 2010
Master 2 ANEDP Cours de Ph. Souplet
Examen final

Durée : 3 heures. Documents autorisés.
NB : Ne pas hésiter a admettre le résultat d’une question pour passer a la suite.

EXERCICE I. Soit Q C R", n € N*, un domaine borné régulier. On considere le probleme

up — Au = uP —uf, t>0, z e
0

(P) —U:O, t>0, x €0Q,
v

(0, x) = uo(x), x €,

ot v désigne la normale extérieure & 9Q, p > ¢ > 1, ug € CH(Q), up > 0. Soit u I'unique solution classique
maximale de (P), avec v > 0. On note T* = T*(ug) son temps maximal d’existence. Dans la suite on
admettra que u est aussi réguliere que nécessaire. Pour 1 < k < 0o, on note ||| la norme dans L*($2). On
définit

1 1 1
E(t):§/Q|Vu|2(t,x)dz+qﬁ/ﬂuq“(t,x) dx—m/gupﬂ(t,x) dx et f(t)z/ﬂuz(t,x)dz.

1. Montrer que si ||ugl|oo < 1, alors T* = co et u < 1.
2. Montrer que E'(t) = — [,(us)?(t, ) dz et que
1, q—1 p—1
—f't)= —2B(t) — —— [ wiT(t,x)de + —— [ wPT(t,z)dx.
370 =280 = S [ urti g ay o P [t
3. Dans cette question seulement on suppose que ¢ = 1.
a. Montrer que

%f’@) > —2B(0) + ea (F(£)) "V,
ou c¢; > 0 est une constante que ’on calculera.
b. En déduire que si E(0) < 0 alors T* < oco.
4. On suppose désormais p > q > 1.
a. Montrer que, pour tout € > 0, il existe une constante C; > 0, dépendant seulement de ¢, p, g, telle que
Xt < gxptl 4 C. pour tout X > 0.

b. En déduire que
1

Qf/(t) > oo (f(£)PHI/2 — e,

ol ¢, c3 > 0 sont des constantes dépendant seulement de p, g, et E(0).

Dans toute la suite on suppose que T* = oco. Le but est d’établir une estimation de u
dans L°°.

5. Déduire de la question 4 que sup ||u(t)|2 < Cy, ot C} est une constante dépendant seulement de p, ¢, 2
>0
et E(0).

6. On note (S(t))¢>o le semi-groupe de la chaleur sur L?(2) avec conditions de Neumann (i.e. g—fj = 0).
Vérifier que

t
u(t) < S(t)up + / S(t—s)uP(s)ds pour tout ¢t > 0.
0

7. Soient A, B,y > 0 des constantes et h : [0,1] — RT une fonction continue telle que
h(t) < A+ Bt"hP(t) pour tout ¢ € [0,1].

On pose 7 = min(1, (2P BAP~1)~1/7). Montrer que h(r) < 2A.
(Indication : on pourra considérer le temps ¢ minimal tel que h(t) = 24, s’il existe.)



8. On suppose que p < 1+ (4/n).
a. En utilisant les questions 5 et 6, montrer que

t
[u(t)||2p < CoCytm@=/4P 4 CQ/ (t—s) @ D/%|jy(s)||5 ds  pour tout ¢ € [0,1],
0

avec une constante Cs ne dépendant que de 2, n et p.

b. On définit la fonction h(t) = sup s"P~D/4|jy(s)||z,. Déduire de la question 8.a que h vérifie
0<s<t

h(t) < CoCy + Cst!=P=D/DpP (1) pour tout ¢ € [0, 1],

avec une constante C3 > 0 ne dépendant que de 2, n et p.
c. Déduire des questions 7 et 8.b que h(7) < 2C5Cy avec 7 > 0 ne dépendant que de 2, n et p et Cy.
9. On suppose maintenant que p < 1+ (4/n) et n < 3.

a. En utilisant les questions 6 et 8.c, montrer que ||u(7)|| < C4, avec une constante Cy > 0 ne dépendant
que de C1, , n et p.

b. Conclure par un argument simple (sans calcul) que sup ||u(t)||co < Cy.
t>1

EXERCICE II. On considere le systeme suivant, issu de la dynamique des populations :

ur — Au = v, t>0, x € R",
2

u
— Av=—k t R™
(9) Vg v v+1+u, >0, zreR",
u(0, ) = uo(z), r € R",
U(va) = vo(ﬂf), r € R,

oun € N* k>0 et up,vg € C(R") N L*®(R™), ug,vg > 0. Soit (u,v) 'unique solution classique maximale
de (P), avec u,v > 0. On note T™ son temps maximal d’existence.
l.a. Montrer que la fonction z = e~*(u + v) vérifie z; — Az < 0 dans ]0, T*[ xR™.

b. En déduire que T* = oo.
2.a. Donner F telle que (S) s’écrive sous la forme Uy — AU = F(U), U(0) = (ug,vo), avec F : (R*)? — R?,
U= (u1,uz), F' = (I, F3).

, . N z . ) N . IF;
b. Vérifier que (S) est un systeéme coopératif, c’est-a-dire -

> 0 pour ¢ # j. On rappelle que, pour un tel

J
systeme, le principe de comparaison est valide.

3. On suppose que n > 3 et on pose & = § — 1 > 0. Soient G,(x) = o~"/2 exp(—%) les Gaussiennes
standard. On définit
f@) =nt+ N, u(t,x) = f(t)Gepa(x), v(t,x) = f'(t)Gir(x), pour tout t > 0, z € R™,

ol 1, A > 0 sont des parametres.
a. Montrer que pour tout ¢ > 0, z € R", on a

U — Au—1=0.
b. Montrer que pour tout ¢ > 0, x € R", on a
2 a—1 n

Vt A'U+k'?) 1+ﬂ_f(t)Gt+>\(x)|:t—|—)\+k o .

c. En utilisant un choix approprié de A et 1, en déduire 'existence de constantes cy, ¢z, cs > 0 telles que si
0 < up(x),vo(x) < ¢y exp(—|z[>/4\)  pour tout = € R™,
alors u et v vérifient les estimations de décroissance

lu(t) oo < ca(t+ N7 [v(t)]leo < c3(t4+A)"2  pour tout t > 0.



