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INTRODUCTION

1. Les équations et systèmes de type réaction-diffusion

Equations paraboliques: l’exemple le plus simple est l’équation de la chaleur ut − ∆u = 0. Cas semi-
linéaire: les non-linéarités portent sur u (et éventuellement ∂u/∂xi), mais pas sur les dérivées d’ordre le plus
élevé.

Cas scalaire: ut − ∆u = f(u) (plus généralement, f(t, x, u,∇u)) + conditions initiales et aux limites
(Dirichlet ou Neumann). Ici u = u(t, x), t ≥ 0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Ω ⊂ Rn.

Systèmes: ∂tui −∆ui = fi(u1, . . . , um), i = 1, . . . ,m.

Le cas quasilinéaire, où ∆u est remplacé par ∇ · (A(u,∇u)∇u) (autrement dit, l’opérateur de diffusion
lui-même est non linéaire), est très étudié également mais ne sera pas abordé ici.

Exemples de modèles et d’applications: systèmes issus de la cinétique chimique (avec diffusion molécu-
laire), modèles de la combustion, dynamique et génétique des populations (animales ou bactériennes), biologie
cellulaire (mécanismes activateur-inhibiteur - système de Gierer-Meinhardt).

2. Les différents aspects de l’analyse qualitative des EDP d’évolution

a) Théorie locale (existence-unicité en temps petit, régularité).
b) Existence globale ou non (explosion en temps fini).
c) Comportement asymptotique (estimations a priori, convergence vers un équilibre) dans le cas d’exis-

tence globale.
d) Etude des singularités (description en temps et/ou en espace) dans le cas de non-existence globale.

La question a) n’est PAS l’objet principal de ce cours. Cependant, on sera amené parfois à s’y intéresser,
dans la mesure où cela peut fournir des outils importants pour l’étude globale (b-c-d) qui est l’objectif du
cours.

Le point de vue général adopté dans ce cours est d’examiner l’effet de l’ajout d’une diffusion linéaire
(et de conditions aux limites) par rapport au cas non diffusif, c-à-d à l’équation ou au système différentiel
ordinaire (EDO), non linéaire, correspondant.

3. Effets possibles de la diffusion (et des conditions aux limites)
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a) Stabilisation partielle, ou totale, d’EDO instables.
b) Modification (ou non) de la nature des singularités et du comportement singulier de la solution.
c) Préservation de l’existence globale d’EDO stables
d) Non-préservation de l’existence globale d’EDO stables (instabilité ou explosion induite par la diffu-

sion)
e) Influence de la dimension d’espace (par ex., sur la possibilité de stabilisation)

Certains effets comme a. (partiel) ou c. sont naturels, quoique souvent délicats à établir (surtout pour
les systèmes). En revanche, d’autres – en particulier d. ou a. (totale) – sont plus surprenants.

PREMIERE PARTIE : Equations scalaires de réaction-diffusion.

Chapitre 1. Effets de la diffusion dans les équations scalaires de réaction-diffusion

Problème étudié dans ce chapitre:

(P )


ut −∆u = f(u), t > 0, x ∈ Ω,

u = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω (conditions au bord de Dirichlet),

u(0, x) = u0(x), t > 0, x ∈ Ω,

avec f : R→ R de classe C1, Ω ⊂ Rn domaine borné régulier, u0 ∈ C0(Ω) (nulle au bord).

Exemple typique de terme de ”réaction”: la non-linéarité f(u) = |u|p−1u avec p > 1 (ou encore f(u) =
eu), qui donnent lieu à une multitude de résultats et de phénomènes intéressants.

1. Propriétés préliminaires

a. Existence-unicité locale pour (P)

Thm: Il existe une unique solution classique, maximale. (NB: solution classique = C1,2 = C1 en t, C2

en x). Temps maximal T = T (u0) ∈ (0,∞]. Si T = T (u0) <∞, alors ‖u(t)‖∞ →∞, t→ T .
(Admis pour l’instant; on y reviendra par la suite - ou voir [CH])

b. Principes du maximum et de comparaison

Principe du maximum classique, Principe de comparaison pour les sur- et sous-solutions, Principe du
maximum fort, Lemme de Hopf.

[VOIR QS, Chap. 52 et aussi PW]

2. L’explosion pour l’EDO y′ = yp.

y′ = |y|p−1y, t > 0, avec y(0) > 0 et p > 1. Résolution explicite. Forme y(t) = κ(T − t)−1/(p−1)

3. Stabilisation partielle par la diffusion (et les conditions de Dirichlet).

Thm: Existence globale et convergence uniforme exponentielle vers 0 pour les petites données initiales
dans le cas f(u) = |u|p−1u.

Démonstration par méthode de sur-solution.

[VOIR QS, Thm 19.2]

——————

Cours # 2 (26/1/2011)

4. Explosion pour les grandes données initiales (I): méthode de la fonction propre.

[VOIR QS, Thm 17.1]

a. Rappels sur la première fonction propre du Laplacien dans H1
0 .
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Voir [Br]

(1)


λ1 > 0,

−∆ϕ1 = λ1ϕ1, x ∈ Ω,

ϕ1 = 0, x ∈ ∂Ω (ϕ1 ∈ H1
0 (Ω)),

ϕ1(x) > 0, x ∈ Ω.

Existence-unicité de la solution (λ1, ϕ1) du problème spectral (1) (à une constante multiplicative près pour
ϕ1). De plus on a ϕ1 ∈ C2(Ω) (pour Ω régulier). On normalise ϕ1 dans L1 (c-à-d

∫
Ω
ϕ1(x) dx = 1).

b. Lemme d’inégalité différentielle.

Lemme: Soit k ≥ 0 et soit y de classe C1, y ≥ 0, telle que y′ ≥ yp − ky sur (0,∞). Alors y ≤ k1/(p−1)

sur (0,∞).

c. Critère d’explosion pour f(u) = up, u0 ≥ 0 (S. Kaplan 1963).

Thm: Si
∫

Ω
u0ϕ1 > λ

1/(p−1)
1 alors T <∞.

Démonstration par inégalité différentielle pour y(t) =
∫

Ω
u(t)ϕ1 dx, via formule de Green et inégalité de

Hölder.

5. Explosion pour les grandes données initiales (II): méthode d’énergie.

[VOIR QS, Thm 17.6]

On considère le cas f(u) = |u|p−1u (pas d’hypothèse de signe sur u0).

a. Identités d’énergie.

Thm: On suppose u0 ∈ H1
0 (Ω) ∩ C(Ω) et on pose E(t) =

∫
Ω

(
1
2 |∇u|

2 − 1
p+1 |u|

p+1
)
dx.

(i) Alors E ∈ C1((0, T )) ∩ C([0, T ) et dE
dt = −

∫
Ω

(ut)
2 dx ≤ 0.

(ii) On a 1
2
d
dt

∫
Ω
u2 dx =

∫
Ω

(
−|∇u|2 + |u|p+1

)
dx.

Démonstration (sous hyp de régularité) par dérivation sous le signe somme et formule de Green

b. Critère d’explosion (H. Levine 1972, J. Ball 1977).

Thm: Si E(u0) ≤ 0 et u0 6≡ 0 alors T <∞.

Démonstration par identités d’énergie, Hölder et inégalité différentielle pour y(t) =
∫

Ω
u2 dx.

c. Exercices:

1) Montrer que si on remplace la condition au bord de Dirichlet par celle de Neumann (∂u∂ν = 0), alors
toutes les solutions vérifient T <∞ (pas de stabilisation).

2) Justifier rigoureusement E ∈ C1((0, T )) et l’expression de E′, en utilisant seulement la régularité
classique C1,2 (indication: considérer les différences finies wh = h−1(u(t+ h, x)− u(t, x))).

6. Effets de la diffusion sur la vitesse d’explosion.

[VOIR QS, Chap. 23]

On considère à nouveau le cas f(u) = up, p > 1, avec u0 > 0.

a. Question et résultats.

Le comportement de ‖u(t)‖∞ pour t→ T est-il du même ordre que dans le cas de l’EDO (i.e. ‖u(t)‖∞ ∼
(T − t)−1/(p−1)) ? Si oui, on dit que l’on a explosion de type I, sinon de type II. (Question analogue pour la
nature de l’ensemble singulier des points d’explosion; voir paragraphe suivant.)

L’estimation inférieure est toujours vraie (assez facile), mais pour l’estimation supérieure (beaucoup
plus délicate), la réponse dépend en général de n, p et de u0:

- Type I si ut ≥ 0 ou si p < pS = (n+ 2)/(n− 2)+ (exposant de Sobolev)
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- Type II si n ≥ 11 et p assez grand, pour certains u0 (Herrero-Velázquez 1994 - preuve extrèmement
longue et technique); existence du type II également conjecturée pour p = pS .

- Résultats partiels de type I pour 3 ≤ n ≤ 10 et p > pS (e.g. Matano-Merle).

b. Estimation inférieure.

Thm: Si T <∞, alors ‖u(t)‖∞ ≥ κ(T − t)−1/(p−1) sur (0, T ).

Démonstration par méthode de sur-solution.

——————

Cours # 3 (2/2/2010)

c. Estimation supérieure de type I si ut ≥ 0 (Friedman-McLeod, 1985).

Thm: Supposons 0 ≤ u0 ∈ C2(Ω) ∩ C0(Ω) et 0 ≤ ∆u0 + up0 6≡ 0. Alors:

(i) ut ≥ 0 et T <∞.

(ii) Il existe C > 0 tel que ‖u(t)‖∞ ≤ C(T − t)−1/(p−1) sur (0, T ).

d. Exercice: Montrer l’existence de fonctions u0 vérifiant les hypothèses ci-dessus.

Démonstration du Thm du d. par des arguments de principe du maximum (et une fonction auxilaire
adéquate pour (ii)) [VOIR QS, Thm 23.5]

7. Effet de localisation des singularités par la diffusion.

[VOIR QS, Chap. 24]

Def: Pour une solution du problème (P), l’ensemble d’explosion est défini par:

B(u0) =
{
x ∈ Ω, u non bornée au voisinage de (t, x) = (T−, x0)

}
.

On s’intéresse à l’ensemble d’explosion ainsi qu’au comportement spatial de la solution au voisinage
d’un point d’explosion.

a. Cas de l’“EDP” zt = zp sans diffusion.

Considérons le problème

(P )


zt = zp, t > 0, x ∈ (−1, 1),

z = 0, t > 0, x = ±1,

z(0, x) = z0(x), t > 0, x ∈ (−1, 1),

avec p > 1, z0 ∈ C0([−1, 1]), z0 symétrique, décroissante en |x|, et avec un palier: z0(x) = C > 0 sur
[−1/2, 1/2]. L’intégration directe (pour chaque x fixé) donne

z(t, x) =
[
z1−p

0 (x)− (p− 1)t
]−1/(p−1)

, 0 < t < T ∗(z0, x) := (p− 1)−1z1−p
0 (x).

En particulier, au premier temps d’explosion T (z0) = (p − 1)−1C1−p, la solution explose simulanément sur
tout l’intervalle [−1/2, 1/2].

b. Cas diffusif.

On considère maintenant le problème (P) dans le cas f(u) = up, p > 1, avec u0 > 0.

Le comportement est complètement différent dans le cas diffusif: on va montrer (cf. Thm ci-
dessous) que les données initiales à symétrie radiale décroissante, même avec un palier, donnent toujours
explosion en seul point si T <∞ (Weissler 84, Friedman-McLeod, 1985)

Commençons par un résultat simple de symétrie:

Prop: Supposons 0 ≤ u0 ∈ C0(BR), radiale décroissante (c-à-d u0 = u0(r), r = |x|, avec u0 décroissante
en r). Alors u(t, ·) est radiale (strictement) décroissante pour t ∈ (0, T ).
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Idée de la démonstration:
- La préservation de la symétrie radiale est une conséquence immédiate de l’unicité locale de la solution.
- Pour montrer que u est décroissante en r, on utilise la méthode des plans mobiles (moving planes)

(différente de la méthode donnée dans [QS]): Soit Σλ l’hyperplan d’équation x1 = λ pour λ ∈ [0, R). On
considère la fonction v(t, x) = u(t, x)−u(t, x̃λ) où x̃λ est le symétrique de x par rapport à Σλ. En appliquant
le principe du maximum (fort) à l’équation vérifiée par la fonction v dans Σλ on montre que v < 0.

Thm: Supposons 0 ≤ u0 ∈ C0(BR), radiale décroissante, et T = T (u0) <∞.
(i) Alors B(u0) = {0}.
(ii) De plus, on a l’estimation supérieure suivante du profil d’explosion: pour tout ε > 0, il existe Cε > 0

tel que
u(t, x) ≤ Cε|x|−2/(p−1)−ε, 0 < t < T, 0 < |x| < R.

Démonstration du Thm (pour n = 1 pour simplifier) par des arguments de principe du maximum et
une fonction auxilaire adéquate [VOIR QS, Thm 24.1]

Le résultat suivant (Souplet, 2004) montre que l’estimation précédente est à peu près optimale:

Thm: Supposons 0 ≤ u0 ∈ C0(BR), radiale décroissante, ut ≥ 0 et T <∞. Alors il existe C, η > 0 tels
que

u(T, x) ≥ C|x|−2/(p−1), 0 < |x| < η.

Rem: Il y a des résultats plus précis (profil en |x|−2/(p−1)| log |x||−1/(p−1), cf. e.g. Herrero-Velázquez
93) mais sous des hypothèses supplémentaires sur p et au prix de difficultés techniques considérables.

Démonstration du Thm (pour n = 1 pour simplifier) par des arguments d’énergie [VOIR QS, Thm 24.3]

——————

Cours # 4 (9/2/2011)

8. Exemple de stabilisation complète par la diffusion (et condition de Dirichlet)

a. La condition d’explosion pour l’EDO y′ = f(y)

Prop: Soit f ∈ C1(R,R), avec f(s) > 0 pour s > 0. Alors toutes les solutions positives de y′ = f(y), t >
0, explosent en temps fini ssi

∫∞
1
ds/f(s) <∞.

b. La construction de Fila-Ninomiya-Vázquez (2007)

Thm: Il existe f ∈ C1(R,R), avec f(s) > 0 pour s > 0, telle que:
(i) Toutes les solutions de y′ = f(y), t > 0, explosent en temps fini;
(ii) Toutes les solutions du problème (P) (avec Ω ⊂ Rn borné régulier quelconque) sont globales et

bornées.

Rem: Ce résultat est en un sens surprenant: une EDO non linéaire peut être complètement stabilisée
par une diffusion linéaire.

Idée de la démonstration : Construction (délicate) de f comme une perturbation adéquate de g(s) = sp,
p > 1, sur une suite de petits intervalles tendant vers l’infini, de façon à garantir l’existence d’une suite
de solutions stationnaires régulières à des niveaux arbitrairement élevés (voir [QS, Section 19.3] pour les
détails).

Chapitre 2. L’influence de la dimension d’espace sur l’effet de la diffusion dans l’espace entier

1. Position du problème

On s’attend à de que l’effet stabilisateur éventuel de la diffusion soit moins important dans Rn que dans
un borné avec conditions de Dirichlet (pas d’effet d’extraction d’énergie depuis le milieu extérieur au niveau
du bord; du point de vue fonctionnel, l’opérateur moins Laplacien à un spectre continu d’infimum nul, et
non plus discret d’infimum positif).
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Le phénomène intéressant est que le résultat dépend de la dimension. On va étudier le cas du problème
modèle (up) ainsi qu’une équation (et un système) issus de la Biologie.

Problème étudié dans ce chapitre:

(P )

{
ut −∆u = f(u), t > 0, x ∈ Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,

avec f : R→ R de classe C1, u0 ∈ Cb(Rn) = C(Rn) ∩ L∞(Rn).
Le problème (P) a une unique solution maximale, classique, u ∈ C1,2((0, T )×Rn), u ∈ Cb([0, T ′]×Rn)

pour tout T ′ < T .
De plus, on a le principe de comparaison pour les sur- et sous-solutions ayant cette régularité.

2. Rappels sur l’équation de la chaleur linéaire dans Rn.

VOIR [QS, Chap 48.2], [CH], [Br], et les références citées

La solution v de (P) avec f ≡ 0 est donnée par v(t, ·) = Gt ∗ u0 (convolution en x), où Gt est le noyau

Gaussien Gt(x) = (4πt)−n/2e−|x|
2/4t. La solution v est en fait bien définie pour tout u0 ∈ Y := L1 +L∞(Rn).

Exercice: vérifier par calcul direct que G(t, x) = Gt(x) est solution de vt−∆v = 0 pour t > 0. Retrouver
le résultat par la transformée de Fourier.

Propriété de semi-groupe Gt+s = Gt ∗ Gs. De plus Gt → δ0 dans S ′(Rn) pour t → 0+. (Vérifier ces
propriétés en exercice.)

On note (et∆)t≥0 le semi-groupe d’opérateurs (sur Y ) correspondant (i.e. et∆φ := Gt ∗ φ).

Thm: (Estimations Lp-Lq)

‖et∆φ‖q ≤ Ct−
n
2 ( 1

p−
1
q )‖φ‖p, 1 ≤ p ≤ q ≤ ∞, φ ∈ Lp(Rn).

Démonstration : par l’inégalité de convolution de Young (ou à la main, par Hölder, Fubini, ...).

Rem: (Vitesse maximale de décroissance) Si 0 ≤ φ 6≡ 0, alors ‖et∆φ‖∞ ≥ Ct−n/2 pour t ≥ 1 (exercice:
le démontrer à partir de la formule de convolution).

3. Les résultats de Fujita (1963)

[VOIR QS, Chap 18 et 20.1]

Thm: Considérons le problème (P) pour f(u) = up et u0 ≥ 0.
(i) Si p > 1 + (2/n), alors il existe des solutions globales positives.
(ii) Si 1 < p ≤ 1 + (2/n), alors il n’existe pas de solutions globales u ≥ 0 non triviales.

Rem: - Le résultat (ii) reste vrai plus généralement pour les sur-solutions, c-à-d u ∈ C1,2((0,∞)× Rn)
vérifiant ut −∆u ≥ up (et même en fait pour les sur-solutions au sens des distributions).

- Le cas critique p = 1 + (2/n), plus délicat, a été résolu par Hayakawa (73), Kobayashi-Sirao-Tanaka
(77), cf. aussi Weissler (81)

La partie (i) est conséquence de la:

Prop: Supposons 0 ≤ u0 ≤ εG1, avec ε > 0 assez petit. Alors u est globale et

u(t, x) ≤ ε(t+ 1)−1/(p−1)e−|x|
2/4(t+1), t > 0.

Démonstration par construction d’une sur-solution de la forme ε(t+ 1)αGt+1(x) (voir [QS, Rem 20.4(i)]
pour les détails)

Démonstration de la partie (ii) du Thm : fonctions test renormalisées, à support compact en (t, x)

——————
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Cours # 5 (2/3/2011)

Démonstration de la partie (ii) du Thm : 2ème méthode (1 < p < 1+(2/n)) : fonctions test Gaussiennes
et inégalités différentielles

Exercice: Montrer le principe du maximum pour les sous solutions bornées de l’équation de la chaleur
dans l’espace entier, avec les hypothèses de régularité u ∈ C([0, T ];L2

loc) ∩ C1((0, T ];L2
loc), u(t, ·) ∈ H2

loc.

Indication : appliquer la méthode de Stampacchia à la fonction perturbée vε = u− ε(Ct+ (1 + |x|2)1/2).

VOIR [QS, pp. 512-515]

4. Les résultats de Aronson-Weinberger pour l’équation de Ficher-KPP (1977)

[VOIR QS, Chap 18, pp. 108-111]

On considère le problème (P) avec f(u) = u2(1− u).

a. Origine biologique du problème :

Approximation d’un système parabolique de 3 équations, modélisant la transmission d’un gène avan-
tageux

b. Préservation de l’instabilité en dimensions n = 1 et 2

c. Stabilisation partielle par la diffusion en dimensions n ≥ 3

Cours # 6 (16/3/2011)

DEUXIEME PARTIE : Systèmes de réaction-diffusion.

Chapitre 3. Rappels sur le semi-groupe de la chaleur, problèmes inhomogènes, théorie semi-
linéaire locale

VOIR [CH], [Br], et les références citées

1. Le semi-groupe de la chaleur. Construction dans les domaines bornées par décomposition spectrale.
Propriétés de semi-groupe. Principe du maximum par la méthode de Stampacchia

2. Le problème inhomogène ut − Au = f(t). Formule de variation des constantes (ou de Duhamel).
Démonstration par différences finies.

3. Estimations Lp-Lq dans les domaines bornés. Démonstration à partir du cas Rn (cf. Thm du Chap 2.2
ci-dessus) par la méthode de Stampacchia

4. Existence-unicité locale pour les systèmes paraboliques semi-linéaires à données continues par méthode
du point fixe de Banach.

5. Principe du maximum/comparaison pour les systèmes:
a) Faux en gééral: Le système du Ch. 5 Sec. 2 fournit un contre-exemple au principe de comparaison.
b) Principe de comparaison pour les systèmes paraboliques de la forme (S), sous la condition de

coopérativité ∂f/∂v ≥ 0, ∂g/∂u ≥ 0. On commencera par le cas linéaire (à coefficients variables bornés) et
on appliquera la méthode de Stampacchia.

VOIR [QS, pp. 522-523]

Cours # 7 (30/3/2011)

Chapitre 4. Existence globale préservée vs. explosion induite par la diffusion pour les systèmes
paraboliques

1. Motivation physico-chimique des systèmes avec dissipation de masse (lois de conservation et
d’action de masse)
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Problème étudié dans ce chapitre:

(S)



ut − a∆u = f(u, v), t > 0, x ∈ Ω,

vt − b∆v = g(u, v), t > 0, x ∈ Ω,

uν = vν = 0, t > 0, x ∈ ∂Ω,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ Ω,

v(0, x) = v0(x) ≥ 0, x ∈ Ω,

avec f, g de classe C1 vérifiant
f + g ≤ 0

(condition de dissipation) et
f(0, v) ≥ 0, g(u, 0) ≥ 0

(condition de préservation du signe).
Formulation du système de réaction-diffusion à m composantes obtenu par la loi d’action de masse pour

les réactions chimiques de la forme (pi, qi ∈ N) :

m∑
i=1

piAi

k1
−→
←−
k2

m∑
i=1

qiAi.

2. Résultats d’existence globale pour les systèmes avec dissipation de masse

[VOIR QS, Sec. 33.1]

2.1. Cas non diffusif. Cas de diffusions égales a = b

2.2. Méthode du noyau de la chaleur

Hyp : f ≤ 0, a > b, Ω = Rn

2.3. Méthode de dualité

Hyp : f ≤ 0, g ≤ C(1 + u+ v)γ

2.4. Méthode de fonctionnelle de Lyapunov (précédé de quelques remarques sur cette notion : comme
outil d’estimation, ou dans le cadre des systèmes dynamiques (fonction de L. stricte))

Hyp : pas d’hyp de signe sur f, g, mais une condition supplémentaire de dissipation : λf + g ≤ 0 pour
un λ > 1 convenable, et |f |, |g| ≤ C(1 + u+ v)γ

Exemple : f = upvq − urvs, g = urvs − λupvq

Cours # 8 (6/4/2011)

3. Exemples de systèmes où la diffusion induit l’explosion

3.1. Systèmes avec dissipation de masse.

- Le contre-exemple de Pierre-Schmitt.

VOIR [QS, pp. 302-303]

(Rem: Importance cruciale, pour l’existence globale, de la taille du paramètre de dissipation λ > 1 dans
le Ch. 4 Sec 2.4.)

- Idée de la preuve : construction d’une solution autosimilaire.

- Remarques sur l’autosimilarité.

a. Comportement asymptotiquement auto-similaire à l’explosion pour l’équation scalaire : descriptions
des résultats et techniques de Giga et Kohn. VOIR [QS, chapitre 25 pour plus de détails]

b. Remarques sur les éq de Navier-Stokes, NLS, etc...
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3.2. Le résultat de Weinberger (non traité en détails)

VOIR [QS, pp. 307-310], avec h(u, v) = uv(u− v).

Chapitre 5. L’influence de la dimension d’espace sur l’effet de la diffusion dans un système
issu de la génétique des populations

Voir http://www.math.univ-paris13.fr/˜souplet/JMBpreprint.pdf
NB: seuls les résultats principaux (Théorèmes 0.1(i) et 0.2(i)) et la démonstration du Théorème 0.2(i)

pour γ = 0 ont été donnés en cours.
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