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N.B. : Ce corrigé n’a bien sûr d’intérêt qu’à condition d’avoir préalablement cherché par
soi-même les exercices.

Exercice 1 Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives E(λ) avec λ > 0 et
E(µ) avec µ > 0. On note Z = min(X,Y ).
1. Rappelons que, pour x ≥ 0, P(X > x) =

∫∞

x
λe−λxdx = e−λx, d’où P(X ≤ x) = 1 − e−λx. Z est une

variable positive (car X et Y le sont) donc, pour z ≤ 0, P(Z ≤ z) = 1. Et pour z > 0, on a :

P(Z ≤ z) = 1 − P(Z > z) = 1 − P(X > z, Y > z) = 1 − P(X > z)P(Y > z) = 1 − e−(λ+µ)z

(en utilisant l’indépendance entre X et Y pour la 3ème égalité). (On pouvait aussi écrire P(Z ≤ z) =
P(X ≤ z ou Y ≤ z) = P(X ≤ z) + P(Y ≤ z) − P(X ≤ z, Y ≤ z)) Comme la fonction de répartition
caractérise la loi, on en déduit que Z suit une loi exponentielle de paramètre λ + µ.
2. Comme X et Y sont indépendantes, la loi du couple (X,Y ) est la loi de densité λe−λxµe−µy par
rapport à la mesure de Lebesgue sur R

2, d’où :

P(X ≤ Y ) = E[1{X≤Y }] =

∫

R2

1{x≤y}µ(X,Y )(dx, dy)

=

∫ ∞

0

(
∫ ∞

x

µe−µydy

)

λe−λxdx

=
λ

λ + µ
.

3. Pour montrer que Z et 1{Z=X} sont indépendantes, il est suffisant de montrer que pour tout borélien
A de R :

P(Z ∈ A,1{Z=X} = 1) = P(Z ∈ A)P(1{Z=X} = 1).

En effet, l’égalité similaire pour P(Z ∈ A,1{Z=X} = 0) s’en déduit en écrivant P(Z ∈ A,1{Z=X} = 0) =
P(Z ∈ A) − P(Z ∈ A,1{Z=X} = 1).
On a (comme à la question précédente) :

P(Z ∈ A,1{Z=X} = 1) = P(X ∈ A,X ≤ Y )

=

∫

A

(
∫ ∞

x

µe−µydy

)

λe−λx
1R+(x)dx

= λ

∫

A

e−(λ+µ)x
1R+(x)dx.

D’autre part, Z suit une loi de Poisson de paramètre λ + µ (question 1) donc, en utilisant de plus le
résultat de la question 2 :

P(Z ∈ A)P(1{Z=X} = 1) = P(Z ∈ A)P(X ≤ Y ) =

∫

A

(λ + µ)e−(λ+µ)z
1R+(z)dz

λ

λ + µ
.

Ainsi, l’égalité voulue est satisfaite.

Soit X et Y deux variables aléatoires indépendantes de lois respectives G(p) avec p ∈]0, 1[ et E(λ) avec
λ > 0. On note Z = min(X,Y ).
4. X est une variable à valeurs dans N

∗ donc, pour x < 1, P(X ≤ x) = 1 et, pour x ≥ 1 :

P(X ≤ x) = P(X ≤ ⌊x⌋) =

⌊x⌋
∑

k=1

p(1 − p)k−1 = p
1 − (1 − p)⌊x⌋

1 − (1 − p)
= 1 − (1 − p)⌊x⌋.
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Pour Y , on a (voir question 1) pour tout y ∈ R : P(Y ≤ y) = (1 − e−λy)1R+
(y).

5. On décompose la probabilité selon la valeur prise par X, et on utilise l’indépendance entre X et Y :

P(X ≤ Y ) =

∞
∑

k=1

P(X ≤ Y,X = k) =

∞
∑

k=1

P(k ≤ Y,X = k)

=

∞
∑

k=1

P(Y ≥ k)P(X = k)

=

∞
∑

k=1

e−λkp(1 − p)k−1 = pe−λ
∞
∑

l=0

((1 − p)e−λ)l

=
pe−λ

1 − e−λ(1 − p)
.

6. Pour k ∈ N
∗, on a :

P(Z = k) = P(X = k, Y ≥ k) + P(Y = k,X ≥ k) = P(X = k, Y ≥ k)

car, Y étant une variable aléatoire à densité, P(Y = k,X ≥ k) ≤ P(Y = k) = 0. Ainsi, vu l’indépendance
entre X et Y , P(Z = k) = P(X = k)P(Y ≥ k) = p(1 − p)k−1e−λk.
7. Soit ℓ ∈ N et a et b deux réels tels que ℓ < a < b < ℓ + 1. Sur l’événement {a < Z < b}, Z n’est pas
entier, donc nécessairement Z = Y , et X ≥ Y équivaut à X ≥ l + 1. On a donc :

P(a < Z < b) = P(a < Y < b,X ≥ ℓ + 1) = P(a < Y < b)P(X ≥ ℓ + 1)

= P(a < Y < b)(1 − P(X ≤ ℓ)) = (e−λa − e−λb)(1 − p)ℓ.

Remarque : les deux dernières questions décrivent la loi de Z. Ce n’est ni une loi à densité ni une loi
discrète, mais un mélange des deux.

Exercice 2

1. On pose U =
∑N

k=0 Xk et on veut calculer, pour t ∈ R, ΦU (t) = E[eitU ]. On décompose pour cela
l’espérance selon la valeur de N (de façon à se ramener à un somme d’un nombre fixé de termes) :

ΦU (t) =

n
∑

m=0

E[eit
PN

k=0
Xk1{N=m}]

=
n
∑

m=0

E[eit
Pm

k=0
Xk1{N=m}]

=

n
∑

m=0

E[eit
Pm

k=0
Xk ]P (N = m),

en utilisant l’indépendance entre N et (X0, . . . ,Xm) à la dernière ligne. Alors, par l’indépendance entre
les Xk, et les lois respectives des variables :

ΦU (t) =
n
∑

m=0

(

m
∏

k=0

E[eitXk ]

)

P (N = m),

=

n
∑

m=0

ΦX0
(t)m+1Cm

n pm(1 − p)n−m

= ΦX0
(t) (pΦX0

(t) + 1 − p)
n

par la formule du binôme de Newton.
2. On pose V =

∑N
i=1 Xi et, pour s ∈ [−1, 1], on veut calculer GV (s) = E[sV ]. Comme plus haut, on
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découpe selon la valeur de N et on utilise l’indépendance entre les variables aléatoires N,X1,X2, . . . :

GV (s) =

∞
∑

n=0

E[sV
1{N=n}]

=

∞
∑

n=0

E[s
Pn

j=1
Xj

1{N=n}]

=

∞
∑

n=0

(1 − p + sp)ne−λ λn

n!

= eλp(s−1).

On reconnaît la fonction génératrice de la loi de Poisson de paramètre λp. Comme la fonction génératrice
caractérise la loi, on en déduit que V suit cette loi.

Exercice 3

On note :
– pour x ∈ R, fX(x) = 1[0,1](x) (densité de la loi de X) ;

– pour y ∈ R, fY |X=x(y) = (y − x)e−(y−x)
1]x,+∞[(y) (densité de la loi conditionnelle de Y sachant

X = x) où x ∈ [0, 1] (pour x /∈ [0, 1], la densité peut être choisie quelconque vu que X ∈ [0, 1] p.s.) ;

– pour z ∈ R, fZ|(X,Y )=(x,y)(z) = (y − x)e−z(y−x)
1]0,+∞[(z) (densité de la loi conditionnelle de Z

sachant (X,Y ) = (x, y)) où x ∈ [0, 1] et y ≥ x (même remarque que ci-dessus si x /∈ [0, 1] ou y < x
vu que Y < X p.s.).

1. Le théorème du cours dit que si la loi de (X,Y ) est de densité f(X,Y ), alors la loi de X et la loi
conditionnelle de Y sachant X = x admettent également des densités qui, si on les note respectivement
fX et fY |X=x, vérifient :

fX(x) =

∫

R

fX,Y (x, y)dy et fY |X=x(y) =
f(X,Y )(x, y)

fX(x)

quand fX(x) 6= 0 ; et fY |X=x est une densité quelconque si fX(x) = 0. On a besoin ici d’une "réciproque"
de ce résultat : si X est de densité fX et, conditionnellement à X = x, Y est de densité fY |X=x, alors le
couple (X,Y ) a pour densité f(X,Y )(x, y) = fX(x)fY |X=x(y). Ceci résulte directement de la définition de
la loi conditionnelle : pour toute fonction mesurable bornée g : R

2 → R,

E[g(X,Y )] =

∫
(
∫

g(x, y)dµY |X=x(y)

)

dµX(x)

=

∫

R

(
∫

R

g(x, y)fY |X=x(y)dy

)

fX(x)dx =

∫

R2

g(x, y)fY |X=x(y)fX(x)dx dy.

On a ainsi la loi du couple (X,Y ), et on obtient celle du triplet (X,Y,Z) par le même procédé : c’est la
loi de densité

f(X,Y,Z)(x, y, z) = fZ|(X,Y )=(x,y)(z)f(X,Y )(x, y) = fZ|(X,Y )=(x,y)(z)fY |X=x(y)fX(x)

= (y − x)2e−(z+1)(y−x)
1]0,+∞[(z)1]x,+∞[(y)1[0, 1](x).

En effet, en utilisant à nouveau la définition des lois conditionnelles, on a, pour toute fonction g mesurable
bornée de R

3 dans R :

E[g(X,Y,Z)] =

∫

R2

(
∫

R

g(x, y, z)dµZ|(X,Y )=(x,y)(z)

)

dµ(X,Y )(x, y)

=

∫

R2

(
∫

R

g(x, y, z)fZ|(X,Y )=(x,y)(z)dz

)

f(X,Y )(x, y)dx dy

=

∫

R

∫

R

(
∫

R

g(x, y, z)fZ|(X,Y )=(x,y)(z)dz

)

fY |X=x(y)fX(x)dx dy

=

∫

R3

g(x, y, z)fZ|(X,Y )=(x,y)(z)fY |X=x(y)fX(x)dx dy dz.
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2. Comme la loi de (X,Y,Z) est de densité f(X,Y,Z), la loi de Z est une loi de densité fZ(z) qui s’obtient
en intégrant (x, y) 7→ f(X,Y,Z)(x, y, z) contre la mesure de Lebesgue dxdy sur R

2 :

fZ(z) =

∫

R

∫

R

f(X,Y,Z)(x, y, z)dx dy

=

∫ 1

0

∫ ∞

x

(y − x)2e−(z+1)(y−x)dy dx1R+
(z)

=

∫ 1

0

∫ ∞

0

u2e−(z+1)udu dx1R+
(z)

en faisant le changement de variable y 7→ u = y − x. Or :
∫ ∞

0

u2e−(z+1)udu =
1

(z + 1)3

∫ ∞

0

v2e−vdv

=
Γ(3)

(z + 1)3

en faisant le changement de variable u 7→ v = (z + 1)u. Et Γ(3) = 2! = 2, donc finalement :

fZ(z) =
2

(z + 1)3
1]0,+∞[(z).

3. Comme la loi de ((X,Y ), Z) admet pour densité f(X,Y,Z) par rapport à la mesure de Lebesgue sur R
3,

la loi conditionnelle de (X,Y ) sachant Z = z est la loi de densité :

f(X,Y )|Z=z(x, y) =
f(X,Y,Z)(x, y, z)

fZ(z)
=

(z + 1)3

2
(y − x)2e−(z+1)(y−x)

1[0,1](x)1]x,+∞[(y),

pour z tel que fZ(z) 6= 0 (i.e. pour z ≥ 0).
4. Alors, pour z ≥ 0 :

E[
√

Y − X|Z = z] =

∫

R2

√
y − xf(X,Y )|Z=z(x, y)dx dy

=

∫ 1

0

∫ ∞

x

√
y − x

(z + 1)3

2
(y − x)2e−(z+1)(y−x)dy dx

=
1

2
√

z + 1

∫ 1

0

∫ ∞

0

u5/2e−udu dx

=
Γ(7/2)

2
√

z + 1

en faisant le changement de variable y 7→ u = (z + 1)(y − x) (ou encore (x, y) 7→ (x, (z + 1)(y − x)) si
l’on préfère). Or Γ( 7

2 ) = 5
2

3
2

1
2Γ( 1

2 ) (par l’équation Γ(x + 1) = xΓ(x)), et Γ( 1
2 ) =

√
π (en changeant de

variable, c’est 2
∫∞

0
e−u2

du), donc :

E[
√

Y − X|Z = z] =
15

16

√
π√

z + 1
.

On a alors :

E[
√

Y − X] = E[E[
√

Y − X|Z]] =

∫

R

E[
√

Y − X|Z = z]dµZ(z)

=

∫ ∞

0

15

16

√
π√

z + 1

2

(z + 1)3
dz

=
15
√

π

8

∫ ∞

1

du

u7/2

=
3
√

π

4
.
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5. On pose U = Y − X et V = Z(Y − X). Soit g : R
3 → R une fonction mesurable bornée. On utilise

le changement de variable (x, y, z) 7→ (x, u, v) = ϕ(x, y, z) = (x, y − x, z(y − x)), c’est à dire y = x + u
et z = v

u (ce qui montre l’injectivité de ϕ, si u 6= 0). ϕ envoie {(x, y, z)|x ∈ [0, 1], y > x, z > 0} sur
{(x, u, v)|x ∈ [0, 1], u > 0, v > 0}, et le déterminant jacobien associé à ϕ−1 est :

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1 0 0
1 1 0
0 −v

u2

1
u

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=
1

u
,

d’où :

E[g(X,U, V )] = E[g(X,Y − X,Z(Y − X)]

=

∫ 1

0

∫ ∞

x

∫ ∞

0

g(x, y − x, z(y − x))f(X,Y,Z)(x, y, z)dx dy dz

=

∫ 1

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

g(x, u, v)f(X,Y,Z)(x, x + u,
v

u
)
1

u
dv du dx

=

∫ 1

0

∫ ∞

0

∫ ∞

0

g(x, u, v)ue−u−vdv du dx.

Ceci montre que la loi de (X,U, V ) admet pour densité

f(X,U,V )(x, u, v) = ue−u−v
1[0,1](x)1[0,+∞[(u)1[0,+∞[(v)

par rapport à la mesure de Lebesgue sur R
3.

6. On peut écrire : f(X,U,V )(x, u, v) = fX(x)fU (u)fV (v) où fX(x) = 1[0,1](x), fU (u) = ue−u
1]0,∞[(u) et

fV (v) = e−v
1]0,∞[(v). Cette décomposition de la densité montre que X, U et V sont indépendantes. De

plus, X suit la loi uniforme sur [0, 1], U suit la loi γ2,1 et V suit la loi exponentielle de paramètre 1.

Exercice 4

1. On pose Yi = X2
i eXi . Les variables aléatoires Yi, i ≥ 1, sont indépendantes, de même loi, et on

s’intéresse à la convergence de la suite de terme général :

Sn =
Y1 + · · · + Yn

n
.

On voudrait donc appliquer la loi forte des grands nombres. Pour cela, il suffit de montrer que les variables
Yi sont intégrables. Or elles sont positives, et (en posant u = x − 1) :

E[Y1] = E[X2
1eX1 ] =

∫

R

x2exe−x2/2 dx√
2π

=

∫

R

x2e−(x−1)2/2e1/2 dx√
2π

=
√

e

∫

R

(u + 1)2e−u2/2 du√
2π

=
√

eE[(Z + 1)2] =
√

e(E[Z2] + 2E[Z] + E[1]) = 2
√

e

où Z est une variable de loi N (0, 1) d’où E[Z] = 0 et E[Z2] = 1. Ainsi, par la loi forte des grands nombres,
Sn converge presque sûrement vers E[Y1] = 2

√
e lorsque l’indice n tend vers +∞.

2. On pose Xi = 1{Yi+Zi≤1}. Les variables aléatoires Xi sont indépendantes, de même loi, et intégrables
(elles sont à valeurs dans [0, 1]), donc par la loi forte des grands nombres :

presque-sûrement,
1

n

n
∑

i=1

Xi −→
n→+∞

E[X1] = P(Y1 + Z1 ≤ 1),

et on calcule P(Y1 + Z1 ≤ 1) =
∫ 1

0

∫ 1−y

0
dz dy =

∫ 1

0
(1 − y)dy = 1/2.

3. Notons Mn = max(Y1, . . . , Yn). On donne la loi de Mn par sa fonction de répartition : on a, pour
x < 0, P(Mn ≤ x) = 0, pour x > 1, P(Mn ≤ x) = 1 et, pour x ∈ [0, 1],

P(Mn ≤ x) = P(Y1 ≤ x, . . . , Yn ≤ x) = P(Y1 ≤ x)n = xn.
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Cette fonction de répartition est une primitive de la fonction fMn
(x) = nxn−1

1[0,1](x) : on a, pour tout
x ∈ R,

P(Mn ≤ x) =

∫ x

−∞

fMn
(x)dx.

De ceci on déduit que fMn
est une fonction de densité, et que la loi de Mn est de densité fMn

(en pratique,
fMn

s’obtient en dérivant la fonction de répartition).
Soit ε > 0. On a, comme Mn ≤ 1 :

P(|Mn − 1| > ε) = P(Mn < 1 − ε) =

{

0 si ε ≥ 1
(1 − ε)n si ε < 1.

Dans les deux cas, cette probabilité tend vers 0 quand n tend vers +∞, donc (Mn)n≥1 converge en
probabilité vers 1.
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