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Introduction Motivation Modele Résultats

Marches aléatoires en milieu aléatoire

@ Modéle datant des années 1970, en physique et en
biologie

@ Motivation : affiner les modeles des phénoménes de
transport (diffusion de matiere) en tenant compte des
fluctuations du milieu

e petites perturbations (irregularités,. . .)
e inhomogénéités intrinseques (cf. alliage, ADN)
@ Modélisation par un milieu aléatoire : régularité statistique
sur de grandes échelles
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Dézippage d’'une chaine d’ADN

Expérience de micromanipulation (Bockelmann et al., 1997)
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Introduction Motivation Modeéle Résultats

Définition du modele — loi quenched

Base canonique (eq,...,e;) de Z4. V = {ey, —ey, ..

-, €4, _ed}
Un environnement sur Z¢ est une famille

w=(w(x,e),e €V)cza € V= (Prob(V))Zd

b =+ ez
w(, e2)

w(z,—e1) w(z,e1)

T—e€ T z+er

w(z, —e2)

Pour w € Q et x € Z4, loi quenched issue de x :

P, : loi de la chaine de Markov issue de x de transition w.

Laurent Tournier
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Introduction Motivation Modéle Résultats

Définition du modele — loi annealed

Soit i une loi sur Prob(V).
On munit © de la probabilité P = uZd (loi du milieu aléatoire).

Pour x € Z4, loi annealed issue de x :
Po() = | Pra)dP(w) = EPcu()].

(loi de la marche aléatoire en milieu aléatoire)
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Introduction Motivation Modéle Résultats

Définition du modele — loi annealed

Soit i une loi sur Prob(V).
On munit © de la probabilité P = uZd (loi du milieu aléatoire).

Pour x € Z4, loi annealed issue de x :

P.() = /Q Pyo(") dP(w) = E[Py ()]

(loi de la marche aléatoire en milieu aléatoire)

Loi de X, ou (X,w) esttel que w ~ P et, sachant w, X ~ P, .
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Introduction Motivation Modéle Résultats

Définition du modele — loi annealed

Soit i une loi sur Prob(V).
On munit © de la probabilité P = sz (loi du milieu aléatoire).

Pour x € Z4, loi annealed issue de x :
Po() = | Pra)dP(w) = EPcu()].

(loi de la marche aléatoire en milieu aléatoire)

Loi de X, ou (X,w) esttel que w ~ P et, sachant w, X ~ P, .

Sous P,, les pas de X ne sont pas indépendants
(il'y a renforcement des transitions choisies)
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Introduction Motivation Modele Résultats

Principaux résultats de la these

@ Environnements de Dirichlet sur Z4

e Condition d’intégrabilité des temps de sortie de parties
finies sous P,

o Critére de balisticité (% — v # 0)

e Critére de transience directionnelle (X, - ¢ — +o0)

@ Sur Z, dans le cas balistique sous-diffusif
e Théoréme limite pour les fluctuations de X; par rapport a v
@ avec constantes explicites
e et une analyse fine du comportement quenched de la
marche
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Introduction Motivation Modele Résultats

Articles

[§ L. Tournier (2008)
Integrability of exit times and ballisticity of random walks in
Dirichlet environment.
Electronic Journal of Probability, 14, no. 16, 431—451.

[§ L. Tournier et C. Sabot (2009)
Time reversal and directional transience of random walks in
Dirichlet environment.
Annales de I'Institut Poincaré (a paraitre)

[d N. Enriquez, C. Sabot, L. Tournier et O. Zindy (2010)
Stable fluctuations of ballistic random walks in random
environment on Z.

Prépublication, disponible sur arXiv
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Plan de I'exposé

@ Fluctuations stables des MAMASs transientes sur Z

Marches aléatoires en milieu aléatoire



Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

MAMA sur Z

Environnement : famille (w;).ez € Q = (0,1)%

Loi  sur (0, 1), d'ot P = p? sur (.
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Transience/Récurrence

On pose p = 1242,

Théoréme (Solomon 1975)
@ SiEllogp] < 0 alors X,, —, +00, Py-p.s.
@ Si E[log p] = 0 alors

liminfX,, = —oco et limsupX,, = +o0, Pp-p.s.
n

n
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Transience/Récurrence

On pose p = 1=,

0

Théoréme (Solomon 1975)
@ SiEllogp] < 0 alors X,, —, +00, Py-p.s.
@ Si E[log p] = 0 alors

liminfX,, = —oco et limsupX,, = +o0, Pp-p.s.
n

On suppose Ellog p| < 0. Alors
_ 1-E[p]
1+ E[p]

. X
@ SiE[p] < lalors =* —, v >0, Py-p.s.
n

X,
@ SiE[p] > 1alors — —, 0, Py-p.s.
n
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Fluctuations stables

Hypothéses

(a) llexiste 0 < k < 2 tel que E[p"] = 1, et E[p"(logp)+] < oo
(b) La loi de log p est non-arithmétique.

Théoréme (Kesten-Kozlov-Spitzer 1975)

Supposons (a)-(b). Alors, sous Py,

X, (loi _ . -
0 Si0<k<1, 180 (4S5 E[eitSx] = = (=i

n
Xn - Al lognun (101)

@ Sik=1, . —> —A1S1  E[e"S1] = e 2l-irloel]
(log n)? "
q Xn — vn (loi) 1+L itS (—il)'{
0 Sil<kr<2, T wAkSk Ele°s] =e
n n

u, — 1, A, > 0 (S, suit une loi x-stable totalement asymétrique)
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Explicitation des constantes

On note Ck la constante de renouvellement de Kesten :
SiR=1+p1+pip2+---, PR>t)~Cgt™".

Théoréme (Enriquez-Sabot-T.-Zindy 2010)

O #1,A, =2 7'# Ck)*E[p"1 " t
e On a, pour , Ak (,sin( H)|( x)Elp ng]) e
Elplo
A [ngp]‘

Notamment, si k = 1 (i.e. E[p] = 1), on a donc

X, ) Elplogp]
n/logn n 2
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Explicitation des constantes

On note Ck la constante de renouvellement de Kesten :
SiR=1+p1+pip2+---, PR>t)~Cgt™".

Théoréme (Enriquez-Sabot-T.-Zindy 2010)

O #1,A, =2 7'# Ck)*E[p"1 " t
e On a, pour , Ak (,sin( H)|( x)Elp ng]) e
Elplo
A [ngp]‘

Notamment, si k = 1 (i.e. E[p] = 1), on a donc

X, ) Elplogp]
n/logn n 2

Si i = Beta(a, 3), alors K = a — 3 et C% = (a—p)B(a— f,0)
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Explicitation des constantes

On note Ck la constante de renouvellement de Kesten :
SiR=1+p1+pip2+---, PR>t)~Cgt™".

Théoréme (Enriquez-Sabot-T.-Zindy 2010)

O #1,A, =2 7'# Ck)*E[p"1 " t
e On a, pour , Ak (,sin( H)|( x)Elp ng]) e
Elplo

A [ngp]‘

Notamment, si k = 1 (i.e. E[p] = 1), on a donc

X, ) Elplogp]
n/logn n 2

e Description du comportement quenched

Si i = Beta(a, 3), alors K = a — 3 et C% = (a—p)B(a— f,0)

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Exemple de trajectoire (0 < x < 1)




Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Exemple de trajectoire (1 < k < 2)
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Exemple de trajectoire (1 < k < 2)
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Potentiel associé a I'environnement

Pour x € Z, on définit V(x) par V(0) = 0 et

e—V(x)

T e V@ e VG-1)

Wx
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Potentiel associé a I'environnement

Pour x € Z, on définit V(x) par V(0) = 0 et

e—V(x)

T e V@ e VG-1)

Wx

V(x) est « 'énergie du systéme quand X est sur (x,x+ 1) »
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Potentiel associé a I'environnement

Pour x € Z, on définit V(x) par V(0) = 0 et

e—V(x)

T e V@ e VG-1)

Wx

V(x) est « 'énergie du systéme quand X est sur (x,x+ 1) »

1 —
V(x) = V(x— 1) = log — =
X
d’ou
V(x) = { 2 0<y<x 108 py six > 0
— 2 vey<ologpy Six <0
ou py = 1:}:@
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Exemple de potentiel




Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Exemple de trajectoire
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Exemple de potentiel




Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Principe de la preuve (cas balistique)

De fagon équivalente, on montre un théoréme limite pour la
suite des temps d’atteinte 7(x) = inf{k|X; = x} :
7(x) — Eo[7(x)] (10i)

xl/’i T) AKSR
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Principe de la preuve (cas balistique)

De fagon équivalente, on montre un théoréme limite pour la
suite des temps d’atteinte 7(x) = inf{k|X; = x} :

7(0) ~ Eo[r(x)] (o) , o
xl/’i X R~K

« La contribution principale aux fluctuations de 7(x) vient de la
traversée d’'un petit nombre de hautes barriéres de potentiel »

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Découpage du potentiel en excursions

Temps de descente large du potentiel : ey = 0 et, pour n > 0,
ent1 = inf{k > e,|V(k) < V(en)}.

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Découpage du potentiel en excursions

Temps de descente large du potentiel : ey = 0 et, pour n > 0,
ent1 = inf{k > e,|V(k) < V(en)}.

HauteurJde 'excursion entre e, et e, 11 :

] H,= max V(x)—V(e,).

o en<x<epyi
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Etapes de la preuve — Loi d’une traversée

@ Estimée d’Iglehart :

P(H > h) ~ Cre™""
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Etapes de la preuve — Loi d’une traversée

@ Estimée d’Iglehart :

P(H > h) ~ Cre™""

@ Loi du temps de traversée d’une haute excursion 7 (e )
7(e1) ~ E,[T(e1)]e,
olie~&(1), et E,[r(e1)] ~ e’MM,. Quand t — oo,

PZ0(r(e1) > 1) ~ Crr ™.
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Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Etapes de la preuve — Découpage (cas balistique)

Excursion est « haute » si de hauteur > &, = Llogn — loglogn

On décompose

T(en) = Tpetites + Thautes

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Etapes de la preuve — Découpage (cas balistique)

Excursion est « haute » si de hauteur > &, = Llogn — loglogn

On décompose

T(en) = Tpetites + Thautes
Hautes excursions :

@ Ily ade l'ordre de (logn)" hautes excursions avant e,
@ Définition de vallées profondes ; disjointes avec grande
probabilité

@ A des termes négligeables prés, maues €St somme de
variables indépendantes et de méme loi

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Fluctuations stables Enoncés Potentiel Preuve

Etapes de la preuve — Découpage (cas balistique)

Excursion est « haute » si de hauteur > &, = Llogn — loglogn

On décompose

T(en) = Tpetites + Thautes
Hautes excursions :

@ Ily ade l'ordre de (logn)" hautes excursions avant e,

@ Définition de vallées profondes ; disjointes avec grande
probabilité

@ A des termes négligeables prés, maues €St somme de
variables indépendantes et de méme loi

Petites excursions :

o V*?11‘0(7'petites) = Var(EO,w [Tpetites]) + E[Varo,w (Tpetites)] = 0(712/&)
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Milieu de Dirichlet Définition Résultats

Plan de I'exposé

e Environnements de Dirichlet
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Milieu de Dirichlet Définition Résultats

Loi de Dirichlet

Soit une famille a = (@, )ecy (OU VYV = {+£e;, 1 <i < d}).
On note aussi a; = a4y,
La loi de Dirichlet de parameétre « sur Prob(V) est

D((00)ecr) = Im (H) aN((xe)e),
ec ¢ ecV

A(xe)e) = 1, dx. €tant la mesure de Lebesgue sur Prob(V).

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition Résultats

Loi de Dirichlet et marches renforcées

La loi de la marche aléatoire en milieu aléatoire de Dirichlet de
parameétre « vérifie :

B ae + Ny(e)
(0 + M)

ou N, (f) est le nombre de traversées de I'aréte f avant l'instant
n.

]P)O((XVHXYH-I) = e|X07 s 7Xi’l)

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition Résultats

Loi de Dirichlet et marches renforcées

La loi de la marche aléatoire en milieu aléatoire de Dirichlet de
parameétre « vérifie :

B ae + Ny(e)
(0 + M)

ou N, (f) est le nombre de traversées de I'aréte f avant l'instant
n.

]P)O((XVHXYH-I) = e|X07 s 7Xi’l)

Proposition

La loi annealed de la marche aléatoire dans un environnement
de Dirichlet de parameétres (a.).cy coincide avec la loi d’'une
marche aléatoire linéairement renforcée par arétes orientées
de poids initiaux (c)ecy-

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

En dimensiond > 2

Pour les MAMAs en général, résultats trés partiels.

@ Environnements équilibrés (w(x,x +e) = w(x,x —e) p.s.) :
récurrent (transient) si d < 2 (d > 3) (Zeitouni)

@ Fluctuations isotropes/anisotropes par rapport a la marche
simple (Bricmont-Kupiainen, Sznitman,
Bothausen-Zeitouni)

@ Balisticité : critere de Kalikow, conditions (T),(T’) de
Sznitman

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

En dimensiond > 2

Pour les MAMAs en général, résultats trés partiels.
@ Environnements équilibrés (w(x,x +e) = w(x,x —e) p.s.) :
récurrent (transient) si d < 2 (d > 3) (Zeitouni)

@ Fluctuations isotropes/anisotropes par rapport a la marche
simple (Bricmont-Kupiainen, Sznitman,
Bothausen-Zeitouni)

@ Balisticité : critere de Kalikow, conditions (T),(T’) de
Sznitman

(souvent sous I'hypothése d’ellipticité uniforme : w, > ¢ p.s.).

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

Condition d’intégrabilité

G = (VU {0}, E) graphe fini orienté, (a.).cx des poids >0.
Les marches sur G sont tuées en 9. On suppose que tout
sommet est relié a 0.
Pour w € Q, on note G¥(x, y) le nombre moyen de visites a y
Sous Py .
Pour A C E,onnote B4 = » ..

ecOgA

Théoreme (T. 2008)

Soit 0 € V. Pour tout s > 0, de fagon équivalente :
Q E[G¥(0,0)*] < 00;
© pour tout A C E connexe avec o € A, B4 > s.

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

Condition d’intégrabilité

G = (VU {0}, E) graphe fini orienté, (a.).cx des poids >0.
Les marches sur G sont tuées en 9. On suppose que tout
sommet est relié a 0.
Pour w € Q, on note G¥(x, y) le nombre moyen de visites a y
Sous Py .
Pour A C E,onnote B4 = » ..

ecOgA

Théoreme (T. 2008)

Soit 0 € V. Pour tout s > 0, de fagon équivalente :
Q E[G¥(0,0)*] < 00;
© pour tout A C E connexe avec o € A, B4 > s.

Condition de non-intégrabilité et réle de 3,.
Pour e > 0, sur & = {Ve € 0gA,w, < €}, E, ,[Ta] >
Eton a P(&.) ~ Ce.

1
€

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

Condition d’intégrabilité — Idée de la preuve

On souhaite majorer G¥ (o0, 0).

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

Condition d’intégrabilité — Idée de la preuve

On souhaite majorer G¥ (o0, 0).

A tout w € Q on associe un sous-graphe connexe C(w) C E
contenant o, au sein duquel une ellipticité uniforme « faible »
est vérifiée.

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

Condition d’intégrabilité — Idée de la preuve

On souhaite majorer G¥ (o0, 0).

A tout w € Q on associe un sous-graphe connexe C(w) C E
contenant o, au sein duquel une ellipticité uniforme « faible »
est vérifiée.

Identifier entre eux les sommets de ce sous-graphe affecte peu
lintégrabilité de G¥ (o, 0). Grace a ce quotientage, on peut ainsi
procéder a une récurrence sur le nombre de sommets du
graphe.

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

En dimension d > 2, cas Dirichlet — balisticité

Poids initiaux a(, ;4. = ;. Onnote £ = 7 oy + oy, et
dn =YL, “xten = Eo[Xil.

Théoréme (T. 2008)

Si Zle lay — a—;| > 1, alors il existe v # 0 tel que, P,-p.s.,
X
L
n n
Et, alors, b pY; il < 1
r-1", " ¥-1

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

En dimension d > 2, cas Dirichlet — balisticité

Poids initiaux a(, ;4. = ;. Onnote £ = 7 oy + oy, et
dn =YL, “xten = Eo[Xil.

Théoréme (T. 2008)

Si Zle lay — a—;| > 1, alors il existe v # 0 tel que, P,-p.s.,

Et, alors,

(critere de Kalikow + formule d’« intégration par parties » pour
la loi de Dirichlet + intégrabilité des temps de sortie de boites)
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Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

En dimension d > 2, cas Dirichlet — transience

A Iaide d’une propriété de stabilité des lois de Dirichlet par
retournement du temps, Sabot (2009) a montré la transience
p.s. en dimension d > 3.

Sabot-T., 2009

@ Preuve probabiliste de la stabilité par retournement du
temps, exploitant le renforcement

@ Transience directionnelle : On suppose «o; > «_;. Alors
X, - e; — 400 avec probabilité positive
n
d’ou | X, - ;] — 400 P, — p.s.
n

X, e, — +00 P, —p.s. sid <2.
n

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

En dimension d > 2, cas Dirichlet — transience

A Iaide d’une propriété de stabilité des lois de Dirichlet par
retournement du temps, Sabot (2009) a montré la transience
p.s. en dimension d > 3.

Sabot-T., 2009

@ Preuve probabiliste de la stabilité par retournement du
temps, exploitant le renforcement

@ Transience directionnelle : On suppose «o; > «_;. Alors
X, - e; — 400 avec probabilité positive
n
d’ou | X, - ;] — 400 P, — p.s.
n

X, e, — +00 P, —p.s. sid <2.
n

= Existence d’'un régime de transience directionnelle a vitesse
nulle.
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Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

Environnement « inversé »

Graphe fini connexe G = (V, E), environnement w = (We)cck-
7 : mesure invariante pour la chaine de Markov de transition w.
G = (V,E) : graphe formé des arétes retournées ¢ = (e, e).

Pour (x,y) € E, @(y,x) = @w(xa y)

m(y)

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

Environnement « inversé »

Graphe fini connexe G = (V, E), environnement w = (We)cck-
7 : mesure invariante pour la chaine de Markov de transition w.
G = (V,E) : graphe formé des arétes retournées ¢ = (e, e).

7 (x)
Pour (x,y) € E, w(y,x) = w(x,y
(6.) € B, @(y.x) = TS
On note &, = oz poure € Eet, pourx € V, a, = 3, .

Propriété

On suppose div(a) = 0 : o, = &, pour tout x € V. Alors :
Si w suit la loi P(®), alors @ suit la loi P(Y).

Laurent Tournier Marches aléatoires en milieu aléatoire



Milieu de Dirichlet Définition  Résultats

Environnement « inversé »

Graphe fini connexe G = (V, E), environnement w = (We)cck-
7 : mesure invariante pour la chaine de Markov de transition w.
G = (V,E) : graphe formé des arétes retournées ¢ = (e, e).

Pour (x,y) € E, @(y,x) = :Ej’%W(x’ y)

Onnote ¢, = az poure € Eet,pourx e V,a, =>.,_ «

e=x e-

Propriété

On suppose div(a) = 0 : o, = &, pour tout x € V. Alors :
Si w suit la loi P(®), alors @ suit la loi P(Y).

Début de preuve. Soit 0 = (e, ..., e,) un cycle de G. On a
w(5) =w(o). D'ou

= EWw(5)].

EOo(o)] = E@u(o)] = Lecg e (e 1) 2 1)
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@ En dimension 1, loi quenched réversible (déf. du potentiel),
expressions explicites de quantités quenched, structure
linéaire des pieges
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@ En dimension 1, loi quenched réversible (déf. du potentiel),
expressions explicites de quantités quenched, structure
linéaire des pieges = analyse qualitative fine du
comportement quenched de la marche

@ En dimension supérieure, les résultats précis pour les
environnements de Dirichlet sont rendus possibles par
quelques relations explicites (retournement du temps,
intégration par partie, et propriétés élémentaires :
associativité, restriction).
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Merci de votre attention !

es aléatoires en milieu aléatoire



	Introduction
	Motivation
	Modèle
	Résultats

	Fluctuations stables des MAMAs transientes sur Z
	Énoncés
	Potentiel
	Preuve

	Environnements de Dirichlet
	Définition
	Résultats


