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Introduction

Les marches aléatoires en milieu aléatoire ont été introduites il y a une trentaine d’années pour modéliser
simplement certains mouvements d’enzymes le long de brins d’ADN. 1l s’agissait donc d’un modéle unidimen-
sionnel, qui a depuis été intensément étudié. Les résultats obtenus ont mis en évidence certains phénomeénes
nouveaux par rapport aux marches aléatoires en milieu déterministe, en particulier un ralentissement de la
transience, dont la compréhension passe par ’étude de la formation de «piéges» dans le milieu. Bien que la
généralisation du modéle & un milieu multidimensionnel soit immédiate, trés peu de résultats ont été obtenus
dans ce cadre-ci, ot les méthodes exploitées en dimension 1 s’adaptent mal ; en particulier, & la différence de
la dimension 1, on ne dispose pas, pour l'instant, de classification des comportements asymptotiques selon la
loi de 'environnement, et une telle classification semble encore relativement hors de portée.

L’aspect auquel on s’intéressera ici, en dimension d > 2, est la convergence balistique de la marche (X,,),,
c’est & dire I'existence d’une limite au quotient %, autrement dit d’une vitesse asymptotique. Cette question
vient affiner des résultats obtenus depuis le début des années 80 (article [3] de S. Kalikow) concernant la
transience dans une direction | € S : peut-on trouver une condition sur I’environnement pour avoir,
presque-sirement, X, - [ —,, oo? Une telle condition traduit I’existence d’un biais dans la direction [ et la
difficulté est d’obtenir un critére qui englobe des cas oul ce biais n’est pas presque-sir et donc ot le caractére
aléatoire de ’environnement intervient fortement (ce sera le cas plain nestling introduit au paragraphe 1.3).
Il se trouve que le critére introduit alors suffit aussi pour avoir une convergence balistique. Ce mémoire se
base pour essentiel sur les articles [6] et [7] d’A.-S. Sznitman qui introduisent respectivement des conditions
appelées (T) et (T’) étendant les critéres antérieurs et garantissant la convergence balistique et un théoréme
central limite.

Apreés une courte introduction du modeéle de marche aléatoire en milieu aléatoire, la partie 1 évoque quelques
résultats connus en dimension 1 et introduit la notion de «piége» dans ’environnement qui joue un réle
important dans la suite, en particulier & travers une classification selon l'influence qu’a le caractére aléatoire
de l'environnement sur le comportement asymptotique de la marche. L’étude de la transience dans une
direction repose de facon essentielle sur la mise en évidence d’une structure de renouvellement, c’est & dire la
possibilité de découper la trajectoire en troncons indépendants et équidistribués ; c’est ’objet de la section 2.
On aura alors toutes les notations nécessaires pour introduire la condition (T) de Sznitman (section 3), et
prouver le premier résultat important & savoir la convergence balistique sous cette condition, des résultats de
grandes déviations autour de la vitesse limite, ainsi qu’un théoréme central limite (section 4). La section 5
présente un critére «effectify (on reviendra sur cette appellation) pour une condition a priori légérement plus



faible que (T), la condition (T’), mais sous laquelle la marche admet également une convergence balistique,
comme le montrera la section 6.

1 Présentation du modéle

1.1 Marche aléatoire en milieu aléatoire

Les marches aléatoires en milieu (ou environnement) aléatoire constituent un modéle simple de déplacement
dans un environnement désordonné. Le cas étudié ici est celui d’une marche aléatoire aux plus proches voisins
et & valeurs dans Zd, d>1.

Notons (e1, ... ,eq) la base canonique de Z?. Supposons associée & chaque point = de Z? une loi de probabilité
w(x,-) sur ensemble fini {e € Zy4| |e|] = 1} = {e1,—e1,...,eq, —eq}. Ceci permet de définir une chaine de
Markov (X,)n>0 sur les sites de 7<%, la probabilité de transition du site z au site = + e étant donnée par
w(z,e). La famille w = (w(x,-)),cze est appelée I’«environnement» de cette marche aléatoire. Le modéle de
marche aléatoire en milieu aléatoire que l'on considére revient & tirer les probabilités w = w(x,-) au hasard
(de fagon indépendante entre les sites et selon la méme loi) puis & regarder le processus (X, ), >0 dont la loi
se déduit de w. Chaque tirage de ce processus (X, ), consiste donc en un tirage de ’environnement w puis en
celui de la trajectoire (X ).

Formalisons cette description. On note P I’ ensemble des probabilités sur I'ensemble fini {e € Z?| |e| = 1} =
{e1,—e1,...,eq,—eq}; P peut se voir comme l'ensemble des familles (p(e))ccza cj=1 de réels positifs avec
3. p(e) = 1, et donc étre muni de la topogie usuelle (induite par celle de R??), ainsi que de la tribu borélienne.
Soit u une probabilité sur P. L’environnement est la famille canonique (donnée par les coordonnées) de
variables aléatoires (w(z,-)),eze sur 'espace Q = PZd, muni de la tribu produit et de la probabilité produit
P = u®%° . La marche aléatoire dans le milieu w = (w(z,-))peza € Q (fixé) est la chaine de Markov canonique
(Xp)n>0 d’espace d’états Z¢ (donc définie sur I'espace de probabilités (Z?)Y muni de la tribu produit), donnée
par la famille de probabilités (P, .)zeza Oll, pour tout z € Z<, pour tout e € Z¢ avec |e| = 1, pour tout
n>1:PFP,.,ps.,

Pz,w(XO = {E) =1

et :
P, (Xnt1 =Xn +elXo,..., Xpn) =w(Xy,e).

La loi P, est appelée loi quenched issue de x sous I’environnement w. Pour tout = € Z%, on définit aussi la
loi annealed! sur Q x (Z4)N par moyenne de P, ,, contre la loi P :

P.'r =Px P.'r,w-

(il s’agit d’un produit semi-direct) En notant ((w(z,))zez4, (Xn)n>0) le processus canonique de Q x (Z4)N
muni de la loi Py, (w(z,")),eze suit la loi P, et le processus (X,,), est la marche aléatoire en milieu aléatoire
issue de x définie par la loi p; par un léger abus de notation, on désignera aussi par P, la loi de (X,,),, c’est
a dire la marginale selon (Z4)N de la loi précédente : P, = E[P, ,(-)].

C’est ce dernier processus que l'on étudie. Il est important de noter que, sauf cas dégénéré, ce n’est pas une
chaine de Markov. Ceci peut se comprendre intuitivement : conditionner par rapport a X, ..., X,, apporte
de I’ information sur environnement aux points Xy, ..., X, —1 (les points & partir desquels une transition a
déja eu lieu) donc, si X,, € {Xo,..., Xn_1}, Xnt1 — X, n’est pas indépendant de Xy, ..., X,,. Dit autrement,
conditionnellement au fait qu’une certaine transition x — x + e a déja été effectuée par la marche, la loi de
I’environnement n’est plus P : cette transition est favorisée, renforcée, et la marche a une probabilité plus
grande de I’emprunter lors de ses prochains passages en .

LCe vocabulaire vient de la métallurgie : quenched se traduit par «trempé» et annealed par «recuit». La trempe consiste &
plonger un matériau chaud dans un fluide plus froid ; c’est un refroidissement brutal de la piéce qui a pour objectif de figer la
structure obtenue lors de la mise en solution. Par analogie, on utilise le méme terme pour qualifier la situation sous la loi Py .
c’est & dire & environnement fixé («figé»). Par opposition, le recuit est une opération de chauffage de piéces métalliques, et c’est
sous ce nom que ’on désigne la situation en moyenne, sous Py.

3.



Par la suite, on supposera toujours que la loi p vérifie une condition d’ellipticité stricte : il existe k € (0,1)
tel que le support de la loi p est inclus dans I’ensemble

P = {(p(€))eeza ej=1 € P | pour tout e, p(e) € [r,1]}.

Autrement dit, p-p.s., pour tout e € Z¢ avec |e| = 1, w(0,e) > . En particulier, si zo,21,...,, sont des
points de Z¢ avec 2o = 0 et, pour i = 1,...,n, |z; —x;_1| = 1, on a, en utilisant la propriété de Markov faible
(A w fixé) successivement aux temps n —1,n —2,...,1,0:

Po(Xo =z0,..., Xn =zn) = E[Ryo(Xo=m0,..., Xpn-1=2n1,Xp = 2)]

E[EO,w[XO =x0,...,Xpn 1= Tp_1, Pxn,hw (Xl =Tp — mn—l)“
Po(Xo=z0,..., Xpn1 =Tp_1) -k
e ZPO(XO :.TO)'KJ”

K",

(A\VARAVARLY]

Introduisons enfin des notations pour la suite. Pour € Z%, on désignera par t, la translation de Z% de
vecteur z (notons que la loi P est invariante par t,) et, pour p € N, 'opérateur de décalage de (Z%)"N de p pas
vers la droite sera noté 0, : ©,((Xn)n>0) = (Xn+p)n>o0-

On fera usage de divers temps aléatoires : pour U C Z¢, | € S*~!, 4 € R, on définit

Ty = inf{n>0|X,¢U}
Hy = inf{n>0]|X,eU}
T = inf{n>0|X,-1>u}
T. = inf{n>0|X, -1<u}
LI = sup{n>0] X, -1<u}.

Ce sont bien sir, a ’exception du dernier, des temps d’arrét.

Enfin, on a déja utilisé certaines des notations classiques suivantes : on note |A| le cardinal d’un ensemble
A. Pour x € R%, |z| est la norme euclidienne de z et ||z|| = |z1| + -+ + |74| sa norme l;. On désigne par
(e1,...,eq) la base canonique de R?. La boule et la sphére unité de R? sont notées respectivement B? et S9—1.
Pour tout z € R? et r > 0, BY(z,r) est la boule de R? de rayon r centrée en x. On fera fréquemment I’abus
de notation consistant, pour U C R%, & noter de méme le bord OU de U au sens de la topologie de R? et, si
U C Z4, 1e bord OU de U au sens du graphe Z? :

U = {erd\U|ilexisteyeUtelque |z —y| =1}.

1.2 Quelques résultats sur le modéle unidimensionnel

Le cas d = 1 posséde diverses particularités qui le rendent beaucoup plus simple & étudier. On en présente
ici quelques unes, avec leurs premiéres conséquences.

L’environnement se décrit ici par une suite de réels : pour tout « € Z, on note p(z,w) = w(x, 1) (transition
vers la droite) et ¢(z,w) = 1 — p(z,w) (transition vers la gauche), de sorte que w s’identifie & la suite
(w(x))zez = (p(z,w))zez. Sous P, ,, on remarque tout de suite que la chaine de Markov (X, ),>0 est
réversible; la mesure invariante peut s’écrire explicitement. On peut également écrire explicitement une



fonction f, harmonique, c’est & dire telle que, pour tout z € Z, (f,(X,))n>0 soit une martingale (par
q(z.w)
p(z.w)’

rapport a la filtration canonique) sous P, : on trouve, en notant p(z,w) =

,w) siz >0
pour tout = € Z, f,(x) = { — 2osz<a Hocys: Py 2 .
Za:<z<0 Hz<y<0 p(y7 ) stz < 0
A T’aide de la loi forte des grands nombres et des théorémes de convergence de martingale, on peut en
déduire la premiére partie du théoréme suivant (cf. [4]) :

THEOREME 1. — DE SOLOMON
Selon que la quantité E[ln p] (= E[ln p(z,w)] pour  quelconque) est strictement négative, strictement positive,
ou nulle, on a respectivement :
- Py-p.s., lim, X,, = +o0,

- Py-p.s., lim, X,, = —o0, ou
- Py-p.s., limsup,, X,, = +oo et liminf, X,, = —o0.
De plus, Py-p.s., la suite ();) , admet une limite v déterministe, donnée par :
o _ 1-E[p] -
si E[p] <l v= 1 >0
= Si g ]<1<]E[] v=0,et
_ _ E[p” ]*
sil< [,1],vf TIE[=T] < 0.
REMARQUES.

— Compte-tenu de I'inégalité m < E[p] fournie par 'inégalité de Jensen, la seconde partie du théoréme

couvre effectivement tous les cas possibles

— 11 est possible d’avoir E[ln p] < 0 et [ m<l< E[p], et dans ce cas X,, —, +00 et % —p 0.

Pour montrer cette deuxiéme partie du théoréme, un outil utile est «l’environnement vu par la particuley,
c’est & dire le processus (tx,w)n>0 & valeurs dans 2, dont on montre facilement que c’est une chaine de
Markov sous P, et sous P, (ceci vaut en toute dimension d). Dans le cas d = 1, cette chaine de Markov
admet une mesure invariante absolument continue par rapport a P et que ’on peut expliciter.

En dimension supérieure, on ne dispose actuellement d’aucune classification comme celle-ci, et relativement
peu de résultats généraux sont connus. Sauf cas particulier, la marche n’est pas réversible, et on ne dispose
pas de fonction harmonique explicite (non constante), de sorte que les méthodes précédentes ne s’appliquent
pas. Le paragraphe qui suit introduit des outils pour une compréhension intuitive de certains phénomeénes,
les «piéges» dans I’environnement, et une premiére classification, assez grossiére, dans cette direction.

1.3 Reésultats heuristiques : «piéges» et valeurs propres du laplacien

Pour un environnement w fixé (propriété quenched), les «piéges» sont des zones de l’espace ou, intuitive-
ment, la marche passe un temps long avec une forte probabilité. Cette notion apparait importante dans I’étude
des propriétés asymptotiques de la marche aléatoire. On va ici préciser ce qu’elle signifie, et mettre en évidence
une classification des lois 4 en plusieurs catégories selon I'intensité des piéges (cas nestling, non-nestling,...).

Soit U une partie connexe de Z? de cardinal > 2. On définit le temps de sortie de U :
Ty =inf {n >0| X,, ¢ U}.
C’est bien sir un temps d’arrét. Par propriété de Markov, on a, pour tous m,n > 0, pour tout z € U :

PLL,_, (TU >n+ m) = E%w[TU >n, Pme(TU > m)]
< P, o(Ty > n) sup Py o(Ty > m),
z'eU

d’ot 'on déduit que la suite de terme général sup,; Py o, (T > n) (strictement positif) est sous-multiplicative,
et donc que la suite (% Insup, ey Prw(Ty > n))y, converge et :

A (U) = 11m—71nbup P, o(Ty >n) = —1nfflnsup P, (Ty > n).
n zeU n N zeU

-5-



Cette quantité A, (U) € (0, 0] mesure la «force» du piége formé par la partie U : A\, (U) est le plus petit réel
A tel que, pour tout n,

sup Pypo(Ty > n) > e ",
zeU

donc si A, (U) est petit, le temps de sortie de U est long avec une relativement grande probabilité, et par
suite l'effet de piége important. Notons que la propriété d’ellipticité implique : pour tout n, pour tout x € U,
P, »w(Ty >n) > k™, d'on

1
A (U) <ln—.
)<,
Une autre remarque : si U C V, on a A, (U) > A, (V) (la marche passe bien sir plus de temps dans V' que
dans U).

Ce qui préceéde concerne la situation quenched : & environnement w fixé. Montrons une minoration relative
au cas annealed (en moyenne). Pour tout L > 0, on note By, la boule euclidienne de R? centrée en 0 et de
rayon L.

PROPOSITION 2. — Soit L >0etn >0. On a:

DEMONSTRATION. Pour tout « € B, By, —x C Bay, donc Py(Tp,, > n) > Py(Tp,—o > n) = P,(Tp, > n)
(en utilisant l'invariance de [P par translation). Par suite :

L
|BL|

1

Bl > Pou(Ts, > n)]

x€B],

Py(Tg,, >n) > > Pu(Ts, >n)=E

x€B],

v

1 1
E|—— sup P, (Ts, >n)| > —F [e*“M(BU}.
[|BL|Z£L o (T )} By

O

REMARQUE. La notation A, (U) n’est pas anodine : elle admet une interprétation spectrale. En effet, défi-
nissons l'opérateur RY : L. (U) — Lo (U) de la fagon suivante : pour tout f € Loo(U),

pour tout = € U, RY f(x) = E,,[f(X1),X; €U] = Z w(z,e)f(x+e)
le|=1,z4+ecU

(il s’agit du laplacien discret sur U, associé a l’environnement w). En appliquant la propriété de Markov
faible, on obtient, pour tout n > 0, pour tout f € L™ :

pour tout x € U, ((Rg)" f) (x) = By o[Fu (X)), Ty > nl,

de sorte que :
|(RO)"

(Pinégalité < est évidente, et 'autre s’obtient en choisissant f constante) On retrouve donc la sous-
multiplicativité, et le rayon spectral de RY est :

= sup Py o (Ty > n).

00,00 zeU

lim e —Aw(U)

()"

00,00

On va maintenant mettre en évidence une grande disparité de comportement des variables A\, (U) (dans le
cas ou U est une boule) selon une condition géométrique sur p.



Pour tout w € Q et x € Z4, la dérive en = dans I’environnement w est

d(z,w) := Ey [ X1 — Xo] = Z w(z,e)e.

lel=1

On note Ky C R? I’enveloppe convexe du support de la loi de d(0,w) sous P.

DEFINITIONS. — On dit que I'on se trouve dans le cas :
— non-nestling® si 0 ¢ Ky ;
— marginal nestling si 0 € 0Ky ;
— plain nestling si 0 appartient a |'intérieur de K,
la réunion des deux derniers cas formant le cas dit nestling, caractérisé par 0 € K.

Le premier cas, et dans une moindre mesure le second, traduisent ’existence d’un biais de la marche dans
une direction indépendante de 'environnement (P-p.s.). L’ordre de grandeur de A, (B) différe selon chacun
de ces cas :

THEOREME 3. — |l existe des constantes ¢;(d), ca(d) > 0 telles que :
— dans le cas non-nestling :
P-p.s., pour tout L > 1, ¢ < A\, (Bpr) < cp;

— dans le cas marginal nestling :

P-p.s., pour tout L > 1, % < A\o(Bp), et, pourtout L > 1, P ()\W(BL) < %) > 0;
— dans le cas plain nestling :

P-p.s., pour tout L > 1, e~'L' < \(By), et, pour tout L grand, P (/\w(BL) < e*CQL) > 0.

DEMONSTRATION. ® On se place dans le cas non-nestling. Autrement dit, n = inf {|z|| z € Ko} > 0 (K est
fermé) et, par convexité de Ky, on peut trouver un vecteur unitaire I € S?~! tel que, pour tout w € Ky,
w -1 > n. Par définition du support d’une loi, I’événement :

Q.1 = {pour tout z € Z%, d(z,w) -1 > n}(C Q)

vérifie donc P(€,,;) = 1. Soit w € Q, ;. La marche dans cet environnement présente un fort biais dans la
direction I, d’ott I'on va déduire une surmartingale. Soit = € Z%. Pour o > 0 suffisamment petit, on a (avec
un léger abus de notation) :

E;C,w [efa(X1*Xo).l:| _ Z w(x7€)efae~l
le]=1
= 1l-a Z w(z,e)e 1+ 0q—0(a)
le]=1

n n

< 1- To1-al

< an + a2 a2

Ainsi, en posant 3= —In(l —a#),on a E, [e*a(XﬁXU)'Hﬁ} < 1, si bien que :

(e_o“X"'lJr”ﬁ)n>O est une P, ,-surmartingale positive.
Par suite, P, ,-p.s., elle converge vers un réel a € [0,00) et donc X, - I —,, +0o. Pour tout réel u, on définit
le temps d’arrét :

T! =inf {n>0] X,, -1 > u}.

2Le mot nestling, introduit par M. Zerner dans larticle [12], se traduit par «oisillon». Dans cet article, M. Zerner montre
que la propriété nestling équivaut a : pour tout € > 0, il existe n > 2 tel que P(Py,,(Xn = 0) > e ™) > 0 (ce qui peut
s’obtenir & partir de la preuve du théoréme dans le cas marginal-nestling (qui vaut pour le cas nestling en général)), et en fait le
commentaire suivant : «The term "nestling property" is supposed to describe figuratively the behavior of a random walker who
in the sense of [this equivalent statement| sticks to the starting point roughly comparable to a young bird that often returns to
its nest before if finally leaves it.»



Dés que z - I < u, ce temps est P, ,-p.s. fini par ce qui précede. On applique le théoréme d’arrét au temps
TL : pour tout = € By,

—aX, -I+BT} o
- |:6 aArl B L:| <e awl - eocL’
d’ot, vu que T£ >Tp, :

Boo [e7102] < By 7] < eoUtiak = oChi),

Par la définition de A\, (Bp) et 'inégalité de Markov, on a, pour tout n > 0 :

e (B < qup P, (Tp, >n) < sup e_B"Ew,w [eﬁTBL] < LD =fn
TEB], zEBL

et donc A\, (Br) > > 0. Quant a la majoration, elle résulte d’une propriété déja citée : A\, (Br) < In l
e Passons au cas marginal nestling. Ici, 0 € K et il existe | € S9! tel que Ko C {w e R | w1 > O} Avec
la notation du cas précédent, on a donc P(€g ;) = 1. Soit w € ;. Soit = € Z*. Notons, pour tout n,

M,=X,-l—Xo-1—A,,
ol

n—1
Ap = d(Xp,w
k=0

(par I'hypotheése, (Ay)., est un processus croissant). (M,,), est une martingale sous P, ., pour tout z, et le
théoréme d’arrét appliqué au temps d’arrét Ty, (fini P, ,-p.s.) donne, pour L > 1 :

BuulA1,,] = Euwl(X1,, — Xo)-1] < 2L +1 < 3L.

Le processus (M,,),, suivant est bien sir aussi une martingale sous P, , :

M, = (X, -1)?=(Xq-1)? ZZ (Xpve) (Xi +e€)-1)? = (X5 - 1)?)

k=0 |e|=1
= (X 1) = (Xo-1)?%- i 2(Xp, - (X, w) + Z w(Xg,e)e-D)?],
k=0 le|]=1

et application du théoréme d’arrét au temps 777, donne ici :

0 = E-'E7W[MTUL]
TULfl TULfl
= Epul(Xny,, - 1)? = (X0 1% = Erw | D 2(X-Dd(Xp,w) 1| = Eas | D > w(Xp,e)(e-1)?
k=0 k=0 |e|=1

< (L+1)?4+0+2LE, ,[Ar,, | — 26E: o[Tu, ],

en utilisant le fait que d(X,w) -1 > 0 pour minorer la premiére somme. Avec la majoration précédente, on
obtient donc une constante C' > 0, indépendante de z, telle que, pour tout L > 1 :

E,.[Ty,] < CL?.

Pour en déduire un majoration de F, [e¢TuL] pour ¢ petit, on utilise une méthode due & Khas'minskii (valable
pour un temps de sortie relatif & une chaine de Markov quelconque) : pour tout ¢ > 0, en notant 7" au lieu



de Ty, , on a:

0o o
T
Eyule”le] = § ﬁEr,W[Tm]
m=0 :
oo o
= : :ﬁEwi : : 1{T>k717~~;T>k77n}
m=0 k120,....km >0
00
= E "By E Lirsk,.}
m=0 0<k1<...<km
. -
= § " § Ew,w E 1{T>k}
m=0  0<ki<..<km_1 k>Kpm_1

Ez,w 1{T>km71}Eka,17w Zl{T>k}

m=0  0<ki<..<km_1 k>0

Ez,w |:1{T>km_1}Eka71 w [T]:|

= Z ™ Z Ez,w [1{T>km_1}] CL2

m=0 0<k1<...<km—1
%)
— Z cm(ch2)m7
m=0

’
<_

en utilisant la propriété de Markov faible puis une récurrence a la derniére ligne, d’ott, pour ¢ = 5 :

By let? ™) < !

<2
1-cC —

pour ¢ suffisamment proche de 0 (indépendant de w). Ainsi, pour tout n,

<l

e~ Mo Tupn < P, (Tp, >n) <P ,(Ty, >n) < efL%"Ez’w [eL2 TUL} < 26727271,

ce qui donne :

c/

Ao (BL) > T

Montrons maintenant la seconde propriété : P(A,(Br) < 1z) > 0 pour L > 1. Il s’agit de minorer P, (T, >
n) sur un ensemble de P-probabilité strictement positive, correspondant a une situation ou 1’«effet de piégey de
By, est suffisamment fort. Soit M = 2N un entier pair > 2; c’est au temps de sortie de Dyy = {1,..., M —1}¢
que Pon g’intéresse. On définit la fonction Fys : Z¢ — R par :
. T . TTXq
our tout r = (z1,...,T eZd, Fy(x) =sin — - - -sin —.
p (21 d) M (@) i i

Cette fonction vérifie Fys(x) = 0 si z € 9Dy (bord au sens de Z%), et 0 < Fy(xz) < 1si x € Dyy. Par la
formule de Taylor, on a, P, .,-p.s. :

L9k
Fu(X1) = Fu(z)+VEy(z)- (X1 —2)+ Z/o i07, (x4+t(X1 —2)) - (X1 — )i (X1 —x);(1 —t)dt
— Fu(a)+ VEu(x) - (X1 —2) — (;\;)2/0 (1= ) Fyr( + £(X1 — 2))dt
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car une seule des composantes de X , ;zF (z) = — (& )2 Fyr(z). Notons
malntenant que, pour tout 4, siv € [—1,1], Fyp(z4ve;) < 2FM( ). Ceci découle du fait que,sil <k < M-1,
sin 37 > 0 et sin 77 > 0, et donc
k k
sin# < sin% +sin% < QSinﬂM.
En prenant alors I’espérance dans l'inégalité précédente, on obtient :
T2
Boo[Fri(X1)] = Far(@) + VEy(z) - d(z,w) — (M) Fu(z).

Vu ’hypothése marginal nestling, pour tout voisinage V de 0, P(d(z,w) € V) > 0. On en déduit que 1’événe-
ment

2
Enr = {pour tout x € Dy, VFy(z) - d(z,w) > — (%) Fp(x)}

vérifie P(Eyr) > 0 (pour x € Dyy, Far(x) > 0, et Dy est fini). De plus, pour M grand, si w € Ey, pour tout
x € Dy, 'inégalité précédente devient :

Bl (6] (1-2 (7)) Put) 2 ) Fu(o),

donc :

T \2
siw € En, (FM(X,L/\TDM)63(H) (”’\TDM)> N est une sous-martingale sous P, .
n>0
Prenons z = (N,...,N) (on a posé N = %) Pour tout n, on a, si w € &y :
d
'ﬂ—N )2 n
1=TTsin 5 = Ful@) < e [FM(X,L/\TDM)eB(M) ( ATDM>}

e

2
< P,o(Tp, > n)e3(M) "

x\2

(FM(X,MTDM) =0sin>Tp,,),dou P, ,(Tp,, >n)> e—3(%r) " et donc A, (D) <3 (%)2 Par invariance

de P par translation et en utilisant la décroissance de U — A, (U) (et D[ oL J —x C By), on al’énoncé annoncé.
v

o Il reste & traiter le cas plain nestling. La minoration n’utilise que I’hypothése d’ellipticité : pour tout L > 1,
pour tout * € By, on a P, ,(I'g, >L+1)<1-— kT*L et donc, en appliquant la propriété de Markov faible
aux temps [L+ 1], 2[L +17,... :

sup Py (T, >n) < (1 _ HL+1)|_LL+1J <(1- L+1)L+1 -1
rEB],

1 n_L+1
< 1 — jL+1 &P (_L—i—l’%

<

T XP (—neJ’L)

ot y=Int +sup,s; - In L (indépendant de L), d’oit A, (BL) > e 7.

On passe a la majoration. L idée est ici de considérer des «piéges naifs» : pour tout v > 0, on introduit
I’événement

71, = {pour tout = € By \ {0}, d(z,w) - | | < —}

Sur cet événement, les dérives en tous les points de By, sont orientées vers le centre de la boule, ce qui tend
a rallonger le temps passé a U'intérieur (figure 1). Précisons ceci & nouveau a l’aide d’une surmartingale. Soit
r>0,we7..Pourc>0et z€ B,,ona:

Ew[ecw} = P13 w(a,e)ertiztel =D

le|]=1

1
eclw‘ <1 + Ci d xT,w +c Oz —00 () + OCH C2 >
2] (z,w) o] 2] 0 (<)

< el = ey + ey) = el
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si |x| > ro, 7o étant choisi assez grand, et si c est assez petit. Ainsi, si r > 7o, pour tout x € Z< avec
ro <|z| <r:

. | XnaTp AH | . ..
siw e 7, (e "B By est une surmartingale positive sous Py .
n>0

(pour U C Z%, Hy = inf {n > 0] X,, € U}, temps d’atteinte de U, est un temps d’arrét) Soit w € 7,.. Par le
théoréme d’arrét, on en déduit :

. pe .
Py w(Tp, < Hp,,)e”" < By [BCI R eclel,

d’ou :
Py (Tp, < Hp, ) < ecllzl=r) — g—clr=lz])

On rend cette majoration uniforme : si L > 2(rg + 1), on a, pour tout z € 9B,,, si w € T,

Pyo(Tp, > Hp, ) >1— e eEm(od) > 1 o=k

Fi1G. 1 — «Piége naif» : réalisation de 77, (fleches : dérives) et d’une trajectoire.

Soit L > 2(rp +1). Une maniére pour la marche de rester un temps > n dans By, en partant de z € By, \ By,
consiste & atteindre B,, avant de quitter By, puis & atteindre & nouveau B, (& partir du pas suivant) avant
de quitter By, etc., et de faire ainsi au moins n excursions & l'intérieur de By, atteignant B,, & chaque fois
(en profitant de la dérive de ’environnement). Par la propriété de Markov forte, on a donc, pour w € 7 :

. " 7(;£ n
Pro(Tp, >n) > (m/elggm Px/,w(TBL>HBTO)) > (1 —e 2>

Pour L grand, on a par suite, si w € 7, :

M(Br) > —In (1 — e_cé) < e T

Il reste & voir que 'on a P(77) > 0, au moins pour v > 0 suffisamment petit. Vu ’hypothése plain nestling,
pour tout w € S41, E[(d(0,w) - w)_] > 0 et donc, par continuité, et compacité de S :

inf E[(d(0,w)-w)_] > 0.

. 1
T 2 wesd-1

- 11 -



Pour tout = € By \ {0}, on a alors, en utilisant Dinégalitée E[X?] > 1E[X]?P(X > IE[X]) avec X =
(d(0,w) - w)_ (de carré intégrable) :

Y
I

De 14, vu I'indépendance entre les sites sous P :
P(T1) > +'Pl >0,

ce qui conclut cette démonstration. [J

2 Structure de renouvellement

L’étude de la convergence balistique de la marche repose essentiellement sur la possibilité de découper la
trajectoire en trongons indépendants et suivant la méme loi, mettant ainsi en évidence une «structure de
renouvellementy qui permet ensuite de faire appel a la loi des grands nombres (si une certaine condition
d’intégrabilité est satisfaite).

Cette construction requiert quelques notations. On considére tout d’abord les temps d’arréts suivants :
T! =inf {n>0] X,,-1>u} pour I € S* ! et u>0,

et
D=inf{n>0] X,,-1<Xo-1}.

Soit [ € S¥! et a > 0. On définit les suites (S)r>0 et (Ry)r>1 de temps d’arréts (pour la filtration (F,,),)
et la suite (My)r>0 des maxima successifs par (voir figure 2) :

Sy =0,
My =1-Xo,
S1 =Tl ,q=inf {n>0] X, -1 > My +a},

R1:Sl+D0951:inf{nzsl\Xn~l<X51ol},
My =sup{X,-1|0<n< Ry}

et, pour k£ > 1, par récurrence :

Sti1 = Thy, o = inf {n > 0| X, -1 > My, +a},
Rip1=Skp1+DoOg,, =inf {n > Sk | X, -1 < Xg,,, -1},
Miy1=sup {X,, 1| 0<n < Ry}

Dans cette construction, toutes les variables peuvent a priori étre infinies, et on a bien sar :
0=5 <S5 <R <S%<Ry<---,

avec des inégalités strictes tant que les variables sont finies.

On peut déja introduire le temps de «renouvellementy» relatif & 1 € S*~! et a > 0, qui joue un réle central
dans la suite :
T = Sk, OﬁK:inf{kZI‘ Sk<OO,Rk:OO}.

Bien stir, 71 n’est pas un temps d’arrét puisqu’il dépend de toute la trajectoire. Par construction, cet instant,
lorqu’il est fini, est tel que, pour tout n < 7, X,, -1 < X, -l, et Do = 0o : pour tout n > 7y, X, -1 > X, - L.

- 12 -



C’est cette propriété, en assurant que les sites visités avant et aprés 7, sont distincts et donc associés a des
probabilités de transitions indépendantes, qui va permettre d’aboutir au théoréme 9, objectif de cette section.

Auparavant, il est utile de donner des conditions sous lesquelles cette variable 7 est finie. Pour cela, on
commence par établir quelques lois du 0-1 relatives au comportement asymptotique de (X,,),, vis-a-vis de la
direction .

Pour tout [ € S*~!, on définit les événements :
Ay ={lim X, -l = +o0},

B =AUA_ = {thn l=+4ccou limX, -l = —OO}

et
C; = {la suite (X,, - 1), est de signe constant > 0 ou < 0 & partir d’un certain rang}.

PROPOSITION 4. — Lois DU 0-1 POUR B; ET (]
Pour tout [ € S4=1, Py(B;) € {0,1} et Py(Cy) € {0,1}.
DEMONSTRATION. On commence par un résultat qui servira a nouveau plus loin :

LEMME 5. — LEMME FONDAMENTAL
Pour tout £ > 1 :
Py(Ry, < 00) < Py(D < o0)F.

PREUVE DU LEMME. On a, en appliquant la propriété de Markov au temps Sy :
Po(Rk < OO) = PO(Sk < o0,Do 65k<oo)
= E[Eyu[Sk < 00, Ps, (D < o0)]]
D E[Pyw(Sk < 00,8k = 2) Py (D < 00)],

YA

et on constate que Sy = T, +ay Po,w(Sk < 00,5, = x) est une variable aléatoire mesurable par rapport a
la tribu engendrée par les w(y) ot y -1 < x - I, tandis que Py (D < 00) est mesurable par rapport a celle
engendrée par les w(y) ot y -1 > x - 1, si bien que ces deux variables sont indépendantes sous P. Ainsi :

Po(Rr <00) = > Py(Sp<00,8 =) Po(D < 0)]
x€Z4
= PRy(D <)Y EolSk < o0, Sy = 1]
reZd

= Po(D < OO)Po(Sk < OO)
< P()(D < OO)P()(R}C,1 < OO),

ce qui donne le lemme par récurrence. Au passage, on remarque que ’énoncé devient une égalité dés que 1’on
a Py(limsup,, X, - I = co) = 1 puisqu’alors Sy = T]lwk_lJra < 00 Py-p.s. dés que My_1 < oo, donc dés que
Rp_1 <o0. H

e Montrons la loi du 0-1 pour Cj. On définit I’événement :

C;F = {il existe ng € N tel que pour tout n > ng, X, - 1 > 0},

de sorte que C; = C;" U CY,. Comme Py(C;') = Py(CT,) = 0 implique Py(C;) = 0, il suffit de montrer que si
Py(C}F) > 0 ou Py(CH)) > 0, alors Py(Cy) = 1.

Supposons Py(C;") > 0 (par symétrie des roles de [ et de —I dans Cj, le cas de C*; s’en déduira). Dans ce
cas, Py(D < o0) < 1. En effet, dans le cas contraire on aurait, P-p.s. : D < co Py ,-p.s., mais aussi Py ,-p.s.
pour tout x € Z¢ par invariance de PP par translation et parce que Z? est dénombrable, de telle sorte que, par
la propriété de Markov forte, la suite (D;);>o définie par Dy = 0 et D; 1 = D; + D 0 Op, pour ¢ > 0 serait
une suite strictement croissante de temps d’arrét finis Fy-p.s. telle que Xp, < 0 pour tout ¢, en contradiction

- 13 -



avec PO(C'ZJr ) > 0. En application du lemme précédent, on en déduit ), Py(R) < 00) < oo et donc, par le
lemme de Borel-Cantelli :
Py-p.s., il existe k > 1 tel que Ry = oo.

Cet événement peut se produire de deux maniéres : ou bien il existe k£ > 1 tel que S < oo et R = 00, auquel
cas, pour tout n > Si, X,, -1 > Xg, -1 > 0, donc C) (en fait, C’l+) est vérifié, ou bien il existe k > 2 tel que
Ri_1 < o0 et Sk = 00, c’est & dire que, pour tout n > Ri_1, X, -l < Mg_1 + a(< o0) : en particulier, il
existe M € N tel que X,, -1 < M pour tout n. Il ne reste qu’a montrer que cette derniére propriété implique
presque sirement C; (en fait, C;") pour conclure a Py(C) = 1.

Soit M € N. On raisonne «par ’aburde» en montrant : Py((C)¢ X, - < M pour tout n € N) = 0. Sur
I’événement (C))¢, la bande H = {|z - 1| < V/d} N Z? (qui contient les éléments de Z? les plus proches de
Phyperplan {z - [ = 0}) est traversée une infinité de fois par (X,),. On peut trouver ¢ > 0 tel que tout
point de H peut étre relié & un point x’ € Z¢ vérifiant 2’ - 1 > M par un chemin de longueur < ¢ donc, par
I'hypothése d’ellipticité, pour tout @ € H, on a P-p.s. : P, (T4, < ¢) > k° On note (U;);>o la suite de temps
d’arréts définie par Uy = 0 et, pour tout ¢ > 0, U;11 = inf {n > U, + ¢| X,, € H}. Sur 'événement (C})¢, U;
est fini pour tout i. Or les événements F; = {il existe n € [U;,U; + ¢ tel que X,, -1 > M} = {T}, 0Oy, < ¢},
1 > 0, sont tels que :

pour tout i, F; € Fy,1c et Poo(Fi|Fu,_ +e) > K11, <o0)

en utilisant la propriété de Markov forte. On déduit du second lemme de Borel-Cantelli (voir proposition 12
a la fin de cette section) que, sur ’événement (C))¢, il existe Py-p.s. une infinité de ¢ pour lesquels F; a lieu.
Ainsi, comme annoncé :

Py((C1)¢, Xy, -1 < M pour tout n € N) = 0.

On en déduit :
Py((C)¢,1l existe M € N tel que X,, -1 < M pour tout n € N) =0
et, compte-tenu de ce qui précéde, la loi du 0-1 pour Cj est démontrée.

e Déduisons-en maintenant celle relative a B;. Comme B; C C, si Py(C;) = 0, alors Py(B;) = 0. Supposons
Py(C;) > 0, c’est a dire Py(C;) = 1 par la loi du 0-1 que l'on vient de démontrer. Par une méthode trés
similaire & celle utilisée & la fin de la preuve ci-dessus (ellipticité, suites (U;); et (F;);, et second lemme de Borel-
Cantelli), on démontre que : presque sirement, pour tout M € N*, si (X,,),, rencontre Hy, = {z-l € [-M, M|}
une infinité de fois, alors [ - X,, < 0 pour une infinité de n. Autrement dit, avec la notation C’f précédente :

pour tout M > 0, Py(C;" Nlimsup{X,, -1 € [-M, M]}) = 0.

On a bien stir le méme résultat avec C’l+ en changeant [ en —[ dans la preuve, ce qui donne, compte-tenu que
1= Py(C)) = Po(C;") + Py(C;), et parce que N est dénombrable :

P0< | limsup{X, 1€ [-M, M]}) =0.

MeN*
Or cet événement («pour un certain M € N*, il existe une infinité d’entiers n pour lequels X, -1 € [-M, M]»)
est le complémentaire de B; = {X,, - | — £o0}, ce qui donne : Py(B;) =1. O
n

On dit que la marche est transiente dans la direction ! lorsque Py(B;) = 1. Ceci équivaut a P, (B;) =1
pour tout x € Z% vu que, pour tout w € Q, P, ,(B;) = Py+,.(Bi) et que la probabilité P est invariante par
t,. Dans ce cas, on a Py(A;) > 0 ou Py(A_;) > 0. A I’heure actuelle, on ignore d’ailleurs si A; satisfait une
loi du 0-1, et donc si on peut avoir simultanément Py(A;) > 0 et Py(A_;) > 0.

Revenons & I’étude de 7 et de la propriété de renouvellement.
PROPOSITION 6. — On suppose Py(A4;) > 0. Alors Py(D = 00) > 0 et, Py-p.s., 4; = {1 < o0}.

DEMONSTRATION. Cette proposition a presque déja été démontrée au début de la preuve de la loi du 0-1 pour
C;. On suppose Py(4;) > 0. Alors en particulier Py(C;") > Py(4;) > 0, d'oit Py(D < o0) < 1 comme montré
dans la preuve indiquée. Par le lemme fondamental, on en déduit (méme référence) :

Py-p.s., il existe k > 1 tel que Ry = oo.
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Or on a, Py-p.s. sur I’événement A; : T}V[ < oo pour tout M > 0 et par conséquent S1 = T'x,.i+q < 00 €t, pour
tout k > 2, S = TII\/kal-s—a < 00 si My_q1 < oo, donc si Ri_1 < oo. Par suite, sur I’événement A;, Py-p.s., le
plus petit & > 1 tel que Ry = oo satisfait aussi Sy < 0o, ce qui donne 71 = S < oco.

Pour l'inclusion réciproque, remarquons que, vu la loi du 0-1 pour B;, comme Py(B;) > Py(A4;) > 0, on a en fait
Py(B;) =1: Py-p.s., X, -l — to0, de sorte que 71 < oo implique non seulement liminf,, X,, -1 > X, -l > —o0
mais aussi, Py-p.s., lim, Xnn' [ = 400, c’est a dire A,. O

Dans la suite, on suppose Py(4;) > 0. On peut donc s’intéresser a la probabilité Py(-|m < 00) = Py(+|A;).
Considérons la tribu :
G = 0(T17 (X”/\Tl)"Z(): (w(y, '))y~l<XT1 -l)-
Intuitivement, cette tribu contient toute I'information relative au passé de la marche avant 71 et & la partie
de I'environnement qu’elle a pu visiter jusqu’alors. Par le choix de 71, on s’attend & ce que la marche aléatoire
(Xri4n — X7, )n>0 soit indépendante de Gq, et suive la méme loi que (X,,)n>0 conditionnée G ne pas revenir
dans {x -1 < 0}. La proposition suivante précise ceci.

PROPOSITION 7. — La variable aléatoire ((X;, +n — X7, )n>0, (W(X+, +¥,-))y1>0) est indépendante de G; sous
Po(-|11 < 00) = Py(-|A;), et sa loi est celle de ((X5)n>0, (W(y; -))y1>0) sous Py(:|D = 00).

DEMONSTRATION. Soient f, g, h des fonctions bornées respectivement mesurables par rapport & o((Xy,)n>0),
o((w(y,))y1>0) et G1. Il S’agit de montrer :

Eolf(Xr 4. — X5y) - gotx, -h,m <oo] = Eylf - g|D = oo]Eg[h, 71 < 00].

Par définition de 71, le premier membre est égal a :

> Eolf(Xr 4. = Xr) - gotx, -h, Sk <00, Ry = 0]

E>1

= Y Elf(Xses —2)-goty-h,Xs, = 2,5 < 00, Ry, = ocl.
k>1,xcZd

Comme h est Gi-mesurable,il existe une fonctionnelle H telle que, Po-p.s., h = H (71, X7 n., (w(y, -))y,lgxn.[),
si bien que, sur {m = Sk, Xs, =z}, Po-p-s., h = H(Sk, Xs,n., (WY, ))yi<a1) = Ba i OU hy ko est mesurable
par rapport & o((w(y, -))yi<y-z) ® Fg,. Ceci permet d’appliquer la propriété de Markov forte en Si dans la
quantité ci-dessus : (en poursuivant les égalités précédentes)

Z E[Eou[f(Xsot+ — ) - hg oy X, = 2,5k < 00,D 0Og, = 0] - g0ty

k>1,x€7d

= > E[Boulhek Sk <0, Xs, =2, Es, o[f(X. —2),D = 00]] - got,]
k>1,xeZ4

= Y E[Eowlhun Sk < 00, Xg, = 2]Esu[f(X. = 2),D = oq] - got,].
k>1,0e7d

Et 'on remarque que Eg . [ha i, Sk < 00, Xg, = x] est mesurable par rapport & o((w(y, -))y.1<y-=) tandis que
E, o [f(X. —x)-got,, D = 0] est mesurable par rapport & o((w(y, -))y.i>y-z), €t ces variables sont bornées,
donc elles sont indépendantes sous P :

Z Eolhg i, Sk < 00, Xg, = z|Ey[f(X. —x) - goty, D =]

k>1,2€7e
= Z Eylhg k, Sk < 00, Xg, = z|Eylf - g,D = o0
k>1,xeZ4
= Eolf-glD=00] > Eolha, Sk <00, Xs, =]Py(D = o0)

k>1,2€24
= Eo[f ~g|D = OO}Eo[h,Tl < OO],
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M,

F1G. 2 — Définition de la structure de renouvellement. Ici, K =3 si D 0 ©g, = oo.

Fi1G. 3 - Itération de la construction
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ol la deuxiéme ligne exploite I'invariance par translation de P, et ol la derniére ligne s’obtient en prenant
f =g =1 dans les égalités montrées jusque 1a. On a obtenu I’égalité voulue. O

L’étape suivante consiste & itérer cette construction aprés 7.

Considérant 71 comme une fonction de X., on définit, sur {r; < oo} (voir figure 3) :
7o =11 (X)) + 1 (Xr+ — X5)
et, par récurrence, pour tout k > 1 :
Tt = 71(X) + (X — Xoy) = 7(X) + 11Xy — Xr,)

(légalité se montre par récurrence), avec T4 = 00 sur {7, = oo}. On a déja vu que Py-p.s., {11 < oo} = A;;
comme {D = oo} C A, on a donc Py(-|D = o0)-p.s., 71 < 00, et on déduit de la derniére proposition et a
I’aide d’une récurrence que :

Py-p.s., {nn <oo} =A; = {7 < >} pour tout k > 1.

On introduit la tribu :
Gr =0(715- -+, T, (Xnar Jnz0, (WY, ))y1<x,, 1)

PROPOSITION 8. — Pour tout k£ > 1, la variable aléatoire (X, yn— X+, )n>0, (W(X7,+Y, ))y-1>0) est indépendante
de Gy, sous Py(-|A;), et sa loi est celle de ((X},)n>0, (w(y,))y1>0) sous Py(-|D = o0).

DEMONSTRATION. On reprend les notations f, g, h de la démonstration précédente, et 1’égalité démontrée
alors. On remarque que Py-p.s., {D = oo} C A; = {11 < o} et, comme {D = oo} € G; (car {D = o0} =
{D <m}), W = hlyp_s est mesurable par rapport & G et bornée, ce qui donne :

Eolf(Xri+. — X5y) rgotx, -h,D=oo] = Elf(Xs4+ —X5)-gotx, -h,D=o00,1 < o0
= Eo[f'g|D:OO]E0[h,D=OO,T1 <OO]

Ce calcul montre que la variable aléatoire (X, 4. — X, , (w(X7 +Y, ))y-1>0) sous Py(:|D = 00) est indépendante
de G; et a méme loi que (X., (w(y,-))y.1>0) sous Py(-|D = 00). Associé a ce résultat, celui de la proposition
précédente fournit alors I’énoncé cité par récurrence sur k > 1. [

On en déduit immédiatement le résultat essentiel de cette section :

THEOREME 9. — PROPRIETE DE RENOUVELLEMENT
Sous Py(:|A;), les variables aléatoires (X, ,71), (Xr, — X7, 72 — 71)5 ..., (X
indépendantes. De plus, sous Py(-|4;), (X, — X7y, 72 — 71), ..., (X
que (X,,,71) sous Py(-|D = o0).

Tht1 X‘rkaTk+1 - Tk),. .. sont

mos1 — X Tkl — Tk), - - . ont méme loi

Annexe

Le résultat suivant sera utile plus tard pour majorer E[eXm1!] (preuve du théoréme 17). Ce n’est pas une
conséquence du théoréme ci-dessus, mais le fonctionnement de la démonstration est identique a celui de la
preuve du lemme fondamental 5, d’ou sa place dans cette section.

ProPOSITION 10. — On suppose que, Py-p.s., X,, -l —, 0o. Si 7 est relatif a [ et a > 0 alors, sous Py, la variable
aléatoire X, - [ est stochastiquement dominée par a + 1+ G ou, pour tout j > 0 :

G, :M1+...+Mj’
(M;) ;>0 étant une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que a’ + 1 + M sous Py(-|D < c0), avec :

M:Sllp{(Xk—Xo)-lolongD},
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et .J est une variable aléatoire indépendante des M;, j > 0, suivant la loi ggométrique de paramétre Py(D < o0)
(Po(J > j) = Py(D < o0)? pour tout j > 0).

DEMONSTRATION. Soit F': R — R croissante positive. On a, en procédant comme dans le lemme 5 :

Bo[F(X,, -1)] = > EolF(Xs, -1),S < 00,D00g, = o

k>1

= Y E[Egu[F(Xs, -1), Sk < 00, Pxg, (D = 00)]]
E>1

= Y Y F(a-DE[Ryw(Xs, =, Sk < 00) Py (D = )]
k>1xczd

= ZZ (- )Py(Xg, = 2,8k < 00)Py(D = o)
k>1xeZa

= Py(D=00)> Eo[F(Xs, -1),Sk < oq.

E>1

Soit k > 2. Si Sk < 00, alors Sp_1 < ocoet DoBg, , < oo, et ona Xg, -1 = Xty yya 0SS Meg—1 +a+1,
d’ou : /

EO[F(AXSIC 1), Sk < OO] < EO[F(Mk,1 +a+1),Sk1 < 00,Do0Bg, , < OO]

= EO[F(XSk,l I+ Mo G)Sk—l “+a+ 1),Sk_1 <o0o,Do 651&;1 < OO]
= E[Eo,w[EXsk_l,w[F(x'l+M+a+1>7D<OO] X s Sk—1 <OO]]
T=ASk_1

= EQE[F(XSIC71 -+ Mk—l)aSk—l < OO]P()(D < OO)

ou Mj_; a, sous la loi P, méme loi que M +a + 1 sous Po(+|D < oo) (lintégration ci-dessus se fait contre
la loi produit Py ® P sur 'espace (2 x (Z9)N) x Q, Q étant le nouvel espace sur lequel on définit Mj_). En
procédant par récurrence, on obtient finalement :

Eo[F(Xs, -1), Sk <o0] < E®FD[E(M; + -+ My_y +a+1)]Py(D < 0]}

oil, pour tout k > 1, M}, est une variable aléatoire définie sur un certain espace (2, B, P) et de méme loi que
M + a+ 1 sous Py(:|D = 00). On remarque que 'identité obtenue est aussi valable pour k =1 (si S < oo,
s, -1 < a+1); par conséquent :

Eo[F(Xr, - 1)] < Py(D =00) Y Po(D < 00)" ' E®F=D[F(My + -+ + My +a+1)].
k>1

De cette identité découle la proposition. [

Second lemme de Borel-Cantelli

PROPOSITION 11. — Soit (£2,F, P) un espace de probabilité, (F,,), une filtration de cet espace, et (X,),
une martingale par rapport a cette filtration vérifiant, pour tout n, | X,,41 — X, < M ot M > 0. On a
P(CuD)=1,ou:

C = {(X,)n converge dans R}

et
D = {liminf X,, = —o0 et limsup X,, = +o0}.

DEMONSTRATION. Quitte & remplacer (X,), par (X, — Xo)», on peut supposer Xo = 0. Soit K > 0. On
note Ng = inf {n| X,, < —K} > 1; c’est un temps d’arrét. Ainsi, (X, AN, )n €st une martingale qui vérifie,
pour tout n, X,an, > —K — M (pour tout n < Nk, X,, > —K et, si 1 < Ng < oo, ’hypothése donne :
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XN 2 Xng-1— M > —K — M). Par le théoréme de convergence de Doob, elle admet donc presque
stirement une limite finie. On en déduit : presque strement, pour tout K € N*, (X, n, )n converge, et donc :
presque stirement, s’il existe K € N* tel que Ng = oo, alors (X,,), converge. Or {liminf, X,, > —oo} =
{il existe K € N* tel que N = oo}, d’ou : presque stirement, si liminf, X,, > —oo, alors (X,), converge.
On obtient une assertion similaire relative a la limite supérieure en remplagant (X,,), par ((—X,)n, ce qui
donne la conclusion. [J

PROPOSITION 12. — SECOND LEMME DE BOREL-CANTELLI
Soit (F,,)n>1 une filtration de (Q, F), et (A,)n>1 une suite d'événements vérifiant A,, € F,, pour tout n > 1.
Ona:

limsup A,, = ZP(Aanfl) =00 ¢,

n>1
ou .7:0 = {Q,(Z)}

DEMONSTRATION. La suite (X,,),, définie, pour tout n > 0, par :

M=

X, =S 14, — P(Ax|Fis)

S
I

1

est une martingale par rapport a la filtration (Fy ), et elle vérifie, pour tout n, | X,+1 — X,| < 1. Par suite,
a Paide de la proposition précédente, presque-sirement, ou bien la suite (X,,), converge dans R, ou bien elle
vérifie lim sup,, X,, = +o00 et liminf,, X,, = —oo. Dans le premier cas, on a Z:’;l 14, = oo si et seulement si
Yooy P(Ag|Fr—1) = oo, et dans le second cas ces deux quantités sont infinies, ce qui conclut. O

3 Condition (T), premiers résultats

3.1 Définition

L’objet de l’article [6] est d’introduire une condition sur la loi p (la loi définissant l’environnement) de
laquelle on puisse déduire une loi forte des grands nombres concernant la suite (X,,),. Au vu de la structure
de renouvellement mise en place dans la section précédente, on devine "importance du controle de la variable
X7, ou X =max{|Xol,...,|Xn|}. C’est ce que permet la condition suivante, & laquelle il sera constamment
fait référence dans la suite :

DEFINITION. — Soit [ € S*"! et a > 0. La marche aléatoire (X,,),, satisfait la condition (T) relativement a la
direction | et au réel a > 0, que I'on abrége en (T)|l, a, si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
(i) Py-presque sarement, lim,, X,, -l = o0;
(i) il existe ¢ > 0 tel que Eplexp(cX7)] < oo,
71 étant défini selon la direction [ et a I'aide du paramétre a.

Dans la suite de cette section, lorsque l’on supposera vérifiée la condition (T)|l,a, les temps 7, k > 0,
seront définis, sauf mention contraire, relativement au vecteur [.

Comme on aura souvent besoin de majorer des quantités de la forme limsup;_, ., 7 In Py(- - -) (on s’intéresse
a des comparaisons dans une échelle exponentielle), le lemme suivant tiré de [1] (lemme 1.2.15) pourra étre
utile :

LEMME 13. — «LEMME SYMPA»
Soit (@), une suite qui diverge vers +00, et (al),,...,(akF), des suites de réels> 0. On a :

. 1 , _ 1 ,
lim sup — In E oy, = max limsup — Inay,.
n o Qn . 1<i<k  n  Gp

1<i<k
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DEMONSTRATION. Pour tout n, on a :

et (Ink)/a, — 0, donc il suffit de voir que :

. 1 ; . 1 ;
limsup — max lna;, = max limsup — Inal,.
n  Qp 1<i<k 1<i<k  n Qp

1

L’inégalité «>» est évidente; pour le sens réciproque, si on choisit une sous-suite ( maxi<i<kIna’, . )n

Ap(n) (n)
qui converge vers la limite supérieure, il existe ig € {1,...,k} pour lequel une infinité d’entiers vérifient
. i — Ao .
maxi<i<k Qp(n) = Qgin) de sorte que :

. 1 i . 1 i . 1 i
limsup — max Ina;, = limsup — In;? < max limsup — Inay,.
n Ap 1<i<k n (7% 1<i<k n (279

O

3.2 Quelques premiéres conséquences de la structure de renouvellement

La condition (T)(i) assure, via la proposition 6, que Py(D = o0) > 0, et que les temps 74, k > 0, sont tous
finis Py-p.s.. On peut donc faire appel aux résultats de la partie précédente. En particulier, le théoréme 9
fournit aisément ’existence d’une direction asymptotique :

PROPOSITION 14. — On suppose la condition (T) vérifiée relativement & 1 € S~ ! et a > 0. Alors il existe v € S?~!
tel que v-1 >0, et :

Xy ~
Py-p.s., | Xn| — oo et m:wj
De plus, on a :
o BX, D=0
| Eo[X7,|D = o0]|

DEMONSTRATION. Par (T)(i), on a, Py-p.s., |X,| > X, -l —,, oo. L’hypothése (T)(ii) montre que X, est
intégrable sous Py, et donc sous Py(-|D = o0). En appliquant la loi forte des grands nombres a la structure
de renouvellement précédente, on obtient alors :

X,
L By[X,|D = o],

Py-p.s., P

et 'hypotheése (T)(ii) donne de plus Ey[ X7 |D = oo] < oo, d’oit :

Comme X,, -1 >0, on a Eg[X,,|D = oc] € R4\ {0} et on peut donc définir ¥ par la formule de I’énoncé, qui
vérifie bien ¥ -1 > 0. On note k, = max {k > 0| 7, <n} : ainsi, 7, <n < 7}, +1. Comme 71, < co pour tout
k, on a k, —, 0o, donc on déduit des limites précédentes que :

Xn
kﬂ,

— O7
n kn Thp SN/ STy 41 n

X, |
— Eo[X7,|D = ]| < < Eo[X|D =o0]| +—  max  |[Xp — X,

d’ou la proposition résulte en écrivant (pour n assez grand) :

X, X, kn,

— = X .
(Xnl  En X
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L’objet de la prochaine partie sera de montrer que ce résultat peut étre fortement ameélioré sous la forme :

X
il existe v € R\ {0} tel que Py-p.s., — — v.
n n
Cette loi des grands nombres repose sur de nombreuses estimations dont voici la premiére, qui utilise également
fortement la propriété de renouvellement.

Lorsque (T) est vérifiée, en définissant © comme dans le lemme précédent, on note 7 la projection ortho-
gonale sur v+ : pour w € R4, w(w) = w — (w - 0)7.

LeMME 15. — On suppose (T)|l,a. Pour v € (3,1], et p >0, 0n a:

1
lim sup ——— e — In % ( sup |7(X,)| > pu’*) <0,

=00 0<n<Ll,

ot I'on rappelle que L!, = sup {n > 0| X,, - I < u}.

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord qu'il suffit de raisonner pour X,, - w pour tout w L v, au lieu de
|7(X,,)|- En effet, si (v,wy,...,wq_1) est une base orthonormale R?, |7(X,,)|? = |wy - X2 +. ..+ |wg_1- X, |%,

d’ou
d—1

{sup |7 (Xn)| = pu”} C {SupX Fw; >

n Ut 2
Soit w L 9. La preuve consiste maintenant & découper la trajectoire avant L, selon les temps 7y, et & utiliser
la propriété de renouvellement. On note k, = sup {k > 0| 7, < n}. Par construction de 7, on a, pour tout
ket tout m > 73,, Xy -1 > X5, -1 > ka, d’ott pour tout m > n(> 7y,), kna < X, -1 < X, - 1, de sorte que
sin < LL, alors :

u’}.

kn <

(*)

ele

Pour tout n > 1, on a :

Xp-w< Xy ~w+  sup  [Xp - X | <X, cw+ X000,

T <M< Tr41

ol X* = supg<,<s, |[Xm — Xo| (= X}, avec la notation déja définie), donc pour tout p > 0,u > 0,7 € (3,1],
A >0, d’aprés () :

Po| sup |n(X,)|>pu ] < Z Po(Xs w+ (Xp —X7) - w+ X 00, > pu?)
0<n<L! e
u” u”
<Y Rl w> B+ R(( - X)) - w > B
1<k<u
Y
- Z Po(X Oem>p3 )
0<k<s
S ef¥u’7 Z EO[eAXTl ~w} + Eo[e)\(X,.k 7X7.1)~w} Eo[e)\X*o@Tk]
1<k<% 0<k<g

De plus, X,, - w < X*, Eo[e* X =Xr) ] = Ey[eMn | D = 0o)~1 et Eg[e? °97] = Eg[e?X”|D = oo] par
le renouvellement, donc, en posant H()\) = In Ey[e**1"%|D = oo], on a :

P ( sup [m(X)| > mﬂ) < e H (22 4 1) B[ D = o0] 4 Zet )
0<n<L} a a

IA
o

—22q7 (QE + 1) (EO[eAX*lD _ OO} + e%H()\)) )
a
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D’aprés la condition (T), H(A) est fini pour 0 < A < ¢. De plus, la fonction H vérifie H(0) = 0, H est
indéfiniment dérivable (car X,, - w a tous ses moments finis via (T)), et H'(0) = Eo[X,, - w|D = oo} =0
d’aprés la définition de v et le fait que v - w = 0. Ainsi, H(A\) = Oy_o(A\?).

Siy=1 (d’ott 2y — 1 = 1), on choisit 0 < A < ¢ tel que H(A) < A&, de sorte que H(’\) < )‘p et donc :

1 H\) A
lim sup — In Py ( sup |7(X,)| > pu) < HRX) 2 <0.
u

U—00 0<n<L! a 3

Sive (%, 1), prendre A constant ne meéne a rien (le second membre de ’inégalité diverge vers 4+00) ; prenons
donc plutot A = vu® ot o < 0, ce qui donne uH (\) < aCv?u?**! pour u assez grand, avec C' > 0 indépendant
de v. En considérant séparément les cas 2a+1 > 0 et 2a+1 < 0, on trouve que la valeur fournissant l’inégalité
la plus fine (au niveau de ’exposant de u dans I’exponentielle) est « = v — 1, qui donne, en choisissant v
suffisamment petit :

1
hmsup —In Ry ( sup |7(X,)| > pu”) < f% +COv? <.

U—00 0<n<L}
|
Donnons une application importante de ce lemme, relative a la face de sortie d’un cylindre orienté selon .

On note R une rotation telle que 1%(61) = 0, puis on définit, pour &,r,a > 0, le cylindre :

Cyl. o, = R((—e,a) x B0, 7))
ou, autrement dit, Cyl, , . = {z € R?| -7 € (—¢,a) et |r(x)| <7}, et, pour u >0 :
Cyle o = (uCyl. o) NZ

PROPOSITION 16. — Sous (T), pour tous ,a,7 >0, on a :

lim sup — lnPO(T > Toye ) <0.
u £,a,T

U— 00

(La probabilité apparaissant dans I’énoncé est la probabilité pour la marche de sortir du cylindre CylY
ailleurs que par la face «supérieurey, celle dans la direction de v)

g,r,a

DEMONSTRATION. Dans la preuve, on note Cyl“ le cylindre CylY a,r- On découpe 'événement de I’énoncé
selon que la marche sort par les faces latérales ou par la face inférieure (le «fond») du cylindre :

{Tfu > Tcylu} C {Tcylu < TU

—Eu

fu} U {Tfsu < Taazu SINIP |7T(X7L)| < T’U}.
n<T?_,

Notons (I) et (II) respectivement ces deux événements. Par le «lemme sympay, on peut les considérer sépa-
rément. On commence par s’occuper de (I) (sortie par une face latérale). Il s’agit de faire appel au lemme
démontré juste avant. Pour cela, on remarque que, pour tout xz € Cyl" :

z-l=(x-0)0-)+7(z) l<au+ru=(a+r)u,

si bien que Ty < Lt et donc :

(a+r)u’

hmsup In Py((I)) < hmsup In Py sup |m(X,)| >ru | <O.

u u
uU— 00 U— 00 ”<L(a+r)u

Passons a (II) (sortie par le fond). Sur (II), Py-p.s., X5; est & une distance au plus 1 du fond du cylindre

~ N 50 —
TEEU'lS*5“(U'l)+7"u+1:—(s(v-l)fr)qulgfLQ)r

donc on a :
X

U,
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pour u suffisamment grand. Supposons tout d’abord que (¥ -1) —r > 0. Dans ce cas, on a :

5.0 — 50 —
Po((I) < Po(Xpu - <o00) < Po(X, 2 @ h-r 2) ") < exp(—c20 D =T 2) ") Eolexp(eX )],
e(v-l)—r
-
ou grace a (T) l'espérance est finie, ce qui donne bien limsup,, . + In Py((II)) < —cs(@'# <0.

N
| ! o
E(T"J)fr a+r i l

2
(a) Premier cas (e(v-1) > ) (b) Deuxiéme cas

Fi1G. 4 — Tllustration de la preuve de la proposition 16

Dans le cas général, on a la méme conclusion en découpant le fond du cylindre en deux parties : la partie
correspondant au fond d’un petit cylindre central concentrique Cylg,a)r, avec ' assez petit pour que ’hypo-
thése du premier cas soit satisfaite, et le reste du fond, pour lequel on peut raisonner comme pour le terme
(I) puisque ses éléments z vérifient |7 (x)| > 7’u. On a donc la méme conclusion, ce qui achéve la preuve (voir

la figure 4) O

3.3 Condition équivalente

Telle que définie, la condition (T) se préte bien au calcul mais se laisse difficilement vérifier, en particulier
parce que 11 n’est pas un temps d’arrét. On va ici s’intéresser & exprimer de fagon équivalente la condition
(T)]l, a en fonction des distributions de sortie de la marche de certains ensembles (& la maniére du cylindre du
paragraphe précédent), sans faire intervenir 77, ce qui pourra permettre de mieux comprendre cette condition.

THEOREME 17. — Soit Iy € S* ! et a > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe b, > 0 et, pour L grand, des parties (finies) Ay, C Z< satisfaisant 0 € Ay < {lp-x > —bL} N
B4(0,rL) et :

. 1
hinfolip I In Py (XTA,_ ¢ 80AL> <0,

ol OgAr = AL N {l() cx > L},

(i) la condition (T) relative a Iy et a est vérifiée;

(iii) la condition (T) est vérifiée pour tous I € S?~! dans un voisinage de Iy, a > 0.
De plus, si I'une de ces conditions est vérifiée, on peut définir v = lim,, % via la proposition 14, et la condition

(T) est satisfaite relativement a [ € S*~! et a > 0 si seulement si [ -7 > 0.

DEMONSTRATION. o L’implication (iii)=-(ii) est évidente.
e Montrons (iii)=-(i) pour commencer. On suppose qu’il existe un voisinage V' de Iy sur lequel (T)|l,a est
satisfaite. On peut donc définir 7. On compléte (f1) = (lp) en une base orthonormale (fi, fa, ..., f4) de RY,
puis on choisit {; ,l;,—- € VN S4=1 i =2,...,d, tels que, pour i = 2,...,d :
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(i) L+ € Rfi +Rfi;

(11) li,i . fl >0;

(111) ZZ',+ : fi >0et Zi,_ . fi < 0.
Ceci est possible puisque f1 -0 >0, f1 - f; =0, et V est un ouvert contenant f;. On note :

D= {weRd| lo-zel-1,1]et,pouri=2,...,d, [+ - > —1},
D est borné : pour tout € D, [z| < >yl fil, o+ fi € [-1,1] et, pour i = 2,...,d, si on note
Lr=Xsfi+psrfi,onadry >0et pup >0, u_ <0, dou:
1

LA € Sl Ar f) = fi= (el ~Aa ) <

1
—(=1=X_).
H+ Hy H— H—

Par suite, il existe 7 > 0 tel que, pour tout L > 0, A, = LDNZ? C {lop-x > —L} NB%(0,rL), et on a aussi :
P, (XTAL ¢ GOAL) < Po(fl_OL < oo ou il existe i € {2,...,d} tel que Ti; < 00 ou ff[ < 00).
Et pouri=2,...,d,comme [; + € V,on a:

1 ~1. 1
lim sup 7 In PO(TZ_“Li < 00) < limsup I In Py(X7, > L) <0,

L—oo L—oo

de méme pour [y, ce qui démontre (i).

e Supposons démontrée I'implication (i)=(ii) (pour tout ly) et déduisons-en (ii)=-(iii). On suppose donc
(T)|lo, a. Ceci permet de définir 7. Soit I € S¥~! tel que [ - > 0. Pour ¢ = r suffisamment petit, et a > 0
suffissamment grand, A, = CylZ.  (cf. page 22) vérifie :

0c€Ap C{z-1>—-L}NBY0,2aL)

et : {XTAL ¢ aéAL} C {TCyzEL,T,a < TfL},

ott Oh A, = OAL N{z -1 > L}, et donc, & Paide de la proposition 16 :

. 1
hzn_)sotip 7 In Py (XTAL ¢ BéAL) <0,

ce qui achéve de montrer que (i) est vérifié avec I a la place de Iy, et donc (ii) aussi : (T)|l, a est satisfaite.
Ceci montre (iii), et méme la deuxiéme partie de I’énoncé.

o Il reste & démontrer (i)=-(ii). Supposons (i). Quitte & remplacer Ay, par Ay N{z -lp < L} (qui satisfait
aussi les hypothéses de (i)), on peut supposer que Ay, C {z -1y < L}. Alors, par (i) :

Po(T! = o0) < Py(T™ > Ta,) = P, <XTAL ¢ aOAL) ——0,
d’ot 'on déduit, par le lemme de Borel-Cantelli, que :

Py-p.s.,limsup X, - Iy = oo,
n

et donc que, Fy-p.s., Tio < oo pour tout L > 0. Montrons maintenant que, Py-p.s., lim,, X,, - l[p = oco. Pour
cela, on s’intéresse au comportement de la marche une fois qu’elle a eu atteint {z -ly > L}. On a, pour L
grand, (b est le paramétre apparaissant dans (i))

=l lo
Py (Tg o @Tio < T(1+§)L o ®T£0>
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< B (XTAL ¢ 5'0AL) + Py (fg) © Oty < T(l(iJr © O, X1, = Xpto € 30AL>

)L
< P (XTAL ¢ aOAL) +E {PXTWU (Tg’ < T%) X € 80AL}
L
< B (XTAL ¢ 8OAL) + |00 AL|Po (Tg’ < Tlﬁ)
2 3b

en utilisant la propriété de Markov forte, puis I'invariance de P par translation. On remarque que :
L L
A% - {x~lo>b3b} - {x~lo > 2},

Py (TE<T£>§P0 X7y, €00AL |,
2 35 é% 3b

de sorte que

et comme |9yAr| est polynomial en L, on déduit de I'inégalité précédente et de (i) :
lim su l1nP T 0®, i, <T" 00 <0
e N N A

Comme la série de terme général exp(—un), n > 0, converge, le lemme de Borel-Cantelli montre qu’il existe
Py-p.s. un entier A tel que :

pour tout entier L > A, Tﬁ] 00, > Tl‘i
2 L

(

Mais alors, Py-p.s., on peut définir une suite (Ly)g>0 par Lo = A et, pour tout k > 0, L1 = {(1 + %) LkJ,
ce qui donne Ly - et, pour tout k > 0 :

00 lg -
+7ﬁ)L Ty

Tl

Lyt

lo . lo Nl()
- TLk = TLk+1 o @Tzo < TLk o @Tzo ,
Lk 2 Lk

et donc :
)(n -lo — Q.
n

(pour tout k, on a par Markov fort en 77, _, : TLTk 0O, =T, —Ti, +T% 007, et Ly < Lg4y done
'TVLTF 0O, > T# 0O, >Tr,, —Ti,.,, et ainsi : T% 001, >Tuy, —Toe +Topys — Topy, =
Tp,., —TL,. Puis par récurrence TLTk oG)TLk > T, —TrL, pour tout m > 0, et enfin T, — 100 00 (T, > L)
et Ly —p 0o, et donc T% 0 Or, = oo. Autrement dit, pour tout k, pour tout n > Ty, , X, - lop > % Et
Ly —§ 00, donc la suite (X, - lp), diverge vers +oo. Avec des mots : Fixons k. La suite (X, - lp), atteint

Lyt
2

% puisque Ly < Ljy1; de la sorte, n’importe quel niveau Lg,,, m > 0, est atteint avant que la suite ne

Ly, puis atteint Ly, avant %, mais une fois en Lyy1, elle atteint Lo avant et donc a fortiori avant

revienne en % Autrement dit, il n’y aura pas de retour en % D’ou liminf,, X,, - [y > % Ceci pour tout k,
et Ly —y 00, donc X,, - 1y —, 00.)

Il reste & montrer Eplexp(cX} )] < oo pour ¢ > 0 suffisamment petit. On commence par s’intéresser a
Eplexp(c| X+, |)], et pour cela on rappelle la proposition 10 :

PROPOSITION. — On suppose X, - lg —, 0o. Si 71 est relatif & Iy et a’ > 0 alors, sous Py, la variable aléatoire
X, - lp est stochastiquement dominée par a’ + 1+ G ou, pour tout 7 >0 :

Gj=M + -+ M,
(M;);j>0 étant une suite de variables aléatoires i.i.d. de méme loi que a’ 4+ 1+ M sous Py(:|D' < 00), avec :

M = sup {(Xx — Xo) -lo| 0 < k < D'},
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et J est une variable aléatoire indépendante des M, j > 0, suivant la loi géométrique de paramétre Py(D <
00) (Py(J > j) = Py(D' < o0) pour tout j > 0).
On a donc, pour tout ¢ > 0 :

Eo [eXnl] < g et 1G] = 37 Py (D = 00) Py(D < 00) B9 [ecle 146
k>0

, Ak
< Py(D =) ZPO(D < oco)fecld [eCM}
k>0

Or, pour tout p > 1 :

E ]

IN

@I E[eM|D < o

IA

ecla’+) | g 4 Zec"kHPo(pk <M < p**|D < o)
E>0

et, pour k grand :

Py(pF <M < pF' D <o) < Py (Téo o @ng < TégH o @ng)
pr pr
< B ('T“lpa 0Oty < T[{gﬂ o @Tl&;>

< ehp"

)

avec 1 > 0, en choisissant p = 1+ % et en faisant appel a 'inégalité montrée plus haut. En somme, on obtient,

pour ¢ petit (¢ < up~t), E[eCM] < 00, et donc cette espérance converge vers 1 lorsque ¢ tend vers 0 (par
convergence monotone). En choisissant ¢ > 0 assez petit pour que Py(D < o0o)E[eM] < 1, on a finalement,
au vu d’une majoration précédente :

Ey [ec\xn»lo\} < 0.

On termine alors la preuve de (ii) : pour tout ¢ > 0, et u grand, comme A« C B%(0,%), on a :

Po(X::l > u) < P()(TA# < T1)

u
>
< e (F) Bolec¥nhl) 4 Py(Xr, , ¢ oA g),

u
27

IN

u
Po(Xry 1o > Z) +P(Xry lo < o= Ta <)

en utilisant le raisonnement suivant pour la derniére inégalité : pour tout m < 7, X, - lo < X, - lp donc, si
Th .. <m1,alors X, -lo < X, -lp. Mais alors (i) et le résultat que I’on vient de montrer fournissent p > 0
2r o

2r
et ug > 0 tels que Py(X7 > u) < exp(—pu) pour u > ug, d’oit :
Eolen] =1 +/ A MPy(XE, > u)du < A0 —|—/ AeMe My < oo
0 o

dés que 0 < A < p. On a donc montré que (T') est satisfaite relativement a Iy et a tout a’ > 0. O

REMARQUE. En particulier, la derniére partie du théoréme montre que le paramétre a > 0 n’intervient pas
dans le fait que (7)|l,a est satisfait ou non. Dans la suite, on pourra donc parler de la condition (T)|l, le
paramétre a étant choisi quelconque.

COROLLAIRE 18. — Soit Iy € S 1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la condition (T) relative a Iy est vérifiée ;
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1 ~
(ii) pour tout I dans un voisinage de ly, pour tout b > 0, on a : 1imsupzlnP0 (TibL < Té) <0.

L—oo
DEMONSTRATION. On suppose (i). Par le théoréme précédent, (T)|l est vérifiée pour tout ! dans un voisinage
de lp. Or on a, pour tout 1 € S et b>0:

Py (L < Th) < Po (o < 00) < Ro(X5, = bL)

d’ou, dés que (T)|l est vérifiée :
1 ~
lim sup - In Py (Tl_bL < Ti) <0.
L—oo

On a donc obtenu (ii).

Supposons (ii). On peut alors reproduire le début de la preuve de 'implication (iii)=-(i) du théoréme précédent
en notant V' un voisinage de 'énoncé, et en définissant les [; +, i = 2,...,d et D de méme; comme D est
borné, il existe a > 0 tel que, pour ¢ =2,...,d :

DcC{x-li+ <a}l.

Ainsi, avec Ap = (LD)NZ% on a :
Py (XTAL ¢ 80AL) < P (TVZ_OL < Th ou il existe i € {2,...,d} tel que T < TiLi) ;

d’ou découle le fait que Ay, satisfait I’hypotheése (i) du théoréme précédent. Par suite, en particulier, (T)|lo
est vérifice. OJ

3.4 En dimension 1
En dimension 1, au contraire de la situation en dimension supérieure (voir section 4), la condition (T)
s’avére non pertinente, et il sera donc important de noter les différences essentielles entre ces deux situations :

THEOREME 19. — On suppose d = 1. Pour [ = %1, la condition (T)|! équivaut a :

Py-ps., X, -l — +o0.

DEMONSTRATION. Au vu du théoréme de Solomon (théoréme 1), et avec les mémes notations, il suffit de
montrer que, si E[ln p] < 0, alors, pour ! = +1, pour ¢ > 0 suffisamment petit, Ey [ecxfl] < 00.

On montre d’abord Eye®m1] < co pour ¢ > 0 suffisamment petit. En reprenant la preuve du théoréme 17
(implication (i)=-(ii)), il suffit de montrer (avec les mémes notations) qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour m
grand :

Py(2™ < M < 2™ D < o0) < e 2",

La géométrie de la situation en dimension 1 est telle que, en notant T, au lieu de 7)} et de méme pour T:
Py(2™ < M < 2™ D < 00) < Py(T—om < Tom).

Or, en utilisant la fonction harmonique f,, mentionnée au paragraphe 1.2, on obtient, pour tous x < 0 < y,
fw(o) = PO,w(fw < Ty)fw(x) + PO,W(Ty < va)fw(y%

d’ou, avec ’expression de f,, :

HI,O +-- H:c,yfl
1+ Hw,a:—i—l + -+ Ha:,y—l
Ha:,O + -+ Hac,y—la

Poo(T, <T,) =

IN
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ot IL, .» =[], .,,<. p(m,w) pour 2 < 2. Ceci donne, en choisissant v € (0, —E[In p]) :

~ m 1 m
Py(T_gm <Tom) < e " 42" sup P (HQm’k > _—e 72 )
0<k<2m m

= 42" sup P| Y0 Inp(z,w) > 92" —mln2
0<k<2m —2m<2<k

< 6—62m

pour un certain ¢ > 0, en utilisant ’égalité de Cramer-Tchernoff pour conclure (la suite des p(z,w), z € Z,
est i.i.d. sous PP).

Il reste & en déduire E [ecle] < oo pour ¢ > 0 petit. Pour ¢ > 0 et m grand, on a :

Ele™] = Eole™]+ Eole™ 1, X, < X7

< Bole¥n]+ 3 e Ry (2m < X7 <27 X, < X)),
m>0

donc, compte-tenu de ce que ’on vient de montrer, il reste & prouver que pour c¢ assez petit,

P0(2m < X:I < 2m+17)(7_1 < X;kl) < e_cyn.

Mais en dimension 1, le membre de gauche est inférieur a Py (1~12m < Tom+1), et on obtient cette inégalité de
la méme maniére que ci-dessus. [

3.5 Critére de Kalikow

Dans l’article [3], Steven A. Kalikow démontre 'un des tout premiers résultats sur la transience des marches
aléatoires en milieu aléatoire en dimension d > 2. Son critére est basé sur 'introduction d’une chaine de
Markov auxilliaire, & valeurs dans certaines parties connexes U C Z%, qui a I'intérét d’avoir méme distribution
de sortie que la marche initiale sous Py, bien que celle-ci, comme on ’a dit, ne soit pas une chaine de Markov.

Pour U C Z% connexe contenant 0, on définit la matrice de transition }3U d’espace d’états U U QU par :

~ E[Eow[Y 1o Lix, —a))w(z, @ +
Py(z,z+e) = [Eo, [Zn_OTIEXW @ @+ ) sizeU,
Eo[3>-0%0 1(x,=2)]
JSU(x,$) = 1sixzedU,

pour tous x € UU AU et e € Z%, |e| = 1 (la quantité apparaissant au numérateur de la premiére ligne est le
nombre moyen, sous Py, de passages de la marche par 'aréte orientée (x,x + e) avant qu’elle ne quitte U, en
incluant le premier instant hors de U ; le dénominateur comptabilise les passages par le sommet x et fournit
donc la normalisation qui rend la matrice stochastique). On note alors P, iy la loi de la chaine de Markov

canonique, dite marche de Kalikow, issue de x € U U QU et donnée par cette matrice de transition, et Ez,U
Pespérance sous Py .

La propriété essentielle de cette définition tient dans le lemme suivant, qui permet de se ramener & un
probléme markovien, donc a priori plus simple :

LEMME 20. — On suppose ]307U(TU < 00) = 1. Alors Py(Ty < o0) =1, et X7, a méme loi sous ]307U et sous
P.

DEMONSTRATION. On note, pour z,y € UUQJU, w € Q :

§U (LE, Y3 W) = Ex,w

Tu
3 1<Xn=y>] |
n=0
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de sorte que si x € U et y € U U QU, en notant w(zx, z) = 0 lorsque |z| # 1,

_ ~ E[gu(0,z;w)w(z,y — )]
Po@y) = =55 o)

Pour x € U U OU et w € (, la propriété de Markov donne :

gU(va;w) = 50,1: + ZﬁU(O,y;W)w(y@ _y)
yeU
= doo+ Y Puly, ®)E[gu(0,y:w)],
yeU

d’oi :
Eolgu (0, z;w)] = o, + Z Eolgu (0, y;w)] Py (y, @).
yeU

Or la solution positive minimale de ’équation suivante, d’inconnue f : U U9U — [0, +00) :

pour tout x € UU AU, f(x) = o4 + Z )Py (y, ),
yeU

est la fonction :

gu v — Eyu

Tu
> 1(xn—z>1 :

n=0

En effet, si f est solution, alors en notant, pour tout N, gy n(z) = EO,U[ZQIZ/\OTU 1(x,=)], la propriété de
Markov (pour la nouvelle chaine de Markov) donne, pour N > 1 et tout z € U U 9U :

Gun(r) =000+ Y Gun-1(y)P(y, ),
yeU

> f(x) d’ou, par récurrence, pour tout N € N, gy n(z) > f(z) et finalement gy(z) =

et guo(z) = oz
limy gu,n(x) > f(z). De cette propriété de gy (qui est générale pour une chaine de Markov), on déduit que :

pour tout x € U U AU, gy(z) < Elgy (0, z;w)].
Or, pour x € JU, cette inégalité s’écrit :
130,U(TU <00, X1, =) < Py(Ty < 00, X1, = ),

et comme par hypothése ]307U(TU <oo)=1l,onay .oy 130,U(TU <00, X, =xz)=1.Dou Py(Ty < ) =1
et :

pour tout z € U, Py (X, =) = Po(X1, =),
ce qui est la propriété annoncée. [J

REMARQUE. On a montré gy(z) < Elgy(0,z;w)] pour tout © € U U 9U, avec égalité lorsque x € 9U.
L’équation simultanément vérifiée par ces deux fonctions permet en fait d’obtenir I’égalité pour tout = €
U UOU (la différence entre ces fonctions est P-harmonique donc on dispose d’un principe du maximum). En
sommant sur x € U, on en déduit : E\O)U[TU} = Eo[Ty].

On définit la dérive de la marche de Kalikow : pour z € U U 9U,

E[g (0,23 w)d(, )]

du () = BrolXs = Xol = 3 Ple,a+e)e = —p=-rms

le]=1

DEFINITION. — La marche aléatoire (X,,),, (ou la loi 1) satisfait la condition de Kalikow relative a I € S*~!, que
I'on abrége en (K)|I, si UinfU dy(z) -1 > 0, ot I'infimum est pris sur U parcourant les parties strictes de Z¢
,rE

connexes contenant 0.
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Notons tout d’abord que si la marche est non-nestling, c’est a dire (voir partie 1.3) s’il existe € > 0 et
I € S?1 tels que P-p.s., d(0,w) - I > ¢, alors la condition de Kalikow est vérifiée par rapport a I. En effet on
a, pour tout U C Z% connexe contenant 0 et tout x € U :

~ E[Eow[> 2 1x —pld(z,w) -1
do ()1 = EowldonZo 1xtu=n)ld@,w) 1] _

T —_—
Eol> =020 L(x,=0)]

L’intérét du critére de Kalikow vient de ce qu’il permet aussi de traiter le cas de certaines marches nestling
et donc des situations dans lesquelles on ne peut rien conclure facilement. Pour le voir, commengons par écrire
ce critére sous deux formes plus faibles, mais nettement plus simples a vérifier :

PROPOSITION 21. — Soit [ € S, Les conditions suivantes :
d0,w) -1
E\e|:1 w(0,€e)g(e)

1
(i1) E[(d(0,w) - 1)+] > —E[(d(0,w) - 1)_] (x étant le paramétre apparaissant dans la condition d'ellipticité) ;
K

pour tout e, g(e) € [0,1]

(i) inf E maxepzr 9(€) = 1

geaG

] > 0, ot G est I'ensemble des g = (g(e))|c|=1 avec {

satisfont : (ii)=(i)=(K)|.

DEMONSTRATION. Supposons (i). On note ¢ la borne inférieure de I’hypothése. On a, par un calcul habituel
sur les chaines de Markov :

Py (Hy < Ty) Poo(H, < Ty) 1

gu (0, z;w) = = = = :
Py (Hy > Ty) Z\e|:1 w(z, €)Posew(He > Tu) Z|e\:1 w(z, e) fu(z, e w)
avec fuy(z,e;w) = % > 0, et on remarque que cette variable aléatoire fi (z,e;w) ne dépend que

de Penvironnement en dehors de x, au contraire de d(z,w) et w(zx,e), |e| = 1, qui ne dépendent que de w(zx,-).
Ainsi, en «désintégranty et en utilisant (i) (pour une fonction f renormalisée par max|.—; f(e) de facon a
appartenir a G) :

z,w) -1

a1 cw)d(z,w) - = d( w(x, - w(y, -
B Oaswd@w) ) = [ ( I8 s e UL ,>>> TT duteoty. )
T dutety, )

Y7
- / . l d(z,w) -1 ]
Ppri\{=} Z|e\:1 w(m, € f(e) f=fuv(z,w) y#z

3
dp(w(y,
/md\{x) max||—1 fu(z,e;w) g (w(y, )

%

5
> =)

et par ailleurs, par Dellipticité :

—_

E[gU(Oax;w)] S —E

B

1
S o Ju (@€ 0)

1 1
< EE {maxe|=1 fU(xa€§w):| 7
d’ou : 3oy - Bl (0,5 w)d(r,w)] e
0@ = RGO nw)] | S R

ce qui montre (K)|l.
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Supposons (ii). Pour tout g € G, on a :

d(0,w) - 1 - (dO0,0) -0y | (d(0,w) - 1)
Elzk_lw(o,eg(e)] - Elz,e_lww,e)g(e) Elzk_lw(o,e)g(e)]

> E[(d(0,0)1)] - ~E{(d(0,2) 1),

et cette quantité, indépendante de g, est strictement positive par hypothése, d’ou (ii). O

Donnons un exemple trés simple d’application de ce critére. On se place dans Z?2. Soit A € (%, Dete< é.
On définit g = Adp, + (1 — X)dp, OU pp,pe € P sont données par :
1 1
pa(—e1) = =5 —pcler), palez) = pal-e2) = §
et :
1 1 1
pp(—e1) = - +e =5 —pple1), pple2) =pp(—e2) = .
4 2 4
(pe présente un fort biais vers la droite, et pg un léger biais vers la gauche : la situation est plain nestling)
Vu la contrainte sur ¢, on a u € P, avec k = e. La condition (ii) ci-dessus pour le vecteur e; s’écrit donc :

1 1

et pour tout A > % on peut trouver € > 0 qui convienne (par exemple, A = 0.8 et ¢ = 0.1).

Bien str, l'intérét de ce critére de Kalikow tient avant tout a ses conséquences. Dans Darticle [3] de S.
Kalikow, celui-ci démontre que, sous I’hypothése (K)|l, Po-p.s., X, - I — 4o0. Puis, A.-S. Sznitman et M.
n

Zerner ont démontré (cf. [10]) que, sous la méme hypothése, on a convergence balistique : il existe v € R4\ {0}

tel que, Py-p.s., ); — v. Larticle [6] d’A.-S. Sznitman, plus récent, et sur lequel se base en partie ce mémoire,
n

introduit la condition (T) et démontre que la marche admet un comportement balistique sous cette condition.
La stratégie pour démontrer les résultats mentionnés sur I’hypothése de Kalikow (bien que ce ne soit pas la
plus simple) va donc consister & renvoyer a la section suivante, qui démontre la convergence balistique sous
I’hypothése (T), moyennant la proposition qui suit :

PROPOSITION 22. — Pour tout [ € S471, on a : (K)|l =(T)|l.
DEMONSTRATION. Par l'inégalité de Taylor-Lagrange, il existe v > 0 tel que pour tout u € [—1,1] :
le™ — 14 u| < yu?.
Soit U une partie stricte et connexe de Z¢. En notant (F,), la ﬁltrationAusuelle associée au processus
canonique (X,,), on a, pour tout x € U U U, tout n € N et tout 0 < § <1, P, y-p.s. :

B, yle Xl F,] = e70Xn ! (1<XneaU) + 1(XneU)EXn,U[G*Q(XﬁXO)'l])

or, pour tout y € U, vu que 8(X; — Xo) -l € [-1,1] :

E,yle X0 1= 0B, u[(X1 = Xo) - 1] + 46 Eyu[(X1 = Xo) - 1)°]

1—0dy(y) -1+ 46> < 1 — e + 76>
1

INIA A

en choisissant # suffisamment petit (fonction uniquement de ). Pour ce choix de 0, (M,), = (e~ %»"!), est

donc une surmartingale par rapport a (F,), sous 13367(]. Soit b, L > 0. On prend dans ce qui suit U = Uy 1,
(on rappelle que Uy 1, = {x -1 € [-bL, L]} N Z%). Ty est fini Py -p.s. (par exemple en remarquant que
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ﬁU(x,m +e) > Kk pour tous © € U, |e|] = 1, et en utilisant le second lemme de Borel-Cantelli), donc le
théoréme d’arrét donne :

1= EO,U[MO] > eebLﬁg,U(XTU 1<0)+ e_eLﬁo,U(XTU -1 >0),

d’ou : 1
lim sup I lnPO,Ul,b,L(XTUl,b’L 1< 0)<—-6b<0.

L—o0

Comme le lemme de Kalikow donne ﬁ07UL,b,L(XTUL ., 1 <0)=PFy(Xr,,, -1<0),onen déduit :

1
lim sup 7 In Py(Xgy,, -1 <0) <0.

L—oo

Vu le corollaire 18, (T)|l est donc vérifiée. O

4 Balisticité sous la condition (T)

Rappelons que 1’on a montré dans la proposition 14 'existence presque-siire d’une direction asympto-
tique sous I’hypotheése (T). On s’appréte & montrer maintenant le résultat qui «justifies l'introduction de la
condition (T) :

THEOREME 23. — On suppose d > 2. Sous la condition (T), on a :

X, Eo[X,|D = o0

Py-p.s., = .
o-P 7,0 EQ[7'1|D:OO]

n
La marche est alors dite balistique.

Au vu de la preuve de la proposition 14, et avec les mémes notations, il suffit pour montrer ce théoréme
9 .
d’avoir : .
Py-p.s., == — Ey[n1|D = ).
kn n

En effet, on écrit alors £= = Xu x Fu; Je premier facteur converge vers Eg[X,|D = oc] (voir la preuve de la
n
ips . Tkn n Thp+1 Thp+1
proposition 14), et pour le second on a : TS < RS v T

Comme k,, — o0, il suffit donc via la loi forte des grands nombres et la structure de renouvellement de
n
montrer que :
Eo[T1|D = OO] < 00.

Bien str, montrer que 7, est intégrable sous Py suffit aussi a fortiori, et la balisticité repose donc sur la
décroissance de la queue de la distribution de 71 sous Py. Notons que si la double condition Py(X,, -l = c0) =1
et Eg[m1|D = o0] < oo assiire certes la balisticité de fagon trés simple, elle est toutefois moins naturelle que
Ihypothése (T) telle qu’exprimée de fagon équivalente dans le corollaire 18.

Avant de traiter le cas général sous I’hypothése (T), on s’intéresse & deux cas plus simples.

4.1 Cas non-nestling et marginal nestling

On commence par rappeler une inégalité trés utile :

LEMME 24. — INEGALITE D’AZUMA
Soit (2, F, (Fn)n, P) un espace de probabilités muni d'une filtration, et (M,,),, une martingale sur cet espace
vérifiant, pour tout n, |M, 11 — M,| < a pour une constante a > 0. Pour tous A > 0etn € N, on a:

/\2
P(M, > \) <exp (— 2a2n> .
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Cas non-nestling. (d > 1) Il existe alors [ € ST~ et n > 0 tels que, P-p.s., d(0,w)-l = Ep ,[ X1 — X0l > 7.
Cette hypothése implique ’hypothése de Kalikow (K)|I, et donc (T)|i.

THEOREME 25. — Dans ce cas, la queue de la distribution de 71 est exponentielle :

1 1
—oo < liminf — In Py(71 > uw) < limsup — In Py(m > u) < 0.
u

u—00 U U— 0O

DEMONSTRATION. La minoration résulte immédiatement de ’ellipticité : pour u entier pair,
Po(Tl > U) > Po(Xu :0) > kY.
Pour la majoration, on écrit, pour tout ¢ > 0 :

Po(Tl > u) P()(Tl > u,TBw < ’U,)-‘rPo(TBcu > u)

Po(X;, > cu) + Py(Tp,, > u).

cu

<
<

Le premier terme décroit exponentiellement par ’hypothése (T). Pour le second, on a, P-p.s. :
Pow(T,, >u) < Pyw(X |y -1 <cu) < Pyo(Mpy) -1 < cu—mnlul),

avec My = X, — Y cpcn_q d(Xk,w), grace a ’hypothese non-nestling. (M, ),, est une martingale sous P,
dont les accroissements sont majorés par 2, donc I'inégalité d’Azuma fournit, en prenant ¢ = 2 :

2
Po.w (TBgu > u) < Pow (MM < —gu) < exp (—W;)Zu> .

O

En particulier, dans ce cas, la variable 7 est exponentiellement intégrable : il existe ¢ > 0 tel que Eg[e™] <
Q.

Cas marginal nestling. Ici, il existe [ € S?! tel que, P-p.s., d(0,w) -l = Eg ,[X1 — Xo] -1 > 0.
THEOREME 26. — Dans ce cas,

1
lim sup 73 In Py(m > u) < 0.
u—oo U

DEMONSTRATION. On a, pour tout L(u) > 0 avec L(u) —y 00 00 :

Po(11 > u) Po(r1 > u, Ty, <u)+ Po(Tc,,, >u)

<
< PO(X:; > L(U)) + PO(TCL(U) > u)

Le premier terme décroit au moins comme exp(—cL(u)) par U’hypothése (T). Il reste donc & majorer
Py(Tc,,,, > u) et a fixer la valeur de L(u). En notant Uy, = {yez? } ly-1| <L}, ona Teywy = Tuy,,, done
il suffit de s’intéresser a la queue de la distribution de Ty, ,,. Or, au cours de la preuve du théoréme 3 (cas
marginal nestling), on a montré que, pour ¢’ > 0 suffisamment petit, pour tout L > 1,

Cl
P-p.s., By lez? V2] < 2.
En somme, on obtient la majoration :
’ ’ ’
Py (T, >u) < TITwrUE [ L@)ETUL(u)] < 9 T2 ¥
0 LUp) Z2U)>€ ole < 2Ze .

Compte-tenu de la majoration initiale, le choix optimal pour L(u) = u® est & = 1/3 (on cherche & maximiser

L(u) A ﬁ), et ce choix donne le théoréme. O]

- 33 -



4.2 Cas général

Apreés les paragraphes précédents, on s’intéresse maintenant essentiellement au cas plain nestling (toujours
sous la condition (T)), qui est bien sir le plus délicat : dans les cas précédents, il existait une direction [
vers laquelle la marche présentait un biais P-p.s. (P(d(0,w) -1 > 0) = 1), et la balisticité était donc assez
naturelle, tandis que dans la situation plain nestling, pour tout vecteur | € S?~!, la marche présente avec
probabilité > 0 un biais dans la direction [, mais également dans la direction —I. C’est cette situation qui
fait la nouveauté et la complexité des marches aléatoires en milieu aléatoire. Comme expliqué plus haut, il va
s’agir & nouveau d’estimer la vitesse de décroissance de la queue de la distribution de 7. Plus précisément,
on va montrer :

THEOREME 27. — On suppose d > 2. Sous la condition (T), on a, pour tout o < 1+ %,

1
limsup — In Py(m1 > u) < 0.
u_)oop (Inu)« b(m )

Voyons que ceci suffit : on choisit 1 < a < % (d > 2), de sorte qu'il existe une constante p > 0 telle que,
pour u assez grand, Py(m > u) < exp(—p(lnu)®). Comme

Eo[’rl] :/ Po(’l'l > u)du,
0

et que u — exp(—pu(lnu)®) est intégrable au voisinage de +oo (pour u > ug, e #In¥)" < g=pu(Inu)(in w)* 7t =

(Inug)*~?

uH et u(lnwug)®~! > 1 en prenant ug assez grand, car o > 1), on a bien Ey[r] < oo.

L’idée importante pour démontrer ce dernier théoréme est de se ramener & étudier des probabilités relatives
au coté par lequel la marche sort de certaines bandes. Plus généralement, on va s’intéresser & des probabilités
pour la marche de sortir de certains ensembles par certaines parties de leur frontiére. La proposition 16 est
déja un premier exemple dans ce sens.

Entamons donc la preuve du théoréme annoncé. On se raméne d’abord & des probabilités relatives a la

distribution de sortie de certaines bandes. On définit, pour 5 € (0,1] et L > 0, la bande :

Usr={zeZ|z-1€(-L°,L)}.
PROPOSITION 28. — On suppose (T). Si 3 € (0,1] est tel que, pour tout ¢ > 0,

. 1 .
limsup 7 InP (Pow (X0, -1>0) <e™") <0,
alors :

lim sup In Py(m > u) <O0.

1
Looo (Inu)l/P

REMARQUE. 1l suffit de vérifier I’hypothése pour ¢ au voisinage de 0.

DEMONSTRATION. Soit 3 € (0, 1] vérifiant I’hypothése. Pour L > 0, on définit C7, = (—L/2, L/2)%. Pour toute
fonction u — L(u) > 0 qui diverge vers oo lorsque u tend vers +o0o, on a :

Po(Tl > ’LL) Po(Tl >Uu, 7 > TCL(u)) +P()(T1 > U, T < TCL(u))

<
< Py(m > TCL(u)) + PO(TCL(u) > u).
Sur {m1 >Tc,,, }, ona: X7 =supy<,<r |Xk| > L(u)/2, donc :

L(u LB o
Ro(my > Tey) < Pol_sup 1] > 202 < oot yleei,
0<n<t
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d’ou par ’hypothése (T) :
. 1 c
hin—?ipmlnPO(Tl > TCL<U>) < —3 < 0.

Passons au second terme, pour lequel va intervenir ’hypothése sur 8. On note o = 1/8. On prend desormais
L(u) = A(u)® avec A(u) = dlnwu, § étant un réel > 0 petit & préciser. On a donc L(u)? = A(u). On a :

U 1
PO(TCL(u) > U) < E |:P0,w(TCL(u) > u), pour tout xz € CL(u)aP”c,w (TCL(U) > (IHU)O‘) < 2:|

1
+P <il existe x € Cp(y) tel que Py, (TCL<u) > (lr:;)a) > 2) .

Par applications successives de la propriété de Markov (sous Fp ) aux temps LkﬁJ ,k=0,...,[(Inu)*|—

. ., Inu)® L . .
1, le premier terme est majoré par (%) L{nw) J. On va montrer que, sous I’événement du second terme, il existe

un point x; € Cp,) pour lequel I'événement apparaissant dans I’hypothése sur 3 est réalisé, avec L(u) au
lieu de L.

Six € Cp) est tel que Py o(Toy,, > W) > 3, alors B, ,[To, )] > smmme- Or:
Erwllc,.,) = Z E, . [temps passé par (X,), en xo avant de quitter Cp(,)]

Z0ECL (u)
— Z Pﬂc,w(H:zo < TCL(H))
20€ECL (u) Pwo""(HW > TCL<u>)
|CL ()l
minfl’oECL(u) Pwo’w(Hro > TCL(u>)

<

Ainsi on a la majoration suivante du second terme :

u 1 ~
P <E|$ S OL(u)an,w <TCL(u) < ) < > < P <E|CCO € CL(u)apxo,w(on > TCL(,M)) <

2|CvL(u)|(ln u)a
(Inw)e 2 '

u

: Axrds 1 Inu
Sur ce dernier événement, on a, pour tout & # o avec ||z — xg|| < 3Tm(1/R)

(norme [', qui correspond 4 la
distance sur le graphe), par Markov fort en H, et par lellipticité :

Pwo,w<TCL<u> < Hwo)

Y

Evow [HJE < TCL(U.)"PXHI ’W(TCL(U,) < Hwo)]

2 "QHI?Q:OHPLW(TCL@) < Hzo) > Pz,w(TCL(u) < Hfﬂo)v

wl/3

d’ou :
2ul/3(Inu)® 2(lnw)®

Pw,w(TCLm) < Hg,) < u2/3

1
ICrLwl < (2L(u) +1)¢ < 7= o= Lw?

pour u assez grand, puisque % > % et L(u) = §%(Inu)®. Alors, toujours sur cet événement, en notant x un
point de Z¢ au plus proche de x¢ + 2A(u)l (pour |- |), ce point vérifie :

Inu

0 <lle = zoll < VAQ2A(w) +Vd) < g7

W =
S~—

deés que A(u) <
grand :

ﬁ% —/d, c’est a dire pour u grand en choisissant § < (7+/dIn(1/x))~", d’ott pour u

Pro(Hyy > Toy,,) < e 300",
Or ce point x a été choisi de sorte que : x € Cp,) (sinon, la probabilité ci-dessus serait égale a 1) et

(o — ) -1 < =A(u) = —L(u)” donc (voir figure 5) si la marche issue de z sort de la bande z + Ug r,()
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z+ Uﬁ,L(u)

-

x0

FiG. 5 — Illustration de la preuve de la proposition 28

par le coté dans la direction [, alors elle quitte Cp,(,) avant de rencontrer xo. Ainsi, toujours sur I’événement
précédent :

Pa:,w (XTI

En définitive, on a donc :

> 0) < Py(Hyy > Toy,,) < e 35207

+UB,L(u)

[(Inw)®|
. C A L(u)?
PO(TCL(u) >u) < <2> +P (H:E c CL(u),Pz,w(XTT_*_UﬂYL(u) 1>0)<e L L(w) )
[(Inw)® |
. 17 B
= (2) + Z P (Pa;,w(XTIJrUﬁ’L(u) 1>0)< e (u) )
z€CL ()
[(Inw)™]
1 o
< (2) +[CrwlP (PQM(XT%LM 1> 0) < em2wl® )

en utilisant 'invariance de P par translation & la derniére ligne. A 1’aide de ’hypothése sur 3, on a donc :

lim su
u_>oop (Inu)>

In PO(TCL(“) > ’U,) <0,
ce qui conclut cette démonstration (en utilisant le «lemme sympas ). O
Pour w € R%, 3 > 0, L > 0, on définit les boites :
Blﬁ»L(w) =2'n E(w + [Ov L] X [O, Lﬁ]dil)

et
By .n(w) = Z4 N R(w + (—dLP, L] x (—=dLP, (d 4+ 1)L7)%" 1),

(on a donc By g.1,(w) C By g,r(w)) ainsi quune partie du «dessus» de Ba g1, :
04 Bz p,r.(w) = 0Bsp,(w) N By g (w+ Lei)

(o R est une rotation telle que E(el) =7).
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Expliquons d’abord sommairement, & quoi toutes ces boites sont destinées.

Ces boites sont orientées dans le sens de v, la direction asymptotique. Au vu de la propriété de convergence
balistique que I'on cherche & démontrer, on s’attend donc & ce que la probabilité pour la marche issue d’un
point de By g (w) de sortir de By g (w) par 04Bs g (w) converge rapidement vers 1 lorsque L — oo.
Comme on va «empilers des boites de type Bz g1 (plus exactement les boites By g 1 correspondantes, voir
la figure 6) et s’intéresser & la probabilité d’en traverser un certain nombre d’affilée (jusqu’a s’échapper d’une
certaine bande), on aura besoin d’un contrdle uniforme de la probabilité de sortir de B g1 par 0+ Ba g 1
a partir de n’importe lequel des points d’arrivée dans la boite possibles. C’est 14 que l'intérét de 04 B2 g1,
(au lieu de toute la face supérieure) apparait : si la marche sort d’une boite par 0. Bs g 1, elle entre dans
la suivante par un point de la boite By g, suivante, de sorte que la probabilité de sortir par le dessus de la
nouvelle boite peut se minorer uniformément (on s’est réservé une marge entre B et le bord de Bs).

Il apparait donc judicieux d’introduire la variable aléatoire :

XB)L(U}) =—In meBliI;fL(w) Pﬂ?v‘*’ (XTBQ)ﬁ,L(w) € a_},_BQ)ﬂ)L(’lU)) ’

de laquelle dépend ce controle uniforme.

On pourrait imaginer restreindre la borne inférieure & la face inférieure de Bj, puisque c’est de 1a que
débute la marche dés la deuxiéme boite. Cependant, ceci ne changerait rien puisque c’est précisément sur la
face inférieure que les probabilités de sortie par 0, B s 1 sont les plus faibles.

Controler la queue de la distribution de ces variables permet, en «empilant» des boites, d’en déduire des
estimées sur la distribution de sortie des bandes Ug 1, (on remarque que les boites sont proportionnées comme
les bandes : L d’un coté, L de I’autre) :

PROPOSITION 29. — Soit § € (0,1] et ¢ > 0 tels que, pour tout p > 0 :

1
lim sup — sup InP (Xg,(w) > pL?) < 0.

L—oo weRI

Alors, pour tout p > 0 :

1
lim sup — InP (POM (XTUM NS 0) < e*pU") <.

L—oo

REMARQUE. Au sujet de l'utilisation de sup,,cga : & cause de la disposition de Z¢ par rapport aux boites,
on ne peut pas exactement utiliser I'invariance de P par translation pour dire que P (X g.n(w) > pLP ) ne
dépend pas de w. Cependant, pour L grand, la dépendance en w est tout de méme mineure, et on ne perd
pas beaucoup en demandant une majoration de la borne supérieure lorsque w parcourt R?.

DEMONSTRATION. Soit A > 0. On considére les boites By g ar(jALe1) C Ba g ar(jALey) pour j =0,..., N,
ou N est le plus petit entier tel que NALv -1 > L (c’est a dire tel que % < AU - 1), de sorte (voir figure 6
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page 53) qu’en choisissant \ assez petit, si la marche issue de 0 traverse successivement chacune des boites
B g ar(jALeq) en sortant par 04 Ba g ar(jALe1), j =0,..., N —1, elle finit par traverser ’hyperplan {z-{ =
L}, et ce avant d’avoir traversé 'hyperplan {x -1 = —L”} puisque les boites sont incluses dans {x -1 > —LF} :
pour tout z € By g r(0),

z-1>—d\L)? = (d+ 1)(AL)? > - L
pour tout L et pour A choisi petit (ne dépendant que de d). Par suite, en utilisant la propriété de Markov
forte aux instants de sortie successifs des boites :

N
PO,w (XTUB,L > O) >exp | — ZX@)\L(j)\Lel) s
j=0

d’ou :

N
P (Pow (Xm,, 1>0) <) < B[S Xpan(rLer) > pL”
§=0

IN

15
P (il existe 0 < j < N tel que Xgar(jALeq) > ]\€+ 1)

IA

pL”
N+1 P(X
¥ 1) s P (Xasnto) > 757 ).

ce qui donne la conclusion. [J

Aprés avoir réduit plusieurs fois le probléme, montrons maintenant une premiére majoration du type de
celle de la proposition précédente.

PRrOPOSITION 30. — On suppose (T). Soit Gy € (%, 1] Pour tous p > 0,3 € [fo, 1],

lim sup
L—oo

1
S InP (X > pLP) < 0.
Trrmt S, P (Xay.(w) = pL7)

DEMONSTRATION. A la différence du cas des cylindres considérés précédemment, on ne s’intéresse ici a la
sortie de B2 g1 que par une partie de la face supérieure (pour les raisons expliquées plus haut), ce qui
complique I'estimation de la probabilité de cet événement. La stratégie adoptée dans cette preuve consiste &
se ramener a des boites plus petites pour lesquelles on autorise la sortie par toute la face supérieure, quitte
a admettre un terme correctif permettant de ramener la marche au bon endroit a sa sortie. Ces nouvelles
boites sont empilées & l'intérieur de la boite Bs g ..

Définissons ces nouvelles boites :
By go.n(w) = Z40 R(w + [0, Lo) x [0, L%~ 1)

By go.p(w) = Z4 N R(w + (—dL™, L] x (—nL", (1 4 )L )41

et :
Top By, g, 1(w) = 0Ba g1, (w) N {a| 27> R(w) -5+ LO},

ou n > 0 (petit) et ot Lo ~p— 00 LX, x > 0 & définir.
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Pour tout 6 > 0, on a :

P (il existe x € ELBO,L(U)) tel que Py ., (XTEQ R ¢ Top EQﬂmL(w)) > 5)
80>
< Z P (P:c,w (XTB2,/f0,L(w) g TOp BQ,,@(),L(U))) > 5)
Ieélxﬁo,L(w)
1 _
< Z SP:E (XTE*z,BO,L(w) ¢ Top Bgﬁg’L(w))

l‘eél‘[jo,L(w)

et, pour tout x € El,ﬁo,L(w);

P, (XTE . ¢ Top §27307L(w)) < P,(sortie par une face latérale) + P, (sortie par le fond)
2, R w

Bo,L

Py | sup |m(Xn)| > 0L | + Po(T7 6, < o)
n<Tp

IN

en utilisant I'invariance de IP par translation. Or, d’une part,

Po(T? ;00 < 00) < Po(XE > dLP) < exp(—cdL™) Eolexp(cX )],

et d’autre part, comme L0 ~p_ Lg"/x, TP, < Ly . et By € (3,1], le lemme 15 montre qu'il existe p > 0
tel que, pour L grand :

Py | sup |m(Xn)|>nL% | < exp(—2uLa %71 < exp(—pL?P0X).
nSTED

Ainsi, comme |Bj g, 1|, est polynomial en L, on a :

lim sup
L—oo

sup InP (il existe x € 51,50,L(w) tel que Py ., (XT» ¢ Top EQVﬁOVL(w)) > 5) < 0.

weRd 52,80, ()

1
L(2B0—x)ABo

Disons qu’une boite §27507 L (w) est «mauvaise» si I’événement ci-dessus est satisfait avec 6 = 1/2 (choix
arbitraire), et «bonnes sinon. Sur une «bonne» boite, on dispose donc d’une minoration uniforme de la
probabilité de sortir par Top Ez.

Revenons a la boite Ba g, 1. Soit p > 0. On cherche a4 majorer, uniformément en w € RY :

P(il existe © € By g,,(w) tel que P””"*’(XTBz,BO,uw € 04By g, r(w)) < e—pLﬂ)

(c’est une réécriture de la probabilité de I’énoncé). Considérons les boites 517507L(w +jLoe1),5=0,...,N—1
o N = |L'7X|. On prend Ly = L*”NL% ~ 1o LX. Ainsi, pour tout x € By g, .(w), il existe 0 < jo < N tel
que z € By g, 1.(w+joLoe1 ), et une maniére en partant de z de sortir de By g, 1. (w) par 94 By s, 1,(w) consiste
a successivement sortir des boites Eg,go,L(w + jLoe1r), 5 = jo,---,N — 1 & travers Top EQ,ﬂO,L(w + jLoey)
et au besoin se ramener a El’gO’L(w + (j + 1)Loey) selon un chemin fixé (de longueur < /dnL™), jusqu’a

finalement atteindre By g, 1(w + NLgey) N By g, (w) et suivre alors un chemin fixé (de longueur < v/dnL%
car L — NLy = nL™) pour sortir de Ba g, 1,(w) par 04 Ba g, 1(w) (voir figure 7 page 53). Ainsi, par la
propriété de Markov forte appliquée successivement aux instants de sortie des boites, si chacune des boites
By g, n(w+jLoer), j=0,...,N —1, est «<bonne» (définition ci-dessus), alors, pour tout x € By g,.1 :

P X N
1 04+ B 71 f B _,LPo+(A—x)
.’L‘,w( B2,8g,L (W) €0y 27,30,L(w)> > <2Ii\/EnL 0) H\/ETIL 0 g—pL% x
80>
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pour L suffisamment grand, et en choisissant n suffisamment petit. En prenant x tel que 8o + (1 — x) = S,
c’est & dire x = By + 1 — (3, il apparait donc que :

P(il existe x € Big,,(w) tel que Py o (Xry, o p € 04 B2 g,.1.(w)) < e"’LB)
~ B0
P('une des boites By g, r.(w+ jLoe1),7 =0,..., N — 1 est «mauvaise»)

A A

N sup P(§27507L(w) est «mauvaisey )
weR4

Il ne reste plus qu’a appliquer le résultat montré au début de la démonstration : par le choix de y, on a ici
260 —x = Bo+B—1< Py, et N =|L'"X]| est polynomial en L, donc finalement :

sup P(il existe z € By g,,(w) tel que PI’“’(XTBz,go,LW) € 04 B gy (w)) < e—pLB) <0,

) 1
fim sup LAo+B-1 weR

L—oo
comme annonceé. [

Voyons ce que fournit ce résultat relativement & la queue de la distribution de 77 en utilisant les propositions
précédentes. En prenant 8 = 3y = 1 dans la proposition 30 (ce qui donne le meilleur résultat quand on veut
utiliser directement la proposition précédente), et en appliquant les propositions 29 et 28, on obtient :

1
lim sup e In Py(m > u) < 0.

u—oo 1NU
(remarque : dans ce cas, x = 1, N =1 : il y a une seule boite dans la preuve de la proposition 30).

Cependant, cette estimée ne suffit pas & conclure a l'intégrabilité de 71. Ceci était prévisible. En effet, on
a vu au paragraphe 3.4 qu’en dimension 1 la propriété (T) équivaut & la transience dans la direction [, ce qui
ne garantit pas la balisticité (on peut avoir X,, — oo et X,,/n — 0, voir le théoréme 1). Or les propositions
précédentes n’exploitent aucunement le fait que la dimension est > 2 : essentiellement, les boites ne sont
empilées que dans une seule direction, et les estimées relatives & une seule boite valent aussi en dimension
1. On ne pouvait donc pas espérer montrer la balisticité de la marche de cette maniére. Le lemme suivant
va pallier & ces insuffisances en tirant parti de la «multidimensionnalités» pour ameéliorer les majorations
précédentes, essentiellement en choisissant un chemin entre deux points parmi plusieurs, choix qui n’existe
pas en dimension 1 :

LEMME 31. — DE RENORMALISATION
On suppose (T), et d > 2. Soit Gy € (%, 1). On suppose que, pour tous 5 € [Bp,1) et ¢ < B+ By — 1, pour
tout p > 0,

1
limsup — sup InP (Xg,,.(w) > pL’@) < 0.
L—oo L wERd '

Alors, en notant fg, I'interpolée linéaire entre les valeurs 25, — 1 en 3y et d en 1, pour tous 3 € [Gp,1) et
¢ < fp,(B), on a, pour tout p > 0 :

1
limsup — sup InP (Xg . (w) > pLB) < 0.
L—oco L¢ weR4 7

DEMONSTRATION. Pour 8 = (g, il n’y a rien & montrer (la majoration est contenue dans I’hypothése). On
peut donc supposer 3 € (fo, 1).

Cette fois-ci, on fait plusieurs «colonnesy de boites. Pour utiliser I'hypothése, les petites boites seront de type
B 3,,.(+), dans une grande boite By g 1(w).

Notons x € (0,1) tel que 3 = xB + (1 — x). Soit w € R% On considére les boites (voir figure 8 page 54) :
BL[}O’LX (w + 2z + jLXel) C B2”307L>< (’U} + 2z 4+ jLXel),
ouje{0,...,J}, J=|L'7X], et z € Col, avec :

d—1
Col = {0} x ((2d+ NN ALV ELﬁ,iLﬁb :
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Ainsi, pour L grand, pour tout x € By g (w), une maniére pour la marche issue de z de sortir de Bs g 1,(w)
en passant par 0;Bs g 1 (w) consiste & d’abord atteindre une boite Bi g, rx(w + 2o + joLXe1), zp € Col,
jo € {0,...,J}, puis & quitter successivement chacune des boites By g, rx (w+ 29+ jLXe1) pour j = jo,...,J,
en passant & chaque fois par 04 Bs g, rx (w + 20 + jLXeq).

Or, pour L grand, pour tous z € By g 1(w) et z € Col, il existe un chemin de longueur < dLP reliant z & un
point d’une des boites By g, rx (w+z+jLXe1), j € {0,...,J}, de la colonne z, donc a Iaide de Dellipticité et
de la propriété de Markov (appliquée au temps (déterministe) d’arrivée dans la colonne z, puis aux instants
(aléatoires) de sortie des boites successives), on a :

Py (XTBQWBWL(W) € a+BQﬁ,L(w)>

J
B . . .
> s ] {Py»w (XTBQ,BO,Lx<m+z+mel> € 0+ B2 gy, 1x(w + 2 +JLX€1)) ‘ Y € Bigy,x(w + 2+ JLXel)}
=0
5 J
> e exp | - ZXgO,LX (w4 2z + jLXey)
i=0

ot on a choisi ¢ > dIn(1/k). Et ceci vaut pour tout = € By g 1.(w), d’ot, pour tout z € Col :

J
Xp.1(w) < cLP + ZX,gO’LX(w + z 4+ jLXeq).
§=0

On peut maintenant faire jouer la concurrence entre les colonnes : pour L grand,

J
P (X, (w) > 3cL”) <P [ pour tout z € Col, ZXBO,LX(U} + 2+ jLXey) > 2cLP
=0

Il s’agit de majorer cette derniére probabilité en faisant appel & hypothése du lemme. Tout d’abord les
variables Z}]:o Xp,.ox(w + 2 + jLXe;) > 2¢LP, pour z € Col, sont indépendantes (elles dépendent des
probabilités de transition sur des ensembles de sites disjoints), d’ou :

J
P (Xpo(w)>3cL?) < J[ P Xopox(w+ 2+ jL¥er) > 2cL”
z€Col 7=0
Ensuite, si z € Col, bien que les variables X, rx (w+z+jLXe1), pour j = 0,. .., J, ne soient pas indépendantes

(les boites Bs successives ne sont pas disjointes), on remarque que, pour L grand, les variables associées
aux j pairs (resp. aux j impairs) sont indépendantes dans leur ensemble puisque pour tout j les boites
Ba gy rx(w + z + jLXey) et Bag, px(w + 2 + (j + 2)LXey) sont disjointes (dés que LX > dLAX). Notons
temporairement Y et Y’ respectivement les sommes des termes pairs et impairs. En utilisant I'inégalité de
Cramer-Chernoff, et 'inégalité de Cauchy-Schwartz pour séparer termes pairs et impairs, on obtient, pour
tout A >0, :

P(Xpr(w)>3cl?) < J[ PY +Y 228 < [ e X Bl

z€Col z€Col
< H e—)\cLBE[eAY]l/2E[e)\Y'}1/2 < H e—)\cLBE[ez\Y]E[e)\Y’}
z€Col z€Col
J
< H e—AcLB HE[G)\XBoxLx(w-‘rz-‘er"eﬂ]
z€Col j=0
| Col |
< (e—AcLB sup E[ekXﬁO,LX(Tu)]J-&-l) )
weRd
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On est ainsi ramené & majorer E[e*Xs0.0x(®)] et 4 choisir A convenablement. On a bien sar Xz, x(w) > 0,
mais aussi, par I'hypothése d’ellipticité, puisqu’il existe pour tout & € Bj g, rx(w) un chemin sortant de
Bs gy rx(w) par 04 Bs g, rx(w) de longueur < ALX (ot A > 0 ne dépend que de d), on a Xg, rx(w) <
2AIn(1/k)LX < A'LX avec A’ > 1, et donc :

A'LX
sup E[e* o0 ex(W)] < 1 —|—/ M sup P(Xg, rx(w) > u)du.
weRd 0 weRd

L’hypothése du lemme permet de majorer sup,,cge P(Xg, rx(w) > LX) lorsque By < a < 1. Pour tout
N > 1, en notant (S, ..., 8x = 1) une subdivision équirépartie du segment [5y, 1], on a :

A'LX
sup B X0 ] < M [ sup B, () > u)d
weRd A’ LxPo weR4

X8
< AMET L ALX sup sup AeM sup P(Xg, rx (w) > u)
0<iSN \ A/ LXBi <u< A’ LXPi+1 weER?

’ ’ Bi .
< ML 4 Lx sup MM ETT sup P(X g, nx (w) > AT LX)
0<i<N weRd

et, pour tout € > 0, pour 0 <¢ < N —1,si ( =0y + 0; — 1 — ¢, il existe u; > 0 tel que, pour L grand :

17 x84 X T XBiy1 . ¢
AT qup P(Xg,.1x (w) > A'LXP) < AP DX —pa LY
weRd

On choisit donc A = L® ou « vérifie, pour tout 4, a + xGi+1 < x(, c’est a dire :

1 -8
N

a<x(Bo+pBi —1—¢) = xBiv1 = x(Bo — 1) = x((Bix1 — Bi) +¢) = x(Bo — 1) — x( +¢),

de sorte que a = x(8p — 1) — & convient dés que % < (i — 1)e; on prend dorénavant cette valeur (avec € > 0
quelconque, et une valeur de N associée). Par ce choix, on s’est donc assuré que :

' XBi )
A'LX sup MM sup P(Xg, i (w) > A'LXP) —— 0
0<i<N weRd L—oo

et, de plus, \LXPo = [X(Po—D)—etxfo — [x(2Bo=1)=e _, o0 si on choisit 0 < ¢ < x(28y — 1) (rappelons
que Sy > 1/2), d’on, pour L grand :
AXp,,Lx (w)] < 2AALXP0

sup Ele
weR?

)

ce qui donne, pour L grand :

IN

sup P (X1 (w) > 3cLP) exp(| Col [(=AeLP + (J + 1)24/ \LXP0))

weR?

IN

1
exp(—§| Col [\(c — 24")LP)

puisque JLX% ~ L1=x[XxBo — L8 par choix initial de x (on pourrait d’ailleurs retrouver la justification
de ce choix en travaillant pour x a priori quelconque). Quitte a choisir ¢ plus grand (ce qui est possible,

(2d+1)LX50) ~

const. LB=xBo)(d=1) "o 3 alors démontré : pour tout e suffisamment petit, donc pour tout € > 0,

voir la définition de ¢ plus haut), on peut supposer ¢ — 24" > 0. Comme |Col| ~ (

1
IX@Ro—D+(1—x)d—<

sup InP (Xg 1 (w) > 3cL?) <0
weR?

lim sup
L—oo

(aprés de petits calculs sur I'exposant déduits de la définition de x). L’exposant qui apparait peut aussi
s’écrire fg, () — €. Déduisons-en la conclusion du lemme. Soit ¢ < fg,(8). Soit p > 0. Par continuité de fg3,,
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on peut choisir % < ' < [ suffisamment proche de 8 pour avoir ¢ < fg,(8’). On applique alors le résultat
obtenu ci-dessus & 3’ :

1 /
limsup — sup InP (X5/7L(w) > 30L'B) < 0.

L—oo weER

Or, pour tout L assez grand, pL? > 3cLP’, de sorte que, pour tout w € R? :

P(Xp.1(w) > pL?) < P(Xp.(w) > 3cL?) < LY sup P(Xg 1 (w) > 3cL?),
weRd

ot il reste & justifier la seconde inégalité. Pour tout w € R?, pour tout w’ € R% tel que By g 1(w') C By g.1.(w),
on a facilement, pour tout « € By g 1(w'),

PI’W(XTBQ,;,/,LW) €0:By g (w)) < Pow(X1g, ,, € 0+Bapr(w)).
De plus, la boite By s 1.(w) peut s’écrire comme réunion de (moins de) L4~ boites By g/ 1.(w1), ..., B1 g .r(wpa-1),
donc P-p.s. il existe w’ € {wy,...,wpa-1} tel que :
weBli,rgL(w) Pﬂvw(XTBz,g,L(m €01 Bapr(w)) = wEBljl;lfL(w/)Pm,w(XTBlﬁ’L(w) € 04 B3 g,1.(w))
< zEBI?EfL(w,)PW(XTBM,’N,/) € 04 By g (w")),
ce qui donne : P-p.s., il existe w’ € {wn,...,wra-1} tel que Xg (w) > Xg (w'), d’ot I'inégalité écrite plus

haut. La conclusion du lemme s’en déduit immédiatement. [J
A Taide de tout ce qui précéde, on en déduit :

COROLLAIRE 32. — On suppose (T). Soit 3 € (3,1). Pour tout ( < d(23 —1), on a:

1
limsup — WP (Poo (X1, , -1>0) <) <0

L—oo
d—1 .
et, pour tout @ < 1+ a1

1
lim sup o) In Py(m > u).

DEMONSTRATION. D’aprés la proposition 30, ’hypothése du lemme précédent est vérifiée pour tout 5y € (%, 1).
La conclusion du lemme donne donc : pour tout 8 € (%, 1), pour tout ¢ vérifiant ¢ < f3,(5) pour un certain
1 < By < B, c’est & dire de fagon équivalente pour tout ¢ < d(23 — 1) (puisque SUP1 <5, <3 fo (B) = f1 (8) =
d(26 — 1)), on a, pour tout p > 0 :

1
limsup — sup InP (Xg 1 (w) > pLﬁ) < 0.
L—o0 L¢ weRd

Le premier point du corollaire se déduit donc de la proposition 29.

Passons au second point. Il suffit de raisonner pour 1 < a < %. Notons 8 = 1/a. La contrainte sur «

équivaut a d(26 — 1) > 1 et 8 < 1, et implique % < [, donc on peut appliquer le premier point avec { = 1.
C’est en fait & 3’ € (%, () suffisamment proche de 8 pour que d(25’ — 1) > 1 que ’on va appliquer ce premier
point, en remarquant que, pour tout ¢ > 0, pour L grand :

IN

P (POM (XTUM > 0) < e—cLﬁ) P (Po,w (XTUM > 0) <eLf )

P(Pow (Xr,, , 1>0) <),

IN

ce qui permet d’obtenir :
. 1 _cLP
hmsup—ln]P’(POw(XTU -l>0) <e ) <0.
L—oo L ’ 8L

Il ne reste plus alors qu’a appliquer la proposition 28 pour conclure. [J
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4.3 Grandes déviations

Sous I’hypothese (T ) on a donc Py-p-s., & —p, v. On s’intéresse ici & des inégalités de grandes dev1at10ns
relatives a X=
dans les cas nestling et non-nestling et, dans ce dernier cas, I'importance jouée par le segment, [0, v] € R? qui
traduit un phénoméne de ralentissement de la marche :

THEOREME 33. — Pour tout voisinage ouvert O du segment [0,v], on a:

X

hmsup P (—¢0)<0. (%)

n n
De plus :

— dans le cas non-nestling, cette inégalité (x) reste vraie pour tout voisinage ouvert O de v;

— dans le cas nestling, pour tout ouvert U rencontrant [0, v],

hm lnPO (Xn EU) =
n

donc () n'est plus vérifiée si I'on remplace [0, v] par I'une de ses parties fermées strictes.
DEMONSTRATION. On suppose (T) vérifiée, donc par le théoréme 17 (T) est vérifiée par rapport & [ = 0. On
définit jusqu’a avis contraire 7 relativement & .

e Soit O un voisinage ouvert du segment [0, v]. Il existe e > 0 tel que Cyl, |, ;.. C O, de sorte que :

Xn "
R(ZEE0) £ PolXa # OVIZ pre)

< PO(T(I\)vlnLE)n <n)+ PO(TCYI?,MHE,E < T(liUHE)”)'

Comme la proposition 16 montre que limsup,, %hl Py (Tcylg e <

premier terme. On se raméne a la suite (73 ) des temps de renouvellement de la fagon suivante : en notant,
pour u > 0,

T(?UHE)“) < 0, il suffit de s’occuper du

N, =inf {k>0| X,, -7 > u},

on a :

PolT¢ (| ey < 1) < Po(TNy payn—1 S 1)

La propriété de renouvellement permet de majorer Py (7. (jv|+c)n < n) pour ¢ >0, or on a :
LEMME 34. — Sous I'hypothése (T) on a, pour tout p >0 :

1 N, 1
li ~InPy(|— - > .
w1 (| g =g 22) <0
PREUVE DU LEMME. Soit p > 0. On note m = Ey[X,, - I|D = o0]. Par le renouvellement et les inégalités

de grandes déviations habituelles (X, - [ est exponentlellement intégrable sous Py par (T)), on a, pour tout
6>0:

lim sup — lnPO( I >k(m49)) <

u—oo U
et :
hmsup InPy(X,, -1 <k(m—10))<0

u—oo U

Or, par définition de N, (et parce que la suite (X, ) est croissante) on a :

PO(]:Z"E >p> = P0<Nu>u(%+p)>+Po(Nu<u< p)>
= B (S gy 1) B (X, 120
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d’otu le lemme par ce qui précéde. H
Concluons donc : pour n grand,

Py( ~1<n) < Py(ta, <m)+e "

TN (o) +eym

ou M, = L%J, et > 0 : le second terme correspond & la probabilité de I'événement { N(jy|4e)n <
T1 -

M,,}, qui se majore grace au lemme. A 1’aide de la propriété de renouvellement, on a, pour A > 0 :

Po(Tar,, <) Po((re —71) + -+ (T;m,, — Tt 1) <)
6)\nE0[6_>\T1|D: OO]M"_l

exp (An — A(M,, — 1)Ey[m1|D = o0] + (M, — 1)H()N)),

VANVANVAN

oit H(\) = In Eg[e~Mm—FolmlP=20)| D = oc]. Cette fonction H, définie sur [0,00), est de classe C*° (puisque
71 a des moments de tous ordres sous ’hypothése (T)), H(0) = 0 et H}(0) = 0, donc H(A) = 0y_o+(A), si
bien que, comme (M,, — 1)Ey[m1|D = oo] ~,, (14 ﬁ)n, ona,sil<c < ﬁ, en choisissant \ assez petit,
et pour n suffisamment grand :

Po(tar, < n) <exp(—c'n),

ce qui achéve la preuve du premier point.

e On se place maintenant dans le cas non-nestling : il existe I € S~ ! et € > 0 tels que P-p.s., Ep o[ X1 —Xo]-l >
e. (T) est vérifiée pour ce vecteur | (voir le paragraphe précédant la proposition 21 et la proposition 22) et
on définit 71 en conséquence. Soit @ un voisinage de v. Il existe 0 < vy < |v] tel que [vpD,v] C O; on note
alors C un voisinage de [0, v] contenu dans {z -1 < vy} ot v; < v-1, de sorte que @ = O UC est un voisinage
de [0, v] ce qui montre que, dans I'inégalité suivante :

R #0) < R(EE ¢ 0)+ R(S2 €C),

le premier terme du second membre décroit exponentiellement (par le cas général). Par choix de C , si
vy <wvy <wv-l,ona:

Xn

Py (— €C) < Py(X,-l<uvn) < PO(Tf)zn >n)+ Po(Tf,zn < n,il)m o @T12 < 00).
n von
Or la marche reste dans la boule de centre 0 et de rayon n (pour la norme || - ||) jusqu’au temps n, si bien que

par inégalité de Markov forte en Tf)w et invariance de [P par translation :

IN

Py(T!,, <n,T! , o Or <o) B (0,7)[Po(T2 ) 1y < 20)

B (0,m) [Po(X, > (03— v1)n)

IN

et ’hypothése (T) implique que cette probabilité décroit exponentiellement avec n. Le lemme suivant permet
de conclure quant au terme Py(T7,,, > n) et de terminer la preuve de ce point :

LEMME 35. — Sous (T)|l, dans le cas non-nestling, on a, pour tout ¢ > (v-1)~!:

1
lim sup " In Py(T! > cu) < 0.

U— 00

PREUVE DU LEMME. L’idée est toujours de se ramener & des variables indépendantes par le renouvellement, et
de faire alors appel a des inégalités de grandes déviations sur des sommes de variables iid. En I’occurence, se
placer dans le cas non-nestling assure (voir théoréme 25) que la variable 71 est exponentiellement intégrable
sous Py(-|D = o0) de sorte que, vu que 7, = 71+ (T2 —71) +- - -+ (T — Tk—1), On & pour tout a > Eo[r1|D = o0,
par 'inégalité de Cramer-Tchernoff habituelle :

1
lim sup z In Py(m, > ka) < 0.
k
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On se rameéne aux temps (7x)x de renouvellement a Paide de N,, (relatif a la direction 1) : N,, € N est tel que
m~,—1 < T! < 7y,. Pour tout ¢ > 0, on a, en utilisant cette inégalité pour passer & la seconde ligne :

Py(Eo[m1|D = oc] - Ny > ¢u) + Py(Eo[m1|D = 0] - N, < ¢u, T > cu)
Po(E()[Tl‘D:OO]-Nuzg’u)—f—P@(T[ Zu J >CU)

Po(T! > cu) <
<

Eg[r1[D=0c]

et le premier terme décroit exponentiellement avec n dés que ¢/Eg[r|D = o] > (v-1)~! grace au lemme
précédent (lemme reflem :nu), tandis que le second décroit exponentiellement avec n dés que ¢ < ¢ grace a
l'inégalité de grandes déviations rappelée ci-dessus (qui exploite I'hypothése non-nestling).

En choisissant donc (v-1)~! < ¢ < ¢, on obtient le lemme. &

o Il reste & voir la partie de I’énoncé relative au cas nestling. Il s’agit de mettre en évidence la possibilité dans
ce cas de ralentir la marche avec une grande probabilité, & ’aide de «piéges».

Soit U un ouvert rencontrant [0,v]. On choisit vy tel que (1 — y)v € U, et 1 < v < 72, proches de 7.
Soit 77 > 0. Une maniére de réaliser I’événement {XT € U} consiste & forcer la trajectoire a rester un temps
Y11n + ¢ < yon dans une région bornée de I'espace, fixée indépendamment de n, puis a lui laisser suivre son
comportement typique, proche de la convergence balistique, pendant un temps au moins (1 — ~;)n, de fagon
a avoir X,, approximativement égal & (1 — v )nv (voir figure 9).

Concernant la premiére partie de la trajectoire, montrons plus précisément qu’il existe L > 0 et un point x(
tels que xg -0 > L et :

1 e
liminf —In Py(Ts, > vin, T3 ., = Hz, € (11,721)) > —10.
n o n

On utilise les propriétés montrées dans la preuve du théoréme 3. Ainsi, on sait via ’hypothése nestling que,
si M > 0, on peut définir un événement &£y, (sur 'environnement) sur lequel, pour tout n assez grand, la

Py..-probabilité pour que la marche passe un temps n dans [—2£, 214 est supérieure a exp —@n . On choisit
; 272 M
donc M tel que ?MLz <, puis L = Vd2, de sorte que [-%,2]¢ ¢ B;. On choisit zo vérifiant 2o -0 > L.

Chaque point de By, peut étre relié & xy par un chemin qui reste dans le demi-espace {z - U < zp - 0} (2
Pexception du dernier point, zg), et de longueur minimale ; on note ¢ un majorant des longueurs de tous ces
chemins. Alors on a, pour n assez grand, avec la propriété de Markov :

Py(Tp, >0, T3,y = Hay € (110,721))

5~3¢0

> E[&m, Pow(TB, > 7in, la marche aprés X, )41 rejoint zo par un des chemins cités)]
> p(gM)e—%(L%nHl)ﬁc’

ce qui donne la minoration annoncée puisque :I"V[Lj'yl <.
Ensuite, si la marche vérifie H,, € (y1,72) et supg<y<p [X#, +1k — o — kv[ < pn avec p > 0, alors en
particulier, comme X, = Xp, 11 ot k € ((1 —12)n, (1 —1)n) :

Xn

lzol | (71—l V [v2 — y0l)|v]
an g
" ( Yo)v

<p+—+ <2p
n n

pour n assez grand, et donc % € U si p est choisi tel que B((1 —v)v,2p) C U. En somme, on a donc, pour
ce choix de p, pour n assez grand :

X,
Po(—* €U) > Py(Hy, € (1in,72n), max |Xu, 4r —xo — kv| < pn)
n 0<k<n
> PO(TEU-xg = Ha:o € (71”»72”)7 Do ®Hz0 = 00, Orgnka%(n ‘XHzoJrk — 2o — kU‘ < pn)
> Py(T3,, = Hey € (1an,720)) Po(D 0 O, = 00, max | X, +r — 2o — kv| < pn),

en utilisant la propriété de Markov sous P, et 'indépendance sous P des probabilités de transitions des
sites situés dans les demi-espaces {z -0 < z¢ -0} et {x - U > x0 - U} (D est relative a la direction v). Au vu
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de ce que l'on vient de démontrer sur le premier facteur ci-dessus, et de la conséquence simple suivante de la
balisticité et du fait que |X,+1 — X,,| = 1 pour tout n :

Xk kv

n n

— 0,

n

Py(-|D = 00)-p.s.
0 (-] OO)ps,OrSn]g;cn

on obtient : ) x
liminf — In Py(=" € U) > —n.
non n
Ceci vaut pour tout > 0, d’ou la fin de la preuve du théoréme. [

Dans le cas nestling, ce théoréme montre le role du segment [0, v] : pour tout € > 0, la probabilité pour %

d’étre & une distance > ¢ de [0, v] décroit exponentiellement avec n, tandis que, quels que soient 0 < a; <
ag < 1, pour tout € > 0, la probabilité pour XT d’étre a distance < e du segment [«v, av] décroit moins
vite qu’exponentiellement. On s’intéresse maintenant & des majorations plus fines faisant apparaitre le role
de v dans le segment [0, v], en travaillant donc & une vitesse plus lente qu’exponentielle.

THEOREME 36. — On suppose d > 2, et (T) satisfaite. Pour tout voisinage O de v, on a, pour o < f—j_il :

1 X5

De plus : dans le cas plain nestling, pour tout ouvert U rencontrant [0, v],

lim sup
n

liminf; In Py <Xn € U) > —o0.
n (Inn)d n

DEMONSTRATION. o Soit O un voisinage de v. Le raisonnement est trés proche de celui du cas non-nestling

dans le théoréme précédent, & la différence prés que I’on n’a plus la méme estimée sur la queue de la distribution

de 7 (ce qui va compliquer les calculs de grandes déviations). On choisit vg < v; < |v| tels que [vov,v] C O,

et un voisinage C de [0, v?] inclus dans {z -7 < v1}, de sorte que @ = O UC est un voisinage de [0,v], ce qui

montre que, dans l'inégalité suivante :

R #0) < R(EE ¢ 0)+ R(S2 €C),

le premier terme du second membre décroit exponentiellement grace au cas général. Par choix de C, on a, en
choisissant v1 < vg < |v] :

X

Po(ﬁ €C) < Po(Xn -0 <vin) < Po(T2, >n) + Po(To,, <n,Tp,, 0 Org < 00).
Or la marche reste dans la boule de centre 0 et de rayon n (pour la norme || -||) jusqu’au temps n, si bien que

par inégalité de Markov forte en szn et invariance de P par translation :

IN

Py(T? < n,i?m 0O < 0)
von

van

|Bﬁ“ (O, n) ‘PO (fi(vz—vl)n < OO)
B (0. m)|Po (X, = (02 = )

IA

et ’hypotheése (T) implique que cette probabilité décroit exponentiellement avec n. Au vu du théoréme 27,
le lemme suivant permet de conclure quant au terme Py(7,,, > n) et de terminer la preuve de ce point :

LEMME 37. — On suppose (T)|l. Si @ > 0 est tel que :

1
lim sup o) In Py(m > u) <0,

alors, pour tout ¢ > (v-1)~!:

1
lim sup T In Py(T > cu) < 0.
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PREUVE DU LEMME. On procéde comme pour le lemme 35 : on se raméne d’abord aux temps (7%)x de
renouvellement & ’aide de N,, (relatif a la direction ) et on utilise des inégalités de grandes déviations pour
sommes de variables i.i.d.. Pour tout ¢ > 0, on a, en posant m = Ey[r|D = o0] :

Py(T > cu) Py(N, > ¢u) + Po(mN, < cu, T. > cu)

<
< PQ(T?LNHZFCVU)-I-P()(TL;TUJ >C’LL)

m

et le premier terme décroit exponentiellement avec n dés que ¢/m > (v -1)~! grace au lemme 34. On va
montrer que pour § > 0 :

1 -
lim sup e In Py(m, > n(m+96)) <0,

ce qui traitera le second terme pour ¢ < ¢ (en définissant n = L%"J et £ =1+ %), et le lemme s’obtiendra en

choisissant ¢ tel que (v-1)~! < ¢ < c. Par la propriété de renouvellement, si 71,7, ..., 7, sont des variables
aléatoires indépendantes et de méme loi sous P que 71 sous Py(:|D = 00), on a :

Py(7 > (i +0)) < P(ﬂ o T > g(ﬁwé)) + P (7'1 > g(mm)),
et il suffit donc d’aprés 1'inégalité de 'hypothése de démontrer :

. 1 ~ L~ ~ -
hmnsup Ton)= InPy(7h +T2+ -+ T >n(m+9)) <O0.
L’hypothése fournit p > 0 tel que, pour u grand, P(77 > u) < exp(—p(lnw)®). Pour obtenir I'inégalité
annoncée, on tronque «correctementy les variables 7;, avant d’utiliser I'inégalité de Cramer-Tchernoff : pour
n grand,

~ - _ _ n N _ B N "
P(Tl++7n2n(m+6>) S nP<T1>(lnn)a+1>+P(T1++Tn2n(m+5), SngiS(lnn)aH>
—u(lnn)® —(Inn)® (F+6 )~ n n
< ne p(Inn) +e (Inn)*( B |:6 m 1’7.1§W :
et :
()~ n - n Tnmya¥T (Inn)® mne N
" ) < = P < Taooup > d
‘ = (1nn)a+1] (Tl = (lnn)a+1> +/0 N (71 > w)du

IN
—_
—~
—
B
S
~—
Q
B
5
2
|

/ P(7 > u)du
0

1+(h1:)a<7%+g) Sexp((m:)a (771+g>)

P(?l NI 5:“ > n(’ﬁl + 5)) < e—%(lnn)u n e_(lnn)u(%+5)e(lnn)“(ﬁri‘%)

IN

d’otu, pour n suffisamment grand :

)

ce qui donne la majoration annoncée. H

e On suppose que la marche est plain-nestling. Soit U un ouvert rencontrant [0, v]. Il existe 0 < v1 < vo < |v]
et un voisinage O de [0,v] tels que {x - v € (v1,v2)} NO CU, d’ou :

Xn X,
PO(7€U)ZPO( Y

€ (vi,v2)) — PO(% ¢ 0).

Le dernier terme décroit exponentiellement via le théoréme précédent, donc il suffit pour conclure de montrer
que :

1 X, v
lirnninf ()’ In Py < p Y € (vl,v2)> > —o0.
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On raisonne ici encore comme dans la preuve du théoréme précédent, a la différence prés que ’hypothése
plain-nestling rend la réalisation d’un «piége» plus efficace. Au lieu d’un piége de taille fixée, on crée ici un
«piége naify qui a une taille de I'ordre de Inn. En utilisant les propriétés vues dans la preuve du théoréme 3,
on peut en effet construire, pour r = ryInn, un événement ayant une P-probabilite > e~#(» M et sur lequel,
avec une Py ,-probabilité > ¢y (olt ¢y > 0), la marche passe un temps > (1 — vy)n dans la boule B¢(0,r).
Pour tout 7, on choisit un point x¢ € B%(0,2r) vérifiant zo -9 > 7 et on définit c¢(= O,(Inn) = 0,(n)) de la
méme maniére que dans la preuve du théoréme précédent, de sorte que, de facon trés similaire :

1 _
limninf ) In Po(Ty, 5 = Hzo € (1 —v1)n, (1 —v2)n) > —o0,

et, pour p > 0 assez petit :

Po(X,,0 € (vy,v2)n) > PO(TJ?O_@ = Hy, € (1-v1)n, (1-v2)n), DoOy, < oo, sup |Xpu, tr—z0—kv| < pn).
0<k<n

On conclut en utilisant la propriété de Markov et I'indépendance de la méme maniére que dans la preuve du
théoréme précédent. [

4.4 Théoréme central limite

La majoration de la queue de la distribution de 7; obtenue dans la partie 4.2 (cf. théoréme 27) permettait
de montrer, si d > 2 et sous ’hypothése (T), intégrabilité de 71 sous Py et ainsi la convergence balistique
Py-p.s.. En fait, ce résultat montre aussi que ’on a, sous ces mémes conditions :

E0[7'12‘D = OO} < 0.

(en écrivant Eo[r*] = [;° kt* "1 Py(r1 > t)dt, on voit méme que 71 admet des moments de tous ordres sous
Py) De la on peut déduire, a la suite d’A.-S. Sznitman dans [5], un théoréme central limite relatif a la suite
des processus (Byf');>0, n > 1, définis par :

1
our tout t >0, B! = —(X — |tn]v).
p > \/ﬁ( tn) — [tn]v)
Pour tout n, B™ est une variable aléatoire & valeurs dans I'espace D(R ,R?) des fonctions R, — R continues
a droite avec limites & gauche («cad-lagy») muni de la tribu engendrée par les fonctions x +— z(t) € R? pour

tout ¢ > 0. Cette tribu est aussi (voir [2]) la tribu borélienne pour la topologie dite de Skorohod, déduite de
la distance de Skorohod :

d:(z,y) — d(z,y) = }1\15\ <’y()\) Y /000 e " 31;13 |[x(t Aw) —y(AE) Au)| Al du)

ou A est I'ensemble des fonctions A : [0,00) — [0,00) strictement croissantes, lipschitziennes, de fonction
réciproque lipschitzienne, et vérifiant A(0) = 0 et A\(t) —;—0 00, €t oll, pour A € A :

At) = A(s)

s—t

v(A) = sup |ln

0<s<t

(par la définition de A, on a y(\) < c0). On peut alors énoncer :

THEOREME 38. — On suppose d > 2, et la condition (T) vérifiée. Sous Py, la suite (B™),,>1 converge en loi vers
un mouvement brownien dans R? de matrice de covariance non dégénérée :

Eo[(X;, —mv) (X, —mv)|D = oo].

A =
Eo[T1|D = OO]

(c’est a dire par exemple que si Z est une matrice racine carrée (symétrique) de A, Z est inversible, et la loi
limite est la loi de ZB., ou B. est un mouvement brownien standard de Rd)
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DEMONSTRATION. © De méme que pour la balisticité, on prouve un premier résultat pour la suite (X, ), &
I’aide de la propriété de renouvellement, que I’'on étend ensuite au processus initial. Pour tout j > 0, on note :

Zj=Xojoy = Xy = (T2 — i)V
et, pour m > 0,

Sm=3_Zj=Xr, ., — Xr, = (Tns1 — ).
j=1

m
Pour s réel positif, 3, désigne l'interpolation linéaire de (X,,)m>0. Compte-tenu de la propriété de renou-
vellement (théoréme 9), le théoréme d’invariance de Donsker montre que la suite des processus (continus)

L. +>0, m > 1, converge en loi vers un mouvement brownien de R? de matrice de covariance :
Vm 2 8
Eo[(X,, — 1v) (X,, — 1v)|D = 0] = Ey[m1|D = o0] A.
Pour se ramener a I’échelle de temps initiale, on définit, pour tout n :
kn =sup {k > 0| 7 < n},

de sorte que 7, < n < 7k, +1. De laloi des grand nombres pour la suite (7% ), et de encadrement qui précéde,

on déduit :
ky, 1

Py-p.s., — e B —
0P L Boln|D = od]

Voyons ce que donne le théoréme central limite. Soit a > 0. Pour n assez grand, on a, en posant u = Eil —ay/n
(pour abréger, E := Ey[r1|D = 0)),

2 a2 p?

Eia? 4u
= P0<TLHJZ’U,E1+ 9 1+042E%_1

—uE 3/2
< PO<T“”7“>O‘E1
Vu 2

%(m<7l—aw0 - Pk s/ N <u
Ky wBy 4+ 22 <\/1+ du —1)

(a I'aide d’une étude de fonction), donc en notant Fy = FEo[r2|D = oo], le théoréme central limite pour la
suite (7, ), donne, N étant une variable gaussienne standard sous P :

. n aBY?N 1 _ca?
limsup Py | k,, < — <P(N >3 =)< 5 o
i sup 0( " S Bl =] oz\/77> <P(N 2 575) < 3¢
3
ou C = 8%2. On peut procéder de méme pour une majoration de k,, d’ou finalement ’'inégalité :
. n —Ca?
pour tout o > 0, limsup Py | |kp — —————| >avn | <e .
n EO [7'1|D = OO]

Soit € > 0. On a, pour tout n :

1 1
Po\ 75 PP = 2| s >e| = P =Pk — X . > e,
+P0< n >a\/ﬁ>

S
" EO [7’1 |D = OO]
et, en utilisant la propriété de renouvellement :

n

b — =
Eo[ni|D = o]

<)
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"
Eo[Tl‘D = OO}

1
Py | — by , )
’ (\/ﬁ \k\gs(?\}/)ﬁﬂ | mortm=mr | K Ena==1 ‘ ~ 5)

1
Pl — sup || >e |,
VI o<k <20 m+2

kn —

<o)

IN

IN

d’ou, pour tout o > 0 :

1 2
limsup P, < ‘Ekn - . ’ > 5) < hmbup P sup  |Dp| >e | +e ¢
n Vn | morto==a1] \f 0<k<3ayn
1
< limsup Py < sup |Xg| > 3> +e”
n N 0<k<n
S e_CQQ

(par la loi forte des grands nombres, Py-p.s., En—" —, 0 et donc %supogkgn Yk —n 0). Ce qui précéde vaut
pour tout o > 0, donc on a montré :

1

NG

De méme, pour tout réel ¢ > 0, on montrerait :
1

NG

Au vu de la convergence en loi montrée plus haut, on en déduit que la suite des processus (ﬁz’ﬁm | )t>05

(Ekn - EL n J) converge vers 0 en Fy-probabilité.
Eol

T1|D=00]

(ka — EL e J) converge vers 0 en FPy-probabilité.
Eol

71| D=00]

n > 1, converge au sens des lois fini-dimensionnelles vers un mouvement brownien de R? de matrice de
covariance A.

Pour obtenir une convergence en loi, il s’agit de montrer que cette suite de processus est tendue. On utilise

pour cela le critére du corollaire 7.4 de [2]. Le premier point de ce critére est assuré par la convergence en loi &

t fixé montrée ci-dessus. Quant au second point, & ’aide de la tension de la suite (ﬁzn) (elle converge en
n

loi), il se déduit du fait que, Py-p.s., pour tout T' > 0, la suite des fonctions f,, : t — %kLtnP n > 1, converge

uniformément sur le compact [0, T] vers la fonction f : ¢ +— m, ce qui résulte d’un théoréme de Dini

puisque chacune des fonctions f, est croissante, f est continue, et il y a convergence ponctuelle presque-sire
comme montré précédemment. On obtient ainsi :

1
N
Enfin il faut se ramener & X, (au lieu de XTkLt J ). On remarque que, Py-p.s., pour tout 7 > 0, pour tout
t<T,

k.., converge en loi vers un mouvement brownien de R? de matrice de covariance A.

N

]w < X+ 0] 1K g — X, |+ (L] — 70 )0l

1
fzktw

Tk+1 — Tk
< 2(1+|v sup _
t DOSkSk‘LTM vn

or, par la propriété de renouvellement et la majoration ak, < 1, <n:

Py ( sup AL TR u) < Po(r >uvn) + P0(7'1 > uy/n|D = o)

0<k<kirn, V1T

T+1 1
nl + ——Eo[n® 7 > uy/nlD = o]
U

IN

Po(Tl > U\/’Tl)

a

=l
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Ainsi, pour tout 7' > 0, la suite (sup0<t<T ‘B{L — ﬁzkuw ) converge vers 0 en Py-probabilité. La
- - n>0

distance de Skorohod entre B! et ﬁzkm , converge donc aussi vers 0 en Fp-probabilité. Par le résultat de

convergence obtenu plus haut pour ﬁzkw |» on a la convergence en loi de B annoncée.

o Il reste & voir que la matrice A (symétrique positive) est non-dégénérée. Soit w € R? tel que wAw = 0. Vu
la définition de A, on en déduit :

Py(-|D = c0)-p.s., (Xr, —71v)-w=0.

D’aprés le théoréme 17, on peut supposer que a est suffisamment grand pour que I’ensemble {x VA } 0<x-l< a}
soit connexe (a > 2v/d convient). On choisit x € H = o{zez? | z-1 < a}. Ce point satisfait :

PO(X51 =x,5 < D) >0

(on rappelle (cf. page 12) que S; = T) et méme, pour tout n > 0, (en introduisant par exemple une boucle
dans un chemin de 0 & « restant dans {z € Z*| 0 <[ -z <a}):

P()(Xsl =z,n< Sl < D) > 0.
On a donc, pour tout n >0 :

Py (X, =z,n<m=5,D=x) = Py(Xs, =2,n< 5 <D,DoBg, =)
E[P,(Xs, =2,n < S1 < D)P, (D = o0)]
= Po(X51:$,n<Sl<D)P0(D:OO)

> 0,

en utilisant la propriété de Markov forte en S; et 'indépendance sous P. Revenant & w, on doit donc avoir,
pour tout n > 0 :
|z - w| > nlv-wl,

ce qui impose v - w = 0. Mais alors la condition sur w devient : Py(-|D = 00)-p.s., X, - w = 0, et comme
pour tout x € H, Py(X,, = z|D = 00) > 0, on a finalement :

pour tout z € H, w-z = 0.

Or on peut facilement trouver d points vectoriellement indépendants dans H, d’ou w = 0. Ceci conclut. [
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>C7
:

F1G. 6 — Pour avoir XTUﬁ L 1>0, il suffit pour la marche de traverser chacune des N boites (translatées de
Bs g,a1) ; voir proposition 29

B gy, 1.(w)

B gy.(w)

Ei.,m Lo(w)

i} R(w) >

AL Ly L%

FiGg. 7 — Exemple de chemin utilisé pour la proposition 30; ici, NV = 3, et & la sortie de la deuxiéme boite la
marche est ramenée vers By g,,r, selon un chemin fixé
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By p(w)

) B"’m\ 9, Bopi r— - 0 - — — — — — — — 7 r o7
w ! /
|
| I 1
T | Rlw+ =+ I !
I E e T T e B N e B e S s . s A £ (w+ 2 + jLY)
= 2 \
+ '\
. B \ ‘
| I
| |
L
[ N |
7
E——

By px(w+ 2z + jLY)

Fia. 8 — Illustration de I’étape de renormalisation (lemme 31)

< ) +e<qen

FiG. 9 — Type de comportement utilisé pour la minoration dans le cas nestling (théoréme 33)
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5 Critére effectif

La proposition 21 fournit un critére pour la condition de Kalikow (donc en particulier pour (T) et la
convergence balistique) qui est aisément vérifiable par simple inspection de la loi u. Idéalement, on aimerait
avoir un tel critére qui soit équivalent a (T). En effet, le critére (T) tel qu’introduit initialement fait intervenir
la variable X* , ce qui rend le rend difficile & vérifier, et la formulation équivalente donnée dans le corollaire 18,
bien que plus commode, exploite tout de méme la distribution de sortie d’une bande infinie. Le but de cette
section, basée sur l'article [7] d’A.-S. Sznitman est l'obtention d’un critére «effectify, au sens ou il ne fait
appel qu’a des probabilités d’événements se vérifiant par inspection d’'une boite finie. Si une procédure de
vérification de ’hypothése reste toute théorique (on traitera tout de méme un exemple d’application au
paragraphe 6.6), ce critére fournit par ailleurs des informations sur les conditions de balisticité, comme on le
verra dans la section suivante.

5.1 Notations et énoncé

Soit [ € S~1. On note R une rotation de R? telle que R(ey) = I. Pour L, L', L > 0, on définit alors :
B=B(R,L,L',L) = R(—L,L') x (=L, L)* ") n z¢,
0+B=0BnN {a:EZd| l-x>L|R(e) - x| <zpouri:2,...,d},

puis, pour tout w € Q2 :

POM(‘XTB ¢ 8+B) _ qB(w) (E [0 OO])

Poo(Xr, €04B)  ppw) ’ 7

ou pp(w) =1 —gp(w) = Py (X7, € 0+B). En dimension 1, la définition correspondant a pp(w) (resp. &
qp(w)) est la probabilité de sortir du segment [—L, L'] par son extrémité droite (resp. gauche); dans la suite,
la preuve consistera & plusieurs reprises & se ramener & la dimension 1 (par «projections)

pB(w) =

L’hypotheése (T) est liée a la décroissance de la probabilité de sortir d’une bande infinie par un coté plutot
que par 'autre lorsque I’épaisseur de la bande tend vers I'infini, et c’est donc cette probabilité que I’on cherche
a majorer ; pour une boite B(R,L,L L) qui ressemble & une bande infinie, c’est & dire avec L >> L, cela
revient approximativement a etudler la décroissance de ¢p, ou encore de pp (en ayant en téte 'importance
de cette quantité en dimension 1), avec L. De 14 I'idée suivante pour obtenir un critére effectif : partant d’une
majoration de E[pp] pour une boite B donnée, on peut chercher a en déduire une estimation similaire pour
une boite plus grande et surtout plus «largey, de facon & pouvoir ensuite construire par récurrence une suite
de boites (By)x ressemblant de plus en plus & des bandes infinies et pour lesquelles on dispose de majorations
de E[pp,]- C’est ce que traduit le critére suivant, d’apparence assez technique :

THEOREME 39. — Soit d > 2. Il existe des constantes ¢, ¢’ > 1 telles que, pour tout [ € S¥~1, s'il existe a € [0, 1],
une rotation R telle que R(e;) = I, et des réels L > ¢/, 3v/d < L < L? tels que, avec B = B(R,L—2,L+2,L) :

3(d—1) _
c (m ) LA 3E-DHE 9] < 1,
K

alors, pour tout I’ dans un voisinage de [, pour p > 0 assez petit,

1
pour tous b, b > 0, llirljolip Lexp(—p(In L)172)

In Po(T",, < T};) <0.

On remarque que la conclusion du théoréme implique que, pour tout v € (0,1) (mais a priori pas pour
~v = 1), pour tout !’ dans un voisinage de [, pour tous b,b > 0,

1 /
lim sup — lnPO(T <Tl) <0
L—o0 Ly

Si on se rappelle du corollaire 18, cette propriété apparait trés proche de la condition (T), bien qu’a priori
plus faible. C’est en fait ce que 1’on appellera la condition (T’) dans la partie prochaine, et on verra alors que
la réciproque du théoréme précédent (et méme une assertion plus forte) est vraie.
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5.2 Etape de renormalisation

Comme expliqué plus haut, on cherche & majorer E[pp] en fontion de la méme quantité pour une boite
plus petite, et surtout moins large. Ainsi, on pourra faire fonctionner une récurrence qu’il suffira d’initier
correctement.

On s’intéresse aux boites By = B(R, Lo — 1, Lo + 1,E0) et By = B(R, L1 — 1,11 + 1,Z1), ol R est une
rotation quelconque et ot 3vd < Ly < Ly et 3vVd < Ly < Ly (les minorations assurent que les boites
contiennent suffisamment de points de Z?). On note pg = pp, et p1 = pp,, de méme pour ¢ et p, ainsi que :

-~ L
Nozfov no = LNOJa Nozf(l)

On aura besoin de controler la longueur de chemins dans Z? qui restent proches de segments. Pour w;, wy €
R, on note V(w1,ws) 'ensemble des sommets des cubes z + [0, 1], z € Z¢, rencontrant le segment [w, ws).
(’est, une partie connexe de Z? (schématiquement : chaque point de [w;,ws] appartient & I'un des cubes
z + [0,1]¢ ci-dessus; si un point appartient & deux cubes, la réunion des sommets de ces deux cubes est
connexe; le segment [wy, we] est connexe), et on peut trouver une constante c¢;(d) > 1 telle que, pour tous
wy,ws € R, pour tous x1, x5 € V(wy,ws), il existe un chemin de longueur inférieure & ¢, (|z — 2| V 1) dans
V(wq,ws) reliant x1 & x2 (on peut supposer que wi,wo appartiennent a des cubes contenant z; et z2; la
longueur d’un chemin peut alors se majorer par le nombre d’arétes des cubes précédents, le nombre de cubes
se majorant par exemple par le volume d’un cylindre autour du segment [wy, ws] les contenant tous).

PROPOSITION 40. — Il existe ¢o > 3v/d, c5,cq > 1 tels que, si Ny > 2,Lg > ¢y et J\~/'0 > 48Ny, pour tout
aec(0,1]:
LB 157]80 No+1 ng+m—1
a/2 —10c Td— T Fd— a 2
R P o Ao B SN CT Ty
m=0

DEMONSTRATION. Soit w € Q. Comme ¢; (w) = Py, (sortie par le fond de B;)+Fp ,(sortie par le bord de By),
on va commencer par établir des majorations de chacun de ces termes, c’est a dire, en notant :

T = inf {n > 0] il existe j > 2 tel que |X,, - R(e;)| > Zl},

de PO,w(Tl—(Ll—U < T/\T£1+1) et de Py (T < TZ—(L1—1) A T1é1+1)'

e On commence par le premier terme : probabilité de sortir par le fond plutdt que par le dessus. On se raméne
4 un probléme unidimensionnel en considérant les instants de traversée d’hyperplans paralléles au fond et au
dessus, et espacés de Ly (de fagon a faire apparaitre pg) : pour tout i € Z, on note H; I’ensemble des points
de Z% les plus proches de I’hyperplan {z -1 =1Ly}, et on définit la fonction I : R¢ — Z par I(x) = i lorsque
x € [iLg — %,iLo + %), ainsi que la suite de temps d’arréts (V) par :

Vo =0,
Vi =inf {TL >0| X, € HI(XO)—l U HI(X0)+1}

et, pour tout k> 1 :
Vig1 = Vi + Vi 00Oy,.

Pour z € R?, on définit encore g(z,w) = Py o (Xv, € Him)-1) =1 — p(z,w) et, pour i € Z :

pli,w) = sup {qA(x’w) ‘ x € H; et |R(e;) - x| < Ly pour tout j > 2}.
plx,w)

Enfin, par analogie avec les fonctions harmoniques en dimension 1, on définit la fonction f : {k € Z| k < ng + 2} x
Q — R par : pour tout i < ng + 2,

o= S I —

~ w .
i<m<no+1m<j<ng+1 p(], )
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En particulier, f(ng + 2,w) =0 et f(ng + 1,w) = 1. Dans la suite, on notera f(i) au lieu de f(%,w).
La fonction f est telle qu’en dimension 1 (et si les H; sont réduits & un point), P-p.s., la suite (f(Xy,, ))m est
une martingale sous Py ,, par rapport & (Fy,, )m ; ici, vu la définition de p, en notant :

7 =inf {m > 0| Xy, € Hpyiz UHin, ou Vi > f}

qui est un temps d’arrét pour la filtration (Fy,, )m, f vérifie :

P-p.s., (f o I(Xy,

mAT

))m>0 est une surmartingale sous Py ., par rapport & la filtration (Fy,, )m>o-

En effet, pour tout m > 0, f o I(Xy,

mAT

Eoulf o I(Xvi i NFv, ] = fol(Xv,, )irem + Bowlf 0 I(Xv,,). 7 > m|Fy,]
= fol(Xv, ) lir<m) + Exy wlf o I(Xv)]1rsm)

en utilisant la propriété de Markov pour le second terme; or, Py -p.s., sur {T > m}, Xy, € Hi(xy,,) et

) est mesurable par rapport & Fy,, (et intégrable), et on a, Py ,-p.s. :

|R(ej) - Xv, | < Ly pour j > 2, et donc p(I(Xy,,)) > 4Xvin) i bien que, sur cet événement, Py -p.s. :

= p(Xv;p,)
Ex,, wlfol(Xy)] = fol(Xy,)+d(Xv, ) (f(U(Xy,,)+1) - f(I(Xy,)) +3 Xy, )(fI(Xv,)—1) = f(I(Xv,)))
N N 1 1
= fol(Xy,)+ (—P(va) + Q(va)ﬁ(I(XVm))> I(va)lggnoﬂ 5G)

< fol(Xv,),
ce qui donne finalement Eo . [f o I(Xv,, ., )|Fv,.] = foI(Xy,

mAT

), comme voulu.

Cette surmartingale est de plus bornée P, ,-p.s. (d’aprés le choix de 7), et 7 est fini Py ,,-p.s., d’ott 'on déduit,
par un théoréme de convergence des surmartingales et en remarquant que, lorsque fﬂ (Li—1) < T A T£1 i1
I(Xy.)=1-ng:

10) 2 Boulf o I(Xv,)] 2 f(1 = n0)Pow(T! (1, 1y <T AT}, 1),
d’ou :
PO,w(Tvlf(qu) <T AT} ) < f(lf(%
Il restera & estimer p en fonction de py en remarquant que p(x) > pg o t, (un moyen d’atteindre I’hyperplan
H;+1 avant H;_1 en partant de x € H; consiste a sortir de la boite x + By par sa face supérieure).

e Majorons maintenant en fonction de pg la probabilité Py, (T < fl—(Ll—l) AT} ) de sortir de By par
ses faces latérales (par opposition aux faces supérieure et inférieure, orthogonales a [). Quitte a multiplier le
résultat obtenu par 2(d — 1), on peut se contenter de majorer la probabilité que la marche sorte par la face
constituée de points x tels que z - R(eg) > Ly : Po(X1p, - R(e2) > Ly).

L’idée est la suivante : on découpe la demi-boite By N{xz- R(e2) > 0} en tranches paralléles & la face de sortie :
pour atteindre le bord, la marche doit donc traverser chaque tranche. Or I’épaisseur des tranches est choisie
de telle sorte que si la marche entre dans une tranche en z et sort successivement des boites Bél) = x9 + By,
B(g?) = XTB(I) + By, ... par leur face supérieure, elle quitte la boite By par sa face supérieure avant d’avoir

0

atteint la tranche suivante. Pour atteindre la face choisie, la marche doit donc, & chacune de ses entrées
dans les tranches successives, éviter de suivre les faces supérieures des petites boites Béi) (intuitivement,
I’hypothése faite sur pp assure que la sortie par la face supérieure de By est la plus probable).

Précisons cela. Comme le nombre de petites boites successives traversées par leur face supérieure avant de

quitter B; est au plus % (elles se chevauchent & moitié, voir la figure 10), donc inférieur a 2( H—;J +1) =

2(ng + 1), il suffit, pour que les tranches satisfassent la propriété voulue quel que soit le point d’entrée z,
qu’elles aient une épaisseur supérieure a Lo = 2(ng + 1)Lg, d’oit le nombre suivant de tranches :

P N
|~ 2<n0+1)zo B 2(ng +1) |



(k+ 1)L

kLo

o

O
Tp

1

(k=1)Lo

Fi1G. 10 — Deux des «tranches». Les petites boites sont des translatées de By. Les boites en pointillés en haut
rappellent le choix de 1’épaisseur des tranches, et la trajectoire illustre le type d’événement «a éviter» pour
quitter By par le coté voulu

Les tranches sont alors, pour £ =0,...,J :
ci(k)y={we Rd} w- R(ez) € [k, k+1)Lg et |w- R(ej)| < L, pour j > 3},

et I’ensemble des points visitables pendant le parcours qui suit les faces supérieures des boites B(()i) avant de
quitter By est contenu dans la tranche «élargie» :

E(k): {LL’EZd‘ min)|:v—uu_§f/0—z0:(2n0+1)zoetx~l€(—L1—|—1,L1—1)},

wece, (k
ou |z| 1 = max;>2 |z - R(e;)|. Notons, pour k > 0, le temps d’entrée dans la tranche ¢ (k) :
o =inf {n > 0] X,, - R(e;) > kLo}.

Alors, par les considérations précédentes, & 1'aide de la propriété de Markov forte (aux instants successifs de
sortie des petites boites) :

2(710-‘1—1)
Px, o(Tp, <0ki2) > ( inf pgo tw(w)> = (k,w).
zec(k)

On a donc, par propriété de Markov forte en o;_o :

Po(X1p, - Re2) > Ly) Py(os <Tg,)
E[Pow(os—2 <Tp,)(1 —¢(J - 2,w))

1 _
E[Pw(0s-3 <Tp,)(1 —¢(J - 2,w))

INIAIA

et les deux facteurs de 'espérance sont respectivement mesurables par rapport & o((w(y;))y. r(es)<(J-3)L0)
et & o((w(Y,°))y-R(es)>(7—3)L, ), donc indépendants sous P :

PO(UJ < TBl) < Po(O'Jfg < TBI)E[l — w(J — 27(,0)].

Or :
B[l —w(ke)] < 2mo+ DEL~ _inf poot.]
< 2(no + 1)|e(J — 2)|E[qo]
<

~ L3~
cs(d)LY QﬁLOE[QO]v
o
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donc, & ’aide d’une récurrence :

~ L3~
Pyo(oy <Tpg) < <C5(d)L‘1i QLéLoE[qO]) Py(oj—3 < Tp,)
J
LB L5
< (Cs(d)Lf 2L2 LOE[CIO])
Comme L%J > 12]5;20 = 151{}0 (en utilisant Ny > 48 Nyp), et puisqu’il y a 2(d — 1) faces latérales, on obtient :

o Il reste & assembler ces deux majorations pour obtenir la formule annoncée. On a :

A
(1= A4)

IN

1
oil A = POM(TL(LH) <TATE 3)+ Pou(T < TL(LH) AT} ). Sur Pévénement :
g = {w € Q‘ POM(T S fl—(lq—l) A T£1+1) S HQCILI}

(notons que 'on peut majorer P(G¢) grace a ce que 'on vient d’obtenir), la premiére majoration donne :

F(0) + f(=ng + o b
(F(—mo+ 1) — J(0) — F(—no + Droeit);

p1 <

On a:
no+1

ZH% I 5+ 0 =

m=—no+1 j=m+1 —no+1<j<no+1 0<izner1 PU

f(=ng+1) — f(0)

73)

Or, si zg € H;, il existe un point de Z4n {z-1>x9-14+ Lo+ 1} a distance inférieure & 1+ Ly + Vd de xo,
et donc un chemin de longueur < ¢ (1 + Lo + \/&) de 'un & l'autre restant dans zg + By (voir au-dessus de
I’énoncé de la proposition), d’ot (voir aussi la fin de la preuve de la premiére majoration) :

‘ -

() > 16(-750) > pg oty > KC1(L0+1+\/E) > r2c1lo
1

=)

(Lo > 3v/d > 1+ +/d). Ceci donne :

H Al Z 2¢1Lo(no+2) 2 KJ4CIL1
0<i<nys1 PU)
et :
o Ly
_ —2c1Lo2n ~l —4c L
f(—no—l—l)— Z H 7/\(]) §(2n0+1);§ 1Lo OSBLOK il
—np+1<m<np+1j=m+1

d’ou :

11 L f(eng+ DRt > gteals 3P sal _ e, (1 ~ Lapeet) >0
0<i<not1 p(j) Ly Lo

01L

des que Lo > ¢y oll ¢2 = supy~g 3Lk < 00 (on comprend le choix de G). Pour Ly > ¢o, on a donc :

f(=no +1) = f(0) = f(=no + )" 51 > 11 L

—nop+1<j<no+1
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On a ainsi minoré le dénominateur par un produit. Comme ci-dessus, si Ly > ¢z, f(—no + 1)x%1F1 <

5¢q1 L c1 L
3L1'201 L < 3L1201 L < 1= f(no+1) < £(0), ce qui permet d’écrire, toujours sur G :

-1

1
p1 < = | (f(0) + f(=no + 1)r"*)
' —n0+11§_]['§n0+1 p(j) ’
< II  26) )20
—no+1<j<no+1
< ¥ I ).

0<m<no+1 \ —no+1<j<m

d’ott, pour tout a € (0,1), en utilisant I'inégalité (u + v)%/? < u%? + v*2 (u,v > 0), puis l'inégalité de
Cauchy-Schwartz pour séparer termes d’indices j pairs et impairs, et enfin I'indépendance entre les p(j) dans
les deux familles des termes d’indices pairs et impairs :

a/2
Ep%6] < 2 Y E II 720
0<m<no+1 —no+1<j<m
<2 ¥ 1 EGu)2

0<m<ng+1 —no+1<j<m

Soit —ng +1 < i < ng+ 1. Quel que soit & € H; vérifiant |R(e;) - x| < Zl pour tout j > 2, on a % < pooty,
d’ou :

E[(n(2))"]

IN

E[max {(po 0 t;)* | x € H; et |R(e;) - x| < L, pour tout j > 2}}

caL{ " E(po)°]-

IN

En associant les inégalités précédentes, on a finalement, :

IN

E[p;’?] Elp}”*,G°] +Elp;’*,g]

ng—1+m
pl

RG2S (alfEp) T

0<m<np+1

IN

d’ot le résultat de Pénoncé a l'aide de I'inégalité de Markov : P(G€) < k%1L1 Py(T < Tl—(Ll—l) ATE ), et
de la majoration de cette derniére probabilité obtenue précédemment. []

5.3 Récurrence
Commencons par réécrire la majoration précédente sous une forme qui se préte mieux & un raisonnement
par récurrence.

On a, puisque 0 < a <1 : E[g] < E[¢¢] < E[pg]. Par ailleurs :

SRy - DU L\*Ly -~ N3
L7210, = [971L <1> e Ay M
g b L Ly b 0

et Ly > 1 donc, si Ng’ = ]\70, I'inégalité de renormalisation donne :

Ng o No+l

9 . Al - ng +27n71
Elp}/*] < ¢ ( (eaZf " LoBlpg]) ™ + Y (eal§™ LoElpt]) )
m=0
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La récurrence va donc porter sur la quantité @ = ¢4 L9 LoE[pg].

Soit ug € (0,1). Etant donnés Lo > ¢ et 3v/d < Lo < L3, on définit les suites (Lg)r>0, (Zk)k207 (Ng)k>0s
(Nk)k>0 de la fagon suivante :

240¢ ~
Ny = ! et, pour tout k > 0, Ngi1 = 8Ny et Ny = N,g’;
(
pour tout k > 0, Lg41 = NpLy et Ek+1 = Nkfk,
soit, pour tout k : _
Nk = Nosk et Ny = N383*;
k(k—1) ~

Ly, = Nkg™ = N3F™5 I,

PROPOSITION 41. — Il existe une constante cg(d) > ¢, telle que : s'il existe des réels Ly > cg, 3vd < EO < I3,

L
ap € [0,1], ug € [x 4, 1] satisfaisant :
0o = C4L LO]E[ 0] < guolo,
Alors, pour tout £ >0 :
~
r = ca Ly LB [pgt] < k"5,
ol on a posé ay = 5 et ux = gp.

DEMONSTRATION. On raisonne évidemment par récurrence sur k. Soit k& > 0. Supposons ¢, < "L+ En
particulier, on note que ¢y < 1. Par ce qui précede, on a :

Ni+1
. N? N |+m—1
< csea LA L 1001 L 18y -
Ph+1 = C3C4Lopy o Lik+1 Pr .

m=0

De plus, comme 0 < ¢, <1 :

Ny+1 I_Nkj+m 1 |Ng ] -1
Z o < ([Nk] +2)p °
[Ny ]
S Lk+180k 4 )
et :
NE NP
H/floclLk_'_lgO T S 71()61Lk+1524 LkagO 24
Ng Ny
< et <ot
car 10¢y L1 = 10¢1 LNy, = 35 L N2 (uy, = Q%V%), et N > 6, d’oil

k‘

ert1 < cseali 3Ly (Lisr + 1)y, ;
Ny
Fd—172
< 2esealy oL
—NkLk) o ENKLe

IN

(20304Lk+2Lk+11~€

Comme Ny Ly = Liy1 et ¢ = upy1, il suffit de montrer que le terme dans la parenthese est inférieur 4 1. On
remarque que ui N = 240c¢;, d’ou :

L 3(d-1)
“ENRLp  _ +2 Td—1712 30c1 L
26364Lk+2Lk+1/€ = 2c3cq4 ( Lo ) Ly "Lk

2036483(d—1)NS(d—1)Li(d—l)ﬁ30c1Lk

IA
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en utilisant Lyio = Npi1NipLy = 8NZLy et EO < L3} (hypothése de la proposition). La fonction L
[,3(d—1) (%)ClL est bornée sur R, d’ou cg(d) > 0 tel que, si Ly > cg, pour tout k > 0, comme Ly > Lo > cs
et K < % :

2630483(d71)N]?(d—1)Lz(d—1)HSOclLk < Ns(d—l)nggclLk

6(d—1 : -1
<24001> ( )86k(d71)ﬁ2901(%>k87}9(}€2 "L
uo

Ce dernier terme converge vers 0 uniformément par rapport a x € (0, %), ug € (0,1) et k € N* lorsque Lg

tend vers 4o0. Cela se déduit du fait que, pour tous z,a, A > 0, ae™ ** < % —2— 00 0 uniformément par
rapport & a (ce qui résulte d’une simple étude de fonction). Il existe donc cg(d) tel que, si Ly > cg, ce terme
est majoré par 1 pour tout k > 1. Et pour k£ = 0 ce terme est égal a :

6(d—1
<24001> ( )ﬁ29c1L0 < 464,600 < 1
> Uy >

Uo

pour Lo > c¢g(d) > c¢g, et d’aprés la condition sur uy dans I’énoncé du lemme. On a donc finalement, si
LO > Cg
1 < KU bR

ce qui achéve la récurrence. [

5.4 Fin de la preuve

De la récurrence on déduit :

COROLLAIRE 42. — |l existe des constantes cjo(d) > 3V/d, c11(d) > 1 telles que : si des réels Ly > c1o,
3Vd < Ly < L3, ap € (0,1] et une rotation R satisfont, avec By = B(R, Lo —1,Lo+ 1, Lo) :

3(d—1) _
11 <ln H_) L L3R pao] < 1,

alors, pour p > 0 assez petit et | = R(ey) :

pour tous b,b > 0, limsup In Po(figL <Tj,) <0.

1
L—oo Lexp(—p(InL)1/2)

L
DEMONSTRATION. I s’agit de voir que on peut trouver ug € [k ,1] pour lequel la condition initiale de la
récurrence précédente est vérifice, cest a dire ey L9 LoE[p°] = ¢ < w“0L0. Or on a, pour tout ug :

(240¢,)3@-D LA,
Ug(d_l) H”OLO

L4 Lor—voko =

~ ~ o~ L
(en écrivant Ly = NgLg), et une simple étude de fonction montre que le maximum sur [KTO, 1] de u +—

ud=Dgelo est de la forme c(d) (LO ln%)fg(dfl), donc la condition est satisfaite pour un certain wug si et
seulement si :
C4(24001)3(d_1)

3(d—1) _
(LO In ) L LoR[pg0] < 1,
C K

. L, e L. , L . -4 (240¢;)3(@—1D)
ce qui est vérifié sous la condition de ’énoncé si ¢ > % En prenant c;; assez grand, on a donc

c11 > 1 et, sous la condition de I’énoncé, il existe ug tel que g < kL0 et par conséquent, pour tout k,
o < k“Ir ce qui donne en particulier :

ukLk
K ug Ly

Elg] < Elgi"] < Elp}"] < <K

caly Ly
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Supposons ceci vérifié. Soit b,g > 0. Soit L > Lg. Il existe k > 0 tel que Ly < bL < Lj+1. Une maniére de
réaliser I’événement Ti i T}f ;, consiste pour la marche & sortir de By, par sa face supérieure puis a nouveau

sortir de la boite translatée X1y, + By par sa face supérieure, etc., et ceci L%J + 1 fois. Au cours de cette

procédure de traversée de L%J + 1 boites By translatées, I’ensemble des points visités par la marche est

inclus dans :
C={zez||z] < %Ek etxz-le (BL,bL)}.
Ainsi, en définissant ’événement :
H = {il existe z € C tel que ¢ o t, > m%"’cL’“},
on a P(H) < |C|x~ 2 LkE[g,] < |C|rzuLk et, sur HC, par la propriété de Markov forte :

P, > Thy) > (1 phuetn| Bl

d’ou :

Py(T';, <Tip) < P(H)+P(T';, <Tj,. H)

AN
N
Q
_|_
—

S
5lE
| I

_|_
—_
N———
[N]
£
S

IN

exp (—M(EL) exp (—p(ln(EL))l/Q))

avec 4 et p indépendants de k et L. Pour obtenir la derniére ligne, on note que le terme |C| + {%J +1
est polynomial en Ly < L (L < Lgy1), et : upLy = JI\LTZLk‘H > Eexp(—ck)gL, or InLj; ~y %21n8 d’ou
k < ¢ (InLi)Y2 < ¢(InbL)Y2. Ceci démontre le corollaire. O

On peut maintenant achever la preuve du théoréme 39 :

On pose ¢ = 297 1¢q; et ¢ = ¢19. Supposons ’hypothése du théoréme 39 vérifiée (avec ces constantes c et
). Alors, en notant L' = (L+ 1) AL> > L,on a L’ < 2L et donc :

3(d—1)
C11 (111 ﬁ) (L/)d_lLS(d_l)+lE[paB] < 1.

Pour toute rotation R’ suffisamment proche de R, en notant B’ = B(R', L—1, L+1, f/), on a de plus pg < pp/
(on rappelle que B = B(R,L —2,L + 2,5) et L < f/), et donc pg' < pg, si bien que 'on peut appliquer le
corollaire précédent a cette boite B’. Autrement dit, pour tout !’ dans un voisinage de [ (I’ = R'(e;)), pour
p > 0 assez petit,

pour tous b,g > 0, limsup

1 ~/ ’
InPy(T". < T}! 0.
L—o0 Lexp(—p(lnL)l/Q) ! O( —bL bL) =
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6 Condition (T’)

6.1 Definitions

L’énonceé du critére effectif a fait apparaitre une condition plus faible que (T); on va s’y intéresser de plus
prés dans cette partie.

DEFINITIONS. — Soit [ € ST, a > 0, et v € (0,1]. La marche aléatoire (X,,), satisfait la condition (T),
relativement & la direction | et au réel a > 0, que I'on abrége en (T),|l, a, si les deux propriétés suivantes sont
satisfaites :

(i) Py-presque sdrement, lim,, X,, -l = o0}
(i) il existe ¢ > 0 tel que Eplexp(c(X7,)7)] < oo,
71 étant défini selon la direction [ et avec le paramétre a.

Cette marche satisfait la condition (T’) relativement & la direction [ et au réel a > 0, que I'on abrége en (T')|l,a
si elle satisfait (T), |/, a pour tous v € (0, 1).
On remarque que la condition (T); est la condition (T), et que, pour v < 7, (T),|l,a implique (T),|l,a.
En particulier, (T)|l, a implique donc (T")|l, a, qui implique (T)v|l, a pour tout v € (0, 1).
De la méme maniére que pour la condition (T), le paramétre a va s’avérer ne jouer aucun role (comme le
montrera le théoréme 46).

6.2 Une importante majoration de grandes déviations

Sous I'hypothese (T), (ou (T7)), la variable X' n’est pas exponentiellement intégrable, si bien que les
méthodes de grandes déviations les plus simples, basées sur la transformée de Laplace, ne peuvent s’appliquer
directement. On utilisera & la place le résultat plus général suivant :

THEOREME 43. — Soit v € (0,1]. On suppose que (X,,),>1 est une suite de variables aléatoires centrées i.i.d.
sous la probabilité P vérifiant :

1
limsup — In P(| X1| > u) < 0.

u—oo WY

Pour tous ¢ > 0, p € (3,1], on a alors :

' - - P
117rln_)solip AT lnlizqg)n P(| X1+ -+ X >cn”) <0.

DEMONSTRATION. Notons qu’il suffit de faire la preuve pour X; + - - -+ X au lieu de | X7 + - - - + X|, et que
I’on peut supposer que X; n’est pas presque stirement égal a 0.

e Commencons par le cas le plus simple : v = 1. Dans ce cas, les méthodes usuelles fonctionnent puisque,
pour a suffisamment petit, E[e*X1] = [7°° ae® P(X; > u)du < co. Soit p € (1,1] et ¢ > 0. Pour tout A > 0,
ona:pour k=1,...,n,

P(Xl 44 Xk: Z Cnp) S e—AanPE[e)\Xl]k S e—)\cpnPE[e)\Xl]n _ e_)\Cpnp-‘,-nH()\)’
oit H()\) = In E[e**1]. Vu I'hypothése sur X1, la fonction H est finie et indéfiniment dérivable au voisinage

de 0, H(0) = 0 et H'(0) = E[X;] = 0, de sorte que H(XA) = Ox_(A?) : il existe C > 0 tel que, pour \ assez
petit, H(\) < C\2. Ainsi, pour \ petit, pour tout n,

. 2
sup P(X1+--+ X >en”) < e AN HCN
1<k<n

Prenons A = en”~! (on voit facilement que le choix de la puissance p — 1 est optimal), oti ¢ est suffisamment
petit pour que ec” > Ce?. Alors I'inégalité précédente donne, puisque A —,, 0 (ou en prenant ¢ assez petit si

p=1):

1
limsup ——In sup P(X;+ -+ Xy > cn”) < —(ec” — Ce?) <0,
n NPT 1<k<n
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comme annoncé puisque p < 1.

e Supposons maintenant v < 1 et 2p — 1 < vp (donc nécessairement p < 1). On applique ici 'inégalité
de Cramer-Tchernoff une fois correctement tronquées les variables Xi, ..., X,. Pour tous A,d > 0, pour
1<k<n,ona:

2p—1
¥

PXi+ - +Xi>enf) < nP(|X1|>5n2pwi_l)+P(X1—|—---+Xkchp,sup\Xi|§5n7)
i

IN

nP(|X1| > on"5) + e atm o (E [er?—pxl, 1X,| < anf} v 1) .

On choisit v > 0 tel que, si |u| <1, |e* — 1 —u| < vu?. Pour tout 0 <& < (1 —p) A (%) et pour n grand,
si |X1] < nf, alors 2| X;| < Anf=(1=r) <1 d’ou :

nl=r

A 22
nl—le * VWX%» |X1] < na} +E {exp <

22X, 2p—1
E[enl 72 |1X| < on5 } < E|l1+

ni-

A2 A A
< 14+v—rFE[X}] - ——E[X1,[X1]| > 0]+ E [exp (1_X1> NS <|Xi|<dn
n-—r n-—r

n2—2p

en utilisant le fait que, X, étant centrée, E[X1,|X | < n°] = —E[X1,|X1| > n]. L’hypothése sur X; fournit
p > 0 tel que, pour n grand, P(|X1| > L) < e "L et donc, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E[X1,|X1] > n] < BEIXF]V2P(1X| > n)'/? < BIXP] Ve300

D’autre part, pour une variable aléatoire X quelconque et des réels 0 < a <bet A >0, 0n a:
EleM a<|X|<b] = E[eM, -b<X < —a+ / MM P(X > u,a < X < b)du
R

b
< e—AaP(_b <X < —a)+ e’\aP(a <X <b) +/ )\GA“P(X >u,a < X <b)du

a

IN

b
P(|X| > a)(e 4 e ) —|—/ AeMP(X > u)du.

a
Appliquée a la situation présente, cette inégalité implique, pour n grand :

2p—1

A - 2p—1 —pun7e on A A
E |exp FXI ,nS < | X1l <dn < 3e + g 1= &P | U P(X; > u)du

€

2p—1
<A A
_Nn"{ _ ¥
3e + oy /ns exp (nl_pu Iz’ > du.

Comme % +p—1<2p—1, il apparait qu’en choisissant ¢ et \ petits (par rapport a u), pour n grand, la

IN

fonction u — —2—u — Lu? est négative sur [n°,dn 7 |, donc la quantité précédente est inférieure a :

ni-r 2
3e " 4 A /00 exp (—Eu'y) du < exp (—En75> .
nl=r 2 - 3

ne

En revenant & une majoration antérieure, on a donc, pour n grand :

2

2 2p-1 A A2
FE |:en1—p)(17 ‘X1| S on :| S 1+21/WE[X12] S exp <2V7”L22PE[X12])

et, finalement :

sup P(X1+ -+ + Xy > en®) <nexp (—pud"n* 1) +exp (— (Ae — 2vA’E[XT))) n* 1),
1<k<n
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ce qui fournit le résultat en prenant \ suffisamment petit.

o Il reste le cas ot v < 1 et 2p — 1 > yp. On procéde de maniére voisine du cas précédent. Pour \,§ > 0 et
1 <k <n, on écrit ici :

D N, A n
P(Xy+ -+ X), > enf) < nP(|Xy| > onP) + ¢ nmms (E [enu—wxl, 1X,| < 5nﬂ} v 1) :

et en choisissant 0 < e < (1 — v)p et A et  petits, on a, pour n grand, comme précédemment :

2

A X
E |ent=7 7 | X | < 6n”} < 1+2VME[X12L

ce qui donne finalement :

sup P(X1+ -+ + Xp, > en?) < nexp (—p6"n?) + exp (—Aen™ + 20N> E[X7|n?7P 72041
1<k<n

Vu ’hypothése sur p, on a 2yp —2p+ 1 < vp, d’ott le résultat voulu. O

REMARQUE. Les aspects techniques de la preuve (choix des bonnes troncatures, etc.) n’éclairent pas sur la
signification intuitive de 'exposant (yp) A (2p—1). On peut la comprendre de la fagon suivante : 'exposant ~yp
correspond au cas ou 'une des variables X; est supérieure & cn® (éventuellement & un facteur logarithmique
prés), tandis que 2p — 1 traduit un comportement opposé dans lequel les variables sont distribuées prés

de leur moyenne : si X1+7H+X" admet presque une loi gaussienne de variance & peu prés indépendante de

n (comme peut le suggérer le théoréme central limite), alors la probabilité : P(X; + --- + X,, > cn?) =
P(Xﬁi\/{x" > ent~ Y/ 2) est approximativement majorée par la queue dune distribution gaussienne, soit

comme exp(—A(cn?~1/2)?), ce qui donne 'exposant 2p — 1. Tout ceci n’a pas bien str vocation de preuve,
mais met en évidence dans 1’énoncé du théoréme la concurrence entre deux phénoménes : ’existence d’une
variable atypique et le comportement moyen.

6.3 Condition équivalente

La majoration de grandes déviations précédente permet de généraliser de nombreux résultats de (T) a (T),
ou (T’). Dans ce paragraphe, on démontre des versions du théoréme 17 et du corollaire 18 relatives a (T),,
dans 'optique de la remarque qui suit I’énoncé du théoréme 39.

Tout d’abord, remarquons que, sous (T),|l,a, et donc sous (T")|l,a, X7 est Py-intégrable, si bien que la
preuve de la prop 14 reste valable : il y a existence d’une direction asymptotique v.

Avec les notations de la partie 3.2, on dispose alors du lemme suivant (cf. lemme 15) :

LEMME 44. — On suppose (T),|l ot v € (0,1], I € S¢~1. Pour tous ¢ > O et p € (3,1], on a :

1
: 1 o
lim sup CTEs T In Py ( sup |7(X,)| > cu ) <0,

U— 00 0<n<Ll

ot I'on rappelle que L!, = sup {n > 0| X,, - I < u}.

DEMONSTRATION. La preuve du lemme 15 reste valable jusqu’a l'inégalité :

P p
Py sup [n(Xp)|>cuw” | < Z Py( X, - w > %) + Po((Xr, — Xpy) - w0 > %)
0<n<L} 1<k<u 3 3
N cuf
+ Z P(](X (¢] @Tk > ?)

0<k<

Le premier et le dernier termes du membre de droite sont majorés par exp(—pu??) pour un certain p > 0,
par simple utilisation de la condition (T), et d’'une majoration par une inégalité de type Cramer-Tchernoff,
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tandis que le terme restant est majoré par exp(—u/u??2=1) on 1/ > 0, a Paide du théoréme 43 montré
juste avant. [

De 1a on déduit, toujours avec les mémes notations que page 22 :

PROPOSITION 45. — Sous (T),, pour tous €,a,r >0, on a :

. 1 o
lim sup et In Po(T3, > Teqe, ) <0.

u— 00

DEMONSTRATION. Le principe de la preuve de la prop 16 fonctionne toujours en faisant appel au lemme
précédent, et en utilisant (T), pour majorer Py(X? > %) O

On peut maintenant énoncer :

THEOREME 46. — Soit lp € S¥~!, @ > 0 et v € (0, 1]. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe b, > 0 et, pour L grand, des parties (finies) Ay, C Z< satisfaisant 0 € Ay, < {lp-x > —bL} N
B4(0,7L) et :
. 1
lim sup I In Py (XTAL ¢ 80AL> <0,

L—o0
ot AL =0ALN{ly-z > L};
(i) la condition (T), relative a [y et a est vérifiée;
(iii) la condition (T)., est vérifiee pour tous [ € S¢~! dans un voisinage de Iy, a > 0.
De plus, si I'une de ces conditions est vérifiée, on peut définir v = lim,, % via la proposition 14, et la condition

(T), est satisfaite relativement & [ € S¢~! et a > 0 si seulement si [ -7 > 0.

DEMONSTRATION. Toute la preuve du théoréme 17 s’adapte sans difficulté a I’aide de la proposition précédente
et de I'inégalité (u+v)Y < w407 pour tous u,v > 0, qui nécessite v € (0, 1] (la fonction u — (u+v)Y —u¥ —v?
est nulle en 0 et décroissante sur Ry ). O

Et on a également, toujours comme dans la partie 3.3 :
COROLLAIRE 47. — Soit lp € S¥71, et v € (0,1]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la condition (T)., relative a Iy est vérifiée;

1 -
(ii) pour tout I dans un voisinage de o, pour tout b > 0, on a : 1imsupH In Py (Tl_bL < T,é) < 0.

L—oo

6.4 Retour au critére effectif

A Daide des résultats précédents, on peut améliorer I’énoncé du critére effectif :
THEOREME 48. — Soit d > 2. Il existe des constantes ¢, ¢’ > 1 telles que, pour tout [ € S¥~! et tout v € (%, 1),
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe a € [0,1], R une rotation telle que R(e1) = I, et des réels L > ¢, 3v/d < L < L3 tels que, avec
B=B(R,L-2L+21I):

3(d-1) _
c (111 ) LA 3EDHE ] < 1;
K
(ii) la condition (T7)|l est vérifiée;
(iii) la condition (T),|l est vérifiée.
DEMONSTRATION. @ On a déja vu (cf. la remarque aprés I’énoncé du théoréme 39) que (i) implique (ii). De
plus, I'implication (ii)=>(iii) est évidente.
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o Il reste donc & voir que (iii) implique (i), c’est & dire que le critére est vérifié sous la condition (T)|l quel
que soit v € (1,1). On va majorer E[p%] ot B = B(R,L—2,L+2,L) avec L de la forme L = AL et R(e;) = L.
On choisit A > 0 et € > 0 (en fonction de [ - ©) de sorte que, pour tout L > 0, pour tout w € Q :

Pow(Tpa = Topr_,,) < ps(w).
Alors, pour tout a € (0,1), ¢ > 0, pour L grand :

E[pj] E[pg, ps > e F ) + Ep, ps < e L]
c*F Blgg] + k2 P(gs 2 1 — )
eachE[pB]a + H_chLa(l _ e—cL“’)—lE[qB]

P P (Tga > Topir_, )" + 267 2 Py (T30 > Toge )

VAN VAN VAR VAN

puisque pp > k2L (voir page 59) et en utilisant I'inégalité de Jensen (0 < a < 1); or (T),|! fournit g > 0
tel que, pour L grand, Po(Tyy, 4 > Toyr 2A) < e+ donc :

E[paB] < eacL“’—uaL"’ + 9e2¢1Laln %—HL’*.

On choisit a de la forme a = L™ olt @ > 0. Pour que le majorant ci-dessus ne diverge pas vers +o0o, a doit

vérifier o < v et 1 — a < 7. Ceci n’est possible que si v > % et dans ce cas on a alors en prenant o = % :

o 1 1%
lim sup 1 Elpg °]

L—oo

< 0.

Le critére est donc facilement satisfait en choisissant L assez grand. Ceci achéve la preuve du théoréme 48.
O

REMARQUES.

— Ce théoréme montre en particulier que (1°) équivaut a (T), pour n’importe quel 1 < v < 1. Il est donc
naturel de se demander si ’équivalence tient toujours pour 0 < v < % ou pour v = 1 (il s’agit alors de
la condition (T)). Dans son article, Sznitman émet la conjecture que (T) et (T’) sont équivalentes.

— On déduit aussi de ce théoréme que I’ensemble des lois p sur P,; pour lesquelles la condition (T?)|! est
vérifiée est un ouvert pour la topologie de la convergence étroite (sur P(Py), 'espace P,; étant muni de
la topologie induite par celle de R??, qui le rend compact). En effet, pour une boite B et un réel a € (0, 1]
fixés, la fonction w +— p%(w) est continue bornée sur ’P,%d muni de la topologie produit (pg(w) est limite
uniforme de Py (X1, € 04+8,Tp < M) lorsque M tend vers +oco et, en énumérant les chemins possibles,
cette probabilité s’écrit comme une fonction polynomiale & coefficients positifs en les w(x,e) ou = € B,

e| = 1), de sorte que p— [ pidu®2’ = [ p&du®B est continue.
2 PRAp PRAK

6.5 Généralisations

La section précédente fournit un critére pour une condition plus faible que (T). Cependant, cette condition
suffit & avoir des résultats trés voisins de ceux obtenus sous (T), en particulier la convergence balistique.

6.5.1 Balisticité

La plupart des résultats s’étend de (T) & (T’) en utilisant essentiellement le lemme 44 montré plus haut
pour adapter les preuves.

Comme pour (T), il s’agit de montrer que 7; est intégrable sous P, et on dispose en fait du méme résultat
que pour (T) :
THEOREME 49. — Sous (T’), pour tout [ € S?! tel que /-7 > 0 et tout a > 0 (paramétres de définition de ),
ona:

2d 1
pour tout ¢ < FEEE liﬁs;pm In Py(my > u) <0.
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Pour démontrer ceci, on commence par la réduction suivante (dont la conclusion est légérement plus faible
que celle de la proposition 28) :

PROPOSITION 50. — On suppose (T')|l. Si 3 € (0,1) est tel que :

,CLL?)

. 1
pour tout ¢ > 0, limsup I IHP(POWJ(XTUE,L 1>0)<e <0,

L—oo
alors : ) .
pour tout ¢ < ik liis;pmlnPo(ﬁ >u) < 0.

DEMONSTRATION. La seule modification & apporter tient dans la majoration suivante : pour tout v € (0, 1),
pour tout u > 0,
L(u)

Po(r1 > Tey,,) < Po( sup [ X[ < T) <e~
0<n<n

L(w)Y
€727

E, [GC(XJfl )”L

d’ou par I’hypothese (T),, pour c assez petit :

lim sup

C
In P > T, < —=<0.
2 Ty O > Tenw) < 7

La majoration finale devient donc : pour tout v € (0, 1),

hgisogp 7(ln )77

1HPO(T1 > U) <0,
comme annoncé. [

D’apres le lemme de renormalisation 31 et la preuve du corollaire 32, il suffit de démontrer que le résultat
de la proposition 30 reste vérifié :

PROPOSITION 51. — On suppose (T). Soit o € (3,1) Pour tous p > 0, 8 € [, 1),

sup InP (Xg,,1(w) > pL”) <O0.
weR?

lim sup
L—oo

1
LB+Bo—1

DEMONSTRATION. La preuve de la proposition 30 reste valable en utilisant le lemme 44 : en notant p = 8o/,
p < 1 donc, pour v proche de 1, (2p — 1) A (yp) = 2p — 1, et 'inégalité du lemme s’écrit alors de la méme
maniére que sous (T). Ainsi, tout fonctionne de méme. OJ

On a donc obtenu :

X, Eo[X,.|D =
THEOREME 52. — Sous la condition (T'), on a: Py-ps., — Eo[Xr|D = oo]
n

— V= .
n E0[7’1|D:OO]

Le théoréme central limite 38 se généralise également sans aucune difficulté vu que 'on a Ey[r12|D = oo <
oo sous (T7) (d’apres le théoréme 49) ; son énoncé est identique.

6.5.2 Grandes déviations
Dans le cas non-nestling, la condition de Kalikow et donc la condition (T) sont vérifiées ; on ne s’intéresse

par conséquent pas a cette situation. Le théoréme suivant généralise (a légére variation prés pour le premier
énonce) les théorémes 33 et 36 de la section 4.3 :

THEOREME 53. — On suppose (T’). Si O est un voisinage du segment [0, v] dans R?, alors :

1 X
pour tout v € (0, 1), limsup—vlnPo ( ¢ (9> < 0.
n n n
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Si O est un voisinage de v, alors :
1 X,
pOUrtOUtC< Wlnpo (n¢0> <O

De plus, dans le cas non-nestling, pour tout ouvert I rencontrant [0, v], on a :

2d .
FEE 1mnsup

1 X
liminf ——InPy | =2 el | > —x.
(Inn) n

n

DEMONSTRATION. e La démonstration du théoréme 33 s’adapte immeédiatement en utilisant la proposition 45
et le lemme suivant :

LEMME 54. — Sous I'hypothése (T), on a, pour tout p > 0 :

1 N, 1
J— - > .
hlrtnsup In Py <‘ " X, D= ]‘p> <0

PREUVE DU LEMME. Par la propriété de renouvellement, ’hypothése (T), et le théoréme 43, on dispose des
majorations de grandes déviations suivantes : en notant m = Ey[X,, - I|D = oc], pour tout 6 > 0,

hmsupilnPo( Il >k(m+9)) <
u—oo UY

et : 1
limsup — In Py(X,, -l < k(m —§)) <

u—oo WY
ce qui permet d’obtenir le résultat annoncé de la méme maniére que dans le lemme 34. H

(notons que la majoration de Py(rps, < n) a la fin de la preuve du théoréme 33 reste valable (puisque 71 a
aussi des moments de tous ordres sous (T’)) : cette probabilité décroit exponentiellement)

e La preuve du théoréme 36 s’adapte facilement a (T’) : par (T’) on a, pour tout v € (0, 1),

1
hmsup —PO(T <o) <0

—(v2—v1)n
(méme raisonnement que sous (T)) et le lemme 37 reste vrai sous (T°) avec la méme preuve en faisant appel
au lemme ci-dessus a la place de son analogue.

e La preuve de la minoration dans le théoréme 36 reste valable sans modification : elle exploite uniquement
la convergence balistique presque stre (avec une vitesse déterministe non nulle). O

6.6 Exemple

On traite ici un exemple de loi g qui ne satisfait pas le critére (i) de la proposition 21 pour la condition
de Kalikow, mais qui vérifie (T”), et donc pour lequel la marche aléatoire en milieu aléatoire correspondante
présente presque-sirement une convergence balistique. On vérifiera (T’) grace au critére effectif de la section 5
(cf. aussi le théoréme 48). Ceci met en évidence un intérét de ce critére, et de la condition (T”), puisque la
condition de Kalikow (i) constituait la maniére la plus générale de construire pratiquement des exemples de
marches balistiques (ou transientes dans une direction). A noter toutefois : on ne montre pas que la condition
plus générale (K)|l n’est pas vérifiée (ce qui reste conjectural). On renvoie a l’article [8] d’A.-S. Sznitman
pour un exemple dans lequel la condition (T’) est vérifice et (K)|I ne I'est pas, quel que soit [ € S4~1.

Soit A € ( ) On définit la loi py sur P par :

px = (1 — \/X>5PD + \/Xépcv
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ol pp,pc € P sont les probabilités :

% sie=e,
pple) = q sie=—ey,
55 silel=1ete# *e,
et :
% sie=ey,
pale) = ? sie=—ey,
55 sile|=1ete# *e,

Cette vérifie la condition d’ellipticité : py € P, pour k = %. Sous py, chaque site de 'environnement est
associé a la distribution pp ou pq, et on dit alors respectivement qu’il pointe vers la droite ou vers la gauche.

d
On notera Py = ,u%z , et E 'espérance correspondante.

On va montrer le résultat suivant :

THEOREME 55. — Si d > 4, il existe A\g € (0,1) tel que, pour A < Ao, la distribution s, vérifie la condition

(T")|e1 mais ne satisfait le critére (i) de la proposition 21 pour aucun vecteur [ € S¢~1.

DEMONSTRATION. e Vérifions d’abord que le critére de la proposition 21 (dont on reprend les notations) n’est
pas vérifié. On note g et ¢’ les éléments de G définis par g(e) = 1 pour tout e, et par ¢’(e;) =1 et g'(e) =0
si e # e7. On a alors, pour tout A € (O, %) :

= Eald(0,0)] =~ 21— VR)er -

1—
d

2A¢%1:$u—zmu—2¢®q

et :

d(0,w) B dO,w) ] _1-2x e_1—2/\ o = (1— 11 .
> lz|e_1w<o,e>g'<e>]‘E* Sooy] = TR e B A= oo (s - ) e

On remarque que le coefficient devant e; est positif pour ¢ et négatif pour ¢’. Par suite, pour tout [ € S,
ona,ennotant g=gsil-e; <0et g=g sinon :

d(0,w) -1
z|e._1w<o,e>g/<e>] <0

et le critére n’est donc pas satisfait. On n’a d’ailleurs fait aucune hypothése sur d > 1 ni sur A € (0, 3) pour
obtenir ceci.

Ex

e Reste a voir que, si d > 4 et A est assez petit, on peut trouver un réel a € (0,1) et une boite B qui vérifient
le critére effectif du théoréme 48. On prend X de la forme A = =% ott L > ¢/ (cf. énoncé du théoréme 48), et
on s’intéresse a la boite :

B=DB(Id, L —2,L+2,L%.

Puisque le paramétre d’ellipticité est kK = % = C;L < e~ L, il suffit, pour appliquer le critére effectif et donc

obtenir le théoréme, de montrer que, pour L assez grand :

CL3(d71)zd71L3(d71)+1]E)\[pB] < 1.

On suppose L assez grand pour que A\ < (%)4 et 4dL < L?. Vu cette deuxiéme condition, on a :

qB(w) S PO,oJ(TB > 4dL) + PO,w(TB S 4dL, XTB ¢ 8+B)
< PO,W(TB > 4dL) + PQ’W(TB < 4dL, XTB e < —L+ 2)

Pour [ € S%7! et w € Q, le processus (M}),>o défini par :

n—1
pour tout n > 0, M,lL:Xn~l—X0~l—Zd(X;€,w)-l
k=0
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est une martingale sous Py . De plus, pour tout n, |M, 1 — M,| < 2 donc 'inégalité d’Azuma (lemme 24)
donne, pour tout A > 0 :
2
pour tout n > 0, POM(M,ZL >A)< e~ %
Sur ’événement,
R = {tous les points de B pointent vers la droite},

tous les points z € B vérifient d(z,w) = 1=22e,. Par conséquent, sur R, en poursuivant les inégalités

précédentes :

. 1-2)
(w) < Pow(Xjgarj+1-e1 <L+3)+ Py <TB <4dL, Myt > —-L+2+ 7 TB)

1-2)
< P (MM;;;LJ+1 > ———4dL ~ L~ 3) + Py, (il existe 1 < k < [4dL] tel que M, > L —2)

)

(en utilisant Pinégalité A < 1) On en déduit : il existe ¢} (d) > ¢ tel que, si L > ¢}, sur R,

qp(w) < exp <—6§d> .

Comme de plus on remarque que pp > £=+3 = (de?)~(L+3) et Py(R) < |B|vA = |Ble~%/2, on a, pour tout
L>dc:

[Na]

]E)\[IDB] S ]E)\[pByR} +]E>\ {pglvncapB > 6%:| +]EA [p§17RcapB S € :|
exp(— L
SO plemtet 4 (deh) B, (pp < o)
1 fexp(f@)

Il reste donc & majorer Py(pp < e_%). Pour cela on va exploiter le fait que, puisque d > 1, on peut trouver
plusieurs chemins pour réaliser { X7, € 0; B}, a la facon du lemme 31 de renormalisation : si pp est petite,
c’est que chacune des probabilités de traverser B le long d’une colonne donnée est petite, or la probabilité
que ceci arrive est d’autant plus faible qu’il y a un grand nombre de colonnes... Soit ¢ € (0, %) On définit la
boite (qui fera office de «colonney) :

B = B(Id, g L+2,L3%9).
En notant, pour z € Z¢ :

Ry = {tous les points de = + B pointent vers la droite},
on a, de maniére voisine de la majoration précédente, pour tout = € Z¢, sous ﬁx :

L
45 0ta(@) < Pow(Ty >4dL) + Poo(Ty < 4dL, X1, 01 < 7))

+P, (T < 4dL, 1l existe 2 < i < d tel que |X7, - ;| > L*7%)

(L -3 (L/2)? L
exp( S(4dL +1) + 4dL exp 390l +2(d — 1)4dL exp s2dl )

IN

d’ot ¢y(d) > ¢ tel que, si L > ¢, sous Ry :
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L’ensemble des boites B, que ’on va considérer est paramétré par :

L= {IEQ([L%JFEJ+1)Zd’x-61:08t ”xHSSInL(Qd)}

Supposons L assez grand pour avoir L > ¢ et Late 4 81%(2(1) < L?, et donc x + BCB pour tout x € L. Une

fagon de réaliser { X1, € 0, B} consiste pour la marche a atteindre 'un des points x € L sans quitter B (ce

1
2d

par la face x + 8+§. Pour L assez grand, sur ’événement Uer R.. («tous les sites de I'une des petites boites
pointent vers la droites), la propriété de Markov forte donne donc :

qui peut se faire avec probabilité au moins ( )”w” vu que z - e; = 0) puis a sortir de la petite boite x + B

00|t~

NS

flll

1 1

pp > sup Py, (H, <Tp)pgot, > inf () —>e 85=>¢
wEE el 2 2

L
8

= A8 < %) De plus, les boites = + E, T € EN, sont disjointes
deux a deux, de sorte que les événement R,, x € L, sont indépendants (dans leur ensemble). Pour L assez
grand, on a ainsi :

(en utilisant l'inégalité A < 4%, qui donne e~

L
4

) <Py | (VRS | = [IPARS) = Pa(RS)'! < (1Ble™ )1~
z€L zEL

Pr(pp < e~

De plus on peut trouver une constante C(d) telle que, pour L assez grand,

|E| > CL(%—E)(d—l).

Deés que d > 4, on peut alors choisir € > 0 assez petit pour que (% —¢)(d—1) > 1 et, puisque les quantités | B]

et |§ | sont polynomiales en L, en revenant a la majoration de Ey[pp] précédente, il apparait que le dernier
terme decroit plus vite que exp(—L®), pour un réel a > 0, comme les deux autres termes. Pour tout L assez
grand, donc pour tout A assez proche de 0, le critére annoncé est par conséquent vérifié. [

Conclusion

Si les quelques résultats présentés constituent des avancées importantes, et aident & comprendre cet aspect
des marches aléatoires en milieu aléatoire qu’est la convergence balistique, de nombreuses questions restent
encore sans réponse. Aprés avoir introduit deux conditions (T) et (T’) desquelles on a déduit les mémes
conséquences, il est légitime de se demander si elles sont équivalentes ou non. Par ailleurs, peut-on trouver
des situations ou il y ait transience dans une direction, mais ou il n’y ait pas convergence balistique, ou
des situations ou il y ait convergence balistique (ou simplement transience dans une direction), mais ou (1)
ne soit pas vérifiée ? Dispose-t-on d’une loi du 0-1 pour I’événement {lim, X,, -1 = 400} ? (voir section 2)
Enfin, au-deld de la question de la convergence balistique, peut-on trouver un critére de récurrence, ou
méme simplement un exemple de marche récurrente en dimension 3?7 Toute ’étude menée ici exploite trés
fortement la structure de renouvellement, et cette structure ne peut se construire telle quelle que si la marche
est transiente dans une direction : pour aborder des situations récurrentes, de nouveaux outils restent donc
a imaginer.
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