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Introduction

Les marches aléatoires en milieu aléatoire ont été introduites il y a une trentaine d'années pour modéliser
simplement certains mouvements d'enzymes le long de brins d'ADN. Il s'agissait donc d'un modèle unidimen-
sionnel, qui a depuis été intensément étudié. Les résultats obtenus ont mis en évidence certains phénomènes
nouveaux par rapport aux marches aléatoires en milieu déterministe, en particulier un ralentissement de la
transience, dont la compréhension passe par l'étude de la formation de �pièges� dans le milieu. Bien que la
généralisation du modèle à un milieu multidimensionnel soit immédiate, très peu de résultats ont été obtenus
dans ce cadre-ci, où les méthodes exploitées en dimension 1 s'adaptent mal ; en particulier, à la di�érence de
la dimension 1, on ne dispose pas, pour l'instant, de classi�cation des comportements asymptotiques selon la
loi de l'environnement, et une telle classi�cation semble encore relativement hors de portée.

L'aspect auquel on s'intéressera ici, en dimension d ≥ 2, est la convergence balistique de la marche (Xn)n,
c'est à dire l'existence d'une limite au quotient Xn

n , autrement dit d'une vitesse asymptotique. Cette question
vient a�ner des résultats obtenus depuis le début des années 80 (article [3] de S. Kalikow) concernant la
transience dans une direction l ∈ Sd−1 : peut-on trouver une condition sur l'environnement pour avoir,
presque-sûrement, Xn · l →n ∞ ? Une telle condition traduit l'existence d'un biais dans la direction l et la
di�culté est d'obtenir un critère qui englobe des cas où ce biais n'est pas presque-sûr et donc où le caractère
aléatoire de l'environnement intervient fortement (ce sera le cas plain nestling introduit au paragraphe 1.3).
Il se trouve que le critère introduit alors su�t aussi pour avoir une convergence balistique. Ce mémoire se
base pour l'essentiel sur les articles [6] et [7] d'A.-S. Sznitman qui introduisent respectivement des conditions
appelées (T) et (T') étendant les critères antérieurs et garantissant la convergence balistique et un théorème
central limite.

Après une courte introduction du modèle de marche aléatoire en milieu aléatoire, la partie 1 évoque quelques
résultats connus en dimension 1 et introduit la notion de �piège� dans l'environnement qui joue un rôle
important dans la suite, en particulier à travers une classi�cation selon l'in�uence qu'a le caractère aléatoire
de l'environnement sur le comportement asymptotique de la marche. L'étude de la transience dans une
direction repose de façon essentielle sur la mise en évidence d'une structure de renouvellement, c'est à dire la
possibilité de découper la trajectoire en tronçons indépendants et équidistribués ; c'est l'objet de la section 2.
On aura alors toutes les notations nécessaires pour introduire la condition (T) de Sznitman (section 3), et
prouver le premier résultat important à savoir la convergence balistique sous cette condition, des résultats de
grandes déviations autour de la vitesse limite, ainsi qu'un théorème central limite (section 4). La section 5
présente un critère �e�ectif� (on reviendra sur cette appellation) pour une condition a priori légèrement plus
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faible que (T), la condition (T'), mais sous laquelle la marche admet également une convergence balistique,
comme le montrera la section 6.

1 Présentation du modèle

1.1 Marche aléatoire en milieu aléatoire

Les marches aléatoires en milieu (ou environnement) aléatoire constituent un modèle simple de déplacement
dans un environnement désordonné. Le cas étudié ici est celui d'une marche aléatoire aux plus proches voisins
et à valeurs dans Zd, d ≥ 1.

Notons (e1, . . . , ed) la base canonique de Zd. Supposons associée à chaque point x de Zd une loi de probabilité
ω(x, ·) sur l'ensemble �ni {e ∈ Zd | |e| = 1} = {e1,−e1, . . . , ed,−ed}. Ceci permet de dé�nir une chaîne de
Markov (Xn)n≥0 sur les sites de Zd, la probabilité de transition du site x au site x + e étant donnée par
ω(x, e). La famille ω = (ω(x, ·))x∈Zd est appelée l'�environnement� de cette marche aléatoire. Le modèle de
marche aléatoire en milieu aléatoire que l'on considère revient à tirer les probabilités ω = ω(x, ·) au hasard
(de façon indépendante entre les sites et selon la même loi) puis à regarder le processus (Xn)n≥0 dont la loi
se déduit de ω. Chaque tirage de ce processus (Xn)n consiste donc en un tirage de l'environnement ω puis en
celui de la trajectoire (Xn)n.

Formalisons cette description. On note P l' ensemble des probabilités sur l'ensemble �ni
{
e ∈ Zd

∣∣ |e| = 1
}

=
{e1,−e1, . . . , ed,−ed} ; P peut se voir comme l'ensemble des familles (p(e))e∈Zd,|e|=1 de réels positifs avec∑

e p(e) = 1, et donc être muni de la topogie usuelle (induite par celle de R2d), ainsi que de la tribu borélienne.
Soit µ une probabilité sur P. L'environnement est la famille canonique (donnée par les coordonnées) de
variables aléatoires (ω(x, ·))x∈Zd sur l'espace Ω = PZd

, muni de la tribu produit et de la probabilité produit
P = µ⊗Zd

. La marche aléatoire dans le milieu ω = (ω(x, ·))x∈Zd ∈ Ω (�xé) est la chaîne de Markov canonique
(Xn)n≥0 d'espace d'états Zd (donc dé�nie sur l'espace de probabilités (Zd)N muni de la tribu produit), donnée
par la famille de probabilités (Px,ω)x∈Zd où, pour tout x ∈ Zd, pour tout e ∈ Zd avec |e| = 1, pour tout
n ≥ 1 : Px,ω-p.s.,

Px,ω(X0 = x) = 1

et :
Px,ω(Xn+1 = Xn + e|X0, . . . , Xn) = ω(Xn, e).

La loi Px,ω est appelée loi quenched issue de x sous l'environnement ω. Pour tout x ∈ Zd, on dé�nit aussi la
loi annealed1 sur Ω× (Zd)N par moyenne de Px,ω contre la loi P :

Px = P× Px,ω.

(il s'agit d'un produit semi-direct) En notant ((ω(x, ·))x∈Zd , (Xn)n≥0) le processus canonique de Ω × (Zd)N

muni de la loi Px, (ω(x, ·))x∈Zd suit la loi P, et le processus (Xn)n est la marche aléatoire en milieu aléatoire
issue de x dé�nie par la loi µ ; par un léger abus de notation, on désignera aussi par Px la loi de (Xn)n, c'est
à dire la marginale selon (Zd)N de la loi précédente : Px = E[Px,ω(·)].

C'est ce dernier processus que l'on étudie. Il est important de noter que, sauf cas dégénéré, ce n'est pas une
chaîne de Markov. Ceci peut se comprendre intuitivement : conditionner par rapport à X0, . . . , Xn apporte
de l' information sur l'environnement aux points X0, . . . , Xn−1 (les points à partir desquels une transition a
déjà eu lieu) donc, si Xn ∈ {X0, . . . , Xn−1}, Xn+1−Xn n'est pas indépendant de X0, . . . , Xn. Dit autrement,
conditionnellement au fait qu'une certaine transition x → x + e a déjà été e�ectuée par la marche, la loi de
l'environnement n'est plus P : cette transition est favorisée, renforcée, et la marche a une probabilité plus
grande de l'emprunter lors de ses prochains passages en x.

1Ce vocabulaire vient de la métallurgie : quenched se traduit par �trempé� et annealed par �recuit�. La trempe consiste à
plonger un matériau chaud dans un �uide plus froid ; c'est un refroidissement brutal de la pièce qui a pour objectif de �ger la
structure obtenue lors de la mise en solution. Par analogie, on utilise le même terme pour quali�er la situation sous la loi Px,ω

c'est à dire à environnement �xé (��gé�). Par opposition, le recuit est une opération de chau�age de pièces métalliques, et c'est
sous ce nom que l'on désigne la situation en moyenne, sous Px.
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Par la suite, on supposera toujours que la loi µ véri�e une condition d'ellipticité stricte : il existe κ ∈ (0, 1)
tel que le support de la loi µ est inclus dans l'ensemble

Pκ =
{
(p(e))e∈Zd,|e|=1 ∈ P

∣∣ pour tout e, p(e) ∈ [κ, 1]
}
.

Autrement dit, µ-p.s., pour tout e ∈ Zd avec |e| = 1, ω(0, e) ≥ κ. En particulier, si x0, x1, . . . , xn sont des
points de Zd avec x0 = 0 et, pour i = 1, . . . , n, |xi−xi−1| = 1, on a, en utilisant la propriété de Markov faible
(à ω �xé) successivement aux temps n− 1, n− 2, . . . , 1, 0 :

P0(X0 = x0, . . . , Xn = xn) = E[P0,ω(X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1, Xn = xn)]
= E[E0,ω[X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1, Pxn−1,ω(X1 = xn − xn−1)]]
≥ P0(X0 = x0, . . . , Xn−1 = xn−1) · κ
≥ · · · ≥ P0(X0 = x0) · κn

≥ κn.

Introduisons en�n des notations pour la suite. Pour x ∈ Zd, on désignera par tx la translation de Zd de
vecteur x (notons que la loi P est invariante par tx) et, pour p ∈ N, l'opérateur de décalage de (Zd)N de p pas
vers la droite sera noté Θp : Θp((Xn)n≥0) = (Xn+p)n≥0.

On fera usage de divers temps aléatoires : pour U ⊂ Zd, l ∈ Sd−1, u ∈ R, on dé�nit

TU = inf {n ≥ 0 | Xn /∈ U}
HU = inf {n > 0 | Xn ∈ U}
T l

u = inf {n ≥ 0 | Xn · l ≥ u}
T̃ l

u = inf {n ≥ 0 | Xn · l ≤ u}
Ll

u = sup {n ≥ 0 | Xn · l ≤ u}.

Ce sont bien sûr, à l'exception du dernier, des temps d'arrêt.

En�n, on a déjà utilisé certaines des notations classiques suivantes : on note |A| le cardinal d'un ensemble
A. Pour x ∈ Rd, |x| est la norme euclidienne de x et ‖x‖ = |x1| + · · · + |xd| sa norme l1. On désigne par
(e1, . . . , ed) la base canonique de Rd. La boule et la sphère unité de Rd sont notées respectivement Bd et Sd−1.
Pour tout x ∈ Rd et r ≥ 0, Bd(x, r) est la boule de Rd de rayon r centrée en x. On fera fréquemment l'abus
de notation consistant, pour U ⊂ Rd, à noter de même le bord ∂U de U au sens de la topologie de Rd et, si
U ⊂ Zd, le bord ∂U de U au sens du graphe Zd :

∂U =
{
x ∈ Zd \ U

∣∣ il existe y ∈ U tel que |x− y| = 1
}
.

1.2 Quelques résultats sur le modèle unidimensionnel

Le cas d = 1 possède diverses particularités qui le rendent beaucoup plus simple à étudier. On en présente
ici quelques unes, avec leurs premières conséquences.

x x + 1x− 1

ω(x)1− ω(x)

L'environnement se décrit ici par une suite de réels : pour tout x ∈ Z, on note p(x, ω) = ω(x, 1) (transition
vers la droite) et q(x, ω) = 1 − p(x, ω) (transition vers la gauche), de sorte que ω s'identi�e à la suite
(ω(x))x∈Z := (p(x, ω))x∈Z. Sous Px,ω, on remarque tout de suite que la chaîne de Markov (Xn)n≥0 est
réversible ; la mesure invariante peut s'écrire explicitement. On peut également écrire explicitement une
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fonction fω harmonique, c'est à dire telle que, pour tout x ∈ Z, (fω(Xn))n≥0 soit une martingale (par
rapport à la �ltration canonique) sous Px,ω : on trouve, en notant ρ(x, ω) = q(x,ω)

p(x,ω) ,

pour tout x ∈ Z, fω(x) =
{

−
∑

0≤z<x

∏
0<y≤z ρ(y, ω) si x ≥ 0;∑

x≤z<0

∏
z<y≤0 ρ(y, ω)−1 si x < 0.

À l'aide de la loi forte des grands nombres et des théorèmes de convergence de martingale, on peut en
déduire la première partie du théorème suivant (cf. [4]) :

Théorème 1. � de Solomon
Selon que la quantité E[ln ρ] (= E[ln ρ(x, ω)] pour x quelconque) est strictement négative, strictement positive,
ou nulle, on a respectivement :

� P0-p.s., limnXn = +∞,
� P0-p.s., limnXn = −∞, ou
� P0-p.s., lim supnXn = +∞ et lim infnXn = −∞.

De plus, P0-p.s., la suite
(

Xn

n

)
n≥1

admet une limite v déterministe, donnée par :

� si E[ρ] < 1, v = 1−E[ρ]
1+E[ρ] > 0,

� si 1
E[ρ−1] ≤ 1 ≤ E[ρ], v = 0, et

� si 1 < 1
E[ρ−1] , v = E[ρ−1]−1

1+E[ρ−1] < 0.
Remarques.
� Compte-tenu de l'inégalité 1

E[ρ−1] ≤ E[ρ] fournie par l'inégalité de Jensen, la seconde partie du théorème
couvre e�ectivement tous les cas possibles.

� Il est possible d'avoir E[ln ρ] < 0 et 1
E[ρ−1] ≤ 1 ≤ E[ρ], et dans ce cas Xn →n +∞ et Xn

n →n 0.
Pour montrer cette deuxième partie du théorème, un outil utile est �l'environnement vu par la particule�,

c'est à dire le processus (tXn
ω)n≥0 à valeurs dans Ω, dont on montre facilement que c'est une chaîne de

Markov sous Px,ω et sous Px (ceci vaut en toute dimension d). Dans le cas d = 1, cette chaîne de Markov
admet une mesure invariante absolument continue par rapport à P et que l'on peut expliciter.

En dimension supérieure, on ne dispose actuellement d'aucune classi�cation comme celle-ci, et relativement
peu de résultats généraux sont connus. Sauf cas particulier, la marche n'est pas réversible, et on ne dispose
pas de fonction harmonique explicite (non constante), de sorte que les méthodes précédentes ne s'appliquent
pas. Le paragraphe qui suit introduit des outils pour une compréhension intuitive de certains phénomènes,
les �pièges� dans l'environnement, et une première classi�cation, assez grossière, dans cette direction.

1.3 Résultats heuristiques : �pièges� et valeurs propres du laplacien

Pour un environnement ω �xé (propriété quenched), les �pièges� sont des zones de l'espace où, intuitive-
ment, la marche passe un temps long avec une forte probabilité. Cette notion apparaît importante dans l'étude
des propriétés asymptotiques de la marche aléatoire. On va ici préciser ce qu'elle signi�e, et mettre en évidence
une classi�cation des lois µ en plusieurs catégories selon l'intensité des pièges (cas nestling, non-nestling,...).

Soit U une partie connexe de Zd de cardinal ≥ 2. On dé�nit le temps de sortie de U :

TU = inf {n ≥ 0 | Xn /∈ U}.

C'est bien sûr un temps d'arrêt. Par propriété de Markov, on a, pour tous m,n ≥ 0, pour tout x ∈ U :

Px,ω(TU > n+m) = Ex,ω[TU > n,PXn,ω(TU > m)]
≤ Px,ω(TU > n) sup

x′∈U
Px′,ω(TU > m),

d'où l'on déduit que la suite de terme général supx∈U Px,ω(TU > n) (strictement positif) est sous-multiplicative,
et donc que la suite ( 1

n ln supx∈U Px,ω(TU > n))n converge et :

λω(U) := lim
n
− 1
n

ln sup
x∈U

Px,ω(TU > n) = − inf
n

1
n

ln sup
x∈U

Px,ω(TU > n).
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Cette quantité λω(U) ∈ (0,∞] mesure la �force� du piège formé par la partie U : λω(U) est le plus petit réel
λ tel que, pour tout n,

sup
x∈U

Px,ω(TU > n) ≥ e−λn,

donc si λω(U) est petit, le temps de sortie de U est long avec une relativement grande probabilité, et par
suite l'e�et de piège important. Notons que la propriété d'ellipticité implique : pour tout n, pour tout x ∈ U ,
Px,ω(TU > n) ≥ κn, d'où

λω(U) ≤ ln
1
κ
.

Une autre remarque : si U ⊂ V , on a λω(U) ≥ λω(V ) (la marche passe bien sûr plus de temps dans V que
dans U).

Ce qui précède concerne la situation quenched : à environnement ω �xé. Montrons une minoration relative
au cas annealed (en moyenne). Pour tout L > 0, on note BL la boule euclidienne de Rd centrée en 0 et de
rayon L.

Proposition 2. � Soit L > 0 et n ≥ 0. On a :

P0(TB2L
> n) ≥ 1

|BL|
E
[
e−nλω(BL)

]
.

Démonstration. Pour tout x ∈ BL, BL − x ⊂ B2L, donc P0(TB2L
> n) ≥ P0(TBL−x > n) = Px(TBL

> n)
(en utilisant l'invariance de P par translation). Par suite :

P0(TB2L
> n) ≥ 1

|BL|
∑

x∈BL

Px(TBL
> n) = E

[
1

|BL|
∑

x∈BL

Px,ω(TBL
> n)

]

≥ E
[

1
|BL|

sup
x∈BL

Px,ω(TBL
> n)

]
≥ 1
|BL|

E
[
e−nλω(BL)

]
.

�

Remarque. La notation λω(U) n'est pas anodine : elle admet une interprétation spectrale. En e�et, dé�-
nissons l'opérateur RU

ω : L∞(U) → L∞(U) de la façon suivante : pour tout f ∈ L∞(U),

pour tout x ∈ U, RU
ω f(x) = Ex,ω[f(X1), X1 ∈ U ] =

∑
|e|=1,x+e∈U

ω(x, e)f(x+ e)

(il s'agit du laplacien discret sur U , associé à l'environnement ω). En appliquant la propriété de Markov
faible, on obtient, pour tout n ≥ 0, pour tout f ∈ L∞ :

pour tout x ∈ U,
((
RU

ω

)n
f
)

(x) = Ex,ω[FM (Xn), TU > n],

de sorte que : ∥∥∥(RU
ω

)n∥∥∥
∞,∞

= sup
x∈U

Px,ω(TU > n).

(l'inégalité ≤ est évidente, et l'autre s'obtient en choisissant f constante) On retrouve donc la sous-
multiplicativité, et le rayon spectral de RU

ω est :

lim
n

∥∥∥(RU
ω

)n∥∥∥1/n

∞,∞
= e−λω(U).

On va maintenant mettre en évidence une grande disparité de comportement des variables λω(U) (dans le
cas où U est une boule) selon une condition géométrique sur µ.
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Pour tout ω ∈ Ω et x ∈ Zd, la dérive en x dans l'environnement ω est

d(x, ω) := Ex,ω[X1 −X0] =
∑
|e|=1

ω(x, e)e.

On note K0 ⊂ Rd l'enveloppe convexe du support de la loi de d(0, ω) sous P.

Définitions. � On dit que l'on se trouve dans le cas :
� non-nestling2 si 0 /∈ K0 ;
� marginal nestling si 0 ∈ ∂K0 ;
� plain nestling si 0 appartient à l'intérieur de K0,

la réunion des deux derniers cas formant le cas dit nestling, caractérisé par 0 ∈ K0.

Le premier cas, et dans une moindre mesure le second, traduisent l'existence d'un biais de la marche dans
une direction indépendante de l'environnement (P-p.s.). L'ordre de grandeur de λω(BL) di�ère selon chacun
de ces cas :

Théorème 3. � Il existe des constantes c1(d), c2(d) > 0 telles que :
� dans le cas non-nestling :

P-p.s., pour tout L > 1, c2 ≤ λω(BL) ≤ c1;

� dans le cas marginal nestling :

P-p.s., pour tout L > 1,
c2
L2

≤ λω(BL), et, pour tout L > 1, P
(
λω(BL) ≤ c1

L2

)
> 0;

� dans le cas plain nestling :

P-p.s., pour tout L > 1, e−c1L ≤ λω(BL), et, pour tout L grand, P
(
λω(BL) ≤ e−c2L

)
> 0.

Démonstration. • On se place dans le cas non-nestling. Autrement dit, η = inf {|x| | x ∈ K0} > 0 (K0 est
fermé) et, par convexité de K0, on peut trouver un vecteur unitaire l ∈ Sd−1 tel que, pour tout w ∈ K0,
w · l ≥ η. Par dé�nition du support d'une loi, l'événement :

Ωη,l = {pour tout x ∈ Zd, d(x, ω) · l ≥ η}(⊂ Ω)

véri�e donc P(Ωη,l) = 1. Soit ω ∈ Ωη,l. La marche dans cet environnement présente un fort biais dans la
direction l, d'où l'on va déduire une surmartingale. Soit x ∈ Zd. Pour α > 0 su�samment petit, on a (avec
un léger abus de notation) :

Ex,ω

[
e−α(X1−X0)·l

]
=

∑
|e|=1

ω(x, e)e−αe·l

= 1− α
∑
|e|=1

ω(x, e)e · l + oα→0(α)

≤ 1− αη + α
η

2
= 1− α

η

2
.

Ainsi, en posant β = − ln(1− αη
2 ), on a Ex,ω

[
e−α(X1−X0)·l+β

]
≤ 1, si bien que :(

e−αXn·l+nβ
)
n≥0

est une Px,ω-surmartingale positive.

Par suite, Px,ω-p.s., elle converge vers un réel a ∈ [0,∞) et donc Xn · l →n +∞. Pour tout réel u, on dé�nit
le temps d'arrêt :

T l
u = inf {n ≥ 0 | Xn · l > u}.

2Le mot nestling, introduit par M. Zerner dans l'article [12], se traduit par �oisillon�. Dans cet article, M. Zerner montre
que la propriété nestling équivaut à : pour tout ε > 0, il existe n ≥ 2 tel que P(P0,ω(Xn = 0) > e−εn) > 0 (ce qui peut
s'obtenir à partir de la preuve du théorème dans le cas marginal-nestling (qui vaut pour le cas nestling en général)), et en fait le
commentaire suivant : �The term "nestling property" is supposed to describe �guratively the behavior of a random walker who
in the sense of [this equivalent statement] sticks to the starting point roughly comparable to a young bird that often returns to
its nest before if �nally leaves it.�
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Dès que x · l ≤ u, ce temps est Px,ω-p.s. �ni par ce qui précède. On applique le théorème d'arrêt au temps
T l

L : pour tout x ∈ BL,

Ex,ω

[
e
−αX

T l
L
·l+βT l

L

]
≤ e−αx·l ≤ eαL,

d'où, vu que T l
L ≥ TBL

:

Ex,ω

[
eβTBL

]
≤ Ex,ω

[
eβT l

L

]
≤ eα(L+1)+αL = eα(2L+1).

Par la dé�nition de λω(BL) et l'inégalité de Markov, on a, pour tout n ≥ 0 :

e−λω(BL)n ≤ sup
x∈BL

Px,ω(TBL
> n) ≤ sup

x∈BL

e−βnEx,ω

[
eβTBL

]
≤ eα(2L+1)−βn,

et donc λω(BL) ≥ β > 0. Quant à la majoration, elle résulte d'une propriété déjà citée : λω(BL) ≤ ln 1
κ .

• Passons au cas marginal nestling. Ici, 0 ∈ K0 et il existe l ∈ Sd−1 tel que K0 ⊂
{
w ∈ Rd

∣∣ w · l ≥ 0
}
. Avec

la notation du cas précédent, on a donc P(Ω0,l) = 1. Soit ω ∈ Ω0,l. Soit x ∈ Zd. Notons, pour tout n,

Mn = Xn · l −X0 · l −An,

où

An =
n−1∑
k=0

d(Xk, ω) · l

(par l'hypothèse, (An)n est un processus croissant). (Mn)n est une martingale sous Px,ω pour tout x, et le
théorème d'arrêt appliqué au temps d'arrêt TUL

(�ni Px,ω-p.s.) donne, pour L ≥ 1 :

Ex,ω[ATUL
] = Ex,ω[(XTUL

−X0) · l] ≤ 2L+ 1 ≤ 3L.

Le processus (M̃n)n suivant est bien sûr aussi une martingale sous Px,ω :

M̃n = (Xn · l)2 − (X0 · l)2 −
n−1∑
k=0

∑
|e|=1

ω(Xk, e)
(
((Xk + e) · l)2 − (Xk · l)2

)

= (Xn · l)2 − (X0 · l)2 −
n−1∑
k=0

2(Xk · l)d(Xk, ω) +
∑
|e|=1

ω(Xk, e)(e · l)2
 ,

et l'application du théorème d'arrêt au temps TUL
donne ici :

0 = Ex,ω[M̃TUL
]

= Ex,ω[(XTUL
· l)2 − (X0 · l)2]− Ex,ω

TUL
−1∑

k=0

2(Xk · l)d(Xk, ω) · l

− Ex,ω

TUL
−1∑

k=0

∑
|e|=1

ω(Xk, e)(e · l)2


≤ (L+ 1)2 + 0 + 2LEx,ω[ATUL
]− 2κEx,ω[TUL

],

en utilisant le fait que d(Xk, ω) · l ≥ 0 pour minorer la première somme. Avec la majoration précédente, on
obtient donc une constante C > 0, indépendante de x, telle que, pour tout L ≥ 1 :

Ex,ω[TUL
] ≤ CL2.

Pour en déduire un majoration de Ex,ω[ecTUL ] pour c petit, on utilise une méthode due à Khas'minskii (valable
pour un temps de sortie relatif à une chaîne de Markov quelconque) : pour tout c > 0, en notant T au lieu

- 8 -



de TUL
, on a :

Ex,ω[ecTUL ] =
∞∑

m=0

cm

m!
Ex,ω[Tm]

=
∞∑

m=0

cm

m!
Ex,ω

 ∑
k1≥0,...,km≥0

1{T>k1,...,T>km}


=

∞∑
m=0

cmEx,ω

 ∑
0≤k1≤...≤km

1{T>km}


=

∞∑
m=0

cm
∑

0≤k1≤...≤km−1

Ex,ω

 ∑
k≥km−1

1{T>k}


=

∞∑
m=0

cm
∑

0≤k1≤...≤km−1

Ex,ω

1{T>km−1}EXkm−1 ,ω

∑
k≥0

1{T>k}


=

∞∑
m=0

cm
∑

0≤k1≤...≤km−1

Ex,ω

[
1{T>km−1}EXkm−1 ,ω[T ]

]
=

∞∑
m=0

cm
∑

0≤k1≤...≤km−1

Ex,ω

[
1{T>km−1}

]
CL2

=
∞∑

m=0

cm(CL2)m,

en utilisant la propriété de Markov faible puis une récurrence à la dernière ligne, d'où, pour c = c′

L2 :

Ex,ω[e
c′
L2 TUL ] ≤ 1

1− c′C
≤ 2

pour c′ su�samment proche de 0 (indépendant de ω). Ainsi, pour tout n,

e−λω(TUL
)n ≤ Px,ω(TBL

> n) ≤ Px,ω(TUL
> n) ≤ e−

c′
L2 nEx,ω

[
e

c′
L2 TUL

]
≤ 2e−

c′
L2 n,

ce qui donne :

λω(BL) ≥ c′

L2
.

Montrons maintenant la seconde propriété : P(λω(BL) ≤ c
L2 ) > 0 pour L > 1. Il s'agit de minorer Px,ω(TBL

>
n) sur un ensemble de P-probabilité strictement positive, correspondant à une situation où l'�e�et de piège� de
BL est su�samment fort. SoitM = 2N un entier pair ≥ 2 ; c'est au temps de sortie de DM = {1, . . . ,M−1}d

que l'on s'intéresse. On dé�nit la fonction FM : Zd → R par :

pour tout x = (x1, . . . , xd) ∈ Zd, FM (x) = sin
πx1

M
· · · sin πxd

M
.

Cette fonction véri�e FM (x) = 0 si x ∈ ∂DM (bord au sens de Zd), et 0 < FM (x) ≤ 1 si x ∈ DM . Par la
formule de Taylor, on a, Px,ω-p.s. :

FM (X1) = FM (x) +∇FM (x) · (X1 − x) +
∑
i,j

∫ 1

0

∂2F

∂xi∂xj
(x+ t(X1 − x)) · (X1 − x)i(X1 − x)j(1− t)dt

= FM (x) +∇FM (x) · (X1 − x)−
( π
M

)2
∫ 1

0

(1− t)FM (x+ t(X1 − x))dt
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car une seule des composantes de X1 − x n'est pas nulle et, pour tout i, ∂2F
∂x2

i
(x) = −

(
π
M

)2
FM (x). Notons

maintenant que, pour tout i, si v ∈ [−1, 1], FM (x+vei) ≤ 2FM (x). Ceci découle du fait que, si 1 ≤ k ≤M−1,
sin πv

M ≥ 0 et sin πk
M ≥ 0, et donc :

sin
π(k + v)
M

≤ sin
πk

M
+ sin

πv

M
≤ 2 sin

πk

M
.

En prenant alors l'espérance dans l'inégalité précédente, on obtient :

Ex,ω[FM (X1)] ≥ FM (x) +∇FM (x) · d(x, ω)−
( π
M

)2

FM (x).

Vu l'hypothèse marginal nestling, pour tout voisinage V de 0, P(d(x, ω) ∈ V ) > 0. On en déduit que l'événe-
ment

EM = {pour tout x ∈ DM , ∇FM (x) · d(x, ω) ≥ −
( π
M

)2

FM (x)}

véri�e P(EM ) > 0 (pour x ∈ DM , FM (x) > 0, et DM est �ni). De plus, pour M grand, si ω ∈ EM , pour tout
x ∈ DM , l'inégalité précédente devient :

Ex,ω[FM (X1)] ≥
(

1− 2
( π
M

)2
)
FM (x) ≥ e−3( π

M )2

FM (x),

donc :
si ω ∈ EM ,

(
FM (Xn∧TDM

)e3(
π
M )2

(n∧TDM
)
)

n≥0
est une sous-martingale sous Px,ω.

Prenons x = (N, . . . , N) (on a posé N = M
2 ). Pour tout n, on a, si ω ∈ EM :

1 =
d∏

i=1

sin
πN

M
= FM (x) ≤ Ex,ω

[
FM (Xn∧TDM

)e3(
π
M )2

(n∧TDM
)
]

≤ Px,ω(TDM
> n)e3(

π
M )2

n

(FM (Xn∧TDM
) = 0 si n ≥ TDM

), d'où Px,ω(TDM
> n) ≥ e−3( π

M )2
n, et donc λω(DM ) ≤ 3

(
π
M

)2
. Par invariance

de P par translation et en utilisant la décroissance de U 7→ λω(U) (et D⌊ 2L√
d

⌋−x ⊂ BL), on a l'énoncé annoncé.

• Il reste à traiter le cas plain nestling. La minoration n'utilise que l'hypothèse d'ellipticité : pour tout L ≥ 1,
pour tout x ∈ BL, on a Px,ω(TBL

> L+ 1) ≤ 1− κL+1, et donc, en appliquant la propriété de Markov faible
aux temps dL+ 1e, 2dL+ 1e,... :

sup
x∈BL

Px,ω(TBL
> n) ≤

(
1− κL+1

)b n
L+1c ≤ (1− κL+1)

n
L+1−1

≤ 1
1− κL+1

exp
(
− n

L+ 1
κL+1

)
≤ 1

1− κ
exp

(
−ne−γL

)
où γ = ln 1

κ + supv≥1
1
v ln v+1

κ (indépendant de L), d'où λω(BL) ≥ e−γL.

On passe à la majoration. L'idée est ici de considérer des �pièges naïfs� : pour tout γ > 0, on introduit
l'événement

TL = {pour tout x ∈ BL \ {0}, d(x, ω) · x
|x|

≤ −γ}.

Sur cet événement, les dérives en tous les points de BL sont orientées vers le centre de la boule, ce qui tend
à rallonger le temps passé à l'intérieur (�gure 1). Précisons ceci à nouveau à l'aide d'une surmartingale. Soit
r > 0, ω ∈ Tr. Pour c > 0 et x ∈ Br, on a :

Ex,ω

[
ec|X1|

]
= ec|x|

∑
|e|=1

ω(x, e)ec(|x+e|−|x|)

= ec|x|
(

1 + c
x

|x|
· d(x, ω) + c O|x|→∞

(
1
|x|

)
+Oc→0

(
c2
))

≤ ec|x|(1− cγ + cγ) = ec|x|
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si |x| ≥ r0, r0 étant choisi assez grand, et si c est assez petit. Ainsi, si r > r0, pour tout x ∈ Zd avec
r0 < |x| < r :

si ω ∈ Tr,
(
e
c|Xn∧TBr

∧HBr0
|
)

n≥0
est une surmartingale positive sous Px,ω.

(pour U ⊂ Zd, HU = inf {n > 0 | Xn ∈ U}, temps d'atteinte de U , est un temps d'arrêt) Soit ω ∈ Tr. Par le
théorème d'arrêt, on en déduit :

Px,ω(TBr
< HBr0

)ecr ≤ Ex,ω

[
e
c|XTBr

∧HBr0
|
]
≤ ec|x|,

d'où :
Px,ω(TBr

< HBr0
) ≤ ec(|x|−r) = e−c(r−|x|).

On rend cette majoration uniforme : si L > 2(r0 + 1), on a, pour tout x ∈ ∂Br0 , si ω ∈ TL,

Px,ω(TBL
> HBr0

) ≥ 1− e−c(L−(r0+1)) ≥ 1− e−c L
2 .

x

B
r0

HBr0

TBL

0

BL

Fig. 1 � �Piège naïf� : réalisation de TL (�èches : dérives) et d'une trajectoire.

Soit L > 2(r0 +1). Une manière pour la marche de rester un temps > n dans BL, en partant de x ∈ BL \Br0 ,
consiste à atteindre Br0 avant de quitter BL, puis à atteindre à nouveau Br0 (à partir du pas suivant) avant
de quitter BL, etc., et de faire ainsi au moins n excursions à l'intérieur de BL atteignant Br0 à chaque fois
(en pro�tant de la dérive de l'environnement). Par la propriété de Markov forte, on a donc, pour ω ∈ TL :

Px,ω(TBL
> n) ≥

(
inf

x′∈∂Br0

Px′,ω(TBL>HBr0
)
)n

≥
(
1− e−c L

2

)n

.

Pour L grand, on a par suite, si ω ∈ TL :

λω(BL) ≥ − ln
(
1− e−c L

2

)
≤ e−

cL
3 .

Il reste à voir que l'on a P(TL) > 0, au moins pour γ > 0 su�samment petit. Vu l'hypothèse plain nestling,
pour tout w ∈ Sd−1, E[(d(0, ω) · w)−] > 0 et donc, par continuité, et compacité de Sd−1 :

γ :=
1
2

inf
w∈Sd−1

E[(d(0, ω) · w)−] > 0.
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Pour tout x ∈ BL \ {0}, on a alors, en utilisant l'inégalité E[X2] ≥ 1
4E[X]2P (X > 1

2E[X]) avec X =
(d(0, ω) · w)− (de carré intégrable) :

P
(
d(x, ω) · x

|x|
≤ −γ

)
= P

((
d(x, ω) · x

|x|

)
−
≥ γ

)

≥ 1
4

E[X]2

E[X2]
≥ γ2

E[X2]
≥ γ.

De là, vu l'indépendance entre les sites sous P :

P(TL) ≥ γ|BL| > 0,

ce qui conclut cette démonstration. �

2 Structure de renouvellement

L'étude de la convergence balistique de la marche repose essentiellement sur la possibilité de découper la
trajectoire en tronçons indépendants et suivant la même loi, mettant ainsi en évidence une �structure de
renouvellement� qui permet ensuite de faire appel à la loi des grands nombres (si une certaine condition
d'intégrabilité est satisfaite).

Cette construction requiert quelques notations. On considère tout d'abord les temps d'arrêts suivants :

T l
u = inf {n ≥ 0 | Xn · l ≥ u} pour l ∈ Sd−1 et u > 0,

et
D = inf {n ≥ 0 | Xn · l < X0 · l}.

Soit l ∈ Sd−1 et a > 0. On dé�nit les suites (Sk)k≥0 et (Rk)k≥1 de temps d'arrêts (pour la �ltration (Fn)n)
et la suite (Mk)k≥0 des maxima successifs par (voir �gure 2) :

S0 = 0,
M0 = l ·X0,

S1 = T l
M0+a = inf {n ≥ 0 | Xn · l ≥M0 + a},

R1 = S1 +D ◦ΘS1 = inf {n ≥ S1 | Xn · l < XS1 · l},
M1 = sup {Xn · l | 0 ≤ n ≤ R1}

et, pour k ≥ 1, par récurrence :

Sk+1 = T l
Mk+a = inf {n ≥ 0 | Xn · l ≥Mk + a},

Rk+1 = Sk+1 +D ◦ΘSk+1 = inf {n ≥ Sk+1 | Xn · l < XSk+1 · l
}
,

Mk+1 = sup {Xn · l | 0 ≤ n ≤ Rk+1}.

Dans cette construction, toutes les variables peuvent a priori être in�nies, et on a bien sûr :

0 = S0 ≤ S1 ≤ R1 ≤ S2 ≤ R2 ≤ · · · ,

avec des inégalités strictes tant que les variables sont �nies.

On peut déjà introduire le temps de �renouvellement� relatif à l ∈ Sd−1 et a > 0, qui joue un rôle central
dans la suite :

τ1 = SK , où K = inf {k ≥ 1 | Sk <∞, Rk = ∞}.

Bien sûr, τ1 n'est pas un temps d'arrêt puisqu'il dépend de toute la trajectoire. Par construction, cet instant,
lorqu'il est �ni, est tel que, pour tout n < τ1, Xn · l < Xτ1 · l, et D ◦ τ1 = ∞ : pour tout n ≥ τ1, Xn · l ≥ Xτ1 · l.
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C'est cette propriété, en assurant que les sites visités avant et après τ1 sont distincts et donc associés à des
probabilités de transitions indépendantes, qui va permettre d'aboutir au théorème 9, objectif de cette section.

Auparavant, il est utile de donner des conditions sous lesquelles cette variable τ1 est �nie. Pour cela, on
commence par établir quelques lois du 0-1 relatives au comportement asymptotique de (Xn)n vis-à-vis de la
direction l.

Pour tout l ∈ Sd−1, on dé�nit les événements :

Al = {lim
n
Xn · l = +∞},

Bl = Al ∪A−l = {lim
n
Xn · l = +∞ ou lim

n
Xn · l = −∞}

et
Cl = {la suite (Xn · l)n est de signe constant > 0 ou < 0 à partir d'un certain rang}.

Proposition 4. � Lois du 0-1 pour Bl et Cl

Pour tout l ∈ Sd−1, P0(Bl) ∈ {0, 1} et P0(Cl) ∈ {0, 1}.

Démonstration. On commence par un résultat qui servira à nouveau plus loin :

Lemme 5. � lemme fondamental
Pour tout k ≥ 1 :

P0(Rk <∞) ≤ P0(D <∞)k.

Preuve du lemme. On a, en appliquant la propriété de Markov au temps Sk :

P0(Rk <∞) = P0(Sk <∞, D ◦ΘSk<∞)
= E[E0,ω[Sk <∞, PSk,ω(D <∞)]]

=
∑
x∈Zd

E[P0,ω(Sk <∞, Sk = x)Px,ω(D <∞)],

et on constate que Sk = TMk+a, P0,ω(Sk < ∞, Sk = x) est une variable aléatoire mesurable par rapport à
la tribu engendrée par les ω(y) où y · l < x · l, tandis que Px,ω(D < ∞) est mesurable par rapport à celle
engendrée par les ω(y) où y · l ≥ x · l, si bien que ces deux variables sont indépendantes sous P. Ainsi :

P0(Rk <∞) =
∑
x∈Zd

P0(Sk <∞, Sk = x) · Px(D <∞)]

= P0(D <∞)
∑
x∈Zd

E0[Sk <∞, Sk = x]

= P0(D <∞)P0(Sk <∞)
≤ P0(D <∞)P0(Rk−1 <∞),

ce qui donne le lemme par récurrence. Au passage, on remarque que l'énoncé devient une égalité dès que l'on
a P0(lim supnXn · l = ∞) = 1 puisqu'alors Sk = T l

Mk−1+a < ∞ P0-p.s. dès que Mk−1 < ∞, donc dès que
Rk−1 <∞. �

• Montrons la loi du 0-1 pour Cl. On dé�nit l'événement :

C+
l = {il existe n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, Xn · l > 0},

de sorte que Cl = C+
l ∪ C+

−l. Comme P0(C+
l ) = P0(C+

−l) = 0 implique P0(Cl) = 0, il su�t de montrer que si
P0(C+

l ) > 0 ou P0(C+
−l) > 0, alors P0(Cl) = 1.

Supposons P0(C+
l ) > 0 (par symétrie des rôles de l et de −l dans Cl, le cas de C+

−l s'en déduira). Dans ce
cas, P0(D <∞) < 1. En e�et, dans le cas contraire on aurait, P-p.s. : D <∞ P0,ω-p.s., mais aussi Px,ω-p.s.
pour tout x ∈ Zd par invariance de P par translation et parce que Zd est dénombrable, de telle sorte que, par
la propriété de Markov forte, la suite (Di)i≥0 dé�nie par D0 = 0 et Di+1 = Di +D ◦ ΘDi

pour i ≥ 0 serait
une suite strictement croissante de temps d'arrêt �nis P0-p.s. telle que XDi < 0 pour tout i, en contradiction
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avec P0(C+
l ) > 0. En application du lemme précédent, on en déduit

∑
k P0(Rk < ∞) < ∞ et donc, par le

lemme de Borel-Cantelli :
P0-p.s., il existe k ≥ 1 tel que Rk = ∞.

Cet événement peut se produire de deux manières : ou bien il existe k ≥ 1 tel que Sk <∞ et Rk = ∞, auquel
cas, pour tout n ≥ Sk, Xn · l ≥ XSk

· l > 0, donc Cl (en fait, C+
l ) est véri�é, ou bien il existe k ≥ 2 tel que

Rk−1 < ∞ et Sk = ∞, c'est à dire que, pour tout n ≥ Rk−1, Xn · l < Mk−1 + a(< ∞) : en particulier, il
existe M ∈ N tel que Xn · l ≤M pour tout n. Il ne reste qu'à montrer que cette dernière propriété implique
presque sûrement Cl (en fait, C−l ) pour conclure à P0(Cl) = 1.
Soit M ∈ N. On raisonne �par l'aburde� en montrant : P0((Cl)c, Xn · l < M pour tout n ∈ N) = 0. Sur
l'événement (Cl)c, la bande H = {|x · l| <

√
d} ∩ Zd (qui contient les éléments de Zd les plus proches de

l'hyperplan {x · l = 0}) est traversée une in�nité de fois par (Xn)n. On peut trouver c > 0 tel que tout
point de H peut être relié à un point x′ ∈ Zd véri�ant x′ · l ≥ M par un chemin de longueur ≤ c donc, par
l'hypothèse d'ellipticité, pour tout x ∈ H, on a P-p.s. : Px,ω(T l

M ≤ c) ≥ κc. On note (Ui)i≥0 la suite de temps
d'arrêts dé�nie par U0 = 0 et, pour tout i ≥ 0, Ui+1 = inf {n > Ui + c | Xn ∈ H}. Sur l'événement (Cl)c, Ui

est �ni pour tout i. Or les événements Fi = {il existe n ∈ [Ui, Ui + c] tel que Xn · l ≥M} = {T l
M ◦ΘUi ≤ c},

i ≥ 0, sont tels que :

pour tout i, Fi ∈ FUi+c et P0,ω(Fi|FUi−1+c) ≥ κc1(Ui<∞)

en utilisant la propriété de Markov forte. On déduit du second lemme de Borel-Cantelli (voir proposition 12
à la �n de cette section) que, sur l'événement (Cl)c, il existe P0-p.s. une in�nité de i pour lesquels Fi a lieu.
Ainsi, comme annoncé :

P0((Cl)c, Xn · l < M pour tout n ∈ N) = 0.

On en déduit :
P0((Cl)c, il existe M ∈ N tel que Xn · l < M pour tout n ∈ N) = 0

et, compte-tenu de ce qui précède, la loi du 0-1 pour Cl est démontrée.

• Déduisons-en maintenant celle relative à Bl. Comme Bl ⊂ Cl, si P0(Cl) = 0, alors P0(Bl) = 0. Supposons
P0(Cl) > 0, c'est à dire P0(Cl) = 1 par la loi du 0-1 que l'on vient de démontrer. Par une méthode très
similaire à celle utilisée à la �n de la preuve ci-dessus (ellipticité, suites (Ui)i et (Fi)i, et second lemme de Borel-
Cantelli), on démontre que : presque sûrement, pour toutM ∈ N∗, si (Xn)n rencontreHM = {x·l ∈ [−M,M ]}
une in�nité de fois, alors l ·Xn < 0 pour une in�nité de n. Autrement dit, avec la notation C+

l précédente :

pour tout M > 0, P0(C+
l ∩ lim sup

n
{Xn · l ∈ [−M,M ]}) = 0.

On a bien sûr le même résultat avec C+
l en changeant l en −l dans la preuve, ce qui donne, compte-tenu que

1 = P0(Cl) = P0(C+
l ) + P0(C−l ), et parce que N est dénombrable :

P0

( ⋃
M∈N∗

lim sup
n

{Xn · l ∈ [−M,M ]}

)
= 0.

Or cet événement (�pour un certainM ∈ N∗, il existe une in�nité d'entiers n pour lequels Xn · l ∈ [−M,M ]�)
est le complémentaire de Bl = {Xn · l −→

n
±∞}, ce qui donne : P0(Bl) = 1. �

On dit que la marche est transiente dans la direction l lorsque P0(Bl) = 1. Ceci équivaut à Px(Bl) = 1
pour tout x ∈ Zd vu que, pour tout ω ∈ Ω, Px,ω(Bl) = P0,txω(Bl) et que la probabilité P est invariante par
tx. Dans ce cas, on a P0(Al) > 0 ou P0(A−l) > 0. À l'heure actuelle, on ignore d'ailleurs si Al satisfait une
loi du 0-1, et donc si on peut avoir simultanément P0(Al) > 0 et P0(A−l) > 0.

Revenons à l'étude de τ1 et de la propriété de renouvellement.

Proposition 6. � On suppose P0(Al) > 0. Alors P0(D = ∞) > 0 et, P0-p.s., Al = {τ1 <∞}.

Démonstration. Cette proposition a presque déjà été démontrée au début de la preuve de la loi du 0-1 pour
Cl. On suppose P0(Al) > 0. Alors en particulier P0(C+

l ) ≥ P0(Al) > 0, d'où P0(D <∞) < 1 comme montré
dans la preuve indiquée. Par le lemme fondamental, on en déduit (même référence) :

P0-p.s., il existe k ≥ 1 tel que Rk = ∞.
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Or on a, P0-p.s. sur l'événement Al : T l
M <∞ pour toutM > 0 et par conséquent S1 = TX0·l+a <∞ et, pour

tout k ≥ 2, Sk = T l
Mk−1+a < ∞ si Mk−1 < ∞, donc si Rk−1 < ∞. Par suite, sur l'événement Al, P0-p.s., le

plus petit k ≥ 1 tel que Rk = ∞ satisfait aussi Sk <∞, ce qui donne τ1 = Sk <∞.

Pour l'inclusion réciproque, remarquons que, vu la loi du 0-1 pour Bl, comme P0(Bl) ≥ P0(Al) > 0, on a en fait
P0(Bl) = 1 : P0-p.s., Xn · l −→

n
±∞, de sorte que τ1 <∞ implique non seulement lim infnXn · l ≥ Xτ1 · l > −∞

mais aussi, P0-p.s., limnXn · l = +∞, c'est à dire An. �

Dans la suite, on suppose P0(Al) > 0. On peut donc s'intéresser à la probabilité P0(·|τ1 <∞) = P0(·|Al).
Considérons la tribu :

G1 = σ(τ1, (Xn∧τ1)n≥0, (ω(y, ·))y·l<Xτ1 ·l).

Intuitivement, cette tribu contient toute l'information relative au passé de la marche avant τ1 et à la partie
de l'environnement qu'elle a pu visiter jusqu'alors. Par le choix de τ1, on s'attend à ce que la marche aléatoire
(Xτ1+n −Xτ1)n≥0 soit indépendante de G1, et suive la même loi que (Xn)n≥0 conditionnée à ne pas revenir
dans {x · l < 0}. La proposition suivante précise ceci.

Proposition 7. � La variable aléatoire ((Xτ1+n −Xτ1)n≥0, (ω(Xτ1 + y, ·))y·l≥0) est indépendante de G1 sous
P0(·|τ1 <∞) = P0(·|Al), et sa loi est celle de ((Xn)n≥0, (ω(y, ·))y·l≥0) sous P0(·|D = ∞).

Démonstration. Soient f, g, h des fonctions bornées respectivement mesurables par rapport à σ((Xn)n≥0),
σ((ω(y, ·))y·l≥0) et G1. Il s'agit de montrer :

E0[f(Xτ1+· −Xτ1) · g ◦ tXτ1
· h, τ1 <∞] = E0[f · g|D = ∞]E0[h, τ1 <∞].

Par dé�nition de τ1, le premier membre est égal à :∑
k≥1

E0[f(Xτ1+· −Xτ1) · g ◦ tXτ1
· h, Sk <∞, Rk = ∞]

=
∑

k≥1,x∈Zd

E0[f(XSk+· − x) · g ◦ tx · h,XSk
= x, Sk <∞, Rk = ∞].

Comme h est G1-mesurable,il existe une fonctionnelle H telle que, P0-p.s., h = H(τ1, Xτ1∧·, (ω(y, ·))y·l≤Xτ1 ·l),
si bien que, sur {τ1 = Sk, XSk

= x}, P0-p.s., h = H(Sk, XSk∧·, (ω(y, ·))y·l≤x·l) = hx,k où hx,k est mesurable
par rapport à σ((ω(y, ·))y·l≤y·x) ⊗ FSk

. Ceci permet d'appliquer la propriété de Markov forte en Sk dans la
quantité ci-dessus : (en poursuivant les égalités précédentes)

=
∑

k≥1,x∈Zd

E[E0,ω[f(XSk+· − x) · hx,k, XSk
= x, Sk <∞, D ◦ΘSk

= ∞] · g ◦ tx]

=
∑

k≥1,x∈Zd

E[E0,ω[hx,k, Sk <∞, XSk
= x,ESk,ω[f(X· − x), D = ∞]] · g ◦ tx]

=
∑

k≥1,x∈Zd

E[E0,ω[hx,k, Sk <∞, XSk
= x]Ex,ω[f(X· − x), D = ∞] · g ◦ tx].

Et l'on remarque que E0,ω[hx,k, Sk <∞, XSk
= x] est mesurable par rapport à σ((ω(y, ·))y·l<y·x) tandis que

Ex,ω[f(X· − x) · g ◦ tx, D = ∞] est mesurable par rapport à σ((ω(y, ·))y·l≥y·x), et ces variables sont bornées,
donc elles sont indépendantes sous P :

=
∑

k≥1,x∈Zd

E0[hx,k, Sk <∞, XSk
= x]Ex[f(X· − x) · g ◦ tx, D = ∞]

=
∑

k≥1,x∈Zd

E0[hx,k, Sk <∞, XSk
= x]E0[f · g,D = ∞]

= E0[f · g|D = ∞]
∑

k≥1,x∈Zd

E0[hx,k, Sk <∞, XSk
= x]P0(D = ∞)

= E0[f · g|D = ∞]E0[h, τ1 <∞],
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Fig. 2 � Dé�nition de la structure de renouvellement. Ici, K = 3 si D ◦ΘS3 = ∞.
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Fig. 3 � Itération de la construction
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où la deuxième ligne exploite l'invariance par translation de P, et où la dernière ligne s'obtient en prenant
f = g = 1 dans les égalités montrées jusque là. On a obtenu l'égalité voulue. �

L'étape suivante consiste à itérer cette construction après τ1.

Considérant τ1 comme une fonction de X·, on dé�nit, sur {τ1 <∞} (voir �gure 3) :

τ2 = τ1(X·) + τ1(Xτ1+· −Xτ1)

et, par récurrence, pour tout k ≥ 1 :

τk+1 = τ1(X·) + τk(Xτ1+· −Xτ1) = τk(X·) + τ1(Xτk+· −Xτk
)

(l'égalité se montre par récurrence), avec τk+1 = ∞ sur {τk = ∞}. On a déjà vu que P0-p.s., {τ1 <∞} = Al ;
comme {D = ∞} ⊂ Al, on a donc P0(·|D = ∞)-p.s., τ1 < ∞, et on déduit de la dernière proposition et à
l'aide d'une récurrence que :

P0-p.s., {τ1 <∞} = Al = {τk <∞} pour tout k ≥ 1.

On introduit la tribu :
Gk = σ(τ1, . . . , τk, (Xn∧τk

)n≥0, (ω(y, ·))y·l<Xτk
·l).

Proposition 8. � Pour tout k ≥ 1, la variable aléatoire ((Xτk+n−Xτk
)n≥0, (ω(Xτk

+y, ·))y·l≥0) est indépendante
de Gk sous P0(·|Al), et sa loi est celle de ((Xn)n≥0, (ω(y, ·))y·l≥0) sous P0(·|D = ∞).

Démonstration. On reprend les notations f, g, h de la démonstration précédente, et l'égalité démontrée
alors. On remarque que P0-p.s., {D = ∞} ⊂ Al = {τ1 < ∞} et, comme {D = ∞} ∈ G1 (car {D = ∞} =
{D ≤ τ1}), h′ = h1{D=∞} est mesurable par rapport à G1 et bornée, ce qui donne :

E0[f(Xτ1+· −Xτ1) · g ◦ tXτ1
· h,D = ∞] = E0[f(Xτ1+· −Xτ1) · g ◦ tXτ1

· h,D = ∞, τ1 <∞]
= E0[f · g|D = ∞]E0[h,D = ∞, τ1 <∞]
= E0[f · g|D = ∞]E0[h,D = ∞].

Ce calcul montre que la variable aléatoire (Xτ1+·−Xτ1 , (ω(Xτ1+y, ·))y·l≥0) sous P0(·|D = ∞) est indépendante
de G1 et a même loi que (X·, (ω(y, ·))y·l≥0) sous P0(·|D = ∞). Associé à ce résultat, celui de la proposition
précédente fournit alors l'énoncé cité par récurrence sur k ≥ 1. �

On en déduit immédiatement le résultat essentiel de cette section :

Théorème 9. � Propriété de renouvellement
Sous P0(·|Al), les variables aléatoires (Xτ1 , τ1), (Xτ2 −Xτ1 , τ2 − τ1), . . . , (Xτk+1 −Xτk

, τk+1 − τk), . . . sont
indépendantes. De plus, sous P0(·|Al), (Xτ2 −Xτ1 , τ2 − τ1), . . . , (Xτk+1 −Xτk

, τk+1 − τk), . . . ont même loi
que (Xτ1 , τ1) sous P0(·|D = ∞).

Annexe

Le résultat suivant sera utile plus tard pour majorer E[ecXτ1 ·l] (preuve du théorème 17). Ce n'est pas une
conséquence du théorème ci-dessus, mais le fonctionnement de la démonstration est identique à celui de la
preuve du lemme fondamental 5, d'où sa place dans cette section.

Proposition 10. � On suppose que, P0-p.s., Xn · l→n ∞. Si τ1 est relatif à l et a > 0 alors, sous P0, la variable
aléatoire Xτ1 · l est stochastiquement dominée par a+ 1 +GJ où, pour tout j ≥ 0 :

Gj = M̄1 + · · ·+ M̄j ,

(M̄j)j≥0 étant une suite de variables aléatoires i.i.d. de même loi que a′ + 1 +M sous P0(·|D <∞), avec :

M = sup {(Xk −X0) · l0 | 0 ≤ k ≤ D},
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et J est une variable aléatoire indépendante des M̄j , j ≥ 0, suivant la loi géométrique de paramètre P0(D <∞)
(P0(J ≥ j) = P0(D <∞)j pour tout j ≥ 0).

Démonstration. Soit F : R → R croissante positive. On a, en procédant comme dans le lemme 5 :

E0[F (Xτ1 · l)] =
∑
k≥1

E0[F (XSk
· l), Sk <∞, D ◦ΘSk

= ∞]

=
∑
k≥1

E[E0,ω[F (XSk
· l), Sk <∞, PXSk

,ω(D = ∞)]]

=
∑
k≥1

∑
x∈Zd

F (x · l)E[P0,ω(XSk
= x, Sk <∞)Px,ω(D = ∞)]

=
∑
k≥1

∑
x∈Zd

F (x · l)P0(XSk
= x, Sk <∞)P0(D = ∞)

= P0(D = ∞)
∑
k≥1

E0[F (XSk
· l), Sk <∞].

Soit k ≥ 2. Si Sk < ∞, alors Sk−1 < ∞ et D ◦ ΘSk−1 < ∞, et on a XSk
· l = XTMk−1+a

· l ≤ Mk−1 + a + 1,
d'où :

E0[F (XSk
· l), Sk <∞] ≤ E0[F (Mk−1 + a+ 1), Sk−1 <∞, D ◦ΘSk−1 <∞]

= E0[F (XSk−1 · l +M ◦ΘSk−1 + a+ 1), Sk−1 <∞, D ◦ΘSk−1 <∞]

= E[E0,ω[EXSk−1 ,ω[F (x · l +M + a+ 1), D <∞]
∣∣∣
x=XSk−1

, Sk−1 <∞]]

= E0Ē[F (XSk−1 · l + M̄k−1), Sk−1 <∞]P0(D <∞)

où M̄k−1 a, sous la loi P̄ , même loi que M + a + 1 sous P0(·|D < ∞) (l'intégration ci-dessus se fait contre
la loi produit P0 ⊗ P̄ sur l'espace (Ω× (Zd)N)× Ω̄, Ω̄ étant le nouvel espace sur lequel on dé�nit M̄k−1). En
procédant par récurrence, on obtient �nalement :

E0[F (XSk
· l), Sk <∞] ≤ Ē⊗(k−1)[F (M̄1 + · · ·+ M̄k−1 + a+ 1)]P0(D <∞]k−1

où, pour tout k ≥ 1, M̄k est une variable aléatoire dé�nie sur un certain espace (Ω̄, B̄, P̄ ) et de même loi que
M + a + 1 sous P0(·|D = ∞). On remarque que l'identité obtenue est aussi valable pour k = 1 (si S1 < ∞,
XS1 · l ≤ a+ 1) ; par conséquent :

E0[F (Xτ1 · l)] ≤ P0(D = ∞)
∑
k≥1

P0(D <∞)k−1Ē⊗(k−1)[F (M̄1 + · · ·+ M̄k−1 + a+ 1)].

De cette identité découle la proposition. �

Second lemme de Borel-Cantelli

Proposition 11. � Soit (Ω,F , P ) un espace de probabilité, (Fn)n une �ltration de cet espace, et (Xn)n

une martingale par rapport à cette �ltration véri�ant, pour tout n, |Xn+1 − Xn| ≤ M où M > 0. On a
P (C ∪D) = 1, où :

C = {(Xn)n converge dans R}

et
D = {lim inf

n
Xn = −∞ et lim sup

n
Xn = +∞}.

Démonstration. Quitte à remplacer (Xn)n par (Xn − X0)n, on peut supposer X0 = 0. Soit K > 0. On
note NK = inf {n | Xn ≤ −K} ≥ 1 ; c'est un temps d'arrêt. Ainsi, (Xn∧NK

)n est une martingale qui véri�e,
pour tout n, Xn∧NK

≥ −K −M (pour tout n < NK , Xn > −K et, si 1 ≤ NK < ∞, l'hypothèse donne :
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XNK
≥ XNK−1 − M > −K − M). Par le théorème de convergence de Doob, elle admet donc presque

sûrement une limite �nie. On en déduit : presque sûrement, pour tout K ∈ N∗, (Xn∧NK
)n converge, et donc :

presque sûrement, s'il existe K ∈ N∗ tel que NK = ∞, alors (Xn)n converge. Or {lim infnXn > −∞} =
{il existe K ∈ N∗ tel que NK = ∞}, d'où : presque sûrement, si lim infnXn > −∞, alors (Xn)n converge.
On obtient une assertion similaire relative à la limite supérieure en remplaçant (Xn)n par ((−Xn)n, ce qui
donne la conclusion. �

Proposition 12. � Second lemme de Borel-Cantelli
Soit (Fn)n≥1 une �ltration de (Ω,F), et (An)n≥1 une suite d'événements véri�ant An ∈ Fn pour tout n ≥ 1.
On a :

lim sup
n

An =

∑
n≥1

P (An|Fn−1) = ∞

 ,

où F0 = {Ω, ∅}.

Démonstration. La suite (Xn)n dé�nie, pour tout n ≥ 0, par :

Xn =
n∑

k=1

1Ak
− P (Ak|Fk−1)

est une martingale par rapport à la �ltration (Fk)k, et elle véri�e, pour tout n, |Xn+1 −Xn| ≤ 1. Par suite,
à l'aide de la proposition précédente, presque-sûrement, ou bien la suite (Xn)n converge dans R, ou bien elle
véri�e lim supnXn = +∞ et lim infnXn = −∞. Dans le premier cas, on a

∑∞
k=1 1Ak

= ∞ si et seulement si∑∞
k=1 P (Ak|Fk−1) = ∞, et dans le second cas ces deux quantités sont in�nies, ce qui conclut. �

3 Condition (T), premiers résultats

3.1 Dé�nition

L'objet de l'article [6] est d'introduire une condition sur la loi µ (la loi dé�nissant l'environnement) de
laquelle on puisse déduire une loi forte des grands nombres concernant la suite (Xn)n. Au vu de la structure
de renouvellement mise en place dans la section précédente, on devine l'importance du contrôle de la variable
X∗

τ1
, où X∗

n = max{|X0|, . . . , |Xn|}. C'est ce que permet la condition suivante, à laquelle il sera constamment
fait référence dans la suite :

Définition. � Soit l ∈ Sd−1 et a > 0. La marche aléatoire (Xn)n satisfait la condition (T) relativement à la
direction l et au réel a > 0, que l'on abrège en (T)|l, a, si les deux propriétés suivantes sont satisfaites :

(i) P0-presque sûrement, limnXn · l = ∞ ;

(ii) il existe c > 0 tel que E0[exp(cX∗
τ1

)] <∞,

τ1 étant dé�ni selon la direction l et à l'aide du paramètre a.

Dans la suite de cette section, lorsque l'on supposera véri�ée la condition (T)|l, a, les temps τk, k ≥ 0,
seront dé�nis, sauf mention contraire, relativement au vecteur l.

Comme on aura souvent besoin de majorer des quantités de la forme lim supL→∞
1
L lnP0(· · · ) (on s'intéresse

à des comparaisons dans une échelle exponentielle), le lemme suivant tiré de [1] (lemme 1.2.15) pourra être
utile :

Lemme 13. � �Lemme sympa�
Soit (an)n une suite qui diverge vers +∞, et (α1

n)n, . . . , (αk
n)n des suites de réels> 0. On a :

lim sup
n

1
an

ln
∑

1≤i≤k

αi
n = max

1≤i≤k
lim sup

n

1
an

lnαi
n.
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Démonstration. Pour tout n, on a :

1
an

max
1≤i≤k

lnαi
n ≤

1
an

ln
∑

1≤i≤k

αi
n ≤

1
an

ln(k max
1≤i≤k

αi
n) =

1
an

max
1≤i≤k

lnαi
n +

ln k
an

,

et (ln k)/an →n 0, donc il su�t de voir que :

lim sup
n

1
an

max
1≤i≤k

lnαi
n = max

1≤i≤k
lim sup

n

1
an

lnαi
n.

L'inégalité �≥� est évidente ; pour le sens réciproque, si on choisit une sous-suite ( 1
aϕ(n)

max1≤i≤k lnαi
ϕ(n))n

qui converge vers la limite supérieure, il existe i0 ∈ {1, . . . , k} pour lequel une in�nité d'entiers véri�ent
max1≤i≤k α

i
ϕ(n) = αi0

ϕ(n), de sorte que :

lim sup
n

1
an

max
1≤i≤k

lnαi
n = lim sup

n

1
an

lnαi0
n ≤ max

1≤i≤k
lim sup

n

1
an

lnαi
n.

�

3.2 Quelques premières conséquences de la structure de renouvellement

La condition (T)(i) assure, via la proposition 6, que P0(D = ∞) > 0, et que les temps τk, k ≥ 0, sont tous
�nis P0-p.s.. On peut donc faire appel aux résultats de la partie précédente. En particulier, le théorème 9
fournit aisément l'existence d'une direction asymptotique :

Proposition 14. � On suppose la condition (T) véri�ée relativement à l ∈ Sd−1 et a > 0. Alors il existe v̂ ∈ Sd−1

tel que v̂ · l > 0, et :

P0-p.s., |Xn| −→
n
∞ et

Xn

|Xn|
−→
n
v̂.

De plus, on a :

v̂ =
E0[Xτ1 |D = ∞]
|E0[Xτ1 |D = ∞]|

.

Démonstration. Par (T)(i), on a, P0-p.s., |Xn| ≥ Xn · l →n ∞. L'hypothèse (T)(ii) montre que Xτ1 est
intégrable sous P0, et donc sous P0(·|D = ∞). En appliquant la loi forte des grands nombres à la structure
de renouvellement précédente, on obtient alors :

P0-p.s.,
Xτk

k
−→
k
E0[Xτ1 |D = ∞],

et l'hypothèse (T)(ii) donne de plus E0[X∗
τ1
|D = ∞] <∞, d'où :

P0-p.s.,
1
k

max
τk≤n≤τk+1

|Xn −Xτk
| −→

k
0.

Comme Xτ1 · l > 0, on a E0[Xτ1 |D = ∞] ∈ Rd \ {0} et on peut donc dé�nir v̂ par la formule de l'énoncé, qui
véri�e bien v̂ · l > 0. On note kn = max {k ≥ 0 | τk ≤ n} : ainsi, τkn

≤ n < τkn+1. Comme τk <∞ pour tout
k, on a kn →n ∞, donc on déduit des limites précédentes que :∣∣∣∣Xn

kn
− E0[Xτ1 |D = ∞]

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣Xτkn

kn
− E0[Xτ1 |D = ∞]

∣∣∣∣+ 1
kn

max
τkn≤n′≤τkn+1

|Xn′ −Xτkn
| −→

n
0,

d'où la proposition résulte en écrivant (pour n assez grand) :

Xn

|Xn|
=
Xn

kn
× kn

|Xn|
.
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L'objet de la prochaine partie sera de montrer que ce résultat peut être fortement amélioré sous la forme :

il existe v ∈ Rd \ {0} tel que P0-p.s.,
Xn

n
−→
n
v.

Cette loi des grands nombres repose sur de nombreuses estimations dont voici la première, qui utilise également
fortement la propriété de renouvellement.

Lorsque (T) est véri�ée, en dé�nissant v̂ comme dans le lemme précédent, on note π la projection ortho-
gonale sur v̂⊥ : pour w ∈ Rd, π(w) = w − (w · v̂)v̂.

Lemme 15. � On suppose (T)|l, a. Pour γ ∈ ( 1
2 , 1], et ρ > 0, on a :

lim sup
u→∞

1
u2γ−1

lnP0

(
sup

0≤n≤Ll
u

|π(Xn)| ≥ ρuγ

)
< 0,

où l'on rappelle que Ll
u = sup {n ≥ 0 | Xn · l ≤ u}.

Démonstration. Remarquons d'abord qu'il su�t de raisonner pour Xn · w pour tout w ⊥ v̂, au lieu de
|π(Xn)|. En e�et, si (v, w1, . . . , wd−1) est une base orthonormale Rd, |π(Xn)|2 = |w1 ·Xn|2 + . . .+ |wd−1 ·Xn|2,
d'où

{sup
n
|π(Xn)| ≥ ρuγ} ⊂

d−1⋃
i=1

{sup
n
Xn · wi ≥

ρ√
d− 1

uγ}.

Soit w ⊥ v̂. La preuve consiste maintenant à découper la trajectoire avant Ll
u selon les temps τk, et à utiliser

la propriété de renouvellement. On note kn = sup {k ≥ 0 | τk ≤ n}. Par construction de τk, on a, pour tout
k et tout m ≥ τk, Xm · l ≥ Xτk

· l ≥ ka, d'où pour tout m ≥ n(≥ τkn), kna ≤ Xτkn
· l ≤ Xm · l, de sorte que

si n ≤ Ll
u, alors :

kn ≤
u

a
. (∗)

Pour tout n ≥ 1, on a :

Xn · w ≤ Xτkn
· w + sup

τk≤m≤τk+1

|Xm −Xτk
| ≤ Xτkn

· w +X∗ ◦Θτkn
,

où X∗ = sup0≤m≤τ1
|Xm −X0| (= X∗

τ1
avec la notation déjà dé�nie), donc pour tout ρ > 0, u > 0, γ ∈ ( 1

2 , 1],
λ > 0, d'après (∗) :

P0

(
sup

0≤n≤Ll
u

|π(Xn)| ≥ ρuγ

)
≤

∑
0≤k≤u

a

P0(Xτ1 · w + (Xτk
−Xτ1) · w +X∗ ◦Θτk

> ρuγ)

≤
∑

1≤k≤u
a

P0(Xτ1 · w >
ρuγ

3
) + P0((Xτk

−Xτ1) · w >
ρuγ

3
)

+
∑

0≤k≤u
a

P0(X∗ ◦Θτk
>
ρuγ

3
)

≤ e−
λρ
3 uγ

 ∑
1≤k≤u

a

E0[eλXτ1 ·w] + E0[eλ(Xτk
−Xτ1 )·w]

∑
0≤k≤u

a

E0[eλX∗◦Θτk ]

 .

De plus, Xτ1 · w ≤ X∗, E0[eλ(Xτk
−Xτ1 )·w] = E0[eλXτ1 ·w|D = ∞]k−1 et E0[eλX∗◦Θτk ] = E0[eλX∗ |D = ∞] par

le renouvellement, donc, en posant H(λ) = lnE0[eλXτ1 ·w|D = ∞], on a :

P0

(
sup

0≤n≤Ll
u

|π(Xn)| ≥ ρuγ

)
≤ e−

λρ
3 uγ

((
2
u

a
+ 1
)
E0[eλX∗

|D = ∞] +
u

a
e

u
a H(λ)

)
≤ e−

λρ
3 uγ

(
2
u

a
+ 1
)(

E0[eλX∗
|D = ∞] + e

u
a H(λ)

)
.
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D'après la condition (T), H(λ) est �ni pour 0 < λ < c. De plus, la fonction H véri�e H(0) = 0, H est
indé�niment dérivable (car Xτ1 · w a tous ses moments �nis via (T)), et H ′(0) = E0[Xτ1 · w|D = ∞] = 0
d'après la dé�nition de v̂ et le fait que v̂ · w = 0. Ainsi, H(λ) = Oλ→0(λ2).

Si γ = 1 (d'où 2γ − 1 = 1), on choisit 0 < λ < c tel que H(λ) < λρa
3 , de sorte que H(λ)

a < λρ
3 et donc :

lim sup
u→∞

1
u

lnP0

(
sup

0≤n≤Ll
u

|π(Xn)| ≥ ρu

)
≤ H(λ)

a
− λρ

3
< 0.

Si γ ∈ ( 1
2 , 1), prendre λ constant ne mène à rien (le second membre de l'inégalité diverge vers +∞) ; prenons

donc plutôt λ = νuα où α < 0, ce qui donne uH(λ) ≤ aCν2u2α+1 pour u assez grand, avec C > 0 indépendant
de ν. En considérant séparément les cas 2α+1 > 0 et 2α+1 ≤ 0, on trouve que la valeur fournissant l'inégalité
la plus �ne (au niveau de l'exposant de u dans l'exponentielle) est α = γ − 1, qui donne, en choisissant ν
su�samment petit :

lim sup
u→∞

1
u2γ−1

lnP0

(
sup

0≤n≤Ll
u

|π(Xn)| ≥ ρuγ

)
≤ −νρ

3
+ Cν2 < 0.

�

Donnons une application importante de ce lemme, relative à la face de sortie d'un cylindre orienté selon v̂.

On note R̂ une rotation telle que R̂(e1) = v̂, puis on dé�nit, pour ε, r, a > 0, le cylindre :

Cylε,a,r = R̂((−ε, a)× Bd−1(0, r))

ou, autrement dit, Cylε,a,r =
{
x ∈ Rd

∣∣ x · v̂ ∈ (−ε, a) et |π(x)| < r
}
, et, pour u > 0 :

Cyluε,a,r = (uCylε,a,r) ∩ Zd.

Proposition 16. � Sous (T), pour tous ε, a, r > 0, on a :

lim sup
u→∞

1
u

lnP0(T v̂
au > TCyluε,a,r

) < 0.

(La probabilité apparaissant dans l'énoncé est la probabilité pour la marche de sortir du cylindre Cyluε,r,a

ailleurs que par la face �supérieure�, celle dans la direction de v̂)

Démonstration. Dans la preuve, on note Cylu le cylindre Cyluε,a,r. On découpe l'événement de l'énoncé
selon que la marche sort par les faces latérales ou par la face inférieure (le �fond�) du cylindre :

{T v̂
au > TCylu} ⊂ {TCylu < T̃ v̂

−εu ∧ T v̂
au} ∪ {T̃ v̂

−εu < T v̂
au, sup

n<T̃ v̂
−εu

|π(Xn)| < ru}.

Notons (I) et (II) respectivement ces deux événements. Par le �lemme sympa�, on peut les considérer sépa-
rément. On commence par s'occuper de (I) (sortie par une face latérale). Il s'agit de faire appel au lemme
démontré juste avant. Pour cela, on remarque que, pour tout x ∈ Cylu :

x · l = (x · v̂)(v̂ · l) + π(x) · l ≤ au+ ru = (a+ r)u,

si bien que TCylu ≤ Ll
(a+r)u, et donc :

lim sup
u→∞

1
u

lnP0((I)) ≤ lim sup
u→∞

1
u

lnP0

 sup
n<Ll

(a+r)u

|π(Xn)| ≥ ru

 < 0.

Passons à (II) (sortie par le fond). Sur (II), P0-p.s., XT̃ v̂
−εu

est à une distance au plus 1 du fond du cylindre

donc on a :

XT̃ v̂
−εu

· l ≤ −εu(v̂ · l) + ru+ 1 = −(ε(v̂ · l)− r)u+ 1 ≤ −ε(v̂ · l)− r

2
u,
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pour u su�samment grand. Supposons tout d'abord que ε(v̂ · l)− r > 0. Dans ce cas, on a :

P0((II)) ≤ P0(XT̃ l

− ε(v̂·l)−r
2 u

<∞) ≤ P0(X∗
τ1
≥ ε(v̂ · l)− r

2
) ≤ exp(−cε(v̂ · l)− r

2
u)E0[exp(cX∗

τ1
)],

où grâce à (T) l'espérance est �nie, ce qui donne bien lim supu→∞
1
u lnP0((II)) ≤ −c ε(v̂·l)−r

2 < 0.

a

0

ε
r Cylε,a,r

a + r
−

ε(v̂·l)−r

2

l

v̂

(a) Premier cas (ε(v̂ · l) > r)

0

l

r
′

v̂

(b) Deuxième cas

Fig. 4 � Illustration de la preuve de la proposition 16

Dans le cas général, on a la même conclusion en découpant le fond du cylindre en deux parties : la partie
correspondant au fond d'un petit cylindre central concentrique Cyluε,a,r′ avec r

′ assez petit pour que l'hypo-
thèse du premier cas soit satisfaite, et le reste du fond, pour lequel on peut raisonner comme pour le terme
(I) puisque ses éléments x véri�ent |π(x)| ≥ r′u. On a donc la même conclusion, ce qui achève la preuve (voir
la �gure 4) �

3.3 Condition équivalente

Telle que dé�nie, la condition (T) se prête bien au calcul mais se laisse di�cilement véri�er, en particulier
parce que τ1 n'est pas un temps d'arrêt. On va ici s'intéresser à exprimer de façon équivalente la condition
(T)|l, a en fonction des distributions de sortie de la marche de certains ensembles (à la manière du cylindre du
paragraphe précédent), sans faire intervenir τ1, ce qui pourra permettre de mieux comprendre cette condition.

Théorème 17. � Soit l0 ∈ Sd−1 et a > 0. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) il existe b, r > 0 et, pour L grand, des parties (�nies) ∆L ⊂ Zd satisfaisant 0 ∈ ∆L ≤ {l0 · x ≥ −bL} ∩

Bd(0, rL) et :

lim sup
L→∞

1
L

lnP0

(
XT∆L

/∈ ∂0∆L

)
< 0,

où ∂0∆L = ∂∆L ∩ {l0 · x ≥ L} ;
(ii) la condition (T) relative à l0 et a est véri�ée ;

(iii) la condition (T) est véri�ée pour tous l ∈ Sd−1 dans un voisinage de l0, a > 0.
De plus, si l'une de ces conditions est véri�ée, on peut dé�nir v̂ = limn

Xn

|Xn| via la proposition 14, et la condition

(T) est satisfaite relativement à l ∈ Sd−1 et a > 0 si seulement si l · v̂ > 0.

Démonstration. • L'implication (iii)⇒(ii) est évidente.

• Montrons (iii)⇒(i) pour commencer. On suppose qu'il existe un voisinage V de l0 sur lequel (T)|l, a est
satisfaite. On peut donc dé�nir v̂. On complète (f1) = (l0) en une base orthonormale (f1, f2, . . . , fd) de Rd,
puis on choisit li,+, li,− ∈ V ∩ Sd−1, i = 2, . . . , d, tels que, pour i = 2, . . . , d :
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(i) li,± ∈ Rf1 + Rfi ;

(ii) li,± · f1 > 0 ;

(iii) li,+ · fi > 0 et li,− · fi < 0.

Ceci est possible puisque f1 · v̂ > 0, f1 · fi = 0, et V est un ouvert contenant f1. On note :

D =
{
x ∈ Rd

∣∣ l0 · x ∈ [−1, 1] et, pour i = 2, . . . , d, li,± · x ≥ −1
}
,

D est borné : pour tout x ∈ D, |x| ≤
∑

1≤i≤d |x · fi|, x · f1 ∈ [−1, 1] et, pour i = 2, . . . , d, si on note
li,± = λ±f1 + µ±fi, on a λ± > 0 et µ+ > 0, µ− < 0, d'où :

1
µ+

(−1− λ+) ≤ 1
µ+

(x · li,+ − λ+x · f1) = x · fi =
1
µ−

(x · li,− − λ−x · f1) ≤
1
µ−

(−1− λ−).

Par suite, il existe r > 0 tel que, pour tout L > 0, ∆L = LD ∩Zd ⊂ {l0 · x ≥ −L} ∩Bd(0, rL), et on a aussi :

P0

(
XT∆L

/∈ ∂0∆L

)
≤ P0(T̃ l0

−L <∞ ou il existe i ∈ {2, . . . , d} tel que T̃ li,+
−L <∞ ou T̃ li,−

−L <∞).

Et pour i = 2, . . . , d, comme li,± ∈ V , on a :

lim sup
L→∞

1
L

lnP0(T̃
li,±
−L <∞) ≤ lim sup

L→∞

1
L

lnP0(X∗
τ1
≥ L) < 0,

de même pour l0, ce qui démontre (i).

• Supposons démontrée l'implication (i)⇒(ii) (pour tout l0) et déduisons-en (ii)⇒(iii). On suppose donc
(T)|l0, a. Ceci permet de dé�nir v̂. Soit l ∈ Sd−1 tel que l · v̂ > 0. Pour ε = r su�samment petit, et a > 0
su�samment grand, ∆L = CylLε,r,a (cf. page 22) véri�e :

0 ∈ ∆L ⊂ {x · l ≥ −L} ∩ Bd(0, 2aL)

et : {
XT∆L

/∈ ∂l
0∆L

}
⊂
{
TCylLε,r,a

< T v̂
aL

}
,

où ∂l
0∆L = ∂∆L ∩ {x · l ≥ L}, et donc, à l'aide de la proposition 16 :

lim sup
L→∞

1
L

lnP0

(
XT∆L

/∈ ∂l
0∆L

)
< 0,

ce qui achève de montrer que (i) est véri�é avec l à la place de l0, et donc (ii) aussi : (T)|l, a est satisfaite.
Ceci montre (iii), et même la deuxième partie de l'énoncé.

• Il reste à démontrer (i)⇒(ii). Supposons (i). Quitte à remplacer ∆L par ∆L ∩ {x · l0 < L} (qui satisfait
aussi les hypothèses de (i)), on peut supposer que ∆L ⊂ {x · l0 < L}. Alors, par (i) :

P0(T l0
L = ∞) ≤ P0(T l0

L > T∆L
) = P0

(
XT∆L

/∈ ∂0∆L

)
−−−−→
L→∞

0,

d'où l'on déduit, par le lemme de Borel-Cantelli, que :

P0-p.s., lim sup
n

Xn · l0 = ∞,

et donc que, P0-p.s., T
l0
L < ∞ pour tout L > 0. Montrons maintenant que, P0-p.s., limnXn · l0 = ∞. Pour

cela, on s'intéresse au comportement de la marche une fois qu'elle a eu atteint {x · l0 > L}. On a, pour L
grand, (b est le paramètre apparaissant dans (i))

P0

(
T̃ l0

L
2
◦Θ

T
l0
L

< T l0

(1+ 1
3b )L

◦Θ
T

l0
L

)
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≤ P0

(
XT∆L

/∈ ∂0∆L

)
+ P0

(
T̃ l0

L
2
◦Θ

T
l0
L

< T l0

(1+ 1
3b )L

◦Θ
T

l0
L

, XT∆L
= X

T
l0
L

∈ ∂0∆L

)
≤ P0

(
XT∆L

/∈ ∂0∆L

)
+ E

[
PX

T
l0
L

,ω

(
T̃ l0

L
2
< T l0

L
3b

)
, X

T
l0
L

∈ ∂0∆L

]
≤ P0

(
XT∆L

/∈ ∂0∆L

)
+ |∂0∆L|P0

(
T̃ l0

L
2
< T l0

L
3b

)
en utilisant la propriété de Markov forte, puis l'invariance de P par translation. On remarque que :

∆ L
3b
⊂
{
x · l0 ≥ b

L

3b

}
⊂
{
x · l0 >

L

2

}
,

de sorte que

P0

(
T̃ l0

L
2
< T l0

L
3b

)
≤ P0

(
XT∆ L

3b

/∈ ∂0∆ L
3b

)
,

et comme |∂0∆L| est polynomial en L, on déduit de l'inégalité précédente et de (i) :

lim sup
L→∞

1
L

lnP0

(
T̃ l0

L
2
◦Θ

T
l0
L

< T l0

(1+ 1
3b )L

◦Θ
T

l0
L

)
< 0.

Comme la série de terme général exp(−µn), n ≥ 0, converge, le lemme de Borel-Cantelli montre qu'il existe
P0-p.s. un entier Λ tel que :

pour tout entier L ≥ Λ, T̃ l0
L
2
◦Θ

T
l0
L

≥ T l0

(1+ 1
3b )L

◦Θ
T

l0
L

.

Mais alors, P0-p.s., on peut dé�nir une suite (Lk)k≥0 par L0 = Λ et, pour tout k ≥ 0, Lk+1 =
⌊(

1 + 1
3b

)
Lk

⌋
,

ce qui donne Lk −→
k
∞ et, pour tout k ≥ 0 :

T l0
Lk+1

− T l0
Lk

= T l0
Lk+1

◦Θ
T

l0
Lk

≤ T̃ l0
Lk
2

◦Θ
T

l0
Lk

,

et donc :
Xn · l0 −→

n
∞.

(pour tout k, on a par Markov fort en TLk+1 : T̃Lk
2
◦ΘTLk

= TLk+1 − TLk
+ T̃Lk

2
◦ΘTLk+1

, et Lk < Lk+1 donc

T̃Lk
2
◦ ΘTLk+1

> T̃Lk+1
2

◦ ΘTLk+1
> TLk+2 − TLk+1 , et ainsi : T̃Lk

2
◦ ΘTLk

> TLk+1 − TLk
+ TLk+2 − TLk+1 =

TLk+2−TLk
. Puis par récurrence T̃Lk

2
◦ΘTLk

> TLk+m
−TLk

pour tout m ≥ 0, et en�n TL →L→∞ ∞ (TL ≥ L)

et Lk →k ∞, et donc T̃Lk
2
◦ ΘTLk

= ∞. Autrement dit, pour tout k, pour tout n ≥ TLk
, Xn · l0 > Lk

2 . Et

Lk →k ∞, donc la suite (Xn · l0)n diverge vers +∞. Avec des mots : Fixons k. La suite (Xn · l0)n atteint
Lk, puis atteint Lk+1 avant Lk

2 , mais une fois en Lk+1, elle atteint Lk+2 avant Lk+1
2 et donc a fortiori avant

Lk

2 puisque Lk < Lk+1 ; de la sorte, n'importe quel niveau Lk+m, m ≥ 0, est atteint avant que la suite ne
revienne en Lk

2 . Autrement dit, il n'y aura pas de retour en Lk

2 . D'où lim infnXn · l0 ≥ Lk

2 . Ceci pour tout k,
et Lk →k ∞, donc Xn · l0 →n ∞.)

Il reste à montrer E0[exp(cX∗
τ1

)] < ∞ pour c > 0 su�samment petit. On commence par s'intéresser à
E0[exp(c|Xτ1 |)], et pour cela on rappelle la proposition 10 :

Proposition. � On suppose Xn · l0 →n ∞. Si τ1 est relatif à l0 et a′ > 0 alors, sous P0, la variable aléatoire
Xτ1 · l0 est stochastiquement dominée par a′ + 1 +GJ où, pour tout j ≥ 0 :

Gj = M̄1 + · · ·+ M̄j ,

(M̄j)j≥0 étant une suite de variables aléatoires i.i.d. de même loi que a′ + 1 +M sous P0(·|Dl0 <∞), avec :

M = sup {(Xk −X0) · l0 | 0 ≤ k ≤ Dl0
}
,
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et J est une variable aléatoire indépendante des M̄j , j ≥ 0, suivant la loi géométrique de paramètre P0(Dl0 <
∞) (P0(J ≥ j) = P0(Dl0 <∞)j pour tout j ≥ 0).

On a donc, pour tout c > 0 :

E0

[
ec|Xτ1 ·l0|

]
≤ E

[
ec|a′+1+GJ |

]
=
∑
k≥0

P0(D = ∞)P0(D <∞)kE⊗k
[
ec|a′+1+Gk|

]
≤ P0(D = ∞)

∑
k≥0

P0(D <∞)kec(a′+1)E
[
ecM̄

]k
Or, pour tout ρ > 1 :

E
[
ecM̄

]
≤ ec(a′+1)E[ecM |D <∞]

≤ ec(a′+1)

ec +
∑
k≥0

ecρk+1
P0(ρk ≤M < ρk+1|D <∞)


et, pour k grand :

P0(ρk ≤M < ρk+1, D <∞) ≤ P0

(
T̃ l0

0 ◦Θ
T

l0
ρk

< T l0
ρk+1 ◦Θ

T
l0
ρk

)
≤ P0

(
T̃ l0

ρk

2

◦Θ
T

l0
ρk

< T l0
ρk+1 ◦Θ

T
l0
ρk

)
≤ e−µρk

,

avec µ > 0, en choisissant ρ = 1+ 1
3b et en faisant appel à l'inégalité montrée plus haut. En somme, on obtient,

pour c petit (c < µρ−1), E[ecM̄ ] < ∞, et donc cette espérance converge vers 1 lorsque c tend vers 0 (par
convergence monotone). En choisissant c > 0 assez petit pour que P0(D < ∞)E[ecM̄ ] < 1, on a �nalement,
au vu d'une majoration précédente :

E0

[
ec|Xτ1 ·l0|

]
<∞.

On termine alors la preuve de (ii) : pour tout c > 0, et u grand, comme ∆ u
2r
⊂ Bd(0, u

2 ), on a :

P0(X∗
τ1
> u) ≤ P0(T∆ u

2r
< τ1)

≤ P0(Xτ1 · l0 ≥
u

2r
) + P0(Xτ1 · l0 <

u

2r
, T∆ u

2r
< τ1)

≤ e−c( u
2r )E0[ec|Xτ1 ·l0|] + P0(XT∆ u

2r

/∈ ∂0∆ u
2r

),

en utilisant le raisonnement suivant pour la dernière inégalité : pour tout m < τ1, Xm · l0 < Xτ1 · l0 donc, si
T∆ u

2r
< τ1, alors XT∆ u

2r

· l0 < Xτ1 · l0. Mais alors (i) et le résultat que l'on vient de montrer fournissent µ > 0

et u0 > 0 tels que P0(X∗
τ1
> u) ≤ exp(−µu) pour u ≥ u0, d'où :

E0[eλX∗
τ1 ] = 1 +

∫ ∞

0

λeλuP0(X∗
τ1
≥ u)du ≤ λeλu0 +

∫ ∞

u0

λeλue−µudu <∞

dès que 0 < λ < µ. On a donc montré que (T ) est satisfaite relativement à l0 et à tout a′ > 0. �

Remarque. En particulier, la dernière partie du théorème montre que le paramètre a > 0 n'intervient pas
dans le fait que (T )|l, a est satisfait ou non. Dans la suite, on pourra donc parler de la condition (T)|l, le
paramètre a étant choisi quelconque.

Corollaire 18. � Soit l0 ∈ Sd−1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la condition (T) relative à l0 est véri�ée ;
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(ii) pour tout l dans un voisinage de l0, pour tout b > 0, on a : lim sup
L→∞

1
L

lnP0

(
T̃ l
−bL < T l

L

)
< 0.

Démonstration. On suppose (i). Par le théorème précédent, (T)|l est véri�ée pour tout l dans un voisinage
de l0. Or on a, pour tout l ∈ Sd−1 et b > 0 :

P0

(
T̃ l
−bL < T l

L

)
≤ P0

(
T̃ l
−bL <∞

)
≤ P0(X∗

τ1
≥ bL)

d'où, dès que (T)|l est véri�ée :

lim sup
L→∞

1
L

lnP0

(
T̃ l
−bL < T l

L

)
< 0.

On a donc obtenu (ii).

Supposons (ii). On peut alors reproduire le début de la preuve de l'implication (iii)⇒(i) du théorème précédent
en notant V un voisinage de l'énoncé, et en dé�nissant les li,±, i = 2, . . . , d et D de même ; comme D est
borné, il existe a > 0 tel que, pour i = 2, . . . , d :

D ⊂ {x · li,± ≤ a}.

Ainsi, avec ∆L = (LD) ∩ Zd, on a :

P0

(
XT∆L

/∈ ∂0∆L

)
≤ P0

(
T̃ l0
−L < T l0

L ou il existe i ∈ {2, . . . , d} tel que T̃ li,±
−L < T

li,±
aL

)
,

d'où découle le fait que ∆L satisfait l'hypothèse (i) du théorème précédent. Par suite, en particulier, (T)|l0
est véri�ée. �

3.4 En dimension 1

En dimension 1, au contraire de la situation en dimension supérieure (voir section 4), la condition (T)
s'avère non pertinente, et il sera donc important de noter les di�érences essentielles entre ces deux situations :

Théorème 19. � On suppose d = 1. Pour l = ±1, la condition (T)|l équivaut à :

P0-p.s., Xn · l −→
n

+∞.

Démonstration. Au vu du théorème de Solomon (théorème 1), et avec les mêmes notations, il su�t de
montrer que, si E[ln ρ] < 0, alors, pour l = +1, pour c > 0 su�samment petit, E0[ecX∗

τ1 ] <∞.

On montre d'abord E0[ecXτ1 ] < ∞ pour c > 0 su�samment petit. En reprenant la preuve du théorème 17
(implication (i)⇒(ii)), il su�t de montrer (avec les mêmes notations) qu'il existe c′ > 0 tel que, pour m
grand :

P0(2m ≤M < 2m+1, D <∞) ≤ e−c′2m

.

La géométrie de la situation en dimension 1 est telle que, en notant Tu au lieu de T 1
u et de même pour T̃ :

P0(2m ≤M < 2m+1, D <∞) ≤ P0(T̃−2m < T2m).

Or, en utilisant la fonction harmonique fω mentionnée au paragraphe 1.2, on obtient, pour tous x < 0 < y,

fω(0) = P0,ω(T̃x < Ty)fω(x) + P0,ω(Ty < T̃x)fω(y),

d'où, avec l'expression de fω :

P0,ω(T̃x < Ty) =
Πx,0 + · · ·+ Πx,y−1

1 + Πx,x+1 + · · ·+ Πx,y−1

≤ Πx,0 + · · ·+ Πx,y−1,
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où Πz,z′ =
∏

z<m≤z′ ρ(m,ω) pour z ≤ z′. Ceci donne, en choisissant γ ∈ (0,−E[ln ρ]) :

P0(T̃−2m < T2m) ≤ e−γ2m

+ 2m sup
0≤k<2m

P
(

Π−2m,k >
1

2m
e−γ2m

)

= e−γ2m

+ 2m sup
0≤k<2m

P

 ∑
−2m<z≤k

ln ρ(z, ω) > −γ2m −m ln 2


≤ e−c2m

pour un certain c > 0, en utilisant l'égalité de Cramer-Tcherno� pour conclure (la suite des ρ(z, ω), z ∈ Z,
est i.i.d. sous P).
Il reste à en déduire E0[ecX∗

τ1 ] <∞ pour c > 0 petit. Pour c > 0 et m grand, on a :

E0[ecX∗
τ1 ] = E0[ecXτ1 ] + E0[ecX∗

τ1 , Xτ1 < X∗
τ1

]

≤ E0[ecXτ1 ] +
∑
m≥0

ec2m+1
P0(2m < X∗

τ1
≤ 2m+1, Xτ1 < X∗

τ1
),

donc, compte-tenu de ce que l'on vient de montrer, il reste à prouver que pour c assez petit,

P0(2m < X∗
τ1
≤ 2m+1, Xτ1 < X∗

τ1
) ≤ e−c2m

.

Mais en dimension 1, le membre de gauche est inférieur à P0(T̃−2m < T2m+1), et on obtient cette inégalité de
la même manière que ci-dessus. �

3.5 Critère de Kalikow

Dans l'article [3], Steven A. Kalikow démontre l'un des tout premiers résultats sur la transience des marches
aléatoires en milieu aléatoire en dimension d ≥ 2. Son critère est basé sur l'introduction d'une chaîne de
Markov auxilliaire, à valeurs dans certaines parties connexes U ⊂ Zd, qui a l'intérêt d'avoir même distribution
de sortie que la marche initiale sous P0, bien que celle-ci, comme on l'a dit, ne soit pas une chaîne de Markov.

Pour U ( Zd connexe contenant 0, on dé�nit la matrice de transition P̂U d'espace d'états U ∪ ∂U par :

P̂U (x, x+ e) =
E[E0,ω[

∑TU

n=0 1(Xn=x)]ω(x, x+ e)]

E0[
∑TU

n=0 1(Xn=x)]
si x ∈ U,

P̂U (x, x) = 1 si x ∈ ∂U,

pour tous x ∈ U ∪ ∂U et e ∈ Zd, |e| = 1 (la quantité apparaissant au numérateur de la première ligne est le
nombre moyen, sous P0, de passages de la marche par l'arête orientée (x, x+ e) avant qu'elle ne quitte U , en
incluant le premier instant hors de U ; le dénominateur comptabilise les passages par le sommet x et fournit
donc la normalisation qui rend la matrice stochastique). On note alors P̂x,U la loi de la chaîne de Markov
canonique, dite marche de Kalikow, issue de x ∈ U ∪ ∂U et donnée par cette matrice de transition, et Êx,U

l'espérance sous P̂x,U .

La propriété essentielle de cette dé�nition tient dans le lemme suivant, qui permet de se ramener à un
problème markovien, donc a priori plus simple :

Lemme 20. � On suppose P̂0,U (TU < ∞) = 1. Alors P0(TU < ∞) = 1, et XTU
a même loi sous P̂0,U et sous

P0.

Démonstration. On note, pour x, y ∈ U ∪ ∂U , ω ∈ Ω :

g̃U (x, y;ω) = Ex,ω

[
TU∑
n=0

1(Xn=y)

]
,
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de sorte que si x ∈ U et y ∈ U ∪ ∂U , en notant ω(x, z) = 0 lorsque |z| 6= 1,

P̂U (x, y) =
E[g̃U (0, x;ω)ω(x, y − x)]

E[g̃U (0, x;ω)]
.

Pour x ∈ U ∪ ∂U et ω ∈ Ω, la propriété de Markov donne :

g̃U (0, x;ω) = δ0,x +
∑
y∈U

g̃U (0, y;ω)ω(y, x− y)

= δ0,x +
∑
y∈U

P̂U (y, x)E[g̃U (0, y;ω)],

d'où :
E0[g̃U (0, x;ω)] = δ0,x +

∑
y∈U

E0[g̃U (0, y;ω)]P̂U (y, x).

Or la solution positive minimale de l'équation suivante, d'inconnue f : U ∪ ∂U → [0,+∞) :

pour tout x ∈ U ∪ ∂U, f(x) = δ0,x +
∑
y∈U

f(y)P̂U (y, x),

est la fonction :

ĝU : x 7→ Ê0,U

[
TU∑
n=0

1(Xn=x)

]
.

En e�et, si f est solution, alors en notant, pour tout N , ĝU,N (x) = Ê0,U [
∑N∧TU

n=0 1(Xn=x)], la propriété de
Markov (pour la nouvelle chaîne de Markov) donne, pour N ≥ 1 et tout x ∈ U ∪ ∂U :

ĝU,N (x) = δ0,x +
∑
y∈U

ĝU,N−1(y)P̂ (y, x),

et ĝU,0(x) = δ0,x ≥ f(x) d'où, par récurrence, pour tout N ∈ N, ĝU,N (x) ≥ f(x) et �nalement ĝU (x) =
limN ĝU,N (x) ≥ f(x). De cette propriété de ĝU (qui est générale pour une chaîne de Markov), on déduit que :

pour tout x ∈ U ∪ ∂U, ĝU (x) ≤ E[g̃U (0, x;ω)].

Or, pour x ∈ ∂U , cette inégalité s'écrit :

P̂0,U (TU <∞, XTU
= x) ≤ P0(TU <∞, XTU

= x),

et comme par hypothèse P̂0,U (TU <∞) = 1, on a
∑

x∈∂U P̂0,U (TU <∞, XTU
= x) = 1. D'où P0(TU <∞) = 1

et :
pour tout x ∈ ∂U, P̂0,U (XTU

= x) = P0(XTU
= x),

ce qui est la propriété annoncée. �

Remarque. On a montré ĝU (x) ≤ E[g̃U (0, x;ω)] pour tout x ∈ U ∪ ∂U , avec égalité lorsque x ∈ ∂U .
L'équation simultanément véri�ée par ces deux fonctions permet en fait d'obtenir l'égalité pour tout x ∈
U ∪ ∂U (la di�érence entre ces fonctions est P̂ -harmonique donc on dispose d'un principe du maximum). En
sommant sur x ∈ U , on en déduit : Ê0,U [TU ] = E0[TU ].

On dé�nit la dérive de la marche de Kalikow : pour x ∈ U ∪ ∂U ,

d̂U (x) = Êx,U [X1 −X0] =
∑
|e|=1

P̂ (x, x+ e)e =
E[g̃U (0, x;ω)d(x, ω)]

E[g̃U (0, x;ω)]
.

Définition. � La marche aléatoire (Xn)n (ou la loi µ) satisfait la condition de Kalikow relative à l ∈ Sd−1, que
l'on abrège en (K)|l, si inf

U,x∈U
d̂U (x) · l > 0, où l'in�mum est pris sur U parcourant les parties strictes de Zd

connexes contenant 0.
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Notons tout d'abord que si la marche est non-nestling, c'est à dire (voir partie 1.3) s'il existe ε > 0 et
l ∈ Sd−1 tels que P-p.s., d(0, ω) · l > ε, alors la condition de Kalikow est véri�ée par rapport à l. En e�et on
a, pour tout U ( Zd connexe contenant 0 et tout x ∈ U :

d̂U (x) · l =
E[E0,ω[

∑TU

n=0 1(Xn=x)]d(x, ω) · l]
E0[
∑TU

n=0 1(Xn=x)]
≥ ε.

L'intérêt du critère de Kalikow vient de ce qu'il permet aussi de traiter le cas de certaines marches nestling
et donc des situations dans lesquelles on ne peut rien conclure facilement. Pour le voir, commençons par écrire
ce critère sous deux formes plus faibles, mais nettement plus simples à véri�er :

Proposition 21. � Soit l ∈ Sd−1. Les conditions suivantes :

(i) inf
g∈G

E

[
d(0, ω) · l∑

|e|=1 ω(0, e)g(e)

]
> 0, oùG est l'ensemble des g = (g(e))|e|=1 avec

{
pour tout e, g(e) ∈ [0, 1]
max|e|=1 g(e) = 1 ;

(ii) E[(d(0, ω) · l)+] >
1
κ

E[(d(0, ω) · l)−] (κ étant le paramètre apparaissant dans la condition d'ellipticité) ;

satisfont : (ii)⇒(i)⇒(K)|l.

Démonstration. Supposons (i). On note ε la borne inférieure de l'hypothèse. On a, par un calcul habituel
sur les chaînes de Markov :

g̃U (0, x;ω) =
P0,ω(Hx < TU )

P0,ω(H̃x > TU )
=

P0,ω(Hx < TU )∑
|e|=1 ω(x, e)Px+e,ω(Hx > TU )

=
1∑

|e|=1 ω(x, e)fU (x, e;ω)
,

avec fU (x, e;ω) = Px+e,ω(Hx>TU )
P0,ω(Hx<TU ) > 0, et on remarque que cette variable aléatoire fU (x, e;ω) ne dépend que

de l'environnement en dehors de x, au contraire de d(x, ω) et ω(x, e), |e| = 1, qui ne dépendent que de ω(x, ·).
Ainsi, en �désintégrant� et en utilisant (i) (pour une fonction f renormalisée par max|e|=1 f(e) de façon à
appartenir à G) :

E[g̃U (0, x;ω)d(x, ω) · l] =
∫
PZd\{x}

(∫
P

d(x, ω) · l∑
|e|=1 ω(x, e)fU (x, e;ω)

dµ(ω(x, ·))

)∏
y 6=x

dµ(ω(y, ·))

=
∫
PZd\{x}

E

[
d(x, ω) · l∑

|e|=1 ω(x, e)f(e)

]∣∣∣∣∣
f=fU (x,·;ω)

∏
y 6=x

dµ(ω(y, ·))

≥
∫
PZd\{x}

ε

max|e|=1 fU (x, e;ω)

∏
y 6=x

dµ(ω(y, ·))

≥ E
[

ε

max|e|=1 fU (x, e;ω)

]
et par ailleurs, par l'ellipticité :

E[g̃U (0, x;ω)] ≤ 1
κ

E

[
1∑

|e|=1 fU (x, e;ω)

]

≤ 1
κ

E
[

1
max|e|=1 fU (x, e;ω)

]
,

d'où :

d̂U (x) =
E[g̃U (0, x;ω)d(x, ω)]

E[g̃U (0, x;ω)]
≥ ε

κ
,

ce qui montre (K)|l.
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Supposons (ii). Pour tout g ∈ G, on a :

E

[
d(0, ω) · l∑

|e|=1 ω(0, e)g(e)

]
= E

[
(d(0, ω) · l)+∑
|e|=1 ω(0, e)g(e)

]
− E

[
(d(0, ω) · l)−∑
|e|=1 ω(0, e)g(e)

]

≥ E[(d(0, ω) · l)+]− 1
κ

E[(d(0, ω) · l)−],

et cette quantité, indépendante de g, est strictement positive par hypothèse, d'où (ii). �

Donnons un exemple très simple d'application de ce critère. On se place dans Z2. Soit λ ∈ ( 1
2 , 1) et ε < 1

8 .
On dé�nit µ = λδpD

+ (1− λ)δpG
où pD, pG ∈ P sont données par :

pG(−e1) = ε =
1
2
− pG(e1), pG(e2) = pG(−e2) =

1
4

et :

pD(−e1) =
1
4

+ ε =
1
2
− pD(e1), pD(e2) = pD(−e2) =

1
4
.

(pG présente un fort biais vers la droite, et pG un léger biais vers la gauche : la situation est plain nestling)
Vu la contrainte sur ε, on a µ ∈ Pκ avec κ = ε. La condition (ii) ci-dessus pour le vecteur e1 s'écrit donc :

λ

(
1
2
− 2ε

)
>

1
ε
(1− λ)2ε,

et pour tout λ > 1
2 on peut trouver ε > 0 qui convienne (par exemple, λ = 0.8 et ε = 0.1).

Bien sûr, l'intérêt de ce critère de Kalikow tient avant tout à ses conséquences. Dans l'article [3] de S.
Kalikow, celui-ci démontre que, sous l'hypothèse (K)|l, P0-p.s., Xn · l −→

n
+∞. Puis, A.-S. Sznitman et M.

Zerner ont démontré (cf. [10]) que, sous la même hypothèse, on a convergence balistique : il existe v ∈ Rd\{0}
tel que, P0-p.s.,

Xn

n −→
n
v. L'article [6] d'A.-S. Sznitman, plus récent, et sur lequel se base en partie ce mémoire,

introduit la condition (T) et démontre que la marche admet un comportement balistique sous cette condition.
La stratégie pour démontrer les résultats mentionnés sur l'hypothèse de Kalikow (bien que ce ne soit pas la
plus simple) va donc consister à renvoyer à la section suivante, qui démontre la convergence balistique sous
l'hypothèse (T), moyennant la proposition qui suit :

Proposition 22. � Pour tout l ∈ Sd−1, on a : (K)|l⇒(T)|l.

Démonstration. Par l'inégalité de Taylor-Lagrange, il existe γ > 0 tel que pour tout u ∈ [−1, 1] :

|e−u − 1 + u| ≤ γu2.

Soit U une partie stricte et connexe de Zd. En notant (Fn)n la �ltration usuelle associée au processus
canonique (Xn)n on a, pour tout x ∈ U ∪ ∂U , tout n ∈ N et tout 0 < θ < 1, P̂x,U -p.s. :

Êx,U [e−θXn+1·l|Fn] = e−θXn·l
(
1(Xn∈∂U) + 1(Xn∈U)ÊXn,U [e−θ(X1−X0)·l]

)
or, pour tout y ∈ U , vu que θ(X1 −X0) · l ∈ [−1, 1] :

Êy,U [e−θ(X1−X0)·l] ≤ 1− θÊy,U [(X1 −X0) · l] + γθ2Êy,U [((X1 −X0) · l)2]
≤ 1− θd̂U (y) · l + γθ2 ≤ 1− θε+ γθ2

≤ 1

en choisissant θ su�samment petit (fonction uniquement de ε). Pour ce choix de θ, (Mn)n = (e−θXn·l)n est
donc une surmartingale par rapport à (Fn)n sous P̂x,U . Soit b, L > 0. On prend dans ce qui suit U = Ul,b,L

(on rappelle que Ul,b,L = {x · l ∈ [−bL, L]} ∩ Zd). TU est �ni P̂0,U -p.s. (par exemple en remarquant que
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P̂U (x, x + e) ≥ κ pour tous x ∈ U , |e| = 1, et en utilisant le second lemme de Borel-Cantelli), donc le
théorème d'arrêt donne :

1 = Ê0,U [M0] ≥ eθbLP̂0,U (XTU
· l < 0) + e−θLP̂0,U (XTU

· l > 0),

d'où :

lim sup
L→∞

1
L

ln P̂0,Ul,b,L
(XTUl,b,L

· l < 0) ≤ −θb < 0.

Comme le lemme de Kalikow donne P̂0,Ul,b,L
(XTUl,b,L

· l < 0) = P0(XTUl,b,L
· l < 0), on en déduit :

lim sup
L→∞

1
L

lnP0(XTUl,b,L
· l < 0) < 0.

Vu le corollaire 18, (T)|l est donc véri�ée. �

4 Balisticité sous la condition (T)

Rappelons que l'on a montré dans la proposition 14 l'existence presque-sûre d'une direction asympto-
tique sous l'hypothèse (T). On s'apprête à montrer maintenant le résultat qui �justi�e� l'introduction de la
condition (T) :

Théorème 23. � On suppose d ≥ 2. Sous la condition (T), on a :

P0-p.s.,
Xn

n
−→
n
v =

E0[Xτ1 |D = ∞]
E0[τ1|D = ∞]

.

La marche est alors dite balistique.

Au vu de la preuve de la proposition 14, et avec les mêmes notations, il su�t pour montrer ce théorème
d'avoir :

P0-p.s.,
τkn

kn
−→
n
E0[τ1|D = ∞].

En e�et, on écrit alors Xn

n = Xn

kn
× kn

n ; le premier facteur converge vers E0[Xτ1 |D = ∞] (voir la preuve de la
proposition 14), et pour le second on a : τkn

kn
≤ n

kn
<

τkn+1
kn

∼n
τkn+1
kn+1 .

Comme kn −→
n
∞, il su�t donc via la loi forte des grands nombres et la structure de renouvellement de

montrer que :
E0[τ1|D = ∞] <∞.

Bien sûr, montrer que τ1 est intégrable sous P0 su�t aussi a fortiori, et la balisticité repose donc sur la
décroissance de la queue de la distribution de τ1 sous P0. Notons que si la double condition P0(Xn ·l = ∞) = 1
et E0[τ1|D = ∞] < ∞ assûre certes la balisticité de façon très simple, elle est toutefois moins naturelle que
l'hypothèse (T) telle qu'exprimée de façon équivalente dans le corollaire 18.

Avant de traiter le cas général sous l'hypothèse (T), on s'intéresse à deux cas plus simples.

4.1 Cas non-nestling et marginal nestling

On commence par rappeler une inégalité très utile :

Lemme 24. � Inégalité d'Azuma
Soit (Ω,F , (Fn)n, P ) un espace de probabilités muni d'une �ltration, et (Mn)n une martingale sur cet espace
véri�ant, pour tout n, |Mn+1 −Mn| ≤ a pour une constante a > 0. Pour tous λ > 0 et n ∈ N, on a :

P (Mn > λ) ≤ exp
(
− λ2

2a2n

)
.
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Cas non-nestling. (d ≥ 1) Il existe alors l ∈ Sd−1 et η > 0 tels que, P-p.s., d(0, ω)·l = E0,ω[X1−X0]·l > η.
Cette hypothèse implique l'hypothèse de Kalikow (K)|l, et donc (T)|l.

Théorème 25. � Dans ce cas, la queue de la distribution de τ1 est exponentielle :

−∞ < lim inf
u→∞

1
u

lnP0(τ1 > u) ≤ lim sup
u→∞

1
u

lnP0(τ1 > u) < 0.

Démonstration. La minoration résulte immédiatement de l'ellipticité : pour u entier pair,

P0(τ1 > u) ≥ P0(Xu = 0) ≥ κu.

Pour la majoration, on écrit, pour tout c > 0 :

P0(τ1 > u) ≤ P0(τ1 > u, TBcu
≤ u) + P0(TBcu

> u)
≤ P0(X∗

τ1
≥ cu) + P0(TBcu

> u).

Le premier terme décroît exponentiellement par l'hypothèse (T). Pour le second, on a, P-p.s. :

P0,ω(TBcu
> u) ≤ P0,ω(Xbuc · l < cu) ≤ P0,ω(Mbuc · l < cu− ηbuc),

avec Mn = Xn −
∑

0≤k≤n−1 d(Xk, ω), grâce à l'hypothèse non-nestling. (Mn)n est une martingale sous P0,ω

dont les accroissements sont majorés par 2, donc l'inégalité d'Azuma fournit, en prenant c = η
2 :

P0,ω

(
TB η

2 u
> u

)
≤ P0,ω

(
Mbuc · l < −η

3
u
)
≤ exp

(
− (η/3)2

8
u

)
.

�

En particulier, dans ce cas, la variable τ1 est exponentiellement intégrable : il existe c > 0 tel que E0[ecτ1 ] <
∞.

Cas marginal nestling. Ici, il existe l ∈ Sd−1 tel que, P-p.s., d(0, ω) · l = E0,ω[X1 −X0] · l ≥ 0.

Théorème 26. � Dans ce cas,

lim sup
u→∞

1
u1/3

lnP0(τ1 > u) < 0.

Démonstration. On a, pour tout L(u) > 0 avec L(u) →u→∞ ∞ :

P0(τ1 > u) ≤ P0(τ1 > u, TCL(u) ≤ u) + P0(TCL(u) > u)
≤ P0(X∗

τ1
≥ L(u)) + P0(TCL(u) > u).

Le premier terme décroît au moins comme exp(−cL(u)) par l'hypothèse (T). Il reste donc à majorer
P0(TCL(u) > u) et à �xer la valeur de L(u). En notant UL =

{
y ∈ Zd

∣∣ |y · l| ≤ L
}
, on a TCL(u) ≥ TUL(u) , donc

il su�t de s'intéresser à la queue de la distribution de TUL(u) . Or, au cours de la preuve du théorème 3 (cas
marginal nestling), on a montré que, pour c′ > 0 su�samment petit, pour tout L ≥ 1,

P-p.s., E0,ω[e
c′
L2 TUL ] ≤ 2.

En somme, on obtient la majoration :

P0(TUL(u) ≥ u) ≤ e
− c′

L(u)2
u
E0[e

c′
L(u)2

TUL(u) ] ≤ 2e−
c′

L(u)2
u
.

Compte-tenu de la majoration initiale, le choix optimal pour L(u) = uα est α = 1/3 (on cherche à maximiser
L(u) ∧ u

L(u)2 ), et ce choix donne le théorème. �
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4.2 Cas général

Après les paragraphes précédents, on s'intéresse maintenant essentiellement au cas plain nestling (toujours
sous la condition (T)), qui est bien sûr le plus délicat : dans les cas précédents, il existait une direction l
vers laquelle la marche présentait un biais P-p.s. (P(d(0, ω) · l > 0) = 1), et la balisticité était donc assez
naturelle, tandis que dans la situation plain nestling, pour tout vecteur l ∈ Sd−1, la marche présente avec
probabilité > 0 un biais dans la direction l, mais également dans la direction −l. C'est cette situation qui
fait la nouveauté et la complexité des marches aléatoires en milieu aléatoire. Comme expliqué plus haut, il va
s'agir à nouveau d'estimer la vitesse de décroissance de la queue de la distribution de τ1. Plus précisément,
on va montrer :

Théorème 27. � On suppose d ≥ 2. Sous la condition (T), on a, pour tout α < 1 + d−1
d+1 ,

lim sup
u→∞

1
(lnu)α

lnP0(τ1 > u) < 0.

Voyons que ceci su�t : on choisit 1 < α < d−1
d+1 (d ≥ 2), de sorte qu'il existe une constante µ > 0 telle que,

pour u assez grand, P0(τ1 > u) < exp(−µ(lnu)α). Comme

E0[τ1] =
∫ ∞

0

P0(τ1 > u)du,

et que u 7→ exp(−µ(lnu)α) est intégrable au voisinage de +∞ (pour u ≥ u0, e−µ(ln u)α ≤ e−µ(ln u)(ln u0)
α−1

=
u−µ(ln u0)

α−1
et µ(lnu0)α−1 > 1 en prenant u0 assez grand, car α > 1), on a bien E0[τ1] <∞.

L'idée importante pour démontrer ce dernier théorème est de se ramener à étudier des probabilités relatives
au côté par lequel la marche sort de certaines bandes. Plus généralement, on va s'intéresser à des probabilités
pour la marche de sortir de certains ensembles par certaines parties de leur frontière. La proposition 16 est
déjà un premier exemple dans ce sens.

Entamons donc la preuve du théorème annoncé. On se ramène d'abord à des probabilités relatives à la
distribution de sortie de certaines bandes. On dé�nit, pour β ∈ (0, 1] et L > 0, la bande :

Uβ,L =
{
x ∈ Zd

∣∣ x · l ∈ (−Lβ , L)
}
.

Proposition 28. � On suppose (T). Si β ∈ (0, 1] est tel que, pour tout c > 0,

lim sup
L→∞

1
L

ln P
(
P0,ω

(
XTUβ,L

· l > 0
)
≤ e−cLβ

)
< 0,

alors :

lim sup
L→∞

1
(lnu)1/β

lnP0(τ1 > u) < 0.

Remarque. Il su�t de véri�er l'hypothèse pour c au voisinage de 0.

Démonstration. Soit β ∈ (0, 1] véri�ant l'hypothèse. Pour L > 0, on dé�nit CL = (−L/2, L/2)d. Pour toute
fonction u 7→ L(u) > 0 qui diverge vers +∞ lorsque u tend vers +∞, on a :

P0(τ1 > u) ≤ P0(τ1 > u, τ1 > TCL(u)) + P0(τ1 > u, τ1 ≤ TCL(u))
≤ P0(τ1 > TCL(u)) + P0(TCL(u) > u).

Sur {τ1 > TCL(u)}, on a : X∗
τ1

= sup0≤n≤τ1
|Xk| > L(u)/2, donc :

P0(τ1 > TCL(u)) ≤ P0( sup
0≤n≤τ1

|Xk| >
L(u)

2
) ≤ e−c

L(u)
2 E0[ecX∗

τ1 ],
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d'où par l'hypothèse (T) :

lim sup
u→∞

1
L(u)

lnP0(τ1 > TCL(u)) ≤ − c
2
< 0.

Passons au second terme, pour lequel va intervenir l'hypothèse sur β. On note α = 1/β. On prend desormais
L(u) = ∆(u)α avec ∆(u) = δ lnu, δ étant un réel > 0 petit à préciser. On a donc L(u)β = ∆(u). On a :

P0(TCL(u) > u) ≤ E
[
P0,ω(TCL(u) > u), pour tout x ∈ CL(u), Px,ω

(
TCL(u) >

u

(lnu)α

)
<

1
2

]
+P
(
il existe x ∈ CL(u) tel que Px,ω

(
TCL(u) >

u

(lnu)α

)
≥ 1

2

)
.

Par applications successives de la propriété de Markov (sous P0,ω) aux temps
⌊
k u

(ln u)α

⌋
, k = 0, . . . , b(lnu)αc−

1, le premier terme est majoré par
(

1
2

)b(ln u)αc
. On va montrer que, sous l'événement du second terme, il existe

un point x1 ∈ CL(u) pour lequel l'événement apparaissant dans l'hypothèse sur β est réalisé, avec L(u) au
lieu de L.

Si x ∈ CL(u) est tel que Px,ω(TCL(u) >
u

(ln u)α ) ≥ 1
2 , alors Ex,ω[TCL(u) ] ≥ u

2(ln u)α . Or :

Ex,ω[TCL(u) ] =
∑

x0∈CL(u)

Ex,ω[temps passé par (Xn)n en x0 avant de quitter CL(u)]

=
∑

x0∈CL(u)

Px,ω(Hx0 < TCL(u))

Px0,ω(H̃x0 > TCL(u))

≤
|CL(u)|

minx0∈CL(u) Px0,ω(H̃x0 > TCL(u))
.

Ainsi on a la majoration suivante du second terme :

P
(
∃x ∈ CL(u), Px,ω

(
TCL(u) ≤

u

(lnu)α

)
<

1
2

)
≤ P

(
∃x0 ∈ CL(u), Px0,ω(H̃x0 > TCL(u)) ≤

2|CL(u)|(lnu)α

u

)
.

Sur ce dernier événement, on a, pour tout x 6= x0 avec ‖x − x0‖ ≤ 1
3

ln u
ln(1/κ) (norme l1, qui correspond à la

distance sur le graphe), par Markov fort en Hx et par l'ellipticité :

Px0,ω(TCL(u) < H̃x0) ≥ Ex0,ω

[
Hx < TCL(u) , PXHx ,ω(TCL(u) < Hx0)

]
≥ κ‖x−x0‖Px,ω(TCL(u) < Hx0) ≥

1
u1/3

Px,ω(TCL(u) < Hx0),

d'où :

Px,ω(TCL(u) < Hx0) ≤
2u1/3(lnu)α

u
|CL(u)| ≤

2(lnu)α

u2/3
(2L(u) + 1)d ≤ 1√

u
= e−

1
2δ L(u)β

pour u assez grand, puisque 2
3 >

1
2 et L(u) = δα(lnu)α. Alors, toujours sur cet événement, en notant x un

point de Zd au plus proche de x0 + 2∆(u)l (pour | · |), ce point véri�e :

0 < ‖x− x0‖ ≤
√
d(2∆(u) +

√
d) ≤ 1

3
lnu

ln(1/κ)

dès que ∆(u) ≤ 1
6
√

d
ln u

ln(1/κ) −
√
d, c'est à dire pour u grand en choisissant δ < (7

√
d ln(1/κ))−1, d'où pour u

grand :
Px,ω(Hx0 > TCL(u)) ≤ e−

1
2δ L(u)β

.

Or ce point x a été choisi de sorte que : x ∈ CL(u) (sinon, la probabilité ci-dessus serait égale à 1) et
(x0 − x) · l < −∆(u) = −L(u)β donc (voir �gure 5) si la marche issue de x sort de la bande x + Uβ,L(u)

- 35 -



x0

0

L(u)β

L(u)

x

TCL(u)

Tx+Uβ,L(u)

x + Uβ,L(u)

CL(u)

l

Fig. 5 � Illustration de la preuve de la proposition 28

par le côté dans la direction l, alors elle quitte CL(u) avant de rencontrer x0. Ainsi, toujours sur l'événement
précédent :

Px,ω

(
XTx+Uβ,L(u)

· l > 0
)
≤ Px(Hx0 > TCL(u)) ≤ e−

1
2δ L(u)β

.

En dé�nitive, on a donc :

P0(TCL(u) > u) ≤
(

1
2

)b(ln u)αc

+ P
(
∃x ∈ CL(u), Px,ω(XTx+Uβ,L(u)

· l > 0) ≤ e−
1
2δ L(u)β

)
≤

(
1
2

)b(ln u)αc

+
∑

x∈CL(u)

P
(
Px,ω(XTx+Uβ,L(u)

· l > 0) ≤ e−
1
2δ L(u)β

)

≤
(

1
2

)b(ln u)αc

+ |CL(u)|P
(
P0,ω(XTUβ,L(u)

· l > 0) ≤ e−
1
2δ L(u)β

)
en utilisant l'invariance de P par translation à la dernière ligne. A l'aide de l'hypothèse sur β, on a donc :

lim sup
u→∞

1
(lnu)α

lnP0(TCL(u) > u) < 0,

ce qui conclut cette démonstration (en utilisant le �lemme sympa�). �

Pour w ∈ Rd, β > 0, L > 0, on dé�nit les boîtes :

B1,β,L(w) = Zd ∩ R̂(w + [0, L]× [0, Lβ ]d−1)

et
B2,β,L(w) = Zd ∩ R̂(w + (−dLβ , L]× (−dLβ , (d+ 1)Lβ)d−1),

(on a donc B1,β,L(w) ⊂ B2,β,L(w)) ainsi qu'une partie du �dessus� de B2,β,L :

∂+B2,β,L(w) = ∂B2,β,L(w) ∩B1,β,L(w + Le1)

(où R̂ est une rotation telle que R̂(e1) = v̂).
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dLβ

Lβ

dLβ

v̂

dLβ

L

B1,β,L(w)

B2,β,L(w) ∂+B2,β,L(w)

R̂(w)

Expliquons d'abord sommairement à quoi toutes ces boîtes sont destinées.

Ces boîtes sont orientées dans le sens de v̂, la direction asymptotique. Au vu de la propriété de convergence
balistique que l'on cherche à démontrer, on s'attend donc à ce que la probabilité pour la marche issue d'un
point de B1,β,L(w) de sortir de B2,β,L(w) par ∂+B2,β,L(w) converge rapidement vers 1 lorsque L → ∞.
Comme on va �empiler� des boîtes de type B2,β,L (plus exactement les boîtes B1,β,L correspondantes, voir
la �gure 6) et s'intéresser à la probabilité d'en traverser un certain nombre d'a�lée (jusqu'à s'échapper d'une
certaine bande), on aura besoin d'un contrôle uniforme de la probabilité de sortir de B2,β,L par ∂+B2,β,L

à partir de n'importe lequel des points d'arrivée dans la boîte possibles. C'est là que l'intérêt de ∂+B2,β,L

(au lieu de toute la face supérieure) apparaît : si la marche sort d'une boîte par ∂+B2,β,L, elle entre dans
la suivante par un point de la boîte B1,β,L suivante, de sorte que la probabilité de sortir par le dessus de la
nouvelle boîte peut se minorer uniformément (on s'est réservé une marge entre B1 et le bord de B2).

Il apparaît donc judicieux d'introduire la variable aléatoire :

Xβ,L(w) = − ln inf
x∈B1,β,L(w)

Px,ω

(
XTB2,β,L(w) ∈ ∂+B2,β,L(w)

)
,

de laquelle dépend ce contrôle uniforme.

On pourrait imaginer restreindre la borne inférieure à la face inférieure de B1, puisque c'est de là que
débute la marche dès la deuxième boîte. Cependant, ceci ne changerait rien puisque c'est précisément sur la
face inférieure que les probabilités de sortie par ∂+B2,β,L sont les plus faibles.

Contrôler la queue de la distribution de ces variables permet, en �empilant� des boîtes, d'en déduire des
estimées sur la distribution de sortie des bandes Uβ,L (on remarque que les boîtes sont proportionnées comme
les bandes : Lβ d'un côté, L de l'autre) :

Proposition 29. � Soit β ∈ (0, 1] et ζ > 0 tels que, pour tout ρ > 0 :

lim sup
L→∞

1
Lζ

sup
w∈Rd

ln P
(
Xβ,L(w) ≥ ρLβ

)
< 0.

Alors, pour tout ρ > 0 :

lim sup
L→∞

1
Lζ

ln P
(
P0,ω

(
XTUβ,L

· l > 0
)
≤ e−ρLβ

)
< 0.

Remarque. Au sujet de l'utilisation de supw∈Rd : à cause de la disposition de Zd par rapport aux boîtes,
on ne peut pas exactement utiliser l'invariance de P par translation pour dire que P

(
Xβ′,L(w) ≥ ρLβ

)
ne

dépend pas de w. Cependant, pour L grand, la dépendance en w est tout de même mineure, et on ne perd
pas beaucoup en demandant une majoration de la borne supérieure lorsque w parcourt Rd.

Démonstration. Soit λ > 0. On considère les boîtes B1,β,λL(jλLe1) ⊂ B2,β,λL(jλLe1) pour j = 0, . . . , N ,
où N est le plus petit entier tel que NλLv̂ · l > L (c'est à dire tel que 1

N < λv̂ · l), de sorte (voir �gure 6
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page 53) qu'en choisissant λ assez petit, si la marche issue de 0 traverse successivement chacune des boîtes
B2,β,λL(jλLe1) en sortant par ∂+B2,β,λL(jλLe1), j = 0, . . . , N − 1, elle �nit par traverser l'hyperplan {x · l =
L}, et ce avant d'avoir traversé l'hyperplan {x · l = −Lβ} puisque les boîtes sont incluses dans {x · l > −Lβ} :
pour tout x ∈ B1,β,λL(0),

x · l ≥ −d(λL)β − (d+ 1)(λL)β > −Lβ

pour tout L et pour λ choisi petit (ne dépendant que de d). Par suite, en utilisant la propriété de Markov
forte aux instants de sortie successifs des boîtes :

P0,ω

(
XTUβ,L

· l > 0
)
≥ exp

− N∑
j=0

Xβ,λL(jλLe1)

 ,

d'où :

P
(
P0,ω

(
XTUβ,L

· l > 0
)
≤ e−ρLβ

)
≤ P

 N∑
j=0

Xβ,λL(jλLe1) > ρLβ


≤ P

(
il existe 0 ≤ j ≤ N tel que Xβ,λL(jλLe1) >

ρLβ

N + 1

)
≤ (N + 1) sup

w∈Rd

P
(
Xβ,λL(w) >

ρLβ

N + 1

)
,

ce qui donne la conclusion. �

Après avoir réduit plusieurs fois le problème, montrons maintenant une première majoration du type de
celle de la proposition précédente.

Proposition 30. � On suppose (T). Soit β0 ∈ ( 1
2 , 1] Pour tous ρ > 0, β ∈ [β0, 1],

lim sup
L→∞

1
Lβ+β0−1

sup
w∈Rd

ln P
(
Xβ0,L(w) ≥ ρLβ

)
< 0.

Démonstration. A la di�érence du cas des cylindres considérés précédemment, on ne s'intéresse ici à la
sortie de B2,β,L que par une partie de la face supérieure (pour les raisons expliquées plus haut), ce qui
complique l'estimation de la probabilité de cet événement. La stratégie adoptée dans cette preuve consiste à
se ramener à des boîtes plus petites pour lesquelles on autorise la sortie par toute la face supérieure, quitte
à admettre un terme correctif permettant de ramener la marche au bon endroit à sa sortie. Ces nouvelles
boîtes sont empilées à l'intérieur de la boîte B2,β,L.

Dé�nissons ces nouvelles boîtes :

B̃1,β0,L(w) = Zd ∩ R̂(w + [0, L0]× [0, Lβ0 ]d−1)

B̃2,β0,L(w) = Zd ∩ R̂(w + (−dLβ0 , L0]× (−ηLβ0 , (1 + η)Lβ0)d−1

et :
Top B̃2,β0,L(w) = ∂B̃2,β0,L(w) ∩ {x | x · v̂ > R̂(w) · v̂ + L0

}
,

où η > 0 (petit) et où L0 ∼L→∞ Lχ, χ > 0 à dé�nir.

Top B̃2,β0,L
(w)

R̂(w)

v̂

B̃1,β0,L
(w)

B̃2,β0,L
(w)

ηLβ0

ηLβ0

Lβ0

L0

dLβ0
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Pour tout δ > 0, on a :

P
(
il existe x ∈ B̃1,β0,L(w) tel que Px,ω

(
XTB̃2,β0,L(w)

/∈ Top B̃2,β0,L(w)
)
≥ δ
)

≤
∑

x∈B̃1,β0,L(w)

P
(
Px,ω

(
XTB̃2,β0,L(w)

/∈ Top B̃2,β0,L(w)
)
≥ δ
)

≤
∑

x∈B̃1,β0,L(w)

1
δ
Px

(
XTB̃2,β0,L(w)

/∈ Top B̃2,β0,L(w)
)

et, pour tout x ∈ B̃1,β0,L(w),

Px

(
XTB̃2,β0,L(w)

/∈ Top B̃2,β0,L(w)
)

≤ Px(sortie par une face latérale) + Px(sortie par le fond)

≤ P0

 sup
n≤T v̂

L0

|π(Xn)| ≥ ηLβ0

+ P0(T̃ v̂
−dLβ0 <∞)

en utilisant l'invariance de P par translation. Or, d'une part,

P0(T̃ v̂
−dLβ0 <∞) ≤ P0(X∗

τ1
> dLβ0) ≤ exp(−cdLβ0)E0[exp(cX∗

τ1
)],

et d'autre part, comme Lβ0 ∼L→∞ L
β0/χ
0 , T v̂

L0
≤ Lv̂

L0
, et β0 ∈ ( 1

2 , 1], le lemme 15 montre qu'il existe µ > 0
tel que, pour L grand :

P0

 sup
n≤T v̂

L0

|π(Xn)| ≥ ηLβ0

 ≤ exp(−2µL2(β0/χ)−1
0 ) < exp(−µL2β0−χ).

Ainsi, comme |B̃1,β0,L|, est polynomial en L, on a :

lim sup
L→∞

1
L(2β0−χ)∧β0

sup
w∈Rd

ln P
(
il existe x ∈ B̃1,β0,L(w) tel que Px,ω

(
XTB̃2,β0,L(w)

/∈ Top B̃2,β0,L(w)
)
≥ δ
)
< 0.

Disons qu'une boîte B̃2,β0,L(w) est �mauvaise� si l'événement ci-dessus est satisfait avec δ = 1/2 (choix
arbitraire), et �bonne� sinon. Sur une �bonne� boîte, on dispose donc d'une minoration uniforme de la
probabilité de sortir par Top B̃2.

Revenons à la boîte B2,β0,L. Soit ρ > 0. On cherche à majorer, uniformément en w ∈ Rd :

P(il existe x ∈ B1,β0,L(w) tel que Px,ω(XTB2,β0,L(w) ∈ ∂+B2,β0,L(w)) ≤ e−ρLβ

)

(c'est une réécriture de la probabilité de l'énoncé). Considérons les boîtes B̃1,β0,L(w+jL0e1), j = 0, . . . , N−1
où N =

⌊
L1−χ

⌋
. On prend L0 = L−ηLβ0

N ∼L→∞ Lχ. Ainsi, pour tout x ∈ B1,β0,L(w), il existe 0 ≤ j0 ≤ N tel

que x ∈ B̃1,β0,L(w+j0L0e1), et une manière en partant de x de sortir de B2,β0,L(w) par ∂+B2,β0,L(w) consiste
à successivement sortir des boîtes B̃2,β0,L(w + jL0e1), j = j0, . . . , N − 1 à travers Top B̃2,β0,L(w + jL0e1)
et au besoin se ramener à B̃1,β0,L(w + (j + 1)L0e1) selon un chemin �xé (de longueur ≤

√
dηLβ0), jusqu'à

�nalement atteindre B̃1,β0,L(w+NL0e1) ∩B1,β0,L(w) et suivre alors un chemin �xé (de longueur ≤
√
dηLβ0

car L − NL0 = ηLβ0) pour sortir de B2,β0,L(w) par ∂+B2,β0,L(w) (voir �gure 7 page 53). Ainsi, par la
propriété de Markov forte appliquée successivement aux instants de sortie des boîtes, si chacune des boîtes
B̃2,β0,L(w + jL0e1), j = 0, . . . , N − 1, est �bonne� (dé�nition ci-dessus), alors, pour tout x ∈ B1,β0,L :

Px,ω

(
XTB2,β0,L(w) ∈ ∂+B2,β0,L(w)

)
≥
(

1
2
κ
√

dηLβ0

)N

κ
√

dηLβ0
> e−ρLβ0+(1−χ)
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pour L su�samment grand, et en choisissant η su�samment petit. En prenant χ tel que β0 + (1 − χ) = β,
c'est à dire χ = β0 + 1− β, il apparaît donc que :

P(il existe x ∈ B1,β0,L(w) tel que Px,ω(XTB2,β0,L(w) ∈ ∂+B2,β0,L(w)) ≤ e−ρLβ

)
≤ P(l'une des boîtes B̃2,β0,L(w + jL0e1), j = 0, . . . , N − 1 est �mauvaise�)

≤ N sup
w∈Rd

P(B̃2,β0,L(w) est �mauvaise�)

Il ne reste plus qu'à appliquer le résultat montré au début de la démonstration : par le choix de χ, on a ici
2β0 − χ = β0 + β − 1 ≤ β0, et N =

⌊
L1−χ

⌋
est polynomial en L, donc �nalement :

lim sup
L→∞

1
Lβ0+β−1

sup
w∈Rd

P(il existe x ∈ B1,β0,L(w) tel que Px,ω(XTB2,β0,L(w) ∈ ∂+B2,β0,L(w)) ≤ e−ρLβ

) < 0,

comme annoncé. �

Voyons ce que fournit ce résultat relativement à la queue de la distribution de τ1 en utilisant les propositions
précédentes. En prenant β = β0 = 1 dans la proposition 30 (ce qui donne le meilleur résultat quand on veut
utiliser directement la proposition précédente), et en appliquant les propositions 29 et 28, on obtient :

lim sup
u→∞

1
lnu

lnP0(τ1 > u) < 0.

(remarque : dans ce cas, χ = 1, N = 1 : il y a une seule boîte dans la preuve de la proposition 30).

Cependant, cette estimée ne su�t pas à conclure à l'intégrabilité de τ1. Ceci était prévisible. En e�et, on
a vu au paragraphe 3.4 qu'en dimension 1 la propriété (T) équivaut à la transience dans la direction l, ce qui
ne garantit pas la balisticité (on peut avoir Xn → ∞ et Xn/n → 0, voir le théorème 1). Or les propositions
précédentes n'exploitent aucunement le fait que la dimension est ≥ 2 : essentiellement, les boîtes ne sont
empilées que dans une seule direction, et les estimées relatives à une seule boîte valent aussi en dimension
1. On ne pouvait donc pas espérer montrer la balisticité de la marche de cette manière. Le lemme suivant
va pallier à ces insu�sances en tirant parti de la �multidimensionnalité� pour améliorer les majorations
précédentes, essentiellement en choisissant un chemin entre deux points parmi plusieurs, choix qui n'existe
pas en dimension 1 :

Lemme 31. � de renormalisation
On suppose (T), et d ≥ 2. Soit β0 ∈ ( 1

2 , 1). On suppose que, pour tous β ∈ [β0, 1) et ζ < β + β0 − 1, pour
tout ρ > 0,

lim sup
L→∞

1
Lζ

sup
w∈Rd

ln P
(
Xβ0,L(w) ≥ ρLβ

)
< 0.

Alors, en notant fβ0 l'interpolée linéaire entre les valeurs 2β0 − 1 en β0 et d en 1, pour tous β ∈ [β0, 1) et
ζ < fβ0(β), on a, pour tout ρ > 0 :

lim sup
L→∞

1
Lζ

sup
w∈Rd

ln P
(
Xβ,L(w) ≥ ρLβ

)
< 0.

Démonstration. Pour β = β0, il n'y a rien à montrer (la majoration est contenue dans l'hypothèse). On
peut donc supposer β ∈ (β0, 1).
Cette fois-ci, on fait plusieurs �colonnes� de boîtes. Pour utiliser l'hypothèse, les petites boîtes seront de type
B1,β0,·(·), dans une grande boîte B1,β,L(w).
Notons χ ∈ (0, 1) tel que β = χβ0 + (1− χ). Soit w ∈ Rd. On considère les boîtes (voir �gure 8 page 54) :

B1,β0,Lχ(w + z + jLχe1) ⊂ B2,β0,Lχ(w + z + jLχe1),

où j ∈ {0, . . . , J}, J =
⌊
L1−χ

⌋
, et z ∈ Col, avec :

Col = {0} ×
(

(2d+ 1)Lχβ0Z ∩
[
1
4
Lβ ,

1
4
Lβ

])d−1

.
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Ainsi, pour L grand, pour tout x ∈ B1,β,L(w), une manière pour la marche issue de x de sortir de B2,β,L(w)
en passant par ∂+B2,β,L(w) consiste à d'abord atteindre une boîte B1,β0,Lχ(w + z0 + j0L

χe1), z0 ∈ Col,
j0 ∈ {0, . . . , J}, puis à quitter successivement chacune des boîtes B2,β0,Lχ(w+z0 + jLχe1) pour j = j0, . . . , J ,
en passant à chaque fois par ∂+B2,β0,Lχ(w + z0 + jLχe1).
Or, pour L grand, pour tous x ∈ B1,β,L(w) et z ∈ Col, il existe un chemin de longueur ≤ dLβ reliant x à un
point d'une des boîtes B1,β0,Lχ(w+ z+ jLχe1), j ∈ {0, . . . , J}, de la colonne z, donc à l'aide de l'ellipticité et
de la propriété de Markov (appliquée au temps (déterministe) d'arrivée dans la colonne z, puis aux instants
(aléatoires) de sortie des boîtes successives), on a :

Px,ω

(
XTB2,β,L(w) ∈ ∂+B2,β,L(w)

)
≥ κdLβ

J∏
j=0

inf
{
Py,ω

(
XTB2,β0,Lχ (w+z+jLχe1) ∈ ∂+B2,β0,Lχ(w + z + jLχe1)

) ∣∣∣ y ∈ B1,β0,Lχ(w + z + jLχe1)
}

≥ e−cLβ

exp

− J∑
j=0

Xβ0,Lχ(w + z + jLχe1)

 ,

où on a choisi c ≥ d ln(1/κ). Et ceci vaut pour tout x ∈ B1,β,L(w), d'où, pour tout z ∈ Col :

Xβ,L(w) ≤ cLβ +
J∑

j=0

Xβ0,Lχ(w + z + jLχe1).

On peut maintenant faire jouer la concurrence entre les colonnes : pour L grand,

P
(
Xβ,L(w) ≥ 3cLβ

)
≤ P

pour tout z ∈ Col,
J∑

j=0

Xβ0,Lχ(w + z + jLχe1) ≥ 2cLβ

 .

Il s'agit de majorer cette dernière probabilité en faisant appel à l'hypothèse du lemme. Tout d'abord les
variables

∑J
j=0Xβ0,Lχ(w + z + jLχe1) ≥ 2cLβ , pour z ∈ Col, sont indépendantes (elles dépendent des

probabilités de transition sur des ensembles de sites disjoints), d'où :

P
(
Xβ,L(w) ≥ 3cLβ

)
≤
∏

z∈Col

P

 J∑
j=0

Xβ0,Lχ(w + z + jLχe1) ≥ 2cLβ

 .

Ensuite, si z ∈ Col, bien que les variablesXβ0,Lχ(w+z+jLχe1), pour j = 0, . . . , J , ne soient pas indépendantes
(les boîtes B2 successives ne sont pas disjointes), on remarque que, pour L grand, les variables associées
aux j pairs (resp. aux j impairs) sont indépendantes dans leur ensemble puisque pour tout j les boîtes
B2,β0,Lχ(w + z + jLχe1) et B2,β0,Lχ(w + z + (j + 2)Lχe1) sont disjointes (dès que Lχ > dLβχ). Notons
temporairement Y et Y ′ respectivement les sommes des termes pairs et impairs. En utilisant l'inégalité de
Cramer-Cherno�, et l'inégalité de Cauchy-Schwartz pour séparer termes pairs et impairs, on obtient, pour
tout λ > 0, :

P
(
Xβ,L(w) ≥ 3cLβ

)
≤

∏
z∈Col

P(Y + Y ′ ≥ 2cLβ) ≤
∏

z∈Col

e−λcLβ

E[e
λ
2 (Y +Y ′)]

≤
∏

z∈Col

e−λcLβ

E[eλY ]1/2E[eλY ′
]1/2 ≤

∏
z∈Col

e−λcLβ

E[eλY ]E[eλY ′
]

≤
∏

z∈Col

e−λcLβ
J∏

j=0

E[eλXβ0,Lχ (w+z+jLχe1)]


≤

(
e−λcLβ

sup
w∈Rd

E[eλXβ0,Lχ (w)]J+1

)|Col |

.
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On est ainsi ramené à majorer E[eλXβ0,Lχ (w)] et à choisir λ convenablement. On a bien sûr Xβ0,Lχ(w) ≥ 0,
mais aussi, par l'hypothèse d'ellipticité, puisqu'il existe pour tout x ∈ B1,β0,Lχ(w) un chemin sortant de
B2,β0,Lχ(w) par ∂+B2,β0,Lχ(w) de longueur ≤ ALχ (où A > 0 ne dépend que de d), on a Xβ0,Lχ(w) ≤
2A ln(1/κ)Lχ ≤ A′Lχ avec A′ > 1, et donc :

sup
w∈Rd

E[eλXβ0,Lχ (w)] ≤ 1 +
∫ A′Lχ

0

λeλu sup
w∈Rd

P(Xβ0,Lχ(w) ≥ u)du.

L'hypothèse du lemme permet de majorer supw∈Rd P(Xβ0,Lχ(w) ≥ Lχα) lorsque β0 ≤ α ≤ 1. Pour tout
N ≥ 1, en notant (β0, . . . , βN = 1) une subdivision équirépartie du segment [β0, 1], on a :

sup
w∈Rd

E[eλXβ0,Lχ (w)] ≤ eλA′Lχβ0 +
∫ A′Lχ

A′Lχβ0

λeλu sup
w∈Rd

P(Xβ0,Lχ(w) ≥ u)du

≤ eλA′Lχβ0 +A′Lχ sup
0≤i≤N

(
sup

A′Lχβi≤u≤A′Lχβi+1

λeλu sup
w∈Rd

P(Xβ0,Lχ(w) ≥ u)

)
≤ eλA′Lχβ0 +A′Lχ sup

0≤i≤N
λeλA′Lχβi+1 sup

w∈Rd

P(Xβ0,Lχ(w) ≥ A′Lχβi)

et, pour tout ε > 0, pour 0 ≤ i ≤ N − 1, si ζ = β0 + βi − 1− ε, il existe µi > 0 tel que, pour L grand :

λeλA′Lχβi+1 sup
w∈Rd

P(Xβ0,Lχ(w) ≥ A′Lχβi) ≤ λeλA′Lχβi+1−µiL
χζ

.

On choisit donc λ = Lα où α véri�e, pour tout i, α+ χβi+1 < χζ, c'est à dire :

α < χ(β0 + βi − 1− ε)− χβi+1 = χ(β0 − 1)− χ((βi+1 − βi) + ε) = χ(β0 − 1)− χ(
1− β0

N
+ ε),

de sorte que α = χ(β0 − 1)− ε convient dès que 1
N < ( 1

χ − 1)ε ; on prend dorénavant cette valeur (avec ε > 0
quelconque, et une valeur de N associée). Par ce choix, on s'est donc assuré que :

A′Lχ sup
0≤i≤N

λeλA′Lχβi+1 sup
w∈Rd

P(Xβ0,Lχ(w) ≥ A′Lχβi) −−−−→
L→∞

0

et, de plus, λLχβ0 = Lχ(β0−1)−ε+χβ0 = Lχ(2β0−1)−ε →L→∞ ∞ si on choisit 0 < ε < χ(2β0 − 1) (rappelons
que β0 > 1/2), d'où, pour L grand :

sup
w∈Rd

E[eλXβ0,Lχ (w)] ≤ e2λA′Lχβ0
,

ce qui donne, pour L grand :

sup
w∈Rd

P
(
Xβ,L(w) ≥ 3cLβ

)
≤ exp(|Col |(−λcLβ + (J + 1)2A′λLχβ0))

≤ exp(−1
2
|Col |λ(c− 2A′)Lβ)

puisque JLχβ0 ∼ L1−χLχβ0 = Lβ par choix initial de χ (on pourrait d'ailleurs retrouver la justi�cation
de ce choix en travaillant pour χ a priori quelconque). Quitte à choisir c plus grand (ce qui est possible,

voir la dé�nition de c plus haut), on peut supposer c − 2A′ > 0. Comme |Col | ∼
(

Lβ/2
(2d+1)Lχβ0

)d−1

∼
const.L(β−χβ0)(d−1), on a alors démontré : pour tout ε su�samment petit, donc pour tout ε > 0,

lim sup
L→∞

1
Lχ(2β0−1)+(1−χ)d−ε

sup
w∈Rd

ln P
(
Xβ,L(w) ≥ 3cLβ

)
< 0

(après de petits calculs sur l'exposant déduits de la dé�nition de χ). L'exposant qui apparaît peut aussi
s'écrire fβ0(β)− ε. Déduisons-en la conclusion du lemme. Soit ζ < fβ0(β). Soit ρ > 0. Par continuité de fβ0 ,
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on peut choisir 1
2 < β′ < β su�samment proche de β pour avoir ζ < fβ0(β

′). On applique alors le résultat
obtenu ci-dessus à β′ :

lim sup
L→∞

1
Lζ

sup
w∈Rd

ln P
(
Xβ′,L(w) ≥ 3cLβ′

)
< 0.

Or, pour tout L assez grand, ρLβ > 3cLβ′ , de sorte que, pour tout w ∈ Rd :

P(Xβ,L(w) ≥ ρLβ) ≤ P(Xβ,L(w) ≥ 3cLβ′) ≤ Ld−1 sup
w∈Rd

P(Xβ′,L(w) ≥ 3cLβ′),

où il reste à justi�er la seconde inégalité. Pour tout w ∈ Rd, pour tout w′ ∈ Rd tel que B1,β′,L(w′) ⊂ B1,β,L(w),
on a facilement, pour tout x ∈ B1,β′,L(w′),

Px,ω(XTB2,β′,L(w′) ∈ ∂+B2,β′,L(w′)) ≤ Px,ω(XTB2,β,L
∈ ∂+B2,β,L(w)).

De plus, la boîteB1,β,L(w) peut s'écrire comme réunion de (moins de) Ld−1 boîtesB1,β′,L(w1), . . . , B1,β′,L(wLd−1),
donc P-p.s. il existe w′ ∈ {w1, . . . , wLd−1} tel que :

inf
x∈B1,β,L(w)

Px,ω(XTB2,β,L(w) ∈ ∂+B2,β,L(w)) = inf
x∈B1,β′,L(w′)

Px,ω(XTB2,β,L(w) ∈ ∂+B2,β,L(w))

≤ inf
x∈B1,β′,L(w′)

Px,ω(XTB2,β′,L(w′) ∈ ∂+B2,β′,L(w′)),

ce qui donne : P-p.s., il existe w′ ∈ {w1, . . . , wLd−1} tel que Xβ,L(w) ≥ Xβ′,L(w′), d'où l'inégalité écrite plus
haut. La conclusion du lemme s'en déduit immédiatement. �

A l'aide de tout ce qui précède, on en déduit :

Corollaire 32. � On suppose (T). Soit β ∈ ( 1
2 , 1). Pour tout ζ < d(2β − 1), on a :

lim sup
L→∞

1
Lζ

ln P
(
P0,ω

(
XTUβ,L

· l > 0
)
≤ e−Lβ

)
< 0

et, pour tout α < 1 + d−1
d+1 :

lim sup
u→∞

1
(lnu)α

lnP0(τ1 > u).

Démonstration.D'après la proposition 30, l'hypothèse du lemme précédent est véri�ée pour tout β0 ∈ ( 1
2 , 1).

La conclusion du lemme donne donc : pour tout β ∈ ( 1
2 , 1), pour tout ζ véri�ant ζ < fβ0(β) pour un certain

1
2 < β0 < β, c'est à dire de façon équivalente pour tout ζ < d(2β − 1) (puisque sup 1

2 <β0<β fβ0(β) = f 1
2
(β) =

d(2β − 1)), on a, pour tout ρ > 0 :

lim sup
L→∞

1
Lζ

sup
w∈Rd

ln P
(
Xβ,L(w) ≥ ρLβ

)
< 0.

Le premier point du corollaire se déduit donc de la proposition 29.

Passons au second point. Il su�t de raisonner pour 1 < α < 2d
d+1 . Notons β = 1/α. La contrainte sur α

équivaut à d(2β − 1) > 1 et β < 1, et implique 1
2 < β, donc on peut appliquer le premier point avec ζ = 1.

C'est en fait à β′ ∈ ( 1
2 , β) su�samment proche de β pour que d(2β′− 1) > 1 que l'on va appliquer ce premier

point, en remarquant que, pour tout c > 0, pour L grand :

P
(
P0,ω

(
XTUβ,L

· l > 0
)
≤ e−cLβ

)
≤ P

(
P0,ω

(
XTUβ,L

· l > 0
)
≤ e−Lβ′

)
≤ P

(
P0,ω

(
XTU

β′,L
· l > 0

)
≤ e−Lβ′

)
,

ce qui permet d'obtenir :

lim sup
L→∞

1
L

ln P
(
P0,ω

(
XTUβ,L

· l > 0
)
≤ e−cLβ

)
< 0.

Il ne reste plus alors qu'à appliquer la proposition 28 pour conclure. �
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4.3 Grandes déviations

Sous l'hypothèse (T), on a donc, P0-p.s.,
Xn

n →n v. On s'intéresse ici à des inégalités de grandes déviations
relatives à Xn

n . Le théorème suivant met en évidence une distinction entre le comportement asymptotique
dans les cas nestling et non-nestling et, dans ce dernier cas, l'importance jouée par le segment [0, v] ∈ Rd qui
traduit un phénomène de ralentissement de la marche :

Théorème 33. � Pour tout voisinage ouvert O du segment [0, v], on a :

lim sup
n

1
n

lnP0

(
Xn

n
/∈ O

)
< 0. (∗)

De plus :
� dans le cas non-nestling, cette inégalité (∗) reste vraie pour tout voisinage ouvert O de v ;
� dans le cas nestling, pour tout ouvert U rencontrant [0, v],

lim
n

1
n

lnP0

(
Xn

n
∈ U

)
= 0,

donc (∗) n'est plus véri�ée si l'on remplace [0, v] par l'une de ses parties fermées strictes.
Démonstration. On suppose (T) véri�ée, donc par le théorème 17 (T) est véri�ée par rapport à l = v̂. On
dé�nit jusqu'à avis contraire τ1 relativement à v̂.

• Soit O un voisinage ouvert du segment [0, v]. Il existe ε > 0 tel que Cylε,|v|+ε,ε ⊂ O, de sorte que :

P0(
Xn

n
/∈ O) ≤ P0(Xn /∈ Cylnε,|v|+ε,ε)

≤ P0(T v̂
(|v|+ε)n ≤ n) + P0(TCyln

ε,|v|+ε,ε
< T v̂

(|v|+ε)n).

Comme la proposition 16 montre que lim supn
1
n lnP0(TCyln

ε,|v|+ε,ε
< T v̂

(|v|+ε)n) < 0, il su�t de s'occuper du
premier terme. On se ramène à la suite (τk)k des temps de renouvellement de la façon suivante : en notant,
pour u > 0,

Nu = inf {k ≥ 0 | Xτk
· v̂ ≥ u},

on a :
P0(T v̂

(|v|+ε)n ≤ n) ≤ P0(τN(|v|+ε)n−1 ≤ n).

La propriété de renouvellement permet de majorer P0(τc(|v|+ε)n ≤ n) pour c > 0, or on a :

Lemme 34. � Sous l'hypothèse (T) on a, pour tout ρ > 0 :

lim sup
u→∞

1
u

lnP0

(∣∣∣∣Nu

u
− 1
E0[Xτ1 · l|D = ∞]

∣∣∣∣ ≥ ρ

)
< 0.

Preuve du lemme. Soit ρ > 0. On note m̃ = E0[Xτ1 · l|D = ∞]. Par le renouvellement et les inégalités
de grandes déviations habituelles (Xτ1 · l est exponentiellement intégrable sous P0 par (T)), on a, pour tout
δ > 0 :

lim sup
u→∞

1
u

lnP0(Xτk
· l ≥ k(m̃+ δ)) < 0

et :

lim sup
u→∞

1
u

lnP0(Xτk
· l ≤ k(m̃− δ)) < 0.

Or, par dé�nition de Nu (et parce que la suite (Xτk
)k est croissante) on a :

P0

(∣∣∣∣Nu

u
− 1
m̃

∣∣∣∣ > ρ

)
= P0

(
Nu > u

(
1
m̃

+ ρ

))
+ P0

(
Nu < u

(
1
m̃
− ρ

))
= P0

(
Xτbu( 1

m̃
+ρ)c · l < u

)
+ P0

(
Xτ(du( 1

m̃
−ρ)e−1)+

· l ≥ u

)
,
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d'où le lemme par ce qui précède. �

Concluons donc : pour n grand,

P0(τN(|v|+ε)n−1 ≤ n) ≤ P0(τMn ≤ n) + e−µn

oùMn =
⌊

(|v|+ε/2)n
E0[Xτ1 ·v̂|D=∞]

⌋
, et µ > 0 : le second terme correspond à la probabilité de l'événement {N(|v|+ε)n <

Mn}, qui se majore grâce au lemme. À l'aide de la propriété de renouvellement, on a, pour λ > 0 :

P0(τMn
≤ n) ≤ P0((τ2 − τ1) + · · ·+ (τMn

− τMn−1) ≤ n)
≤ eλnE0[e−λτ1 |D = ∞]Mn−1

≤ exp (λn− λ(Mn − 1)E0[τ1|D = ∞] + (Mn − 1)H(λ)) ,

où H(λ) = lnE0[e−λ(τ1−E0[τ1|D=∞])|D = ∞]. Cette fonction H, dé�nie sur [0,∞), est de classe C∞ (puisque
τ1 a des moments de tous ordres sous l'hypothèse (T)), H(0) = 0 et H ′

d(0) = 0, donc H(λ) = oλ→0+(λ), si
bien que, comme (Mn − 1)E0[τ1|D = ∞] ∼n (1 + ε

2|v| )n, on a, si 0 < c′ < ε
2|v| , en choisissant λ assez petit,

et pour n su�samment grand :
P0(τMn

≤ n) ≤ exp(−c′n),

ce qui achève la preuve du premier point.

• On se place maintenant dans le cas non-nestling : il existe l ∈ Sd−1 et ε > 0 tels que P-p.s., E0,ω[X1−X0]·l >
ε. (T) est véri�ée pour ce vecteur l (voir le paragraphe précédant la proposition 21 et la proposition 22) et
on dé�nit τ1 en conséquence. Soit O un voisinage de v. Il existe 0 < v0 < |v| tel que [v0v̂, v] ⊂ O ; on note
alors C un voisinage de [0, v0] contenu dans {x · l < v1} où v1 < v · l, de sorte que Õ = O∪C est un voisinage
de [0, v] ce qui montre que, dans l'inégalité suivante :

P0(
Xn

n
/∈ O) ≤ P0(

Xn

n
/∈ Õ) + P0(

Xn

n
∈ C),

le premier terme du second membre décroît exponentiellement (par le cas général). Par choix de C , si
v1 < v2 < v · l, on a :

P0(
Xn

n
∈ C) ≤ P0(Xn · l < v1n) ≤ P0(T l

v2n > n) + P0(T l
v2n ≤ n, T̃ l

v1n ◦ΘT l
v2n

<∞).

Or la marche reste dans la boule de centre 0 et de rayon n (pour la norme ‖ · ‖) jusqu'au temps n, si bien que
par inégalité de Markov forte en T l

v2n et invariance de P par translation :

P0(T l
v2n ≤ n, T̃ l

v1n ◦ΘT l
v2n

<∞) ≤ |Bd
‖·‖(0, n)|P0(T̃ v̂

−(v2−v1)n
<∞)

≤ |Bd
‖·‖(0, n)|P0(X∗

τ1
≥ (v2 − v1)n)

et l'hypothèse (T) implique que cette probabilité décroît exponentiellement avec n. Le lemme suivant permet
de conclure quant au terme P0(T l

v2n > n) et de terminer la preuve de ce point :

Lemme 35. � Sous (T)|l, dans le cas non-nestling, on a, pour tout c > (v · l)−1 :

lim sup
u→∞

1
u

lnP0(T l
u > cu) < 0.

Preuve du lemme. L'idée est toujours de se ramener à des variables indépendantes par le renouvellement, et
de faire alors appel à des inégalités de grandes déviations sur des sommes de variables iid. En l'occurence, se
placer dans le cas non-nestling assure (voir théorème 25) que la variable τ1 est exponentiellement intégrable
sous P0(·|D = ∞) de sorte que, vu que τk = τ1+(τ2−τ1)+· · ·+(τk−τk−1), on a pour tout a > E0[τ1|D = ∞],
par l'inégalité de Cramer-Tcherno� habituelle :

lim sup
k

1
k

lnP0(τk > ka) < 0.

- 45 -



On se ramène aux temps (τk)k de renouvellement à l'aide de Nu (relatif à la direction l) : Nu ∈ N est tel que
τNu−1 < T l

u ≤ τNu
. Pour tout c̃ > 0, on a, en utilisant cette inégalité pour passer à la seconde ligne :

P0(T l
u > cu) ≤ P0(E0[τ1|D = ∞] ·Nu ≥ c̃u) + P0(E0[τ1|D = ∞] ·Nu < c̃u, T l

u > cu)
≤ P0(E0[τ1|D = ∞] ·Nu ≥ c̃u) + P0(τ⌊ c̃u

E0[τ1|D=∞]

⌋ > cu)

et le premier terme décroît exponentiellement avec n dès que c̃/E0[τ1|D = ∞] > (v · l)−1 grâce au lemme
précédent (lemme reflem :nu), tandis que le second décroît exponentiellement avec n dès que c̃ < c grâce à
l'inégalité de grandes déviations rappelée ci-dessus (qui exploite l'hypothèse non-nestling).

En choisissant donc (v · l)−1 < c̃ < c, on obtient le lemme. �

• Il reste à voir la partie de l'énoncé relative au cas nestling. Il s'agit de mettre en évidence la possibilité dans
ce cas de ralentir la marche avec une grande probabilité, à l'aide de �pièges�.

Soit U un ouvert rencontrant [0, v]. On choisit γ0 tel que (1 − γ0)v ∈ U , et γ1 < γ0 < γ2, proches de γ0.
Soit η > 0. Une manière de réaliser l'événement {Xn

n ∈ U} consiste à forcer la trajectoire à rester un temps
γ1n + c < γ2n dans une région bornée de l'espace, �xée indépendamment de n, puis à lui laisser suivre son
comportement typique, proche de la convergence balistique, pendant un temps au moins (1− γ1)n, de façon
à avoir Xn approximativement égal à (1− γ1)nv (voir �gure 9).

Concernant la première partie de la trajectoire, montrons plus précisément qu'il existe L > 0 et un point x0

tels que x0 · v̂ > L et :

lim inf
n

1
n

lnP0(TBL
> γ1n, T

v̂
v̂·x0

= Hx0 ∈ (γ1n, γ2n)) > −η.

On utilise les propriétés montrées dans la preuve du théorème 3. Ainsi, on sait via l'hypothèse nestling que,
si M > 0, on peut dé�nir un événement EM (sur l'environnement) sur lequel, pour tout n assez grand, la
P0,ω-probabilité pour que la marche passe un temps n dans [−M

2 ,
M
2 ]d est supérieure à exp(− 3π2

M2 n). On choisit

donc M tel que 3π2

M2 < η, puis L =
√
dM

2 , de sorte que [−M
2 ,

M
2 ]d ⊂ BL. On choisit x0 véri�ant x0 · v̂ > L.

Chaque point de BL peut être relié à x0 par un chemin qui reste dans le demi-espace {x · v̂ < x0 · v̂} (à
l'exception du dernier point, x0), et de longueur minimale ; on note c un majorant des longueurs de tous ces
chemins. Alors on a, pour n assez grand, avec la propriété de Markov :

P0(TBL
> γ1n, T

v̂
v̂·x0

= Hx0 ∈ (γ1n, γ2n))

≥ E[EM , P0,ω(TBL
> γ1n, la marche après Xbγ1nc+1 rejoint x0 par un des chemins cités)]

≥ P(EM )e−
3π2

M2 (bγ1nc+1)κc,

ce qui donne la minoration annoncée puisque 3π2

M2 γ1 < η.

Ensuite, si la marche véri�e Hx0 ∈ (γ1, γ2) et sup0≤k≤n |XHx0+k − x0 − kv| ≤ ρn avec ρ > 0, alors en
particulier, comme Xn = XHx0+k où k ∈ ((1− γ2)n, (1− γ1)n) :∣∣∣∣Xn

n
− (1− γ0)v

∣∣∣∣ ≤ ρ+
|x0|
n

+
(|γ1 − γ0| ∨ |γ2 − γ0|)|v|

n
≤ 2ρ

pour n assez grand, et donc Xn

n ∈ U si ρ est choisi tel que Bd((1− γ0)v, 2ρ) ⊂ U . En somme, on a donc, pour
ce choix de ρ, pour n assez grand :

P0(
Xn

n
∈ U) ≥ P0(Hx0 ∈ (γ1n, γ2n), max

0≤k≤n
|XHx0+k − x0 − kv| ≤ ρn)

≥ P0(T v̂
v̂·x0

= Hx0 ∈ (γ1n, γ2n), D ◦ΘHx0
= ∞, max

0≤k≤n
|XHx0+k − x0 − kv| ≤ ρn)

≥ P0(T v̂
v̂·x0

= Hx0 ∈ (γ1n, γ2n))P0(D ◦ΘHx0
= ∞, max

0≤k≤n
|XHx0+k − x0 − kv| ≤ ρn),

en utilisant la propriété de Markov sous P0,ω, et l'indépendance sous P des probabilités de transitions des
sites situés dans les demi-espaces {x · v̂ < x0 · v̂} et {x · v̂ ≥ x0 · v̂} (D est relative à la direction v̂). Au vu
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de ce que l'on vient de démontrer sur le premier facteur ci-dessus, et de la conséquence simple suivante de la
balisticité et du fait que |Xn+1 −Xn| = 1 pour tout n :

P0(·|D = ∞)-p.s., max
0≤k≤n

∣∣∣∣Xk

n
− kv

n

∣∣∣∣ −→n 0,

on obtient :

lim inf
n

1
n

lnP0(
Xn

n
∈ U) > −η.

Ceci vaut pour tout η > 0, d'où la �n de la preuve du théorème. �

Dans le cas nestling, ce théorème montre le rôle du segment [0, v] : pour tout ε > 0, la probabilité pour Xn

n
d'être à une distance ≥ ε de [0, v] décroît exponentiellement avec n, tandis que, quels que soient 0 ≤ α1 <
α2 ≤ 1, pour tout ε > 0, la probabilité pour Xn

n d'être à distance < ε du segment [α1v, α2v] décroît moins
vite qu'exponentiellement. On s'intéresse maintenant à des majorations plus �nes faisant apparaître le rôle
de v dans le segment [0, v], en travaillant donc à une vitesse plus lente qu'exponentielle.

Théorème 36. � On suppose d ≥ 2, et (T) satisfaite. Pour tout voisinage O de v, on a, pour α < 2d
d+1 :

lim sup
n

1
(lnn)α

lnP0

(
Xn

n
/∈ O

)
< 0.

De plus : dans le cas plain nestling, pour tout ouvert U rencontrant [0, v],

lim inf
n

1
(lnn)d

lnP0

(
Xn

n
∈ U

)
> −∞.

Démonstration. • Soit O un voisinage de v. Le raisonnement est très proche de celui du cas non-nestling
dans le théorème précédent, à la di�érence près que l'on n'a plus la même estimée sur la queue de la distribution
de τ1 (ce qui va compliquer les calculs de grandes déviations). On choisit v0 < v1 < |v| tels que [v0v̂, v] ⊂ O,
et un voisinage C de [0, v0v̂] inclus dans {x · v̂ < v1}, de sorte que Õ = O∪C est un voisinage de [0, v], ce qui
montre que, dans l'inégalité suivante :

P0(
Xn

n
/∈ O) ≤ P0(

Xn

n
/∈ Õ) + P0(

Xn

n
∈ C),

le premier terme du second membre décroît exponentiellement grâce au cas général. Par choix de C, on a, en
choisissant v1 < v2 < |v| :

P0(
Xn

n
∈ C) ≤ P0(Xn · v̂ < v1n) ≤ P0(T v̂

v2n > n) + P0(T v̂
v2n ≤ n, T̃ v̂

v1n ◦ΘT v̂
v2n

<∞).

Or la marche reste dans la boule de centre 0 et de rayon n (pour la norme ‖ · ‖) jusqu'au temps n, si bien que
par inégalité de Markov forte en T v̂

v2n et invariance de P par translation :

P0(T v̂
v2n ≤ n, T̃ v̂

v1n ◦ΘT v̂
v2n

<∞) ≤ |Bd
‖·‖(0, n)|P0(T̃ v̂

−(v2−v1)n
<∞)

≤ |Bd
‖·‖(0, n)|P0(X∗

τ1
≥ (v2 − v1)n)

et l'hypothèse (T) implique que cette probabilité décroît exponentiellement avec n. Au vu du théorème 27,
le lemme suivant permet de conclure quant au terme P0(T v̂

v2n > n) et de terminer la preuve de ce point :

Lemme 37. � On suppose (T)|l. Si α > 0 est tel que :

lim sup
u→∞

1
(lnu)α

lnP0(τ1 > u) < 0,

alors, pour tout c > (v · l)−1 :

lim sup
u→∞

1
(lnu)α

lnP0(T l
u > cu) < 0.
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Preuve du lemme. On procède comme pour le lemme 35 : on se ramène d'abord aux temps (τk)k de
renouvellement à l'aide de Nu (relatif à la direction l) et on utilise des inégalités de grandes déviations pour
sommes de variables i.i.d.. Pour tout c̃ > 0, on a, en posant m̃ = E0[τ1|D = ∞] :

P0(T l
u > cu) ≤ P0(m̃Nu ≥ c̃u) + P0(m̃Nu < c̃u, T l

u > cu)
≤ P0(m̃Nu ≥ c̃u) + P0(τb c̃u

m̃ c > cu)

et le premier terme décroît exponentiellement avec n dès que c̃/m̃ > (v · l)−1 grâce au lemme 34. On va
montrer que pour δ > 0 :

lim sup
n

1
(lnn)α

lnP0(τn ≥ n(m̃+ δ)) < 0,

ce qui traitera le second terme pour c̃ < c (en dé�nissant n =
⌊

c̃u
m̃

⌋
et c

c̃ = 1 + δ
m̃ ), et le lemme s'obtiendra en

choisissant c̃ tel que (v · l)−1 < c̃ < c. Par la propriété de renouvellement, si τ̃1, τ̃2, . . . , τ̃n sont des variables
aléatoires indépendantes et de même loi sous P que τ1 sous P0(·|D = ∞), on a :

P0(τn > n(m̃+ δ)) ≤ P
(
τ̃1 + · · ·+ τ̃n >

n

2
(m̃+ δ)

)
+ P0

(
τ1 >

n

2
(m̃+ δ)

)
,

et il su�t donc d'après l'inégalité de l'hypothèse de démontrer :

lim sup
n

1
(lnn)α

lnP0(τ̃1 + τ̃2 + · · ·+ τ̃n ≥ n(m̃+ δ)) < 0.

L'hypothèse fournit µ > 0 tel que, pour u grand, P (τ̃1 > u) ≤ exp(−µ(lnu)α). Pour obtenir l'inégalité
annoncée, on tronque �correctement� les variables τ̃k avant d'utiliser l'inégalité de Cramer-Tcherno� : pour
n grand,

P (τ̃1 + · · ·+ τ̃n ≥ n(m̃+ δ)) ≤ nP

(
τ̃1 >

n

(lnn)α+1

)
+ P

(
τ̃1 + · · ·+ τ̃n ≥ n(m̃+ δ), sup

i
τ̃i ≤

n

(lnn)α+1

)
≤ ne−µ(ln n)α

+ e−(ln n)α(m̃+δ)E

[
e

(ln n)α

n τ̃1 , τ̃1 ≤
n

(lnn)α+1

]n

,

et :

E

[
e

(ln n)α

n τ̃1 , τ̃1 ≤
n

(lnn)α+1

]
= P

(
τ̃1 ≤

n

(lnn)α+1

)
+
∫ n

(ln n)α+1

0

(lnn)α

n
e

(ln n)α

n uP (τ̃1 > u)du

≤ 1 +
(lnn)α

n
e(ln n)−1

∫ ∞

0

P (τ̃1 > u)du

≤ 1 +
(lnn)α

n

(
m̃+

δ

2

)
≤ exp

(
(lnn)α

n

(
m̃+

δ

2

))
,

d'où, pour n su�samment grand :

P (τ̃1 + · · ·+ τ̃n ≥ n(m̃+ δ)) ≤ e−
µ
2 (ln n)α

+ e−(ln n)α(m̃+δ)e(ln n)α(m̃+ δ
2 ),

ce qui donne la majoration annoncée. �

• On suppose que la marche est plain-nestling. Soit U un ouvert rencontrant [0, v]. Il existe 0 < v1 < v2 < |v|
et un voisinage O de [0, v] tels que {x · v̂ ∈ (v1, v2)} ∩ O ⊂ U , d'où :

P0(
Xn

n
∈ U) ≥ P0(

Xn · v̂
n

∈ (v1, v2))− P0(
Xn

n
/∈ O).

Le dernier terme décroît exponentiellement via le théorème précédent, donc il su�t pour conclure de montrer
que :

lim inf
n

1
(lnn)d

lnP0

(
Xn · v̂
n

∈ (v1, v2)
)
> −∞.
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On raisonne ici encore comme dans la preuve du théorème précédent, à la di�érence près que l'hypothèse
plain-nestling rend la réalisation d'un �piège� plus e�cace. Au lieu d'un piège de taille �xée, on crée ici un
�piège naïf� qui a une taille de l'ordre de lnn. En utilisant les propriétés vues dans la preuve du théorème 3,
on peut en e�et construire, pour r = r0 lnn, un événement ayant une P-probabilité ≥ e−µ(ln n)d

et sur lequel,
avec une P0,ω-probabilité > c0 (où c0 > 0), la marche passe un temps > (1 − v1)n dans la boule Bd(0, r).
Pour tout r, on choisit un point x0 ∈ Bd(0, 2r) véri�ant x0 · v̂ > r et on dé�nit c(= On(lnn) = on(n)) de la
même manière que dans la preuve du théorème précédent, de sorte que, de façon très similaire :

lim inf
n

1
(lnn)d

lnP0(T v̂
x0·v̂ = Hx0 ∈ ((1− v1)n, (1− v2)n) > −∞,

et, pour ρ > 0 assez petit :

P0(Xn·v̂ ∈ (v1, v2)n) ≥ P0(T v̂
x0·v̂ = Hx0 ∈ ((1−v1)n, (1−v2)n), D◦ΘHx0

<∞, sup
0≤k≤n

|XHx0+k−x0−kv| ≤ ρn).

On conclut en utilisant la propriété de Markov et l'indépendance de la même manière que dans la preuve du
théorème précédent. �

4.4 Théorème central limite

La majoration de la queue de la distribution de τ1 obtenue dans la partie 4.2 (cf. théorème 27) permettait
de montrer, si d ≥ 2 et sous l'hypothèse (T), l'intégrabilité de τ1 sous P0 et ainsi la convergence balistique
P0-p.s.. En fait, ce résultat montre aussi que l'on a, sous ces mêmes conditions :

E0[τ12|D = ∞] <∞.

(en écrivant E0[τ1k] =
∫∞
0
ktk−1P0(τ1 > t)dt, on voit même que τ1 admet des moments de tous ordres sous

P0) De là on peut déduire, à la suite d'A.-S. Sznitman dans [5], un théorème central limite relatif à la suite
des processus (Bn

t )t≥0, n ≥ 1, dé�nis par :

pour tout t ≥ 0, Bn
t =

1√
n

(Xbtnc − btncv).

Pour tout n, Bn
· est une variable aléatoire à valeurs dans l'espace D(R+,Rd) des fonctions R+ → Rd continues

à droite avec limites à gauche (�càd-làg�) muni de la tribu engendrée par les fonctions x 7→ x(t) ∈ Rd pour
tout t ≥ 0. Cette tribu est aussi (voir [2]) la tribu borélienne pour la topologie dite de Skorohod, déduite de
la distance de Skorohod :

d : (x, y) 7→ d(x, y) = inf
λ∈Λ

(
γ(λ) ∨

∫ ∞

0

e−u sup
t≥0

|x(t ∧ u)− y(λ(t) ∧ u)| ∧ 1 du
)

où Λ est l'ensemble des fonctions λ : [0,∞) → [0,∞) strictement croissantes, lipschitziennes, de fonction
réciproque lipschitzienne, et véri�ant λ(0) = 0 et λ(t) →t→∞ ∞, et où, pour λ ∈ Λ :

γ(λ) = sup
0≤s<t

∣∣∣∣ln λ(t)− λ(s)
s− t

∣∣∣∣
(par la dé�nition de Λ, on a γ(λ) <∞). On peut alors énoncer :

Théorème 38. � On suppose d ≥ 2, et la condition (T) véri�ée. Sous P0, la suite (Bn
. )n≥1 converge en loi vers

un mouvement brownien dans Rd de matrice de covariance non dégénérée :

A =
E0[(Xτ1 − τ1v) t(Xτ1 − τ1v)|D = ∞]

E0[τ1|D = ∞]
.

(c'est à dire par exemple que si Z est une matrice racine carrée (symétrique) de A, Z est inversible, et la loi
limite est la loi de ZB·, où B· est un mouvement brownien standard de Rd)

- 49 -



Démonstration. • De même que pour la balisticité, on prouve un premier résultat pour la suite (Xτn
)n à

l'aide de la propriété de renouvellement, que l'on étend ensuite au processus initial. Pour tout j ≥ 0, on note :

Zj = Xτj+1 −Xτj
− (τj+1 − τj)v

et, pour m ≥ 0,

Σm =
m∑

j=1

Zj = Xτm+1 −Xτ1 − (τm+1 − τ1)v.

Pour s réel positif, Σs désigne l'interpolation linéaire de (Σm)m≥0. Compte-tenu de la propriété de renou-
vellement (théorème 9), le théorème d'invariance de Donsker montre que la suite des processus (continus)
( 1√

m
Σtm)t≥0, m ≥ 1, converge en loi vers un mouvement brownien de Rd de matrice de covariance :

E0[(Xτ1 − τ1v) t(Xτ1 − τ1v)|D = ∞] = E0[τ1|D = ∞]A.

Pour se ramener à l'échelle de temps initiale, on dé�nit, pour tout n :

kn = sup {k ≥ 0 | τk ≤ n},

de sorte que τkn
≤ n < τkn+1. De la loi des grand nombres pour la suite (τk)k et de l'encadrement qui précéde,

on déduit :

P0-p.s.,
kn

n
−→
n

1
E0[τ1|D = ∞]

.

Voyons ce que donne le théorème central limite. Soit α > 0. Pour n assez grand, on a, en posant u = n
E1
−α

√
n

(pour abréger, E1 := E0[τ1|D = ∞]),

P0

(
kn ≤

n

E1
− α

√
n

)
= P0

k
uE1+

E2
1α2

2

(√
1+ 4u

α2E2
1
−1

) ≤ u


= P0

(
τbuc ≥ uE1 +

E2
1α

2

2

(√
1 +

4u
α2E2

1

− 1

))

≤ P0

(
τbuc − uE1√

u
≥ αE

3/2
1

2

)

(à l'aide d'une étude de fonction), donc en notant E2 = E0[τ2|D = ∞], le théorème central limite pour la
suite (τn)n donne, N étant une variable gaussienne standard sous P :

lim sup
n

P0

(
kn ≤

n

E0[τ1|D = ∞]
− α

√
n

)
≤ P (N ≥ αE

3/2
1

2
√

E2
) ≤ 1

2e
−Cα2

où C = E3
1

8E2
. On peut procéder de même pour une majoration de kn d'où �nalement l'inégalité :

pour tout α > 0, lim sup
n

P0

(∣∣∣∣kn −
n

E0[τ1|D = ∞]

∣∣∣∣ > α
√
n

)
≤ e−Cα2

.

Soit ε > 0. On a, pour tout n :

P0

(
1√
n

∣∣∣∣Σkn − Σ⌊ n
E0[τ1|D=∞]

⌋∣∣∣∣ > ε

)
≤ P0

(
1√
n

∣∣∣∣Σkn − Σ⌊ n
E0[τ1|D=∞]

⌋∣∣∣∣ > ε,

∣∣∣∣kn −
n

E0[τ1|D = ∞]

∣∣∣∣ ≤ α
√
n

)
+P0

(∣∣∣∣kn −
n

E0[τ1|D = ∞]

∣∣∣∣ > α
√
n

)
et, en utilisant la propriété de renouvellement :
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P0

(
1√
n

∣∣∣∣Σkn
− Σ⌊ n

E0[τ1|D=∞]

⌋∣∣∣∣ > ε,

∣∣∣∣kn −
n

E0[τ1|D = ∞]

∣∣∣∣ ≤ α
√
n

)

≤ P0

(
1√
n

sup
|k|≤α

√
n+1

∣∣∣∣Σ⌊ n
E0[τ1|D=∞]

⌋
+k

− Σ⌊ n
E0[τ1|D=∞]

⌋∣∣∣∣ > ε

)

≤ P0

(
1√
n

sup
0≤k≤2α

√
n+2

|Σk| > ε

)
,

d'où, pour tout α > 0 :

lim sup
n

P0

(
1√
n

∣∣∣∣Σkn − Σ⌊ n
E0[τ1|D=∞]

⌋∣∣∣∣ > ε

)
≤ lim sup

n
P0

(
1√
n

sup
0≤k≤3α

√
n

|Σk| > ε

)
+ e−Cα2

≤ lim sup
n

P0

(
1
n

sup
0≤k≤n

|Σk| >
ε

3α

)
+ e−Cα2

≤ e−Cα2

(par la loi forte des grands nombres, P0-p.s.,
Σn

n →n 0 et donc 1
n sup0≤k≤n Σk →n 0). Ce qui précède vaut

pour tout α > 0, donc on a montré :

1√
n

(
Σkn − Σ⌊ n

E0[τ1|D=∞]

⌋) converge vers 0 en P0-probabilité.

De même, pour tout réel t ≥ 0, on montrerait :

1√
n

(
Σkbntc − Σ⌊ nt

E0[τ1|D=∞]

⌋) converge vers 0 en P0-probabilité.

Au vu de la convergence en loi montrée plus haut, on en déduit que la suite des processus ( 1√
n
Σkbtnc)t≥0,

n ≥ 1, converge au sens des lois �ni-dimensionnelles vers un mouvement brownien de Rd de matrice de
covariance A.

Pour obtenir une convergence en loi, il s'agit de montrer que cette suite de processus est tendue. On utilise
pour cela le critère du corollaire 7.4 de [2]. Le premier point de ce critère est assuré par la convergence en loi à

t �xé montrée ci-dessus. Quant au second point, à l'aide de la tension de la suite
(

1√
n
Σ·n

)
n
(elle converge en

loi), il se déduit du fait que, P0-p.s., pour tout T > 0, la suite des fonctions fn : t 7→ 1
nkbtnc, n ≥ 1, converge

uniformément sur le compact [0, T ] vers la fonction f : t 7→ t
E0[τ1|D=∞] , ce qui résulte d'un théorème de Dini

puisque chacune des fonctions fn est croissante, f est continue, et il y a convergence ponctuelle presque-sûre
comme montré précédemment. On obtient ainsi :

1√
n

Σkb·nc converge en loi vers un mouvement brownien de Rd de matrice de covariance A.

En�n il faut se ramener à Xbtnc (au lieu de Xτkbtnc
). On remarque que, P0-p.s., pour tout T > 0, pour tout

t ≤ T , ∣∣∣∣Bn
t −

1√
n

Σkbtnc

∣∣∣∣ ≤ |Xτ1 |+ |τ1v|+ |Xbtnc −Xkbtnc |+ |(btnc − τkbtnc)v|

≤ 2(1 + |v|) sup
0≤k≤kbT nc

τk+1 − τk√
n

or, par la propriété de renouvellement et la majoration akn ≤ τkn
≤ n :

P0

(
sup

0≤k≤kbT nc

τk+1 − τk√
n

> u

)
≤ P0(τ1 > u

√
n) +

nT + 1
a

P0(τ1 > u
√
n|D = ∞)

≤ P0(τ1 > u
√
n) +

nT + 1
a

1
u2n

E0[τ12, τ1 > u
√
n|D = ∞]

−→
n

0.
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Ainsi, pour tout T > 0, la suite
(
sup0≤t≤T

∣∣∣Bn
t − 1√

n
Σkbtnc

∣∣∣)
n≥0

converge vers 0 en P0-probabilité. La

distance de Skorohod entre Bn
· et 1√

n
Σkb·nc converge donc aussi vers 0 en P0-probabilité. Par le résultat de

convergence obtenu plus haut pour 1√
n
Σkb·nc , on a la convergence en loi de Bn

· annoncée.

• Il reste à voir que la matrice A (symétrique positive) est non-dégénérée. Soit w ∈ Rd tel que twAw = 0. Vu
la dé�nition de A, on en déduit :

P0(·|D = ∞)-p.s., (Xτ1 − τ1v) · w = 0.

D'après le théorème 17, on peut supposer que a est su�samment grand pour que l'ensemble
{
x ∈ Zd

∣∣ 0 ≤ x · l < a
}

soit connexe (a > 2
√
d convient). On choisit x ∈ H = ∂

{
z ∈ Zd

∣∣ z · l < a
}
. Ce point satisfait :

P0(XS1 = x, S1 < D) > 0

(on rappelle (cf. page 12) que S1 = T l
a) et même, pour tout n ≥ 0, (en introduisant par exemple une boucle

dans un chemin de 0 à x restant dans
{
z ∈ Zd

∣∣ 0 ≤ l · z < a
}
) :

P0(XS1 = x, n ≤ S1 < D) > 0.

On a donc, pour tout n ≥ 0 :

P0(Xτ1 = x, n < τ1 = S1, D = ∞) = P0(XS1 = x, n < S1 < D,D ◦ΘS1 = ∞)
= E[P0,ω(XS1 = x, n < S1 < D)Px,ω(D = ∞)]
= P0(XS1 = x, n < S1 < D)P0(D = ∞)
> 0,

en utilisant la propriété de Markov forte en S1 et l'indépendance sous P. Revenant à w, on doit donc avoir,
pour tout n ≥ 0 :

|x · w| ≥ n|v · w|,

ce qui impose v · w = 0. Mais alors la condition sur w devient : P0(·|D = ∞)-p.s., Xτ1 · w = 0, et comme
pour tout x ∈ H, P0(Xτ1 = x|D = ∞) > 0, on a �nalement :

pour tout x ∈ H, w · x = 0.

Or on peut facilement trouver d points vectoriellement indépendants dans H, d'où w = 0. Ceci conclut. �
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O
Lβ

L

Uβ,L

Fig. 6 � Pour avoir XTUβ,L
· l > 0, il su�t pour la marche de traverser chacune des N boîtes (translatées de

B2,β,λL) ; voir proposition 29

B2,β0,L(w)

R̂(w)

L0

ηLβ0

B̃2,β0,L0
(w)

ηLβ0

L

dLβ0

B1,β0,L(w)

Fig. 7 � Exemple de chemin utilisé pour la proposition 30 ; ici, N = 3, et à la sortie de la deuxième boîte la
marche est ramenée vers B1,β0,L selon un chemin �xé
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R̂(w)

B2,β,L(w)

B1,β,L(w)

x

Lβ

∂+B2,β,L

L

v̂

(2
d

+
1)

L
χ
β

0

Lχ

B2,β0,Lχ(w + z + jLχ)

R̂(w + z + jLχ)

Fig. 8 � Illustration de l'étape de renormalisation (lemme 31)

0

BL

x0

v̂

bγ1nc

≤ bγ1nc + c < γ2n

n

'
(1
−

γ1
)n|

v|

x0
· v̂

Fig. 9 � Type de comportement utilisé pour la minoration dans le cas nestling (théorème 33)
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5 Critère e�ectif

La proposition 21 fournit un critère pour la condition de Kalikow (donc en particulier pour (T) et la
convergence balistique) qui est aisément véri�able par simple inspection de la loi µ. Idéalement, on aimerait
avoir un tel critère qui soit équivalent à (T). En e�et, le critère (T) tel qu'introduit initialement fait intervenir
la variable X∗

τ1
, ce qui rend le rend di�cile à véri�er, et la formulation équivalente donnée dans le corollaire 18,

bien que plus commode, exploite tout de même la distribution de sortie d'une bande in�nie. Le but de cette
section, basée sur l'article [7] d'A.-S. Sznitman est l'obtention d'un critère �e�ectif�, au sens où il ne fait
appel qu'à des probabilités d'événements se véri�ant par inspection d'une boîte �nie. Si une procédure de
véri�cation de l'hypothèse reste toute théorique (on traitera tout de même un exemple d'application au
paragraphe 6.6), ce critère fournit par ailleurs des informations sur les conditions de balisticité, comme on le
verra dans la section suivante.

5.1 Notations et énoncé

Soit l ∈ Sd−1. On note R une rotation de Rd telle que R(e1) = l. Pour L,L′, L̃ > 0, on dé�nit alors :

B = B(R,L,L′, L̃) = R((−L,L′)× (−L̃, L̃)d−1) ∩ Zd,

∂+B = ∂B ∩
{
x ∈ Zd

∣∣ l · x ≥ L′, |R(ei) · x| < L̃ pour i = 2, . . . , d
}
,

puis, pour tout ω ∈ Ω :

ρB(ω) =
P0,ω(XTB

/∈ ∂+B)
P0,ω(XTB

∈ ∂+B)
=
qB(ω)
pB(ω)

(∈ [0,∞]),

où pB(ω) = 1 − qB(ω) = P0,ω(XTB
∈ ∂+B). En dimension 1, la dé�nition correspondant à pB(ω) (resp. à

qB(ω)) est la probabilité de sortir du segment [−L,L′] par son extrêmité droite (resp. gauche) ; dans la suite,
la preuve consistera à plusieurs reprises à se ramener à la dimension 1 (par �projection�)

L'hypothèse (T) est liée à la décroissance de la probabilité de sortir d'une bande in�nie par un côté plutôt
que par l'autre lorsque l'épaisseur de la bande tend vers l'in�ni, et c'est donc cette probabilité que l'on cherche
à majorer ; pour une boîte B(R,L,L, L̃) qui ressemble à une bande in�nie, c'est à dire avec L̃ >> L, cela
revient approximativement à étudier la décroissance de qB , ou encore de ρB (en ayant en tête l'importance
de cette quantité en dimension 1), avec L. De là l'idée suivante pour obtenir un critère e�ectif : partant d'une
majoration de E[ρB ] pour une boîte B donnée, on peut chercher à en déduire une estimation similaire pour
une boîte plus grande et surtout plus �large�, de façon à pouvoir ensuite construire par récurrence une suite
de boîtes (Bk)k ressemblant de plus en plus à des bandes in�nies et pour lesquelles on dispose de majorations
de E[ρBk

]. C'est ce que traduit le critère suivant, d'apparence assez technique :

Théorème 39. � Soit d ≥ 2. Il existe des constantes c, c′ > 1 telles que, pour tout l ∈ Sd−1, s'il existe a ∈ [0, 1],
une rotation R telle que R(e1) = l, et des réels L ≥ c′, 3

√
d ≤ L̃ < L3 tels que, avec B = B(R,L−2, L+2, L̃) :

c

(
ln

1
κ

)3(d−1)

L̃d−1L3(d−1)+1E[ρa
B ] < 1,

alors, pour tout l′ dans un voisinage de l, pour ρ > 0 assez petit,

pour tous b, b̃ > 0, lim sup
L→∞

1
L exp(−ρ(lnL)1/2)

lnP0(T̃ l′

−b̃L
< T l′

bL) < 0.

On remarque que la conclusion du théorème implique que, pour tout γ ∈ (0, 1) (mais a priori pas pour
γ = 1), pour tout l′ dans un voisinage de l, pour tous b, b̃ > 0,

lim sup
L→∞

1
Lγ

lnP0(T̃ l′

−b̃L
< T l′

bL) < 0.

Si on se rappelle du corollaire 18, cette propriété apparaît très proche de la condition (T), bien qu'a priori
plus faible. C'est en fait ce que l'on appellera la condition (T') dans la partie prochaine, et on verra alors que
la réciproque du théorème précédent (et même une assertion plus forte) est vraie.
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5.2 Etape de renormalisation

Comme expliqué plus haut, on cherche à majorer E[ρB ] en fontion de la même quantité pour une boîte
plus petite, et surtout moins large. Ainsi, on pourra faire fonctionner une récurrence qu'il su�ra d'initier
correctement.

On s'intéresse aux boîtes B0 = B(R,L0 − 1, L0 + 1, L̃0) et B1 = B(R,L1 − 1, L1 + 1, L̃1), où R est une
rotation quelconque et où 3

√
d < L0 < L1 et 3

√
d < L̃0 < L̃1 (les minorations assurent que les boîtes

contiennent su�samment de points de Zd). On note ρ0 = ρB0 et ρ1 = ρB1 , de même pour q et p, ainsi que :

N0 =
L1

L0
, n0 = bN0c, Ñ0 =

L̃1

L̃0

.

On aura besoin de contrôler la longueur de chemins dans Zd qui restent proches de segments. Pour w1, w2 ∈
Rd, on note V(w1, w2) l'ensemble des sommets des cubes z + [0, 1]d, z ∈ Zd, rencontrant le segment [w1, w2].
C'est une partie connexe de Zd (schématiquement : chaque point de [w1, w2] appartient à l'un des cubes
z + [0, 1]d ci-dessus ; si un point appartient à deux cubes, la réunion des sommets de ces deux cubes est
connexe ; le segment [w1, w2] est connexe), et on peut trouver une constante c1(d) ≥ 1 telle que, pour tous
w1, w2 ∈ Rd, pour tous x1, x2 ∈ V(w1, w2), il existe un chemin de longueur inférieure à c1(|x− x′| ∨ 1) dans
V(w1, w2) reliant x1 à x2 (on peut supposer que w1, w2 appartiennent à des cubes contenant x1 et x2 ; la
longueur d'un chemin peut alors se majorer par le nombre d'arêtes des cubes précédents, le nombre de cubes
se majorant par exemple par le volume d'un cylindre autour du segment [w1, w2] les contenant tous).

Proposition 40. � Il existe c2 > 3
√
d, c3, c4 > 1 tels que, si N0 ≥ 2, L0 ≥ c2 et Ñ0 ≥ 48N0, pour tout

a ∈ (0, 1] :

E[ρa/2
1 ] ≤ c3

κ−10c1L1

(
c4L̃

d−2
1

L3
1

L2
0

L̃0E[q0]
) Ñ0

12N0

+
N0+1∑
m=0

(
c4L̃

d−1
1 E[ρa

0 ]
)n0+m−1

2

 .

Démonstration. Soit ω ∈ Ω. Comme q1(ω) = P0,ω(sortie par le fond de B1)+P0,ω(sortie par le bord de B1),
on va commencer par établir des majorations de chacun de ces termes, c'est à dire, en notant :

T̃ = inf {n ≥ 0 | il existe j ≥ 2 tel que |Xn ·R(ej)| ≥ L̃1

}
,

de P0,ω(T̃ l
−(L1−1) < T̃ ∧ T l

L1+1) et de P0,ω(T̃ ≤ T̃ l
−(L1−1) ∧ T

l
L1+1).

• On commence par le premier terme : probabilité de sortir par le fond plutôt que par le dessus. On se ramène
à un problème unidimensionnel en considérant les instants de traversée d'hyperplans parallèles au fond et au
dessus, et espacés de L0 (de façon à faire apparaître ρ0) : pour tout i ∈ Z, on note Hi l'ensemble des points
de Zd les plus proches de l'hyperplan {x · l = iL0}, et on dé�nit la fonction I : Rd → Z par I(x) = i lorsque
x ∈ [iL0 − L0

2 , iL0 + L0
2 ), ainsi que la suite de temps d'arrêts (Vk)k par :

V0 = 0,
V1 = inf {n ≥ 0 | Xn ∈ HI(X0)−1 ∪HI(X0)+1

}
et, pour tout k ≥ 1 :

Vk+1 = Vk + V1 ◦ΘVk
.

Pour x ∈ Rd, on dé�nit encore q̂(x, ω) = Px,ω(XV1 ∈ HI(x)−1) = 1− p̂(x, ω) et, pour i ∈ Z :

ρ̂(i, ω) = sup
{
q̂(x, ω)
p̂(x, ω)

∣∣∣∣ x ∈ Hi et |R(ej) · x| < L̃1 pour tout j ≥ 2
}
.

En�n, par analogie avec les fonctions harmoniques en dimension 1, on dé�nit la fonction f : {k ∈ Z | k ≤ n0 + 2}×
Ω → R par : pour tout i ≤ n0 + 2,

f(i, ω) =
∑

i≤m≤n0+1

∏
m<j≤n0+1

1
ρ̂(j, ω)

.
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En particulier, f(n0 + 2, ω) = 0 et f(n0 + 1, ω) = 1. Dans la suite, on notera f(i) au lieu de f(i, ω).
La fonction f est telle qu'en dimension 1 (et si les Hi sont réduits à un point), P-p.s., la suite (f(XVm

))m est
une martingale sous P0,ω par rapport à (FVm

)m ; ici, vu la dé�nition de ρ̂, en notant :

τ = inf {m ≥ 0 | XVm
∈ Hn0+2 ∪H1−n0 ou Vm ≥ T̃

}
,

qui est un temps d'arrêt pour la �ltration (FVm
)m, f véri�e :

P-p.s., (f ◦ I(XVm∧τ
))m≥0 est une surmartingale sous P0,ω par rapport à la �ltration (FVm

)m≥0.

En e�et, pour tout m ≥ 0, f ◦ I(XVm∧τ ) est mesurable par rapport à FVm (et intégrable), et on a, P0,ω-p.s. :

E0,ω[f ◦ I(XV(m+1)∧τ
)|FVm ] = f ◦ I(XVm∧τ )1(τ≤m) + E0,ω[f ◦ I(XVm+1), τ > m|FVm ]

= f ◦ I(XVm∧τ )1(τ≤m) + EXVm ,ω[f ◦ I(XV1)]1(τ>m)

en utilisant la propriété de Markov pour le second terme ; or, P0,ω-p.s., sur {τ > m}, XVm ∈ HI(XVm ) et

|R(ej) ·XVm | < L̃1 pour j ≥ 2, et donc ρ̂(I(XVm)) ≥ q̂(XVm )
p̂(XVm ) , si bien que, sur cet événement, P0,ω-p.s. :

EXVm ,ω[f ◦ I(XV1)] = f ◦ I(XVm
) + p̂(XVm

)(f(I(XVm
) + 1)− f(I(XVm

))) + q̂(XVm
)(f(I(XVm

)− 1)− f(I(XVm
)))

= f ◦ I(XVm
) +

(
−p̂(XVm

) + q̂(XVm
)

1
ρ̂(I(XVm

))

) ∏
I(XVm )<j≤n0+1

1
ρ̂(j)

≤ f ◦ I(XVm
),

ce qui donne �nalement E0,ω[f ◦ I(XV(m+1)∧τ
)|FVm

] = f ◦ I(XVm∧τ
), comme voulu.

Cette surmartingale est de plus bornée P0,ω-p.s. (d'après le choix de τ), et τ est �ni P0,ω-p.s., d'où l'on déduit,
par un théorème de convergence des surmartingales et en remarquant que, lorsque T̃ l

−(L1−1) < T̃ ∧ T l
L1+1,

I(XVτ ) = 1− n0 :

f(0) ≥ E0,ω[f ◦ I(XVτ )] ≥ f(1− n0)P0,ω(T̃ l
−(L1−1) < T̃ ∧ T l

L1+1),

d'où :

P0,ω(T̃ l
−(L1−1) < T̃ ∧ T l

L1+1) ≤
f(0)

f(1− n0)
.

Il restera à estimer ρ̂ en fonction de ρ0 en remarquant que p̂(x) ≥ p0 ◦ tx (un moyen d'atteindre l'hyperplan
Hi+1 avant Hi−1 en partant de x ∈ Hi consiste à sortir de la boîte x+B0 par sa face supérieure).

• Majorons maintenant en fonction de ρ0 la probabilité P0,ω(T̃ ≤ T̃ l
−(L1−1) ∧ T

l
L1+1) de sortir de B1 par

ses faces latérales (par opposition aux faces supérieure et inférieure, orthogonales à l). Quitte à multiplier le
résultat obtenu par 2(d − 1), on peut se contenter de majorer la probabilité que la marche sorte par la face
constituée de points x tels que x ·R(e2) > L̃1 : P0(XTB1

·R(e2) > L̃1).
L'idée est la suivante : on découpe la demi-boîte B1∩{x ·R(e2) ≥ 0} en tranches parallèles à la face de sortie :
pour atteindre le bord, la marche doit donc traverser chaque tranche. Or l'épaisseur des tranches est choisie
de telle sorte que si la marche entre dans une tranche en x0 et sort successivement des boîtes B(1)

0 = x0 +B0,

B
(2)
0 = XT

B
(1)
0

+ B0, . . . par leur face supérieure, elle quitte la boîte B1 par sa face supérieure avant d'avoir

atteint la tranche suivante. Pour atteindre la face choisie, la marche doit donc, à chacune de ses entrées
dans les tranches successives, éviter de suivre les faces supérieures des petites boîtes B(i)

0 (intuitivement,
l'hypothèse faite sur ρB assure que la sortie par la face supérieure de B0 est la plus probable).

Précisons cela. Comme le nombre de petites boîtes successives traversées par leur face supérieure avant de

quitter B1 est au plus 2L1
L0

(elles se chevauchent à moitié, voir la �gure 10), donc inférieur à 2(
⌊

L1
L0

⌋
+ 1) =

2(n0 + 1), il su�t, pour que les tranches satisfassent la propriété voulue quel que soit le point d'entrée x0,
qu'elles aient une épaisseur supérieure à L̄0 = 2(n0 + 1)L̃0, d'où le nombre suivant de tranches :

J =

⌊
L̃1

L̄0

⌋
=

⌊
L̃1

2(n0 + 1)L̃0

⌋
=

⌊
Ñ0

2(n0 + 1)

⌋
.
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(k − 1)L̄0

kL̄0

(k + 1)L̄0

σk

TB1

Fig. 10 � Deux des �tranches�. Les petites boîtes sont des translatées de B0. Les boîtes en pointillés en haut
rappellent le choix de l'épaisseur des tranches, et la trajectoire illustre le type d'événement �à éviter� pour
quitter B1 par le côté voulu

Les tranches sont alors, pour k = 0, . . . , J :

c⊥(k) =
{
w ∈ Rd

∣∣ w ·R(e2) ∈ [k, k + 1)L̄0 et |w ·R(ej)| < L̃1 pour j ≥ 3
}
,

et l'ensemble des points visitables pendant le parcours qui suit les faces supérieures des boîtes B(i)
0 avant de

quitter B1 est contenu dans la tranche �élargie� :

c̄(k) =
{
x ∈ Zd

∣∣ min
w∈c⊥(k)

|x− w|⊥ ≤ L̄0 − L̃0 = (2n0 + 1)L̃0 et x · l ∈ (−L1 + 1, L1 − 1)
}
,

où |z|⊥ = maxj≥2 |z ·R(ej)|. Notons, pour k ≥ 0, le temps d'entrée dans la tranche c⊥(k) :

σk = inf {n ≥ 0 | Xn ·R(ej) ≥ kL̄0

}
.

Alors, par les considérations précédentes, à l'aide de la propriété de Markov forte (aux instants successifs de
sortie des petites boîtes) :

PXσk
,ω(TB1 < σk+2) ≥

(
inf

x∈c̄(k)
p0 ◦ tx(ω)

)2(n0+1)

= ψ(k, ω).

On a donc, par propriété de Markov forte en σJ−2 :

P0(XTB1
·R(e2) ≥ L̃1) ≤ P0(σJ ≤ TB1)

≤ E[P0,ω(σJ−2 < TB1)(1− ψ(J − 2, ω))]
≤ E[P0,ω(σJ−3 < TB1)(1− ψ(J − 2, ω))]

et les deux facteurs de l'espérance sont respectivement mesurables par rapport à σ((ω(y, ·))y·R(e2)<(J−3)L̄0
)

et à σ((ω(y, ·))y·R(e2)≥(J−3)L̄0
), donc indépendants sous P :

P0(σJ ≤ TB1) ≤ P0(σJ−3 < TB1)E[1− ψ(J − 2, ω)].

Or :

E[1− ψ(k, ω)] ≤ 2(n0 + 1)E[1− inf
x∈c̄(J−2)

p0 ◦ tx]

≤ 2(n0 + 1)|c̄(J − 2)|E[q0]

≤ c5(d)L̃d−2
1

L3
1

L2
0

L̃0E[q0],
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donc, à l'aide d'une récurrence :

P0,ω(σJ ≤ TB1) ≤
(
c5(d)L̃d−2

1

L3
1

L2
0

L̃0E[q0]
)
P0(σJ−3 < TB1)

≤
(
c5(d)L̃d−2

1

L3
1

L2
0

L̃0E[q0]
)b J

3 c
.

Comme
⌊

J
3

⌋
≥ L̃1

12N0L̃0
= Ñ0

12N0
(en utilisant Ñ0 ≥ 48N0), et puisqu'il y a 2(d− 1) faces latérales, on obtient :

P0,ω(T̃ ≤ T̃ l
−(L1−1) ∧ T

l
L1+1) ≤ 2(d− 1)

(
c5(d)L̃d−2

1

L3
1

L2
0

L̃0E[q0]
) Ñ0

12N0

.

• Il reste à assembler ces deux majorations pour obtenir la formule annoncée. On a :

ρ1 ≤
A

(1−A)+
,

où A = P0,ω(T̃ l
−(L1−1) < T̃ ∧ T l

L1+1) + P0,ω(T̃ ≤ T̃ l
−(L1−1) ∧ T

l
L1+1). Sur l'événement :

G = {ω ∈ Ω | P0,ω(T̃ ≤ T̃ l
−(L1−1) ∧ T

l
L1+1) ≤ κ9c1L1

}
(notons que l'on peut majorer P(Gc) grâce à ce que l'on vient d'obtenir), la première majoration donne :

ρ1 ≤
f(0) + f(−n0 + 1)κ9c1L1

(f(−n0 + 1)− f(0)− f(−n0 + 1)κ9c1L1)+
.

On a :

f(−n0 + 1)− f(0) =
−1∑

m=−n0+1

n0+1∏
j=m+1

1
ρ̂(j)

≥
∏

−n0+1<j≤n0+1

1
ρ̂(j)

+
∏

0≤j≤n0+1

1
ρ̂(j)

.

Or, si x0 ∈ Hi, il existe un point de Zd ∩ {x · l ≥ x0 · l + L0 + 1} à distance inférieure à 1 + L0 +
√
d de x0,

et donc un chemin de longueur ≤ c1(1 + L0 +
√
d) de l'un à l'autre restant dans x0 + B0 (voir au-dessus de

l'énoncé de la proposition), d'où (voir aussi la �n de la preuve de la première majoration) :

1
ρ̂(i)

≥ p̂(x0) ≥ p0 ◦ tx0 ≥ κc1(L0+1+
√

d) ≥ κ2c1L0

(L0 > 3
√
d > 1 +

√
d). Ceci donne : ∏

0≤j≤n0+1

1
ρ̂(j)

≥ κ2c1L0(n0+2) ≥ κ4c1L1

et :

f(−n0 + 1) =
∑

−n0+1≤m≤n0+1

n0+1∏
j=m+1

1
ρ̂(j)

≤ (2n0 + 1)κ−2c1L02n0 ≤ 3
L1

L0
κ−4c1L1 ,

d'où : ∏
0≤j≤n0+1

1
ρ̂(j)

− f(−n0 + 1)κ9c1L1 ≥ κ4c1L1 − 3
L1

L0
κ5c1L1 = κ4c1L1

(
1− 1

L0
3L1κ

c1L1

)
≥ 0

dès que L0 ≥ c2 où c2 = supL>0 3Lκc1L <∞ (on comprend le choix de G). Pour L0 ≥ c2, on a donc :

f(−n0 + 1)− f(0)− f(−n0 + 1)κ9c1L1 ≥
∏

−n0+1≤j≤n0+1

1
ρ̂(j)

.
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On a ainsi minoré le dénominateur par un produit. Comme ci-dessus, si L0 ≥ c2, f(−n0 + 1)κ9c1L1 ≤
3L1κ5c1L1

L0
≤ 3L1κc1L1

L0
≤ 1 = f(n0 + 1) ≤ f(0), ce qui permet d'écrire, toujours sur G :

ρ1 ≤

 ∏
−n0+1≤j≤n0+1

1
ρ̂(j)

−1

(f(0) + f(−n0 + 1)κ9c1L1)

≤

 ∏
−n0+1≤j≤n0+1

ρ̂(j)

 2f(0)

≤
∑

0≤m≤n0+1

 ∏
−n0+1≤j≤m

ρ̂(j)

 ,

d'où, pour tout a ∈ (0, 1), en utilisant l'inégalité (u + v)a/2 ≤ ua/2 + va/2 (u, v > 0), puis l'inégalité de
Cauchy-Schwartz pour séparer termes d'indices j pairs et impairs, et en�n l'indépendance entre les ρ̂(j) dans
les deux familles des termes d'indices pairs et impairs :

E[ρa/2,G] ≤ 2
∑

0≤m≤n0+1

E


 ∏
−n0+1≤j≤m

ρ̂(j)

a/2


≤ 2
∑

0≤m≤n0+1

∏
−n0+1≤j≤m

E[(ρ̂(j))a]1/2.

Soit −n0 +1 ≤ i ≤ n0 +1. Quel que soit x ∈ Hi véri�ant |R(ej) ·x| ≤ L̃1 pour tout j ≥ 2, on a q̂(x)
p̂(x) ≤ ρ0 ◦ tx,

d'où :

E[(ρ̂(i))a] ≤ E[max {(ρ0 ◦ tx)a | x ∈ Hi et |R(ej) · x| ≤ L̃1 pour tout j ≥ 2
}

]

≤ c4L̃
d−1
1 E[(ρ0)a].

En associant les inégalités précédentes, on a �nalement :

E[ρa/2
1 ] ≤ E[ρa/2

1 ,Gc] + E[ρa/2
1 ,G]

≤ κ−c1L1P(Gc) + 2
∑

0≤m≤n0+1

(
c4L̃

d−1
1 E[ρa

0 ]
)n0−1+m

2
,

d'où le résultat de l'énoncé à l'aide de l'inégalité de Markov : P(Gc) ≤ κ9c1L1P0(T̃ ≤ T̃ l
−(L1−1) ∧ T

l
L1+1), et

de la majoration de cette dernière probabilité obtenue précédemment. �

5.3 Récurrence

Commençons par réécrire la majoration précédente sous une forme qui se prête mieux à un raisonnement
par récurrence.

On a, puisque 0 < a ≤ 1 : E[q0] ≤ E[qa
0 ] ≤ E[ρa

0 ]. Par ailleurs :

L̃d−2
1

L3
1

L2
0

L̃0 = L̃d−1
1 L0

(
L1

L0

)3
L̃0

L̃1

= L̃d−1
1 L0

N3
0

Ñ0

,

et L0 ≥ 1 donc, si N3
0 = Ñ0, l'inégalité de renormalisation donne :

E[ρa/2
1 ] ≤ c3

(
κ−10c1L1

(
c4L̃

d−1
1 L0E[ρa

0 ]
)N2

0
12

+
N0+1∑
m=0

(
c4L̃

d−1
1 L0E[ρa

0 ]
)n0+m−1

2

)
.
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La récurrence va donc porter sur la quantité ϕ0 = c4L̃
d−1
1 L0E[ρa

0 ].

Soit u0 ∈ (0, 1). Étant donnés L0 ≥ c2 et 3
√
d ≤ L̃0 ≤ L3

0, on dé�nit les suites (Lk)k≥0, (L̃k)k≥0, (Nk)k≥0,
(Ñk)k≥0 de la façon suivante :

N0 =
240c1
u0

et, pour tout k ≥ 0, Nk+1 = 8Nk et Ñk = N3
k ;

pour tout k ≥ 0, Lk+1 = NkLk et L̃k+1 = ÑkL̃k,

soit, pour tout k :
Nk = N08k et Ñk = N3

0 83k;

Lk = Nk
0 8

k(k−1)
2 L0 et L̃k = N3k

0 8
3k(k−1)

2 L̃0.

Proposition 41. � Il existe une constante c6(d) ≥ c2 telle que : s'il existe des réels L0 ≥ c6, 3
√
d ≤ L̃0 ≤ L3

0,

a0 ∈ [0, 1], u0 ∈ [κ
L0
d , 1] satisfaisant :

ϕ0 := c4L̃
d−1
1 L0E[ρa

0 ] ≤ κu0L0 .

Alors, pour tout k ≥ 0 :
ϕk := c4L̃

d−1
k+1LkE[ρak

k ] ≤ κukLk ,

où on a posé ak = a0
2k et uk = u0

8k .

Démonstration. On raisonne évidemment par récurrence sur k. Soit k ≥ 0. Supposons ϕk ≤ κukLk . En
particulier, on note que ϕk < 1. Par ce qui précède, on a :

ϕk+1 ≤ c3c4L̃
d−1
k+2Lk+1

(
κ−10c1Lk+1ϕ

N2
k

12
k +

Nk+1∑
m=0

ϕ
bNkc+m−1

2
k

)
.

De plus, comme 0 ≤ ϕk ≤ 1 :

Nk+1∑
m=0

ϕ
bNkc+m−1

2
k ≤ (bNkc+ 2)ϕ

bNkc−1
2

k

≤ Lk+1ϕ
bNkc

4
k ,

et :

κ−10c1Lk+1ϕ
N2

k
12

k ≤ κ−10c1Lk+1κ
uk
24 LkN2

kϕ
N2

k
24

k

≤ ϕ
N2

k
24

k ≤ ϕ
Nk
4

k

car 10c1Lk+1 = 10c1LkNk = uk

24LkN
2
k (uk = 240c1

Nk
), et Nk ≥ 6, d'où :

ϕk+1 ≤ c3c4L̃
d−1
k+2Lk+1(Lk+1 + 1)ϕ

Nk
4

k

≤ 2c3c4L̃d−1
k+2L

2
k+1ϕ

Nk
4

k

≤
(
2c3c4L̃d−1

k+2L
2
k+1κ

uk
8 NkLk

)
κ

uk
8 NkLk .

Comme NkLk = Lk+1 et uk

8 = uk+1, il su�t de montrer que le terme dans la parenthèse est inférieur à 1. On
remarque que ukNk = 240c1, d'où :

2c3c4L̃d−1
k+2L

2
k+1κ

uk
8 NkLk = 2c3c4

(
Lk+2

L0

)3(d−1)

L̃d−1
0 L2

k+1κ
30c1Lk

≤ 2c3c483(d−1)N
6(d−1)
k L

3(d−1)
k κ30c1Lk
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en utilisant Lk+2 = Nk+1NkLk = 8N2
kLk et L̃0 ≤ L3

0 (hypothèse de la proposition). La fonction L 7→
L3(d−1)

(
1
2

)c1L
est bornée sur R+, d'où c8(d) > 0 tel que, si L0 ≥ c8, pour tout k ≥ 0, comme Lk ≥ L0 ≥ c8

et κ < 1
2 :

2c3c483(d−1)N
6(d−1)
k L

3(d−1)
k κ30c1Lk ≤ N

6(d−1)
k κ29c1Lk

≤
(

240c1
u0

)6(d−1)

86k(d−1)κ
29c1

(
240c1

u0

)k
8

k(k−1)
2 L0

Ce dernier terme converge vers 0 uniformément par rapport à κ ∈ (0, 1
2 ), u0 ∈ (0, 1) et k ∈ N∗ lorsque L0

tend vers +∞. Cela se déduit du fait que, pour tous x, a, λ > 0, ae−λax ≤ e−1

λx →x→∞ 0 uniformément par
rapport à a (ce qui résulte d'une simple étude de fonction). Il existe donc c9(d) tel que, si L0 ≥ c9, ce terme
est majoré par 1 pour tout k ≥ 1. Et pour k = 0 ce terme est égal à :(

240c1
u0

)6(d−1)

κ29c1L0 ≤ u−6d
0 κ6L0 ≤ 1

pour L0 ≥ c6(d) ≥ c9, et d'après la condition sur u0 dans l'énoncé du lemme. On a donc �nalement, si
L0 ≥ c9 :

ϕk+1 ≤ κuk+1Lk+1 ,

ce qui achève la récurrence. �

5.4 Fin de la preuve

De la récurrence on déduit :

Corollaire 42. � Il existe des constantes c10(d) > 3
√
d, c11(d) > 1 telles que : si des réels L0 ≥ c10,

3
√
d < L̃0 ≤ L3

0, a0 ∈ (0, 1] et une rotation R satisfont, avec B0 = B(R,L0 − 1, L0 + 1, L̃0) :

c11

(
ln

1
κ

)3(d−1)

L̃d−1
0 L

3(d−1)+1
0 E[ρa0

0 ] < 1,

alors, pour ρ > 0 assez petit et l = R(e1) :

pour tous b, b̃ > 0, lim sup
L→∞

1
L exp(−ρ(lnL)1/2)

lnP0(T̃ l
−b̃L

< T l
bL) < 0.

Démonstration. Il s'agit de voir que l'on peut trouver u0 ∈ [κ
L0
d , 1] pour lequel la condition initiale de la

récurrence précédente est véri�ée, c'est à dire c4L̃
d−1
1 L0E[ρa0

0 ] = ϕ0 ≤ κu0L0 . Or on a, pour tout u0 :

L̃d−1
1 L0κ

−u0L0 =
(240c1)3(d−1)L̃d−1

0 L0

u
3(d−1)
0 κu0L0

(en écrivant L̃1 = Ñ0L̃0), et une simple étude de fonction montre que le maximum sur [κ
L0
d , 1] de u 7→

u3(d−1)κuL0 est de la forme c(d)
(
L0 ln 1

κ

)−3(d−1)
, donc la condition est satisfaite pour un certain u0 si et

seulement si :
c4(240c1)3(d−1)

c

(
L0 ln

1
κ

)3(d−1)

L̃d−1
0 L0E[ρa0

0 ] < 1,

ce qui est véri�é sous la condition de l'énoncé si c11 ≥ c4(240c1)
3(d−1)

c . En prenant c11 assez grand, on a donc
c11 > 1 et, sous la condition de l'énoncé, il existe u0 tel que ϕ0 ≤ κu0L0 et par conséquent, pour tout k,
ϕk ≤ κukLk ce qui donne en particulier :

E[qk] ≤ E[qak

k ] ≤ E[ρak

k ] ≤ κukLk

c4L̃
d−1
k+1Lk

≤ κukLk .
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Supposons ceci véri�é. Soit b, b̃ > 0. Soit L > L0. Il existe k ≥ 0 tel que Lk ≤ b̃L < Lk+1. Une manière de
réaliser l'événement T̃ l

−b̃L
> T l

bL consiste pour la marche à sortir de Bk par sa face supérieure puis à nouveau

sortir de la boîte translatée XTBk
+ Bk par sa face supérieure, etc., et ceci

⌊
bL
Lk

⌋
+ 1 fois. Au cours de cette

procédure de traversée de
⌊

bL
Lk

⌋
+ 1 boîtes Bk translatées, l'ensemble des points visités par la marche est

inclus dans :

C =
{
x ∈ Zd

∣∣ |x|⊥ ≤ bL

Lk
L̃k et x · l ∈ (−b̃L, bL)

}
.

Ainsi, en dé�nissant l'événement :

H = {il existe x ∈ C tel que qk ◦ tx ≥ κ
1
2 ukLk},

on a P(H) ≤ |C|κ− 1
2 ukLkE[qk] ≤ |C|κ 1

2 ukLk et, sur Hc, par la propriété de Markov forte :

P0,ω(T̃ l
−b̃L

> T l
bL) ≥ (1− κ

1
2 ukLk)

⌊
bL
Lk

⌋
+1

≥ 1−
(⌊

bL

Lk

⌋
+ 1
)
κ

1
2 ukLk ,

d'où :

P0(T̃ l
−b̃L

< T l
bL) ≤ P(H) + P(T̃ l

−b̃L
< T l

bL,Hc)

≤
(
|C|+

⌊
bL

Lk

⌋
+ 1
)
κ

1
2 ukLk

≤ exp
(
−µ(̃bL) exp

(
−ρ(ln(̃bL))1/2

))
avec µ et ρ indépendants de k et L. Pour obtenir la dernière ligne, on note que le terme |C| +

⌊
bL
Lk

⌋
+ 1

est polynomial en Lk ≤ L (L ≤ Lk+1), et : ukLk = uk

Nk
Lk+1 ≥ c̃ exp(−ck)̃bL, or lnLk ∼k

k2

2 ln 8 d'où

k ≤ c′(lnLk)1/2 ≤ c′(ln b̃L)1/2. Ceci démontre le corollaire. �

On peut maintenant achever la preuve du théorème 39 :

On pose c = 2d−1c11 et c′ = c10. Supposons l'hypothèse du théorème 39 véri�ée (avec ces constantes c et
c′). Alors, en notant L̃′ = (L̃+ 1) ∧ L3 > L̃, on a L̃′ ≤ 2L̃ et donc :

c11

(
ln

1
κ

)3(d−1)

(L̃′)d−1L3(d−1)+1E[ρa
B] < 1.

Pour toute rotation R′ su�samment proche de R, en notant B′ = B(R′, L−1, L+1, L̃′), on a de plus pB ≤ pB′

(on rappelle que B = B(R,L − 2, L + 2, L̃) et L̃ < L̃′), et donc ρB′ ≤ ρB, si bien que l'on peut appliquer le
corollaire précédent à cette boîte B′. Autrement dit, pour tout l′ dans un voisinage de l (l′ = R′(e1)), pour
ρ > 0 assez petit,

pour tous b, b̃ > 0, lim sup
L→∞

1
L exp(−ρ(lnL)1/2)

lnP0(T̃ l′

−b̃L
< T l′

bL) < 0.
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6 Condition (T')

6.1 De�nitions

L'énoncé du critère e�ectif a fait apparaître une condition plus faible que (T) ; on va s'y intéresser de plus
près dans cette partie.

Définitions. � Soit l ∈ Sd−1, a > 0, et γ ∈ (0, 1]. La marche aléatoire (Xn)n satisfait la condition (T)γ
relativement à la direction l et au réel a > 0, que l'on abrège en (T)γ |l, a, si les deux propriétés suivantes sont
satisfaites :

(i) P0-presque sûrement, limnXn · l = ∞ ;

(ii) il existe c > 0 tel que E0[exp(c(X∗
τ1

)γ)] <∞,
τ1 étant dé�ni selon la direction l et avec le paramètre a.

Cette marche satisfait la condition (T') relativement à la direction l et au réel a > 0, que l'on abrège en (T')|l, a
si elle satisfait (T)γ |l, a pour tous γ ∈ (0, 1).

On remarque que la condition (T)1 est la condition (T), et que, pour γ < η, (T)η|l, a implique (T)γ |l, a.
En particulier, (T)|l, a implique donc (T')|l, a, qui implique (T)γ|l, a pour tout γ ∈ (0, 1).

De la même manière que pour la condition (T), le paramètre a va s'avérer ne jouer aucun rôle (comme le
montrera le théorème 46).

6.2 Une importante majoration de grandes déviations

Sous l'hypothèse (T)γ (ou (T')), la variable X∗
τ1

n'est pas exponentiellement intégrable, si bien que les
méthodes de grandes déviations les plus simples, basées sur la transformée de Laplace, ne peuvent s'appliquer
directement. On utilisera à la place le résultat plus général suivant :

Théorème 43. � Soit γ ∈ (0, 1]. On suppose que (Xn)n≥1 est une suite de variables aléatoires centrées i.i.d.
sous la probabilité P véri�ant :

lim sup
u→∞

1
uγ

lnP (|X1| > u) < 0.

Pour tous c > 0, ρ ∈
(

1
2 , 1
]
, on a alors :

lim sup
n→∞

1
n(γρ)∧(2ρ−1)

ln sup
1≤k≤n

P (|X1 + · · ·+Xk| > cnρ) < 0.

Démonstration. Notons qu'il su�t de faire la preuve pour X1 + · · ·+Xk au lieu de |X1 + · · ·+Xk|, et que
l'on peut supposer que X1 n'est pas presque sûrement égal à 0.

• Commençons par le cas le plus simple : γ = 1. Dans ce cas, les méthodes usuelles fonctionnent puisque,
pour a su�samment petit, E[eaX1 ] =

∫ +∞
−∞ aeauP (X1 > u)du <∞. Soit ρ ∈

(
1
2 , 1
]
et c > 0. Pour tout λ > 0,

on a : pour k = 1, . . . , n,

P (X1 + · · ·+Xk ≥ cnρ) ≤ e−λcρnρ

E[eλX1 ]k ≤ e−λcρnρ

E[eλX1 ]n = e−λcρnρ+nH(λ),

où H(λ) = lnE[eλX1 ]. Vu l'hypothèse sur X1, la fonction H est �nie et indé�niment dérivable au voisinage
de 0, H(0) = 0 et H ′(0) = E[X1] = 0, de sorte que H(λ) = Oλ→0(λ2) : il existe C > 0 tel que, pour λ assez
petit, H(λ) ≤ Cλ2. Ainsi, pour λ petit, pour tout n,

sup
1≤k≤n

P (X1 + · · ·+Xk ≥ cnρ) ≤ e−λcρnρ+Cλ2n.

Prenons λ = εnρ−1 (on voit facilement que le choix de la puissance ρ− 1 est optimal), où ε est su�samment
petit pour que εcρ > Cε2. Alors l'inégalité précédente donne, puisque λ→n 0 (ou en prenant ε assez petit si
ρ = 1) :

lim sup
n

1
n2ρ−1

ln sup
1≤k≤n

P (X1 + · · ·+Xk ≥ cnρ) ≤ −(εcρ − Cε2) < 0,
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comme annoncé puisque ρ ≤ 1.
• Supposons maintenant γ < 1 et 2ρ − 1 ≤ γρ (donc nécessairement ρ < 1). On applique ici l'inégalité
de Cramer-Tcherno� une fois correctement tronquées les variables X1, . . . , Xn. Pour tous λ, δ > 0, pour
1 ≤ k ≤ n, on a :

P (X1 + · · ·+Xk ≥ cnρ) ≤ nP (|X1| > δn
2ρ−1

γ ) + P (X1 + · · ·+Xk ≥ cnρ, sup
i
|Xi| ≤ δn

2ρ−1
γ )

≤ nP (|X1| > δn
2ρ−1

γ ) + e−
λ

n1−ρ cnρ
(
E
[
e

λ

n1−ρ X1 , |X1| ≤ δn
2ρ−1

γ

]
∨ 1
)n

.

On choisit ν > 0 tel que, si |u| ≤ 1, |eu − 1− u| ≤ νu2. Pour tout 0 < ε < (1− ρ) ∧
(

2ρ−1
γ

)
et pour n grand,

si |X1| ≤ nε, alors λ
n1−ρ |X1| ≤ λnε−(1−ρ) < 1, d'où :

E
[
e

λ

n1−ρ X1 , |X1| ≤ δn
2ρ−1

γ

]
≤ E

[
1 +

λ

n1−ρ
X1 + ν

λ2

n2−2ρ
X2

1 , |X1| ≤ nε

]
+ E

[
exp

(
λ

n1−ρ
X1

)
, nε < |X1| < δn

2ρ−1
γ

]
≤ 1 + ν

λ2

n2−2ρ
E[X2

1 ]− λ

n1−ρ
E[X1, |X1| > nε] + E

[
exp

(
λ

n1−ρ
X1

)
, nε < |X1| < δn

2ρ−1
γ

]
en utilisant le fait que, X1 étant centrée, E[X1, |X1| ≤ nε] = −E[X1, |X1| > nε]. L'hypothèse sur X1 fournit
µ > 0 tel que, pour n grand, P (|X1| > L) ≤ e−µLγ

, et donc, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

E[X1, |X1| > nε] ≤ E[X2
1 ]1/2P (|X1| > nε)1/2 ≤ E[X2

1 ]1/2e−
µ
2 nγε

.

D'autre part, pour une variable aléatoire X quelconque et des réels 0 ≤ a < b et λ > 0, on a :

E[eλX , a < |X| < b] = E[eλX ,−b < X < −a] +
∫

R
λeλuP (X > u, a < X < b)du

≤ e−λaP (−b < X < −a) + eλaP (a < X < b) +
∫ b

a

λeλuP (X > u, a < X < b)du

≤ P (|X| > a)(e−λa + eλa) +
∫ b

a

λeλuP (X > u)du.

Appliquée à la situation présente, cette inégalité implique, pour n grand :

E

[
exp

(
λ

n1−ρ
X1

)
, nε < |X1| < δn

2ρ−1
γ

]
≤ 3e−µnγε

+
∫ δn

2ρ−1
γ

nε

λ

n1−ρ
exp

(
λ

n1−ρ
u

)
P (X1 > u)du

≤ 3e−µnγε

+
λ

n1−ρ

∫ δn
2ρ−1

γ

nε

exp
(

λ

n1−ρ
u− µuγ

)
du.

Comme 2ρ−1
γ + ρ− 1 ≤ 2ρ− 1, il apparaît qu'en choisissant δ et λ petits (par rapport à µ), pour n grand, la

fonction u 7→ λ
n1−ρu− µ

2u
γ est négative sur [nε, δn

ρ−1
γ ], donc la quantité précédente est inférieure à :

3e−µnγε

+
λ

n1−ρ

∫ ∞

nε

exp
(
−µ

2
uγ
)

du ≤ exp
(
−µ

3
nγε
)
.

En revenant à une majoration antérieure, on a donc, pour n grand :

E
[
e

λ

n1−ρ X1 , |X1| ≤ δn
2ρ−1

γ

]
≤ 1 + 2ν

λ2

n2−2ρ
E[X2

1 ] ≤ exp
(

2ν
λ2

n2−2ρ
E[X2

1 ]
)

et, �nalement :

sup
1≤k≤n

P (X1 + · · ·+Xk ≥ cnρ) ≤ n exp
(
−µδγn2ρ−1

)
+ exp

(
−
(
λc− 2νλ2E[X2

1 ])
)
n2ρ−1

)
,
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ce qui fournit le résultat en prenant λ su�samment petit.

• Il reste le cas où γ < 1 et 2ρ − 1 > γρ. On procède de manière voisine du cas précédent. Pour λ, δ > 0 et
1 ≤ k ≤ n, on écrit ici :

P (X1 + · · ·+Xk ≥ cnρ) ≤ nP (|X1| > δnρ) + e
− λ

n(1−γ)ρ
cnρ
(
E
[
e

λ

n(1−γ)ρ
X1 , |X1| ≤ δnρ

]
∨ 1
)n

,

et en choisissant 0 < ε < (1− γ)ρ et λ et δ petits, on a, pour n grand, comme précédemment :

E
[
e

λ

n(1−γ)ρ
X1 , |X1| ≤ δnρ

]
≤ 1 + 2ν

λ2

n2(1−γ)ρ
E[X2

1 ],

ce qui donne �nalement :

sup
1≤k≤n

P (X1 + · · ·+Xk ≥ cnρ) ≤ n exp (−µδγnγρ) + exp
(
−λcnγρ + 2νλ2E[X2

1 ]n2γρ−2ρ+1
)
.

Vu l'hypothèse sur ρ, on a 2γρ− 2ρ+ 1 < γρ, d'où le résultat voulu. �

Remarque. Les aspects techniques de la preuve (choix des bonnes troncatures, etc.) n'éclairent pas sur la
signi�cation intuitive de l'exposant (γρ)∧(2ρ−1). On peut la comprendre de la façon suivante : l'exposant γρ
correspond au cas où l'une des variables Xi est supérieure à cnρ (éventuellement à un facteur logarithmique
près), tandis que 2ρ − 1 traduit un comportement opposé dans lequel les variables sont distribuées près
de leur moyenne : si X1+···+Xn√

n
admet presque une loi gaussienne de variance à peu près indépendante de

n (comme peut le suggérer le théorème central limite), alors la probabilité : P (X1 + · · · + Xn ≥ cnρ) =
P (X1+···+Xn√

n
≥ cnρ−1/2) est approximativement majorée par la queue d'une distribution gaussienne, soit

comme exp(−λ(cnρ−1/2)2), ce qui donne l'exposant 2ρ − 1. Tout ceci n'a pas bien sûr vocation de preuve,
mais met en évidence dans l'énoncé du théorème la concurrence entre deux phénomènes : l'existence d'une
variable atypique et le comportement moyen.

6.3 Condition équivalente

La majoration de grandes déviations précédente permet de généraliser de nombreux résultats de (T) à (T)γ
ou (T'). Dans ce paragraphe, on démontre des versions du théorème 17 et du corollaire 18 relatives à (T)γ ,
dans l'optique de la remarque qui suit l'énoncé du théorème 39.

Tout d'abord, remarquons que, sous (T)γ |l, a, et donc sous (T')|l, a, X∗
τ1

est P0-intégrable, si bien que la
preuve de la prop 14 reste valable : il y a existence d'une direction asymptotique v̂.

Avec les notations de la partie 3.2, on dispose alors du lemme suivant (cf. lemme 15) :

Lemme 44. � On suppose (T)γ |l où γ ∈ (0, 1], l ∈ Sd−1. Pour tous c > 0 et ρ ∈ ( 1
2 , 1], on a :

lim sup
u→∞

1
u(2ρ−1)∧γρ

lnP0

(
sup

0≤n≤Ll
u

|π(Xn)| ≥ cuρ

)
< 0,

où l'on rappelle que Ll
u = sup {n ≥ 0 | Xn · l ≤ u}.

Démonstration. La preuve du lemme 15 reste valable jusqu'à l'inégalité :

P0

(
sup

0≤n≤Ll
u

|π(Xn)| ≥ cuρ

)
≤

∑
1≤k≤u

a

P0(Xτ1 · w >
cuρ

3
) + P0((Xτk

−Xτ1) · w >
cuρ

3
)

+
∑

0≤k≤u
a

P0(X∗ ◦Θτk
>
cuρ

3
).

Le premier et le dernier termes du membre de droite sont majorés par exp(−µuγρ) pour un certain µ > 0,
par simple utilisation de la condition (T)γ et d'une majoration par une inégalité de type Cramer-Tcherno�,
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tandis que le terme restant est majoré par exp(−µ′u(γρ)∧(2ρ−1)) où µ′ > 0, à l'aide du théorème 43 montré
juste avant. �

De là on déduit, toujours avec les mêmes notations que page 22 :

Proposition 45. � Sous (T)γ , pour tous ε, a, r > 0, on a :

lim sup
u→∞

1
uγ

lnP0(T v̂
au > TCyluε,a,r

) < 0.

Démonstration. Le principe de la preuve de la prop 16 fonctionne toujours en faisant appel au lemme
précédent, et en utilisant (T)γ pour majorer P0(X∗

τ1
≥ ε(v̂·l)−r

2 ). �

On peut maintenant énoncer :

Théorème 46. � Soit l0 ∈ Sd−1, a > 0 et γ ∈ (0, 1]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe b, r > 0 et, pour L grand, des parties (�nies) ∆L ⊂ Zd satisfaisant 0 ∈ ∆L ≤ {l0 · x ≥ −bL} ∩
Bd(0, rL) et :

lim sup
L→∞

1
Lγ

lnP0

(
XT∆L

/∈ ∂0∆L

)
< 0,

où ∂0∆L = ∂∆L ∩ {l0 · x ≥ L} ;
(ii) la condition (T)γ relative à l0 et a est véri�ée ;

(iii) la condition (T)γ est véri�ée pour tous l ∈ Sd−1 dans un voisinage de l0, a > 0.

De plus, si l'une de ces conditions est véri�ée, on peut dé�nir v̂ = limn
Xn

|Xn| via la proposition 14, et la condition

(T)γ est satisfaite relativement à l ∈ Sd−1 et a > 0 si seulement si l · v̂ > 0.

Démonstration. Toute la preuve du théorème 17 s'adapte sans di�culté à l'aide de la proposition précédente
et de l'inégalité (u+v)γ ≤ uγ +vγ pour tous u, v ≥ 0, qui nécessite γ ∈ (0, 1] (la fonction u 7→ (u+v)γ−uγ−vγ

est nulle en 0 et décroissante sur R+). �

Et on a également, toujours comme dans la partie 3.3 :

Corollaire 47. � Soit l0 ∈ Sd−1, et γ ∈ (0, 1]. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) la condition (T)γ relative à l0 est véri�ée ;

(ii) pour tout l dans un voisinage de l0, pour tout b > 0, on a : lim sup
L→∞

1
Lγ

lnP0

(
T̃ l
−bL < T l

L

)
< 0.

6.4 Retour au critère e�ectif

À l'aide des résultats précédents, on peut améliorer l'énoncé du critère e�ectif :

Théorème 48. � Soit d ≥ 2. Il existe des constantes c, c′ > 1 telles que, pour tout l ∈ Sd−1 et tout γ ∈ ( 1
2 , 1),

les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) il existe a ∈ [0, 1], R une rotation telle que R(e1) = l, et des réels L ≥ c′, 3
√
d ≤ L̃ < L3 tels que, avec

B = B(R,L− 2, L+ 2, L̃) :

c

(
ln

1
κ

)3(d−1)

L̃d−1L3(d−1)+1E[ρa
B ] < 1;

(ii) la condition (T')|l est véri�ée ;

(iii) la condition (T)γ |l est véri�ée.
Démonstration. • On a déjà vu (cf. la remarque après l'énoncé du théorème 39) que (i) implique (ii). De
plus, l'implication (ii)⇒(iii) est évidente.
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• Il reste donc à voir que (iii) implique (i), c'est à dire que le critère est véri�é sous la condition (T)γ |l quel
que soit γ ∈

(
1
2 , 1
)
. On va majorer E[ρa

B] où B = B(R,L−2, L+2, L̃) avec L̃ de la forme L̃ = AL et R(e1) = l.
On choisit A > 0 et ε > 0 (en fonction de l · v̂) de sorte que, pour tout L > 0, pour tout ω ∈ Ω :

P0,ω(T v̂
2LA = TCylLε,ε,2A

) ≤ pB(ω).

Alors, pour tout a ∈ (0, 1), c > 0, pour L grand :

E[ρa
B] ≤ E[ρa

B, pB ≥ e−cLγ

] + E[ρa
B, pB < e−cLγ

]
≤ eacLγ

E[qa
B] + κ−2c1LaP(qB ≥ 1− e−cLγ

)
≤ eacLγ

E[ρB]a + κ−2c1La(1− e−cLγ

)−1E[qB]
≤ eacLγ

P0(T v̂
2LA > TCylLε,ε,2A

)a + 2κ−2c1LaP0(T v̂
2LA > TCylLε,ε,2A

)

puisque pB ≥ κ2c1L (voir page 59) et en utilisant l'inégalité de Jensen (0 < a < 1) ; or (T)γ |l fournit µ > 0
tel que, pour L grand, P0(T v̂

2LA > TCylLε,ε,2A
) ≤ e−µLγ

, donc :

E[ρa
B] ≤ eacLγ−µaLγ

+ 2e2c1La ln 1
κ−µLγ

.

On choisit a de la forme a = L−α où α > 0. Pour que le majorant ci-dessus ne diverge pas vers +∞, α doit
véri�er α < γ et 1− α < γ. Ceci n'est possible que si γ > 1

2 et dans ce cas on a alors en prenant α = 1
2 :

lim sup
L→∞

1
Lγ− 1

2
E[ρL−

1
2

B ] < 0.

Le critère est donc facilement satisfait en choisissant L assez grand. Ceci achève la preuve du théorème 48.

�

Remarques.
� Ce théorème montre en particulier que (T') équivaut à (T)γ pour n'importe quel 1

2 < γ < 1. Il est donc
naturel de se demander si l'équivalence tient toujours pour 0 < γ < 1

2 ou pour γ = 1 (il s'agit alors de
la condition (T)). Dans son article, Sznitman émet la conjecture que (T) et (T') sont équivalentes.

� On déduit aussi de ce théorème que l'ensemble des lois µ sur Pκ pour lesquelles la condition (T')|l est
véri�ée est un ouvert pour la topologie de la convergence étroite (sur P(Pκ), l'espace Pκ étant muni de
la topologie induite par celle de R2d, qui le rend compact). En e�et, pour une boîte B et un réel a ∈ (0, 1]
�xés, la fonction ω 7→ ρa

B(ω) est continue bornée sur PZd

κ muni de la topologie produit (pB(ω) est limite
uniforme de P0,ω(XTB ∈ ∂+B, TB ≤M) lorsqueM tend vers +∞ et, en énumérant les chemins possibles,
cette probabilité s'écrit comme une fonction polynomiale à coe�cients positifs en les ω(x, e) où x ∈ B,
|e| = 1), de sorte que µ 7→

∫
ρa
Bdµ⊗Zd

=
∫
ρa
Bdµ⊗B est continue.

6.5 Généralisations

La section précédente fournit un critère pour une condition plus faible que (T). Cependant, cette condition
su�t à avoir des résultats très voisins de ceux obtenus sous (T), en particulier la convergence balistique.

6.5.1 Balisticité

La plupart des résultats s'étend de (T) à (T') en utilisant essentiellement le lemme 44 montré plus haut
pour adapter les preuves.

Comme pour (T), il s'agit de montrer que τ1 est intégrable sous P0 et on dispose en fait du même résultat
que pour (T) :

Théorème 49. � Sous (T'), pour tout l ∈ Sd−1 tel que l · v̂ > 0 et tout a > 0 (paramètres de dé�nition de τ1),
on a :

pour tout ζ <
2d
d+ 1

, lim sup
u→∞

1
(lnu)ζ

lnP0(τ1 > u) < 0.
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Pour démontrer ceci, on commence par la réduction suivante (dont la conclusion est légèrement plus faible
que celle de la proposition 28) :

Proposition 50. � On suppose (T')|l. Si β ∈ (0, 1) est tel que :

pour tout c > 0, lim sup
L→∞

1
L

ln P(P0,ω(XTUβ,L
· l > 0) ≤ e−cLβ

) < 0,

alors :

pour tout ζ <
1
β
, lim sup

u→∞

1
(lnu)ζ

lnP0(τ1 > u) < 0.

Démonstration. La seule modi�cation à apporter tient dans la majoration suivante : pour tout γ ∈ (0, 1),
pour tout u > 0,

P0(τ1 > TCL(u)) ≤ P0( sup
0≤n≤τ1

|Xk| ≤
L(u)

2
) ≤ e−c

L(u)γ

2γ E0[ec(X∗
τ1

)γ

],

d'où par l'hypothèse (T)γ , pour c assez petit :

lim sup
u→∞

1
L(u)γ

lnP0(τ1 > TCL(u)) ≤ − c
2
< 0.

La majoration �nale devient donc : pour tout γ ∈ (0, 1),

lim sup
u→∞

1
(lnu)γ/β

lnP0(τ1 > u) < 0,

comme annoncé. �

D'après le lemme de renormalisation 31 et la preuve du corollaire 32, il su�t de démontrer que le résultat
de la proposition 30 reste véri�é :

Proposition 51. � On suppose (T'). Soit β0 ∈ ( 1
2 , 1) Pour tous ρ > 0, β ∈ [β0, 1),

lim sup
L→∞

1
Lβ+β0−1

sup
w∈Rd

ln P
(
Xβ0,L(w) ≥ ρLβ

)
< 0.

Démonstration. La preuve de la proposition 30 reste valable en utilisant le lemme 44 : en notant ρ = β0/χ,
ρ < 1 donc, pour γ proche de 1, (2ρ − 1) ∧ (γρ) = 2ρ − 1, et l'inégalité du lemme s'écrit alors de la même
manière que sous (T). Ainsi, tout fonctionne de même. �

On a donc obtenu :

Théorème 52. � Sous la condition (T'), on a : P0-p.s.,
Xn

n
−→
n
v =

E0[Xτ1 |D = ∞]
E0[τ1|D = ∞]

.

Le théorème central limite 38 se généralise également sans aucune di�culté vu que l'on a E0[τ12|D = ∞] <
∞ sous (T') (d'après le théorème 49) ; son énoncé est identique.

6.5.2 Grandes déviations

Dans le cas non-nestling, la condition de Kalikow et donc la condition (T) sont véri�ées ; on ne s'intéresse
par conséquent pas à cette situation. Le théorème suivant généralise (à légère variation près pour le premier
énoncé) les théorèmes 33 et 36 de la section 4.3 :

Théorème 53. � On suppose (T'). Si O est un voisinage du segment [0, v] dans Rd, alors :

pour tout γ ∈ (0, 1), lim sup
n

1
nγ

lnP0

(
Xn

n
/∈ O

)
< 0.

- 69 -



Si O est un voisinage de v, alors :

pour tout ζ <
2d
d+ 1

, lim sup
n

1
(lnn)ζ

lnP0

(
Xn

n
/∈ O

)
< 0.

De plus, dans le cas non-nestling, pour tout ouvert U rencontrant [0, v], on a :

lim inf
n

1
(lnn)d

lnP0

(
Xn

n
∈ U

)
> −∞.

Démonstration. • La démonstration du théorème 33 s'adapte immédiatement en utilisant la proposition 45
et le lemme suivant :

Lemme 54. � Sous l'hypothèse (T)γ on a, pour tout ρ > 0 :

lim sup
u→∞

1
uγ

lnP0

(∣∣∣∣Nu

u
− 1
E0[Xτ1 · l|D = ∞]

∣∣∣∣ ≥ ρ

)
< 0.

Preuve du lemme. Par la propriété de renouvellement, l'hypothèse (T)γ et le théorème 43, on dispose des
majorations de grandes déviations suivantes : en notant m̃ = E0[Xτ1 · l|D = ∞], pour tout δ > 0,

lim sup
u→∞

1
uγ

lnP0(Xτk
· l ≥ k(m̃+ δ)) < 0

et :

lim sup
u→∞

1
uγ

lnP0(Xτk
· l ≤ k(m̃− δ)) < 0,

ce qui permet d'obtenir le résultat annoncé de la même manière que dans le lemme 34. �

(notons que la majoration de P0(τMn
≤ n) à la �n de la preuve du théorème 33 reste valable (puisque τ1 a

aussi des moments de tous ordres sous (T')) : cette probabilité décroît exponentiellement)

• La preuve du théorème 36 s'adapte facilement à (T') : par (T') on a, pour tout γ ∈ (0, 1),

lim sup
n

1
nγ
P0(T v̂

−(v2−v1)n
<∞) < 0

(même raisonnement que sous (T)) et le lemme 37 reste vrai sous (T') avec la même preuve en faisant appel
au lemme ci-dessus à la place de son analogue.

• La preuve de la minoration dans le théorème 36 reste valable sans modi�cation : elle exploite uniquement
la convergence balistique presque sûre (avec une vitesse déterministe non nulle). �

6.6 Exemple

On traite ici un exemple de loi µ qui ne satisfait pas le critère (i) de la proposition 21 pour la condition
de Kalikow, mais qui véri�e (T'), et donc pour lequel la marche aléatoire en milieu aléatoire correspondante
présente presque-sûrement une convergence balistique. On véri�era (T') grâce au critère e�ectif de la section 5
(cf. aussi le théorème 48). Ceci met en évidence un intérêt de ce critère, et de la condition (T'), puisque la
condition de Kalikow (i) constituait la manière la plus générale de construire pratiquement des exemples de
marches balistiques (ou transientes dans une direction). À noter toutefois : on ne montre pas que la condition
plus générale (K)|l n'est pas véri�ée (ce qui reste conjectural). On renvoie à l'article [8] d'A.-S. Sznitman
pour un exemple dans lequel la condition (T') est véri�ée et (K)|l ne l'est pas, quel que soit l ∈ Sd−1.

Soit λ ∈
(
0, 1

2

)
. On dé�nit la loi µλ sur P par :

µλ = (1−
√
λ)δpD

+
√
λδpG

,
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où pD, pG ∈ P sont les probabilités :

pD(e) =


1−λ

d si e = e1,
λ
d si e = −e1,
1
2d si |e| = 1 et e 6= ±e1,

et :

pG(e) =


λ
d si e = e1,

1−λ
d si e = −e1,
1
2d si |e| = 1 et e 6= ±e1,

Cette véri�e la condition d'ellipticité : µλ ∈ Pκ pour κ = λ
d . Sous µλ, chaque site de l'environnement est

associé à la distribution pD ou pG, et on dit alors respectivement qu'il pointe vers la droite ou vers la gauche.

On notera Pλ = µ⊗Zd

λ , et Eλ l'espérance correspondante.

On va montrer le résultat suivant :

Théorème 55. � Si d ≥ 4, il existe λ0 ∈
(
0, 1

2

)
tel que, pour λ < λ0, la distribution µλ véri�e la condition

(T')|e1 mais ne satisfait le critère (i) de la proposition 21 pour aucun vecteur l ∈ Sd−1.

Démonstration. • Véri�ons d'abord que le critère de la proposition 21 (dont on reprend les notations) n'est
pas véri�é. On note g et g′ les éléments de G dé�nis par g(e) = 1 pour tout e, et par g′(e1) = 1 et g′(e) = 0
si e 6= e1. On a alors, pour tout λ ∈

(
0, 1

2

)
:

Eλ

[
d(0, ω)∑

|e|=1 ω(0, e)g(e)

]
= Eλ[d(0, ω)] =

1− 2λ
d

(1−
√
λ)e1 −

1− 2λ
d

√
λe1 =

1
d
(1− 2λ)(1− 2

√
λ)e1

et :

Eλ

[
d(0, ω)∑

|e|=1 ω(0, e)g′(e)

]
= Eλ

[
d(0, ω)
ω(0, e1)

]
=

1− 2λ
1− λ

(1−
√
λ)e1−

1− 2λ
λ

√
λe1 = (1−2λ)

(
1

1 +
√
λ
− 1√

λ

)
e1.

On remarque que le coe�cient devant e1 est positif pour g et négatif pour g′. Par suite, pour tout l ∈ Sd−1,
on a, en notant g̃ = g si l · e1 ≤ 0 et g̃ = g′ sinon :

Eλ

[
d(0, ω) · l∑

|e|=1 ω(0, e)g′(e)

]
< 0,

et le critère n'est donc pas satisfait. On n'a d'ailleurs fait aucune hypothèse sur d ≥ 1 ni sur λ ∈
(
0, 1

2

)
pour

obtenir ceci.

• Reste à voir que, si d ≥ 4 et λ est assez petit, on peut trouver un réel a ∈ (0, 1) et une boîte B qui véri�ent
le critère e�ectif du théorème 48. On prend λ de la forme λ = e−L où L > c′ (cf. énoncé du théorème 48), et
on s'intéresse à la boîte :

B = B(Id, L− 2, L+ 2, L2).

Puisque le paramètre d'ellipticité est κ = λ
d = e−L

d ≤ e−L, il su�t, pour appliquer le critère e�ectif et donc
obtenir le théorème, de montrer que, pour L assez grand :

cL3(d−1)L̃d−1L3(d−1)+1Eλ[ρB ] < 1.

On suppose L assez grand pour que λ <
(

1
4

)4
et 4dL < L2. Vu cette deuxième condition, on a :

qB(ω) ≤ P0,ω(TB > 4dL) + P0,ω(TB ≤ 4dL,XTB
/∈ ∂+B)

≤ P0,ω(TB > 4dL) + P0,ω(TB ≤ 4dL,XTB
· e1 ≤ −L+ 2).

Pour l ∈ Sd−1 et ω ∈ Ω, le processus (M l
n)n≥0 dé�ni par :

pour tout n ≥ 0, M l
n = Xn · l −X0 · l −

n−1∑
k=0

d(Xk, ω) · l
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est une martingale sous P0,ω. De plus, pour tout n, |Mn+1 −Mn| ≤ 2 donc l'inégalité d'Azuma (lemme 24)
donne, pour tout A > 0 :

pour tout n ≥ 0, P0,ω(M l
n ≥ A) ≤ e−

A2
8n .

Sur l'événement
R = {tous les points de B pointent vers la droite},

tous les points x ∈ B véri�ent d(x, ω) = 1−2λ
d e1. Par conséquent, sur R, en poursuivant les inégalités

précédentes :

qB(ω) ≤ P0,ω(Xb4dLc+1 · e1 < L+ 3) + P0,ω

(
TB ≤ 4dL,M−e1

TB
≥ −L+ 2 +

1− 2λ
d

TB

)
≤ P0,ω

(
M−e1
b4dLc+1 >

1− 2λ
d

4dL− L− 3
)

+ P0,ω

(
il existe 1 ≤ k ≤ b4dLc tel que M−e1

k ≥ L− 2
)

≤ exp
(
− (L− 3)2

8(4dL+ 1)

)
+ 4dL exp

(
− (L− 2)2

32dL

)
.

(en utilisant l'inégalité λ < 1
4 ) On en déduit : il existe c′1(d) > c′ tel que, si L > c′1, sur R,

qB(ω) ≤ exp
(
− L

64d

)
.

Comme de plus on remarque que pB ≥ κL+3 = (deL)−(L+3) et Pλ(Rc) ≤ |B|
√
λ = |B|e−L/2, on a, pour tout

L > c′1 :

Eλ[ρB ] ≤ Eλ[ρB ,R] + Eλ

[
p−1

B ,Rc, pB > e
L
4

]
+ Eλ

[
p−1

B ,Rc, pB ≤ e
L
4

]
≤

exp(− L
64d )

1− exp(− L
64d )

+ |B|e−L
2 e

L
4 + (deL)L+3Pλ

(
pB ≤ e−

L
4

)
Il reste donc à majorer Pλ(pB ≤ e−

L
4 ). Pour cela on va exploiter le fait que, puisque d > 1, on peut trouver

plusieurs chemins pour réaliser {XTB
∈ ∂+B}, à la façon du lemme 31 de renormalisation : si pB est petite,

c'est que chacune des probabilités de traverser B le long d'une colonne donnée est petite, or la probabilité
que ceci arrive est d'autant plus faible qu'il y a un grand nombre de colonnes... Soit ε ∈

(
0, 1

2

)
. On dé�nit la

boîte (qui fera o�ce de �colonne�) :

B̃ = B(Id,
L

2
, L+ 2, L

1
2+ε).

En notant, pour x ∈ Zd :

R̃x = {tous les points de x+ B̃ pointent vers la droite},

on a, de manière voisine de la majoration précédente, pour tout x ∈ Zd, sous R̃x :

qB̃ ◦ tx(ω) ≤ Px,ω(TB̃ > 4dL) + Px,ω(TB̃ ≤ 4dL,XTB̃
· e1 ≤ −L

2
)

+Px,ω(TB̃ ≤ 4dL, il existe 2 ≤ i ≤ d tel que |XTB̃
· ei| > L

1
2+ε)

≤ exp
(
− (L− 3)2

8(4dL+ 1)

)
+ 4dL exp

(
− (L/2)2

32dL

)
+ 2(d− 1)4dL exp

(
−L

1+2ε

32dL

)
,

d'où c′2(d) > c′1 tel que, si L > c′2, sous R̃x :

pB̃ ◦ tx ≥
1
2
.
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L'ensemble des boîtes B̃x que l'on va considérer est paramétré par :

L̃ =
{
x ∈ 2

(⌊
L

1
2+ε
⌋

+ 1
)

Zd
∣∣∣ x · e1 = 0 et ‖x‖ ≤ L

8 ln(2d)

}
.

Supposons L assez grand pour avoir L > c′2 et L
1
2+ε + L

8 ln(2d) < L2, et donc x+ B̃ ⊂ B pour tout x ∈ L̃. Une
façon de réaliser {XTB

∈ ∂+B} consiste pour la marche à atteindre l'un des points x ∈ L̃ sans quitter B (ce

qui peut se faire avec probabilité au moins
(

1
2d

)‖x‖
vu que x · e1 = 0) puis à sortir de la petite boîte x + B̃

par la face x+ ∂+B̃. Pour L assez grand, sur l'événement
⋃

x∈L̃ R̃x (�tous les sites de l'une des petites boîtes
pointent vers la droite�), la propriété de Markov forte donne donc :

pB ≥ sup
x∈L̃

P0,ω(Hx < TB)pB̃ ◦ tx ≥ inf
x∈L̃

(
1
2

)‖x‖ 1
2
≥ e−

L
8

1
2
> e−

L
4

(en utilisant l'inégalité λ < 1
44 , qui donne e−

L
8 = λ

1
8 < 1

2 ). De plus, les boîtes x + B̃, x ∈ L̃, sont disjointes
deux à deux, de sorte que les événement R̃x, x ∈ L̃, sont indépendants (dans leur ensemble). Pour L assez
grand, on a ainsi :

Pλ(pB ≤ e−
L
4 ) ≤ Pλ

⋂
x∈L̃

R̃c
x

 =
∏
x∈L̃

Pλ(R̃c
x) = Pλ(R̃c

0)
|L̃| ≤ (|B̃|e−L

2 )|L̃|.

De plus on peut trouver une constante C(d) telle que, pour L assez grand,

|L̃| ≥ CL( 1
2−ε)(d−1).

Dès que d ≥ 4, on peut alors choisir ε > 0 assez petit pour que ( 1
2 − ε)(d−1) > 1 et, puisque les quantités |B|

et |B̃| sont polynomiales en L, en revenant à la majoration de Eλ[ρB ] précédente, il apparaît que le dernier
terme decroît plus vite que exp(−Lα), pour un réel α > 0, comme les deux autres termes. Pour tout L assez
grand, donc pour tout λ assez proche de 0, le critère annoncé est par conséquent véri�é. �

Conclusion

Si les quelques résultats présentés constituent des avancées importantes, et aident à comprendre cet aspect
des marches aléatoires en milieu aléatoire qu'est la convergence balistique, de nombreuses questions restent
encore sans réponse. Après avoir introduit deux conditions (T) et (T') desquelles on a déduit les mêmes
conséquences, il est légitime de se demander si elles sont équivalentes ou non. Par ailleurs, peut-on trouver
des situations où il y ait transience dans une direction, mais où il n'y ait pas convergence balistique, ou
des situations où il y ait convergence balistique (ou simplement transience dans une direction), mais où (T')
ne soit pas véri�ée ? Dispose-t-on d'une loi du 0-1 pour l'événement {limnXn · l = +∞} ? (voir section 2)
En�n, au-delà de la question de la convergence balistique, peut-on trouver un critère de récurrence, ou
même simplement un exemple de marche récurrente en dimension 3 ? Toute l'étude menée ici exploite très
fortement la structure de renouvellement, et cette structure ne peut se construire telle quelle que si la marche
est transiente dans une direction : pour aborder des situations récurrentes, de nouveaux outils restent donc
à imaginer.
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