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LE RESULTANT

“Mais je ne m’arréte point & expliquer ceci plus en détail, & cause que
je vous Oterais le plaisir de 'apprendre par vous-méme, et I'utilité de

cultiver votre esprit en vous exergant...”
René Descartes

La notion de résultant a été introduite pour la premiére fois par Newton dans des cas partculiers
(1707) et par Euler (1748, 1764) et par Bézout (1764) dans le cas général. !
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1. LA THEORIE GENERALE

Soit K un corps. On note par K,[T] 'ensemble des polynomes a une indéterminée T de degré
inférieur ou égal a n.

(1) Soit P=ap+a1T +---+apT? et Q = by + b1 T + - - - + byT? deux polynomes de degré p
et ¢ respectivement. On considére I’application linéaire

p Kq,1 [T] X Kp,1 [T} — Kerqfl [T]
(U, V) — PU+QV .

Ecrire la matrice Res(P,Q), appelée matrice résultant (ou de Sylvester) de P et @, de
I’application linéaire p dans les bases

((170)7 ., (T171)0),(0,1),..., (O,Tp_l)) et (1,T,...,TPT971) respectivement .

(2) Décrire le noyau de I’application p.

(3) On définit le résultant Res(P, Q) de P et @ comme le déterminant de la matrice Res(P, Q).
Montrer que Res(P, Q) = 0 si et seulement si P et Q ne sont pas premiers entre eux.
REMARQUE. On peut définir de la méme maniére le résultant de deux polynoémes & coeffi-
cients dans un anneau A comme le déterminant de la matrice résultant.

(4) Montrer que Res(P, Q) € Im p.

(5) Si P et @ sont premiers entre eux, en conclure une formule (universelle) pour les polynomes
apparaissant dans le théoréme de Bézout.

1. La présentation, la lisibilité, I’orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonne-
ments entreront pour une part importante dans I’appréciation des copies. Toute réponse non justifiée ne recevra
aucun point.
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2. REGLES DE CALCUL

“L’expérience prouve qu’il ne sert & rien de connaitre le résultant si

I’on ne posséde pas suffisamment de régles de calcul ...”
Nicolas Bourbaki

On travaille maintenant sur un corps K algébriquement clos 2. On peut donc écrire les deux poly-
noémes P et () de la maniére suivante
P=ap(T—a1) (T —xp) et Q=0bg(T—y1) (T —yq) .
(1) Montrer les relations
Res(P,Q) = (=1)"a, %" [] (wi —y;) = (=1)"a,* [ Qi) =0" [ Plyy)

1Sise 1<i<p 1<j<q

(2) Montrer que
Res(P, Q) = (—1)?"Res(@, P)
et que
Res(P, Q) = (-1)?"b," "Res(G, B) ,
ou P = AQ + B est la division euclidienne de P par ), avec r = degB.

(3) En déduire un algorithme pour calculer le résultant et le comparer au calcul & partir du
déterminant de la matrice résultant.

(4) Calculer de trois maniéres différentes le résultant Res(aX? + bX + ¢, dX +e).

3. LE DISCRIMINANT
On définit le disciminant d'un polynéme P = ag + a1T + - - - + a,TP comme le résultant de P et
de P’ (au signe et a coefficient prés) :
n(n—1) Res(P, P’
A(P) = (—1) 22 Res(P P
ap
(1) Montrer que
A(aX? +bX +¢) =b* —4ac  (Bromnant non?) et A(X? 4+ pX +q) = —4p® — 274° .

(2) SiK est algébriquement clos, montrer que A(P) = 0 si et seulement si P a une racine de
multiplicité supérieure ou égale a 2.

(3) SiP=a,(T —x1) - (T — z,), montrer que
AP)=ar? [ (zi—=)).

1<é,j<p
4. APPLICATION : ELIMINATION

(1) Déterminer la nature des deux courbes algébriques réelles du plan définies par les polynomes
P=X?-XY+Y2—-1letQ=2X?+Y2—-Y — 2 et calculer leurs points d’intersection.
Représenter vos résultats graphiquement.

(2) Utiliser le résultant pour fabriquer un polynéme a coeflicients entiers qui a V24 /7 comme
racine.

(3) Déterminer une équation cartésienne de la courbe paramétrée définie par
z(t)=1+t+1t*,

2 -1
)= ——
y() t2 17

pour t € R.

2. On rappelle le théoréme de Steinitz (1910) qui affirme que tout corps se plonge dans un corps algébriquement
clos. Les résultats de cette partie sont donc vrais pour tout corps.
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(4) Démontrer la formule de Héron

§2 = Tlat S (-t fE)a— B+ )+ p )

donnant 'aire S d’un triangle en fonction des longueurs de ses trois cotés a, S et 7.

INDICATION. Pour se faire, on pourra se placer dans un repére orthonormé comme indiqué
a la figure suivante.

0 X «
Interprétez ensuite les formules donnant les aires du triangle de gauche, du triangle de
droite et du rectangle global comme des polyndmes a trois variables X, Y et S. Il ne reste
plus qu’a éliminer X et Y.
5. APPLICATION : TOPOLOGIE

(1) Soient P, @ € R[X] unitaires avec P de degré pair. Montrer que si le résultant Res(P, @) < 0,
alors P admet au moins deux racines réelles x1 < xo et ) une racine réelle 1 < y < xs.
En conclure que tout polynéme P € R[X] de degré pair vérifiant A(P) < 0 a au moins 2
racines réelles.

(2) On note par Diag,,(C) ’ensemble des matrices diagonales de M, (C) et par Dist,,(C) l'en-
semble des matrices & valeurs propres distinctes de M,,(C). Montrer que Dist,(C) est un
ouvert de M,,(C) et que Dist,, (C) = Diag, (C).

6. APPLICATION : ARITHMETIQUE
Soit p un nombre premier impair. Pour tout nombre entier n, on définit le symbole de Legendre

n
() par +1 si I'image de n est un carré dans I, et par —1 sinon.
p

(1) Montrer qu’il y a p—;l carrés dans [F,, et montrer que si n est premier avec p, alors

(3)=ru

(2) Montrer qu’il existe un polynome @, € Z[X] tel que

- 1
Xp‘1+--~+X+1=XTlQp(X+}).

(3) Soit ¢ un nombre premier impair différent de p. Montrer que

Res(Qp,Qq) = £1  puis que Res(Qp,Qy) = (Z) ,

(4) En conclure la loi de réciprocité quadratique? :

(§> (Z) = (—1)

3. appelée Theorema Aureum, c’est-a-dire Théoréme en Or par Gauss loi-méme.
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7. APPLICATION : GEOMETRIE ALGEBRIQUE

Il existe une jolie démonstration du théoréme des zéros de Hilbert utilisant le résultant. Ce théo-
réme est la porte d’entrée pour la géométrie algébrique. Malheureusement la marge est trop étroite
pour que ’on puisse traiter cela ici ...

£

NOTE HISTORIQUE. Dans son mémoire de 1764 a I’Académie des Sciences de Berlin : “Nouvelle
maniére d’éliminer les quantités inconnues des équations”, Euler introduit le résultant en écrivant
que, si deux polynomes P = ao + a1 + -+ a,T? et Q = by + o117 + --- + b,T'? ont une racine
commune z, il existe des polynémes P, = co+c1T+- - -~t—cp_1T”_1 et Q1 =do+d T+-- -4—dq_1T‘1‘1
tels que
P=(T-x2)P, et Q=(T—-2)Q; .

On a donc PQ; = P1Q, ce qui conduit, en développant, & un systéme linéaire en les c; et les d; a
p + q équations a p + ¢ inconnues dont le déterminant doit étre nul pour qu’il y ait une solution
non nulle. Ce déterminant est celui que nous venons d’introduire. (Bien sur, Euler ne parle pas
de déterminant, c’est Sylvester qui le fera en 1840, et n’écrit la formule explicite que pour des
polynomes de petit degré.)

D<K Bruno Vallette : vallette@math.univ-paris13.fr .
IS"  Page internet du cours : www.math.univ-paris13.fr/~vallette/ .
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