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EXPONENTIELLE ET ALGEBRE DE LIE

Exercice 1 (“Noyau” de I’exponentielle complexe).
Montrer que ’ensemble des matrices
{M € Mo(C) | exp(M) = I}
est égal & I'’ensemble des matrices diagonalisables dont les valeurs propres sont de la forme 2inZ.
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Exercice 2 (Connexité).

Donner une nouvelle démonstration de la connexité de GL,, (C).

)
Exercice 3 (Non-surjectivité de Pexponentielle réelle).
Montrer que la matrice réelle
-1 1
M = <O _1> € M,(R)
n’est pas dans I'image de I’exponentielle des matrices réelles.
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Exercice 4 (Formules).

Montrer les formules suivantes

(1) exp(X) = lim <I+ ;X)k.

+oo
2 e+~ (o (L)oo (1))

@ oo, = tim_ (o0 (1) exm (11 ) exp (<2 ) (<1v))

Exercice ¥ 5 (Formule de Baker-Campbell-Hausdorff).

Soit K =R ou C. Montrer qu’il existe une formule, valable pour tout X,Y € M,,(K), de la forme

exp(X) exp(Y) = exp <X+Y+ %[X,Y] + % (X, [X, Y]] + [V, [Y, X]]) +) .
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Exercice 6 (L’algebre de Lie sl,(K)).

Soit K =R ou C. Montrer que l'espace tangent au neutre I du groupe spécial linéaire SL,, (K) est
50, (K) :={M € M,(K) | tr(M) =0} .
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