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© Equations de Benjamin-Ono généralisées

9 Equations de type KdV dissipatives : étude locale

e Equations de KdV dissipatives : étude asymptotique
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Equations de Benjamin-Ono gé

oru + H@gu +u*9,u =0

ou:(t,r) eRxR—R

Stéphane Vento (Université Paris-Est) Equations d'ondes dispersives/dissipatives 2 décembre 2008 3/35



Equations de Benjamin-Ono gé

oru + H@gu +u*9,u =0

ou:(t,r) eRxR—R
@ k entier > 1
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Equations de Benjamin-Ono généralisées

oru + H@gu +u*9,u =0

ou:(t,r) eRxR—R
@ k entier > 1

@ H transformée de Hilbert définie par

Hf(z)=F(—i sgn()f(©))(x)
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Equations de Benjamin-Ono gé

oru + H@gu +u*9,u =0

ou:(t,r) eRxR—R
@ k entier > 1
@ H transformée de Hilbert définie par

~

Hf(x)=F (—i sgn(&)f(&)) ()

@ Pour k =1 c'est I'équation de Benjamin-Ono
modélise la propagation des ondes uni-directionnelles en eaux
profondes
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Propriétés algébriques

Symétries

Invariance par translations spatiales, temporelles, réversibilité en temps.
Invariance par le changement d'échelle

u(t, z) — ux(t,z) = AVFu(\2t, Az), A>0

Espace critique : H*(R) avec sj, =

1_1
2k
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Propriétés algébriques

Symétries

Invariance par translations spatiales, temporelles, réversibilité en temps.
Invariance par le changement d'échelle

u(t, z) — ux(t,z) = AVFu(\2t, Az), A>0

Espace critique : H** (R) avec s, =

=

1
2

Lois de conservations

Conservation de la masse et de |'énergie du flot

M (u) :/Ru2(t,x)da7

E(u) = /R (%|D}E/2u(t,:r)]2 F mu(t,x)k”)dm’
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Estimations linéaires

Equation linéaire
O+ HO?u =0, u(0) =wug

Solution :

ut, z) = V(t)up(x) = /R D T ) de
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Estimations linéaires

Equation linéaire

O+ HO?u =0, u(0) =wug
Solution :

ut, z) = V(t)up(x) = /R D T ) de

Effet régularisant (Kato)

IDY?V ()¢l perz S oo
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Estimations linéaires

Equation linéaire

O+ HO?u =0, u(0) =wug
Solution :

ut, z) = V(t)up(x) = /R D T ) de

Effet régularisant (Kato)

IDY?V ()¢l perz S oo

Estimations maximales en temps (Kenig, Ponce, Vega)

1DV () llarge S el
IV®ellrzre < lellas, s>1/2, T <1
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Résultats connus

Pour k =1 (s; = —1/2)
@ Saut (1979) : bien posé dans H*(R), s > 3
Ponce (1991) : bien posé dans H*(R), s > 3/2
Tao (2004) : bien posé dans H'(R)
Burg-Planchon (2008) : Bien posé dans H*(R), s > 1/4
lonescu-Kenig (2007) : bien posé dans L?(R)

Résultats obtenus par compacité
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Résultats connus

Pour k =1 (s; = —1/2)
@ Saut (1979) : bien posé dans H*(R), s > 3
@ Ponce (1991) : bien posé dans H*(R), s > 3/2
@ Tao (2004) : bien posé dans H'(R)
@ Burg-Planchon (2008) : Bien posé dans H*(R), s > 1/4
o lonescu-Kenig (2007) : bien posé dans L?(R)

Résultats obtenus par compacité

Pour k =2 (s9 = 0)
@ Molinet-Ribaud (2004) : bien posé dans H*(R), s > 1/2
o Kenig-Takaoka (2006) : bien posé dans H'/?(R)
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Résultats connus

Pour k =3 (s3 = 1/6)
@ Molinet-Ribaud (2004) : bien posé dans H*(R), s > 1/3 pour petites
données
@ Molinet-Ribaud (2004) : bien posé dans H*(R), s > 3/4
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Résultats connus

Pour k =3 (s3 = 1/6)
@ Molinet-Ribaud (2004) : bien posé dans H*(R), s > 1/3 pour petites
données
@ Molinet-Ribaud (2004) : bien posé dans H*(R), s > 3/4

Pour k >4 (s = 1/2 — 1/k)
@ Molinet-Ribaud (2004) : bien posé dans H*(R), s > s pour petites
données
o Molinet-Ribaud (2004) : bien posé dans H'/?(R)
o Burg-Planchon (2006) : bien posé dans H'/%(R) pour k = 4
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Résultat principal

Théoreme (S.V. (2008))
Soit k > 3 et ug € H*(R) avec s satisfaisant

s>1/3 sik=3,
s > Sk st k> 4.

Il existe T' = T(ug) > 0 et une unique solution u de Benjamin-Ono
généralisée tels que uw € ZT avec

Zp =C([-T,+T],H*(R)) N X* N LFL.

De plus, le flot solution ug +— u est localement Lipschitz de H*(R) dans
Zr. Le résultat reste vrai lorsque k > 4 et si 'on remplace H* (R) par
I'espace homogéne H**(R).
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Caractere mal posé

Théoreme (Molinet-Ribaud (2004), S.V. (2007))
Soit k> 3 et s < s. avec

(13 sik =3,
TV 1/2-1/k sik>A4.

Alors il n'existe pas T > 0 tel que le probléme de Cauchy admette une
unique solution locale définie sur l'intervalle [0,T] et tel que le flot

solution ug +— wu soit de classe C**1 dans un voisinage de I'origine de
H*(R) dans C([0,T]; H*(R)).
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Preuve du théoreme principal

D'apres les estimations linéaires précédentes, si u est solution alors

— k
1D 2 oo, + Il i rge S ol e + D520 (") 1y 2

k
S luoll s + HDi’““/2UI|LgoL2THUHLW,
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— k
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k
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@ Regle de Leibniz fractionnaire invalide
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Preuve du théoreme principal

D'apres les estimations linéaires précédentes, si u est solution alors
1/2 —-1/2 k+1
1D 20l e g2 + Nl zezze S N0l g + 10320 112

k
S luoll s + HDi’““/2UI|LgoL2THUHLW,

@ Regle de Leibniz fractionnaire invalide

o Le terme [|V(t)uo||Lrps n'est petit que si [[ugl| s, I'est aussi
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Preuve du théoreme principal

D'apres les estimations linéaires précédentes, si u est solution alors

— k
1D 2 oo, + Il i rge S ol e + D520 (") 1y 2

k
S luoll s + HD;k+1/2u||Lg°L2T”uHL’;L%”

@ Regle de Leibniz fractionnaire invalide
o Le terme [|V(t)uo||Lrps n'est petit que si [[ugl| s, I'est aussi

@ Besoin de partager la dérivée du terme non-linéaire
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La transformée de jauge

Pour u solution, soit

) 1 [=
w=Pule ), Flta) =3 [ utody
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La transformée de jauge

Pour u solution, soit
X

: 1
w=Pule ), Flta) =3 [ utody

— 00

w satisfait

dyw + HO*w = Py[2e” ' (—kuf P_ou — iP_0%u)]

—ik(k —1)Ps (e*iFu / uk*Zaquaxu).

—0o0
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La transformée de jauge

Pour u solution, soit
X

, 1
w=Pule ), Flta) =3 [ utody
w satisfait
dyw + HO*w = Py[2e” ' (—kuf P_ou — iP_0%u)]

—ik(k —1)Ps (e*iFu / uk*ZawuHaxu).

—0o0

Lemme (Molinet-Ribaud (2004))
Sia>0,8>0etl <p,qg< oo alors

|DSP(fP-DEg)zrs. S D2 Fl o1 s | D2l 22

ol 1 < pi1,q1,p2,q2 <00, 1/p1+1/pa=1/p, 1/q1 +1/q2 =1/q et
N>ty =a+p )

2 décembre 2008
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Autre méthode

@ Travail dans les espaces de Besov

35 1 1
. s+ 2 2
X°=B,

1—6
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@ Travail dans les espaces de Besov
. 35 1 1
=BT nEy )
l—e

o Considération de I'équation satisfaite par u — ug :
si T <1 alors [|V(t)uo — uo||prpee < 1

2 décembre 2008
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Autre méthode

@ Travail dans les espaces de Besov

S+36 12

X =BT (L) B

1—6
o Considération de I'équation satisfaite par u — ug :
si T <1 alors [|V(t)uo — uo||prpee < 1
e Mauvaise contribution du terme non-linéaire : m(u,u) avec
k
9) =Y 2:Q;((Q<; /) Q~j9)
JEZ
Injection de ce terme dans la partie linéaire :
Opu + HO?u + m(ug, u) = f

avec

f = m(uo,u) — Za Qj(Z Qurt)*(Qgrw) )
TNJ
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@ Estimations linéaires sur
Ou + HO2u + m(ug, u) = 0
Soit vj = PLQju. Alors

. . 1
Zat'l)j + (83; + Zb<<j)21)j = gj, b<<j = §(Q<<]u0)k

Transformée de jauge localisée
ife uo)F )
'LU] = e2 f—oo(Q<<JuO) vj, 7 c Z

w; satisfait
i@twj + 8%11)] = 67'f b<<jgj.
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@ Estimations linéaires sur
Opu 4 HO?u + m(ug, u) =0

Soit vj = PLQju. Alors

. . 1
Zat'l)j + (83; + Zb<<j)21)j = gj, b<<j = §(Q<<]u0)k

Transformée de jauge localisée
ife uo)F )
'LU] = e2 f—oo(Q<<Ju0) vj, 7 c Z

w; satisfait
i@twj + 8%11)] = 67'f b<<jgj.
@ Estimation du terme non-linéaire

[ =m(ug,u) — 7(u,u) Za CL(Z(QNTU)Q(QQ«U)]“A)-

r2j

Stéphane Vento (Université Paris-Est) Equations d'ondes dispersives/dissipatives 2 décembre 2008 13 / 35



e Equations de type KdV dissipatives : étude locale
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Equations de type KdV dissipatives

ou — axD}E“‘“u + D%u~+ udzu =0
u(0,z) = uo(x)

o u:(tz) € (0,00) xR—R
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Equations de type KdV dissipatives

ou — axD}E“‘“u + D%u~+ udzu =0
u(0,z) = uo(x)

o u:(tz) € (0,00) xR—R
e D¢ multiplicateur de Fourier de symbole [£], 0 < a < 2
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Equations de type KdV dissipatives

ou — axD}E“‘“u + D%u~+ udzu =0
u(0,z) = uo(x)

o u:(tz) € (0,00) xR—R
e D¢ multiplicateur de Fourier de symbole [£], 0 < a < 2
e 0<ax<l
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Equations de type KdV dissipatives

ou — axD}E“‘“u + D%u~+ udzu =0
u(0,z) = uo(x)

u: (t,x) € (0,00) x R =R

D¢ multiplicateur de Fourier de symbole [£]%, 0 < a < 2
0<a<l1

ug € H°(R), s e R
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Equations de type KdV dissipatives

oy — axDi"'“u + Du + udyu =0 J

Combinaison des équations de type KdV
ohu — GED}C'HLUJ + udzu =0
et des équations dissipatives

Ou + Dyu + ulzu =0
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Méthode de résolution

Argument de point fixe sur la formulation intégrale tronquée en temps

XRy

ult) = w0 [Watyuo - 250 [ - o, @]

ou v fonction cutoff, W, défini par

Fo(Wa(t)e)(§) = explith(§) — [£]*t]B(S), ¢ € &

et h(&) = &|€|1T@ relation de dispersion
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Espace de résolution

Par analogie avec les espaces introduits par Bourgain, nous définissons
1 b .
pour b,s € R et o > 0 'espace Xo° muni de la norme

lull oo = 1€6)*(ir — (&) + [€1*)°ul(T, )l 2,

~ W (=t)ull o + llull g2 graar

ou W(-) est le générateur de I'évolution libre associée a I'équation
dispersive.
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Estimations linéaires

Lemme

Pour tout s € R et tout ¢ € H*(R),

[P OWat)ell y1/2s S lllars-

Pour tout 0 < 6 < 1/2 et tout f € Xojl/2+5,s'

HXR+ (t)(t) /0 t Walt — ) f(t)dt’

Xé/2,s S ||f||X;1/2+5’S'
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Estimations linéaires

Lemme

Pour tout s € R et tout ¢ € H*(R),

[P OWat)ell y1/2s S lllars-

Pour tout 0 < 6 < 1/2 et tout f € Xojl/2+5,s'

HXR+ (t)(t) /0 t Walt — ) f(t)dt’

Xé/2,s S ||f||X;1/2+5’S'

Ainsi, si u est solution alors

lull 120 S Nollazs + 102 ()|l 172100
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Estimation bilinéaire

@ |l reste maintenant a montrer que

102 (o) 12405 S Null ga/2s 0]l 1/

pour tout u,v € Xé/z’s et 6 < 1.
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Estimation bilinéaire

@ |l reste maintenant a montrer que
102 (o) 12405 S Null ga/2s 0]l 1/
V25 et 5 < 1.

o Par dualité, il est équivalent de montrer que

pour tout u,v € X4

3

Mﬁ&ﬁ@ H (7)) ‘ S H lullrz,,

T1+T2+T3= 0 Jj=1
ol

|€31(83)° (€1) *(€2) "

B = G ) + 61 [, — e + G
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[k; Z]-multiplicateurs de Tao

Définition (Tao (2001))

Un [3,R x R]-multiplicateur est une fonction m définie sur

I = {(n1,m2,m3) € (R x R)?: 1 4+ no +n3 = 0} 3 valeurs dans C.
La norme de m est la meilleure constante telle que I'inégalité

3
| [[mt) o L5 dn]<||m||[3RxRanjnmxm

est vraie pour toutes fonctions test f1, fa, f3 sur R x R.
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[k; Z]-multiplicateurs de Tao

Définition (Tao (2001))
Un [3,R x R]-multiplicateur est une fonction m définie sur

I = {(n1,m2,m3) € (R x R)?: 1 4+ no +n3 = 0} 3 valeurs dans C.
La norme de m est la meilleure constante telle que I'inégalité

3
| [[mt) o L5 dn]<||m||[3RxRanjnmxm

est vraie pour toutes fonctions test f1, fa, f3 sur R x R.

L'estimation bilinéaire est alors équivalente a

H £3(63)° (1) °(&2)°
(IAL] + €210/ 2( Xa| + |E2] )1 /2(|As] + |E5|>)1/2 =2

[3;RxR]
avec \j = 7j — h(fj) (et n; = (Tj,fj) eR x R).
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Passage en dyadique

@ On localise les variables &;, A; et la fonction de résonance
h(€) = Gl + Ealal T + €al€s| T

dans des couronnes dyadiques :
&1~ Ny, [Nl ~ Ly, [R(E)] ~ H.
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Passage en dyadique

@ On localise les variables &;, A; et la fonction de résonance
h(€) = Gl + Ealal T + €al€s| T
dans des couronnes dyadiques :
&1~ Ny, [Nl ~ Ly, [R(E)] ~ H.
o |l suffit alors de montrer

3 N3(N3)*(N1) " (Ng)~°
(L1 + (N1)®)V2(Ly + (No)*)L/2(Lg + (N3)@)1/2=9

Nmaz~ med

LmaszaX(HvLmed)
X ”XN1,N2,N3,H7L1,L2,L3||[3;R><R} 5 1

avec

3
X N1,Na,Ng,H,L1,Ls,Ls = X|h(€)|~H H X|&;]~N; X|Aj|~L; -
=1

Stéphane Vento (Université Paris-Est) Equations d'ondes dispersives/dissipatives 2 décembre 2008 22 /35



Equations de Benjamin-Ono dissipatives

Opu + HO*u + DSu + udpu = 0 (dBO)

e Casa=2:
Otani (2005) montre que (dBO) est bien posé dans H*(R),

s>—1/2.
De plus, le flot solution ug +— u devient irrégulier dans H*(R) dés que
s < —1/2.
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Equations de Benjamin-Ono dissipatives

Opu + HO*u + DSu + udpu = 0 (dBO)

e Casa=2:
Otani (2005) montre que (dBO) est bien posé dans H*(R),

s>—1/2.
De plus, le flot solution ug +— u devient irrégulier dans H*(R) dés que
s < —1/2.

o Cas général :
En 2006, Otani obtient le caractere bien posé pour 3/2 < a < 2 dans
H*R), s >1/2 —a/2.
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Caractere bien posé

Théoreme (S.V. (2008))

Soit1 <a<2etuy € H*(R) avec s > —a/4. Alors pour tout T > 0, il
existe une unique solution u de (dBO) dans

Zp = C([0,T); HS(R)) N XY/2".

De plus, le flot solution ug +— u est régulier de H*(R) vers Zp et u
appartient a C((0,T], H*(R)).
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Caractere bien posé

Théoreme (S.V. (2008))
Soit1 <a<2etuy € H*(R) avec s > —a/4. Alors pour tout T > 0, il
existe une unique solution u de (dBO) dans

Zp = C([0,T); HS(R)) N XY/2".

De plus, le flot solution ug +— u est régulier de H*(R) vers Zp et u
appartient a C((0,T], H*(R)).

Point clé de la démonstration : localisation de la fonction de
résonance

H ~ NminNmam
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Caractere mal posé

Théoreme (S.V. (2008))

Q Soitl<a<2ets<—a/d. Alors le probléme de Cauchy (dBO) est
C3-mal posé dans H*(R).

Q Lorsque 0 < a < 1, (dBO) est C?-mal posé dans H*(R) pour tout
s eR.
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Comparaison avec |'équation purement dissipative :
O + D5u + udyu = 0.

Pour 1 < a < 2, on montre facilement que le probleme est bien posé dans
H*(R) lorsque s > 3/2 — « (indice optimal).
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Equations de KdV dissipatives

pu + 02u + D% + udyu =0 J

e Pour a =2 (KdVB), Molinet-Ribaud (2004) prouvent le caractere
bien posé dans H®, s > —1 (indice optimal)

Stéphane Vento (Université Paris-Est) Equations d'ondes dispersives/dissipatives 2 décembre 2008 27 / 35



Equations de KdV dissipatives

pu + 02u + D% + udyu =0 J

e Pour a =2 (KdVB), Molinet-Ribaud (2004) prouvent le caractere
bien posé dans H®, s > —1 (indice optimal)

o Cas général : bien posé dans H®, s > —3/4si a < 1 et
s>-3/(b—a)sil<a<2(S.V.(2007))

2 décembre 2008 27 / 35
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Equations de KdV dissipatives

pu + 02u + D% + udyu =0 J

e Pour a =2 (KdVB), Molinet-Ribaud (2004) prouvent le caractere
bien posé dans H®, s > —1 (indice optimal)

o Cas général : bien posé dans H®, s > —3/4si a < 1 et
s>-3/(b—a)sil<a<2(S.V.(2007))

@ Résultat amélioré par Xue (2007) : bien posé dans H?,

s > —min(1, 242) (indice optimal)
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Equations de KdV dissipatives

Opu + 2u 4+ D%y + udyu = 0 J

e Pour a =2 (KdVB), Molinet-Ribaud (2004) prouvent le caractere
bien posé dans H®, s > —1 (indice optimal)

o Cas général : bien posé dans H®, s > —3/4si a < 1 et
s>-3/(b—a)sil<a<2(S.V.(2007))

@ Résultat amélioré par Xue (2007) : bien posé dans H?,

s > —min(1, 242) (indice optimal)

Point clé de la preuve

€3+ €3 + €3 = 3616963 lorsque & + E2 4+ €3 =0
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e Equations de KdV dissipatives : étude asymptotique
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Equations de KdV dissipatives

O+ O2u+ Doy +udu =0, 0<a<?2 (dKdV)

e Pour uy € L?(R), existence d'une solution globale u dans
C((0,T]; H>*(R)) pour tout 7" > 0
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Equations de KdV dissipatives

O+ O2u+ Doy +udu =0, 0<a<?2 (dKdV)

e Pour uy € L?(R), existence d'une solution globale u dans
C((0,T]; H>*(R)) pour tout 7" > 0

o Développement asymptotique de u dans les espaces de Sobolev
W3 (R) : trouver un terme v tel que

lu(t) = v(#)llyy = O ),

avec r(«) > 0 le plus grand possible
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Equations de KdV dissipatives

e Pour a =0, (dKdV) s'écrit
Opu 4 O2u 4 u + udyu = 0.

Alors :
llu(t)||2 = O(e™") lorsque t — oo.
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Equations de KdV dissipatives

e Pour a =0, (dKdV) s'écrit
Opu 4 O2u 4 u + udyu = 0.

Alors :
llu(t)||2 = O(e™") lorsque t — oo.

e Pour v = 2, (dKdV) est I'équation de KdV-Burgers
oyu + 6§u — 8§u 4+ udyu = 0.
Alors (Amick-Bona-Schonbek (1989)),

()2 < e(1+8)~H/*
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Equations de KdV dissipatives

e Pour a =0, (dKdV) s'écrit
Opu 4 O2u 4 u + udyu = 0.

Alors :
llu(t)||2 = O(e™") lorsque t — oo.

e Pour v = 2, (dKdV) est I'équation de KdV-Burgers
pu + 03u — 02u + udyu = 0.
Alors (Amick-Bona-Schonbek (1989)),
()2 < e(1+6)~1*
Se comporte comme I'équation de Burgers

oy — 8§u + udzu = 0.
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Formulation intégrale

u(t) = Salt) * ug — —/0 Sy (t — s) x Opu’(s)ds

avec g
Sa(t,x) = —/ eI ge >

Effet régularisant

”Sa(t) ”Wg < ct_(l_l/P)/Ol—j/a
P
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Hypotheses

ug € LY(R) N L*(R) (H1)
Vj 20, sup||dfu(t)]| 2 < oo (H2)
t>0
sup [|u(t)([z1 < oo (H3)
t>0
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Hypotheses

ug € LY(R) N L*(R) (H1)
Vj >0, sup [|8]u(t)]| 2 < oo (H2)
t>0
sup [Ju(t)]| 1 < oo (H3)
t>0

Théoreme (S.V. (2007))

Siug € LY(R) N W24’1(R) et o > 1, alors la solution correspondante
satisfait les hypotheses (H2)-(H3).
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Développement asymptotique : premier ordre

Théoreme (S.V. (2007))

Soit p € [2,00] et j € N. On suppose que ug € H'3(R) N L1(R) et que
la solution u satisfait (H2)-(H3). Alors, pour tout t > 0,

(1 + ¢t)(-(-1/p)/a—j/e)-1/a si 0<a<l,
Ju(t)=Sa(t)xuollyys S & (L+1)CA-YP=D"tog(1 +8) si a=1,
v (1 + t)(-(=1/p)/a—j/a)=(2/a=1) g 1 <o <2,

Stéphane Vento (Université Paris-Est) Equations d'ondes dispersives/dissipatives 2 décembre 2008 33 /35



Développement asymptotique : ordres supérieurs

Théoreme (S.V. (2007))

Supposons p € [2,0], j €N, ug € HI3(R) N LY(R) et que (H2)-(H3)
sont vérifiées.

Q@ Si0<a<l, alors
WJ

Hu() Salt) 1o + 5 // sydyds)(‘)G()‘ p

— o(t~(-1/p)a=j/a=1/a).

Q@ Sia=1, alors

Hu(t) _ S1(t) xug + Jf—:(log t)@IGl(t)‘

= o(t~1=1P =i g ¢)

P

ol M = fRuo.
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Développement asymptotique : ordres supérieurs

{ FO(t) = S,(t) * ug,
Frl(t) = Su(t) * ug — 2f0 8) * 0 (F™(s))?ds.
Théoreme (S.V. (2007))

Soitl<a<2,p€2,x] jEN etug € HT3(R)NLY(R). Supposons
de plus que les conditions (H2) and (H3) sont satisfaites.

QS 2]<[le1 <a< 2]@[:23 pour un certain N € N, alors

Hu(t) - FN+1(t) C(l _{_t)—(l_l/P)/Oé—j/a—l/a‘

||Wg <

Q Sia= 2]<,Vi23 pour un certain N € N, alors

u(t) _FN+1(t)“Wg <c(1 _|_t)—(1—1/10)/oc—j/a—1/a log(1 + t).
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