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Introduction générale

Ce mémoire décrit une grande partie de mes travaux réalisés depuis ma thèse. Ceux-ci
appartiennent aux domaines de la physique mathématique et des équations aux dérivées
partielles. Il est bien connu que la description mathématique de nombreux phénomènes
physiques repose essentiellement sur l’étude quantitative et qualitative des équations qui
les décrivent. Une grande partie de mes travaux sont motivés par des questions issues de la
mécanique quantique. Plus précisément, nous cherchons à montrer et à établir la relation
entre les objets quantiques (valeurs propres, résonances, etc.) et les objets classiques (tra-
jectoires périodiques du hamiltonien classique, trajectoires captées, etc.) dans le cadre de
l’analyse semi-classique, c’est à dire où toutes les quantités étudiées dépendent d’un petit
paramètre qui tend vers 0, (h est la constante de Planck, ε est l’écart entre deux fréquences
successives, 1

λ
où λ est une grande constante de couplage, etc.). Pour établir cette cor-

respondance nous utilisons le plus souvent des outils d’analyse microlocale. Par exemple
l’étude d’un hamiltonien classique dans l’espace des phases (position-moment) qui ad-
met une structure géométrique d’espace symplectique, l’espace cotangent. Nous utilisons
d’une manière très intense cette propriété ainsi que celles des sous-variétés lagrangiennes
et des distributions associées, connues en dimension 1 sous le nom des solutions B.K.W
(L. Brillouin, H-A. Kramers et G. Wentzel).

Le fil conducteur de ce mémoire est l’analyse semi-classique, l’outil de choix est l’analyse
microlocale et l’objet spectral de prédilection est les résonances.

Il y a plusieurs ouvrages de références concernant l’analyse microlocale semi-classique.
Sans être exhaustif, citons le livre de D. Robert [Rob87], de M. Dimassi et J. Sjöstrand
[DS99], de A. Martinez [Mar02a], et de M. Zworski [Zwo12] (voir aussi le livre de V. Maslov
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Introduction générale

et M. Fedoriuk [MF81]). Pour une vue plus globale et exhaustive sur l’analyse microlocale
C∞, une référence de choix est les quatre tomes de L. Hörmander [Hör90, Hör05, Hör94a,
Hör94b].

Pour la notion de résonances semi-classiques, mentionnons le livre de B. Helffer et J. Sjös-
trand [HS86] et de P-D. Hislop et I-M. Sigal [HS96] pour les opérateurs de Schrödinger.
Dans un cadre plus abstrait d’étude des résonances, par exemple celui des opérateurs
« black box » de J. Sjöstrand et M. Zworski, signalons l’article de J. Sjöstrand [Sjö01]
ainsi que son cours « Lectures on resonances » 1, et le livre de S. Dyatlov et M. Zworski
« Mathematical Theory of Scattering Resonances » 2.

Le thème principal de ce mémoire est les résonances. Cet objet spectral est très impor-
tant pour la dynamique quantique. L’un des effets les plus frappants décrits par la chimie
quantique est le phénomène de désintégration d’un état instable et la transformation ob-
servée de la matière qui accompagne cette dernière. L’état instable qui reste suffisamment
proche de son état initial pour un temps assez long pour être observé est dit état « mé-
tastable ». La notion de métastabilité en mécanique quantique est assez bien comprise et
des schémas formels d’approximation des quantités correspondantes ont été développés.
On s’attend que la probabilité qu’un état métastable reste dans son état initial diminue
exponentiellement avec le temps, se comportant comme exp(− t

hτ
). La constante τ est la

« durée de vie » de l’état métastable. De plus, quand un état métastable se désintègre, la
distribution des énergies de l’état final atteint un maximum autour de l’énergie de l’état
initial. Cette distribution est donnée par une fonction lorentzienne, 1

E2 + γ2 . Ici E est la

différence entre les énergies de l’état métastable et de l’état final. La constante γ = τ−1

est appelée la « largeur » de la résonance associée. Ainsi la théorie des résonances prend
ses origines dans les tentatives d’explication de l’existence des états métastables dans les
systèmes physiques. Parmi ces exemples, citons les résonances qui décrivent les états dits
« Auger » (ou auto-ionisants) observés lors de l’étude de l’atome d’hélium dans le cadre
de la théorie quantique, voir [RS78, p. 51–60, section XII.6]. En terme mathématique le
problème précédent se traduit par l’étude du comportement des valeurs propres plongées
dans le spectre essentiel d’un opérateur autoadjoint soumis à des perturbations (vérifiant
la règle d’or de Fermi). Dans cet exemple, l’opérateur autoadjoint non perturbé est le
hamiltonien quantique gouvernant un système électrons-protons découplés. L’étude ma-
thématique systématique des effets des perturbations sur les valeurs propres plongées a

1. voir https ://sjostrand.perso.math.cnrs.fr/Coursgbg.pdf
2. voir http ://math.mit.edu/ dyatlov/res/res_20180710.pdf
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été initiée par K-O. Friedrichs à la fin des années 1940, voir [Fri48]. Ce problème est d’un
intérêt particulier puisqu’il est étroitement lié à la théorie de l’effet Auger, voir [Kra33,
page 473] et [Wen33, page 736, chapter 5]. Voir aussi [WW30a, WW30b] pour la théorie
de la largeur des raies spectrales, utilisée en physique quantique. Une autre application
est la description de l’évolution en temps long du propagateur tronqué (par exemple, le
groupe des ondes ou de Schrödinger) en termes de résonances. A notre connaissance, les
premières définitions mathématiques des résonances dans le cas multidimensionnel furent
données par P. Lax et R. Phillips [LP67] et B. Văınberg [Văı68].

Commençons par donner la définition des résonances dans le cas de l’opérateur de Schrö-
dinger semi-classique défini sur L2(Rd), d ∈ N∗. Soit L = −h2∆ + V , 3 où V est un
potentiel lisse, à valeurs réelles et tendant vers zéro à l’infini. L’opérateur L est un opéra-
teur autoadjoint, non-borné de domaine H2(Rd). Le spectre de L est réel et par la théorie
des perturbations -le théorème de Weyl- son spectre essentiel 4 est [0,+∞[.

Sous certaines hypothèses, la résolvante (z − L)−1 est alors bien définie pour Im z > 0 et
admet, en tant qu’opérateur de L2

comp(Rd) dans L2
loc(Rd), un prolongement méromorphe

en traversant le spectre essentiel de L. On appelle résonances de L les pôles de ce prolon-
gement. Cette définition n’est pas très « exploitable » surtout si nous voulons mettre en
relation cet objet quantique (les résonances) avec la dynamique classique (les trajectoires
du hamiltonien associé). Pour cela, il y a eu plusieurs procédures comparables et exploi-
tables suivant les cas étudiés pour mettre en évidence et identifier cet objet spectral. Ces
techniques sont connues sous le nom de déformations spectrales, maintenant plus répandu
sous le nom de « Complex Scaling Method », voir [Sim78] pour un aperçu général.

L’idée principale est d’identifier les résonances de l’opérateur autoadjoint L (dans un
ouvert de C) aux valeurs propres complexes d’un opérateur non-autoadjoint L(t), obtenu
à partir de L par la méthode de déformation spectrale. Ici t est le paramètre (complexe)
de déformation. Dans les faits, nous prenons en compte toute une famille d’opérateurs
(L(t))t∈C,|t|≤t0 qui possèdent les propriétés suivantes : L(0) = L, L(t) est unitairement
équivalent à L pour t réel, de plus c’est une famille analytique d’opérateurs de typeA 5.
Le paramètre t0 est pris généralement petit. Ces propriétés sur la famille (L(t))t∈C,|t|≤t0

3. Ici h↘ 0 est le paramètre semi-classique, ∆ =
d∑
j=1

∂2

∂x2
j
le laplacien où x = (x1, · · · , xd) ∈ Rd.

4. Le spectre essentiel d’un opérateur A est σess(A) = σ(A) \ σdisc(A), où σ(A) est le spectre de A et
σdisc(A) est l’ensemble des valeurs propres isolées de A de multiplicité finie. Ici A est un opérateur fermé
sur un espace de Hilbert.

5. Voir [Kat95, chapitre VII, section 2, page 375].
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impliquent que les valeurs propres de L(t) sont -dans un certain sens- indépendantes de
t (c.-à-d. dans la zone où nous les découvrons) et par définition ce sont les résonances
de L(0) := L. Cette technique nécessite une hypothèse d’analyticité du potentiel dans un
voisinage complexe conique autour de Rd. Cette méthode a été introduite dans les années
1970 par J. Aguilar et J-M. Combes [AC71] sous le nom de dilatations analytiques, voir
aussi E. Balslev et J-M. Combes [BC71], et B. Simon [Sim73]. Ici l’espace Rd est déformé
sous l’action de la transformation suivante : Rd 3 x 7→ eθx ∈ Cd, pour θ ∈ C, |θ| ≤ θ0 où
θ0 est choisi selon le domaine d’extension analytique du potentiel V .

Dans [Cyc85], H-L. Cycon introduit la méthode des dilatations analytiques modifiée. En
fait l’auteur effectue des dilatations analytiques dans l’espace des moments (ou impulsions)
ξ ∈ Rd ce qui lui permet de traiter le cas des potentiels à support compact, avec la
correspondance en analyse microlocale (−i ∂

∂x
←→ ξ). Nous avons utilisé cette méthode

pour étudier les résonances dans le cas des opérateurs de Schrödinger périodiques, voir le
chapitre III.

Dans [Hun86], W. Hunziker introduit une nouvelle classe de déformations spectrales dites
distorsions analytiques qui permet de traiter des potentiels analytiques uniquement en
dehors d’un compact K. Plus précisément, l’auteur déforme Rd en utilisant un champ de
vecteurs, Rd 3 x 7→ x+ µF (x) ∈ Cd, où µ ∈ C, |µ| ≤ µ0. Ici F est un champ de vecteurs
de Rd dans lui-même, vérifiant certaines propriétés : par exemple la fonction F est nulle
dans un voisinage de K et est linéaire à l’infini. Nous allons utiliser cette méthode pour
définir les résonances semi-classiques dans les chapitres I et II.

Dans [HS86], B. Helffer et J. Sjöstrand ont introduit une définition plus microlocale des ré-
sonances dans le cadre semi-classique en se basant sur la notion de fonction fuite G(x, ξ)
qui permet de faire des déformations de l’espace des phases T ∗Rd ∼= R2d en suivant
« de près » la dynamique hamiltonienne associée, T ∗Rd 3 (x, ξ) 7→ (x + it

∂G

∂ξ
(x, ξ), ξ −

it
∂G

∂x
(x, ξ)) ∈ C2d, où t ∈ R, |t| ≤ t0. Cette fonction fuite doit vérifier certaines proprié-

tés : par exemple, elle est croissante le long des courbes intégrales du flot hamiltonien,
strictement croissante le long des courbes qui partent à l’infini et G(x, ξ) = x · ξ en dehors
d’un compact en x et pour ξ borné. Sous des hypothèses convenables, les auteurs montrent
que l’opérateur L est un opérateur de Fredholm d’indice 0 dans des espaces de Sobolev
adaptés. Les résonances sont alors les z tels que l’opérateur (L− z) n’est pas bijectif dans
ces espaces de Sobolev.

Enfin, dans [HM87] B. Helffer et A. Martinez ont démontré que la définition des réso-
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nances obtenue par les distorsions analytiques coïncide avec celle donnée par B. Helffer et
J. Sjöstrand lorsque ces deux techniques s’appliquent.

Introduisons maintenant le symbole semi-classique l(x, ξ) = |ξ|2 + V (x) associé à L, où
(x, ξ) ∈ T ∗Rd ∼= R2d et |ξ|2 =

d∑
j=1
ξ2
j avec ξ = (ξ1, · · · , ξd) ∈ Rd. SoitHl = ∂ξl·∂x−∂xl·∂ξ =

2ξ · ∂x − ∇V · ∂ξ, 6 son champ hamiltonien et la fonction s 7→ exp(sHl)(x, ξ) la courbe
hamiltonienne associée passant par le point (x, ξ) à s = 0. Pour E ∈ R, notons les
ensembles entrant/sortant à l’infini par Γ∓(E) = {(x, ξ) ∈ l−1(E); exp(sHl)(x, ξ) 6→
∞ quand s → ±∞}. L’ensemble des trajectoires captées à énergie E est défini par
K(E) = Γ−(E) ∩ Γ+(E). Les ensembles Γ∓(E) sont fermés et K(E) est compact, voir
[GS87, Appendix].

Soit E0 ∈ R. Y a-t-il des liens entre les résonances près de E0 et l’ensemble des trajectoires
captées K(E0) ? La réponse est oui. En effet,

Supposons que E0 est une énergie non-captive de L, c.-à-d. K(E0) = ∅. Alors

(a) Dans le cas analytique, il existe un voisinage complexe V de E0, indépendant de
h tel que L n’a pas de résonances dans V, pour h suffisamment petit. Voir [Sjö90,
Theorem 0.2].

(b) Dans le cas non-globalement analytique 7, il existe un voisinage complexe Wh de
E0, inclus dans {z ∈ C; Im(z) ≥ −Ch| ln h|} tel que L n’a pas de résonances dans
Wh, pour h suffisamment petit. Voir [Mar02b, Theorem 2.1].

Dans le cas non-globalement analytique la restriction à un voisinage complexe Wh dépen-
dant de h est due au calcul h−pseudodifférentiel C∞. Plus précisément, il faut respecter un
certain équilibre entre l’« ellipticité à l’infini » et la « propagation des singularités » pour
l’opérateur dilaté « Lt,θ » de L, voir [Mar02b, Lemma 4.1, identities (4.4) and (4.5)]. Mais
plus naïvement, nous devons contrôler des termes de la forme e−

| Im(z)|
h , ils sont d’ordre h−C

si 0 ≥ Im(z) ≥ −Ch| ln h|. Cet ordre est « admissible » pour le calcul h−pseudodifférentiel
C∞ c.-à-d. modulo O(h∞).

Un premier lien est le suivant : pas de trajectoires captées associées à une énergie donnée
implique une zone sans résonances près de cette énergie. La preuve du résultat précédent
repose sur l’existence d’une fonction fuite globale (strictement croissante « partout » près
de l−1(E0)). Ainsi pour z dans un petit voisinage de E0, le symbole de (L − z), en tant
qu’opérateur agissant sur des espaces de Sobolev associés à cette fonction fuite, est glo-

6. ∂w = ∂
∂w = ( ∂

∂w1
, · · · , ∂

∂wd
), où w = (w1, · · · , wd) ∈ Rd.

7. Le potentiel V est analytique en dehors d’un compact.
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balement elliptique et par conséquent l’opérateur (L− z) est bijectif dans ces espaces de
Sobolev.

Dans le cas où l’ensemble des trajectoires captées est non-vide, les choses se compliquent.
Sans être exhaustif, voici quelques idées. L’une des voies est de trouver un modèle « sol-
vable » très proche de l’opérateur L dans un sens assez précis et d’essayer de comparer les
objets spectraux correspondants. Par exemple, l’approximation harmonique dans le cas
du « puits dans l’isle ». Voir [HS86, GS87, Sjö87]. Cette approche est basée essentielle-
ment sur l’étude du problème de Grushin « correspondant ». Pour une vue globale sur le
problème de Grushin, on peut consulter [SZ07]. Cette stratégie donne des résultats très
précis sur la localisation des résonances.

Une autre méthode est de faire une construction fine d’une fonction fuite peu régulière
qui décolle (c.-à-d. strictement croissante sur les courbes du flot hamiltonien) dès qu’on
s’éloigne de l’ensemble des trajectoires captées. Ceci permet de majorer par un certain
volume le nombre des résonances dans un petit voisinage complexe de l’énergie considérée.
Voir [Sjö90, Theorems 4.2 and 4.6]. Plus précisément, sous certaines hypothèses dont
l’analyticité de l et l’hyperbolicité du flot hamiltonien associé, J. Sjöstrand a montré que
le nombre de résonances dans une certaine boîte de taille δ avec Ch ≤ δ ≤ 1

C
est d’ordre

O(δα−εh−d), où α est la codimension de Minkowski de l’ensemble des trajectoires captées.
Depuis ce résultat, il y a eu des avancées dans cette direction, surtout dans le cas de la
dynamique chaotique, voir [NZ07, NZ09, NSZ11] et surtout [NSZ14].

Dans le cas des opérateurs « black box » de J. Sjöstrand et M. Zworski, l’auteur de ce
tapuscrit a établit dans [i] un résultat reliant de manière explicite le nombre de résonances
dans un secteur près du réel aux rayons qui, d’une certaine manière, sont captés par la
boîte noire. Dans ce cas le caractère semi-classique provient du fait que nous considérons
les hautes fréquences. Ces résultats cités ci-dessus permettent de mieux comprendre les
liens existant entre les résonances et la géométrie microlocale du problème. C’est le point
de départ de mes travaux sur les résonances.

Dans les chapitres I et II, nous présentons certaines idées et résultats pertinents des tra-
vaux en collaboration avec J-F. Bony, S. Fujiié et T. Ramond concernant la distribution
des résonances pour l’opérateur de Schrödinger semi-classique multidimensionnel (ou cer-
taines généralisations : des opérateurs différentiels d’ordre 2 « distordables à l’infini » ou
localement pseudodifférentiels). Principalement, nous nous sommes intéressés à l’asymp-
totique des résonances pour des géométries particulières de l’ensemble des trajectoires
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captées. Pour cela, nous avons fait une étude qualitative et quantitative pour ces dyna-
miques particulières du hamiltonien correspondant (près d’un point fixe hyperbolique,
trajectoires homoclines et/ou hétéroclines, nappes homoclines, etc.) 8.

Pour obtenir l’asymptotique des résonances dans les cas géométriques cités ci-dessus,
la première étape est d’éliminer l’infini et de concentrer l’étude près de l’ensemble des
trajectoires captées :

Soit L l’opérateur de Schrödinger semi-classique défini ci-dessus avec une hypothèse d’ana-
lyticité sur V en dehors d’un compact. Soit E0 ∈ R+. Nous définissons l’opérateur L(t)
le « distordu » de L par les distorsions analytiques à la W. Hunziker, voir chapitre I,
sous-section I.1.1. Dans le cadre des potentiels non-globalement analytiques, A. Martinez
a prouvé que nous pouvons regarder les résonances de L dans une boîte de tailleMh| ln h|
en partie imaginaire, pour tout M > 0. Cette limitation en partie imaginaire est due à la
concurrence entre deux attributs de l’opérateur « distordu » L(t). En effet, nous devons
trouver un certain équilibre entre « l’ellipticité à l’infini » de la partie réelle du symbole
semi-classique de l’opérateur L(t) et le théorème de « propagation des singularités » asso-
cié à l’opérateur non-autoadjoint L(t). Voir [Mar02b, Proposition 3.1] et aussi [Mar02a,
Theorem 3.5.1]. Soit z(h) une résonance de L(t) dans une telle boîte au voisinage de E0.
Soit u = u(t, h) ∈ L2(Rd) un état résonant associé à z = z(h), c.-à-d.

(
L(t) − z

)
u = 0

et ‖u‖L2(Rd) = 1. Notons que cette propriété n’a lieu que pour une suite de valeurs de
h qui tend vers 0. Nous décrivons maintenant un état résonant (ou plus généralement
un quasi-mode) associé à la résonance z. Comme nous travaillons dans la catégorie C∞,
c.-à-d. modulo des restes d’ordre O(h∞), alors nous considérons le système suivant :

(L(t)− z)u = O(h∞), ‖u‖L2(Rd) = 1. (1)

Dans la suite nous montrons que cette équation est réduite à un système qui prend en
considération uniquement ce qui se passe près de l’ensemble des trajectoires captées.
En effet, en utilisant l’ellipticité de la partie réelle de L(t) = L+« petit (dépendant du
paramètre de dilatation t) » en dehors de la surface d’énergie l−1(E0), nous prouvons que
la fonction u se concentre sur la surface d’énergie E0, c’est la localisation en énergie. Ici
l est le symbole semi-classique de L. Puis, sur la surface d’énergie l−1(E0), nous utilisons
les estimations sur la partie imaginaire du symbole semi-classique du dilaté, l(t), nous
obtenons une localisation spatiale. Autrement dit, il existe un R > 0 assez grand tel que

8. Voir les définitions précises aux chapitres I et II.
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‖u‖L2(Rd) ≤ C0‖1|x|≤Ru‖L2(Rd)+O(h∞) pour un certain C0 > 0. 9 Pour les trajectoires dans
l−1(E0) le théorème de propagation des singularités « classique » associé à l’opérateur
non-autoadjoint L(t), montre que si u est microlocalement 10 nulle près d’un point de
la surface d’énergie E0 alors u est microlocalement nulle près de son évolué par le flot
hamiltonien Hl. Ceci est possible car la partie imaginaire du symbole semi-classique de
L(t) est suffisamment petite, d’ordre h| ln h|. Enfin, nous appliquons le résultat crucial
dans ce cadre de J-F. Bony et L. Michel [BM04] qui dit que « les états résonants sont
des vecteurs propres sortants ». Par conséquent, les états résonants -et plus généralement
les quasi-modes globaux- s’annulent dans la zone entrante à l’infini Γ−(E0) \K(E0), c.-à-
d. u = 0 microlocalement près de ρ pour tout ρ ∈ Γ−(E0) \K(E0). Ce résultat nécessite
le théorème de propagation des singularités cité ci-dessus. En conclusion, la fonction u

est solution de l’équation (1) si et seulement si la fonction u est solution du problème de
Cauchy microlocal près de l’ensemble des trajectoires captées suivant :

 (L− z)u = 0 microlocalement près de K(E0),

u = u0 microlocalement près de tout point de Γ−(E0) \K(E0),
(2)

avec u0 vérifiant (L− z)u0 = 0 microlocalement près de K(E0). Ici nous avons utilisé que
L(t) = L dans un grand compact en x. Ce système doit être vue comme une équation de
propagation. Ce point de vue est très important pour caractériser les états résonants. En
fait, dès que nous avons une solution du problème de Cauchy microlocal près de l’ensemble
des trajectoires captées, nous construisons un quasi-mode global à support compact de(
L(t)−z

)
à l’aide du flot quantique « e− i

h
s(L(t)−z) Opw(χ) » associé à l’opérateur L(t). Dans

les faits, nous construisons une paramétrixe de e− i
h
s(L(t)−z) Opw(χ) bien que cet opérateur

peut ne pas être bien défini car L(t) est non-autoadjoint. Mais le choix d’une troncature
χ ∈ C∞0 (Rd) dont le support est « extrêmement » proche de l’ensemble des trajectoires
captées est crucial. Notons que ce quasi-mode n’est pas supporté uniquement où il n’y
a pas de distorsion. Cette approche nous a permis dans [xix] de préciser le lien entre
majoration polynomiale du prolongement de la résolvante et propagation des singularités
à travers l’ensemble des trajectoires captées dans le cadre de l’étude des résonances semi-
classiques.

9. Ici 1B est la fonction caractéristique de B.
10. Dans ce mémoire, la notion de « microlocalement près » est dans le cadre C∞. Voici la définition,

pour ρ ⊂ T ∗Rd et u une fonction polynomialement bornée, on dit que u = 0 microlocalement près de
ρ (ou u est microlocalement nulle près de ρ) s’il existe χ ∈ C∞0 (T ∗Rd) avec χ = 1 près de ρ tel que
Opw(χ)u = O(h∞) en norme L2. Voir chapitre I, sous-section I.1.5.
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Le point commun de toutes les géométries particulières que nous étudions est la présence
de (au moins un) maxima du potentiel globaux et/ou locaux suivant les cas. Pour com-
prendre les propriétés des fonctions résonantes 11 dans ces situations et surtout les décrire
nous avons établi un résultat de propagation des singularités dans le cas lisse C∞ (et aussi
analytique Cw), traversant un point fixe hyperbolique du champ hamiltonien associé au
symbole de l’opérateur de Schrödinger semi-classique multidimensionnel étudié, voir le
travail « fondateur » de 2007. 12 Ce genre de résultat a été établi en dimension 1 dans le
cas classique (indépendant d’un paramètre semi-classique) par N. Hanges (voir [Han79])
dans son travail sur la propagation des singularités pour des opérateurs à caractéristiques
doubles. L’ingrédient principal est de factoriser l’opérateur de départ en un produit de
deux opérateurs de type principal. En dimension quelconque (d > 1), la situation est
beaucoup plus compliquée car il y a plusieurs directions rentrant vers le point fixe hyper-
bolique avec des vitesses en général différentes et donc une forme normale arguée du cas de
la dimension 1 n’est pas facilement « exploitable ». Notons que le cas multidimensionnel
ne rentre pas dans le cadre d’opérateurs à caractéristiques multiples.

Près du point fixe hyperbolique (prenons (0, 0) ∈ R2d pour fixer les idées) la géométrie est
déterminée par l’existence de deux variétés lagrangiennes Λ− et Λ+ de dimension d chacune
telles que exp(sHl)(Λ∓) converge vers (0, 0) quand s→ ±∞. Soit Ω un voisinage du point
fixe hyperbolique donné par le théorème de la variété stable. Soit z ∈ D(l(0, 0), Ch) avec
C > 0 fixé. 13 Le problème du passage du point fixe hyperbolique (0, 0) se ramène à
l’étude du problème de Cauchy microlocal suivant : Soient u0 et v des données telles
que ‖v‖ + ‖u0‖ ≤ 1. On cherche les solutions u de (L − z)u = v microlocalement près
de Ω et u = u0 microlocalement près de V− un voisinage du relèvement dans Λ− d’une
petite sphère centrée en 0 ∈ Rd, avec ‖u‖ ≤ h−K pour un certain K. Le théorème de
propagation des singularités dans ce cas correspond à l’unicité du problème de Cauchy
microlocal ci-dessus, c.-à-d. si v = 0 microlocalement près de Ω et u0 = 0 microlocalement
près de V− alors u = 0 microlocalement près de Ω. Nous parlons d’existence du problème
de Cauchy microlocal s’il admet au moins une solution. Les résonances engendrées par un
sommet de potentiel correspondent à l’existence d’une solution non-triviale du problème
de Cauchy microlocal avec v = 0 microlocalement près de Ω et u0 = 0 microlocalement

11. Nous pouvons dire résonante ou résonnante, d’après différents dictionnaires, voir par exemple « Le
dictionnaire de notre temps » de 1991, le siècle dernier !, page 1336 ; réson(n)ant, ante : adj. Qui
résonne ; qui est le siège d’un phénomène de résonance.
12. voir [iv] (avec J-F. Bony, S. Fujiié et T. Ramond) Microlocal kernel of pseudodiferential operators

at a hyperbolic fixed point. J. Funct. Anal. 252 (2007), no 1, p. 68–125.
13. Soient a ∈ C et r > 0. On note par D(a, r) = {w ∈ C; |w − a| < r}.
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près de V−. Ces solutions sont dites « purement » sortantes puisque u0 = 0 dans V−, le
relèvement dans Λ− d’une petite sphère centrée à l’origine en x. Pour la construction des
états résonants dans le cas où l’ensemble des trajectoires captées contient des points fixes
hyperboliques le choix de voisinages Ω,U− correspondants près de ces points est crucial
ainsi que la condition initiale u0 doit vérifier (L− z)u0 = 0 microlocalement près de V−.

En résumé, comme déjà dit précédemment, la particularité des géométries des ensembles
captés que nous considérons est qu’ils ont au moins un point fixe hyperbolique dû à un
maximum (local ou global) du potentiel. Ainsi, le système précédent peut être vue comme
une équation de propagation à travers le point fixe hyperbolique dans ce cas.

La deuxième étape concerne le passage du sommet de potentiel. Elle est basée sur des
commutations avec des opérateurs d’annihilation adaptés à notre situation. Notons que
dans notre travail de 2007 la preuve du théorème de propagation des singularités est ba-
sée sur des estimations d’énergie donc assez technique mais c’était nos débuts pour ce
problème et les choses n’étaient pas aussi claires que maintenant ! Exposons l’approche
des commutations -connue depuis longtemps pour le calcul du spectre de l’oscillateur
harmonique- au modèle unidimensionnel L0 = −h2 d2

dw2 − w2. Notons par A = −ih d
dw
− w

l’opérateur d’annihilation, un calcul direct donne A(L0−z) = (L0−2ih−z)A. Considérons
maintenant une solution u de (2) avec u0 est microlocalement nulle dans Γ−(E0) \K(E0)
et z ∈ D(l(0, 0), Ch), C > 0 une constante fixée. En appliquant N -fois l’identité précé-
dente nous obtenons (L0 − i2Nh − z)ANu = AN(L0 − z)u = O(h∞), pour tout N ∈ N.
Puisque l’opérateur

(
L0 − (z + i2Nh)

)
est inversible pour N > C

2 , nous déduisons que
ANu = O(h∞) pour ces valeurs de N . Un argument standard de l’analyse microlocale -voir
[Hör94b, sections 25.1 et 25.2]- implique que u est une distribution lagrangienne associée à
Λ+, la variété caractéristique de l’opérateur h-pseudodifférentiel A, qui est aussi la variété
instable associée au point fixe hyperbolique. Comme la solution u est une distribution la-
grangienne alors le problème de Cauchy microlocal (2) devient une équation de transport
sur le symbole de la solution u, voir chapitre I, équation (I.25).

Revenons maintenant à la dimension quelconque. Une analyse poussée de l’équation de
transport dégénérée correspondante, nous permet d’obtenir l’asymptotique des résonances
engendrées par un sommet du potentiel avec l’approche générale suivante : Soit D un
domaine de C où nous étudions les résonances. Nous supposons que z0 ∈ D est l’unique
point dans un certain sens de « dégénérescence » dans D de l’équation de transport (voir
chapitre I, équation (I.26)), z0 est dite pseudo-résonance. Nous vérifions les deux points
suivants :
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1. Pas de résonances et une estimation de la résolvante en dehors d’un « petit » disque
centrée au point z0.

2. L’opérateur L considéré admet au moins une résonance dans un « tout petit »
disque centré en z0. Pour cela, nous construisons une « fonction test » vérifiant que
le projecteur spectral généralisé associé à z0 appliqué à cette solution préparée est
non nulle (si L n’a pas de résonance près de z0 alors la quantité précédente doit
être nulle quelque soit la « fonction test » choisie).

Par cette approche, nous avons donné la distribution des résonances pour un maximum
global du potentiel dans le cas où V est non-globalement analytique. Sachant que dans
le cas où V est analytique dans un voisinage complexe de Rd, ce genre de résultat a
été établi par J. Sjöstrand [Sjö87] dans le cas d’un point critique non-dégénérée (non
nécessairement un maximum) 14, par P. Briet, J-M. Combes et P. Duclos [BCD87] dans le
cas d’un maximum sous une hypothèse de viriel et par T. Ramond [Ram96] en dimension 1
en utilisant la méthode BKW exacte. Tous ces auteurs prouvent que dans un disque centré
à la valeur maximale E0 > 0 de V et de taille Ch avec C > 0 bien choisi, il y a une bijection
entre les résonances de l’opérateur de Schrödinger semi-classique (multidimensionnel) et
un certain sous-ensemble de C discret dépendant des valeurs propres de la hessienne du
potentiel V au point 0 vérifiant V (0) = E0, cet ensemble est par définition l’ensemble des
pseudo-résonances. N. Kaidi et P. Kerdelhué [KK00] ont étendu ce résultat aux disques
de taille hδ pour tout δ ∈]0, 1] en utilisant une forme normale sous une hypothèse de
Z-indépendance. En dimension 2, M. Hitrik, J. Sjöstrand et S. Vũ Ngo.c [HSVN07] ont
obtenu un résultat similaire pour des disques de taille 1 (δ = 0). Ce genre de résonances
apparaît de manière naturel dans le contexte de la relativité générale, en particulier pour
l’étude des trous noirs, voir A. Sá Barreto et M. Zworski [SBZ97].

Dans le cas où V est analytique, nous avons obtenu une formule explicite en puissance de
h du projecteur spectral généralisé associé à une résonance simple, nous avons donné le
développement asymptotique du résidu de l’amplitude de diffusion associé à une résonance
simple pour des potentiels à longue portée. Nous avons étudié le comportement du groupe
d’évolution de l’opérateur de Schrödinger en temps grand associé à un maximum du
potentiel en fonction des résonances, où le projecteur spectral apparaît naturellement.
Tous ces résultats se généralisent automatiquement au cas où V est non-globalement
analytique, modulo une hypothèse de plus sur la simplicité de la résonance considérée et

14. Dans l’introduction de [Sjö87], l’auteur dit : « The case when the coefficients are only C∞ on a
compact set and analytic outside , could certainly also be treated to the price of certain technical compli-
cations. » La réponse est oui trente ans après mais avec un bémol, nous ne contrôlons pas la multiplicité !
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via [ix, page 1357, Remark 2.4] 15.

Dans le chapitre I, nous présentons un théorème de propagation des singularités dans le
cas d’un point fixe hyperbolique et décrivons le passage de ce point, voir théorèmes I.3
et I.4. Ces deux résultats plus une étude fine de l’équation de transport correspondante
nous permettent de prouver l’asymptotique des résonances générées par un maximum
global d’un potentiel non-globalement analytique. Voir théorème I.5. Puis, nous donnons le
développement asymptotique complet en puissance entière de h dans le cas d’une pseudo-
résonance simple, voir proposition I.6, où l’état résonant correspondant est micro-localisé
le long d’une trajectoire rentrante dont le choix dépend de manière cruciale de la pseudo-
résonance simple. Au passage, nous donnons une description des états résonants dans
ce cadre, voir proposition I.8. En deuxième partie, nous présentons dans le cas où V

est globalement analytique deux applications : une formule explicite en puissance de h
du projecteur spectral associé (voir théorème I.10) et le comportement du semi-groupe
d’évolution de l’opérateur de Schrödinger en temps grand associé, voir théorème I.11. La
deuxième application peut être vue comme une généralisation de la formule de Poisson,
valable pour les opérateurs à spectre discret. La description de l’évolution en temps long
du propagateur tronqué pour le groupe des ondes en termes de résonances a été obtenue
pour la première fois par P. Lax et R. Phillips [LP89] à l’extérieur d’un obstacle étoilé. Ce
résultat a été généralisé en utilisant diverses techniques pour différentes situations de non-
capture, voir par exemple B-R. Văınberg [Văı89]. Les situations de capture ont été traitées
par S-H. Tang et M. Zworski [TZ00] et N. Burq et M. Zworski [BZ01] pour des temps assez
grands. D’autre part, l’évolution temporelle des états quasi-résonants (sortes de quasi-
modes) a été étudiée par C. Gérard et I-M. Sigal [GS92]. Dans [NSZ03], S. Nakamura,
P. Stefanov et M. Zworski ont fait une étude spécifique du groupe de Schrödinger pour
les résonances de forme créées par un « puits dans une isle ». Il y a eu aussi des résultats
dans le cas où l’ensemble des trajectoires captées est hyperbolique. Nous nous référons au
travail de T. Christiansen et M. Zworski [CZ00] dans le cas de l’équation des ondes sur
une surface modulaire et sur le cylindre hyperbolique, ainsi qu’au travail de J-F. Bony et

15. Voici le texte : « Remark 2.4 : The analyticity of V in a full neighborhood of Rn is used only
for the localization of the resonances. Indeed, if the conclusions of Theorem 2.1 and Remark 2.3 hold
for V smooth and analytic outside of a compact set, then the results of this paper still apply under
this weaker assumption. » Ici n = d, le « Theorem 2.1 » est exactement la correspondance entre les
résonances de l’opérateur de Schrödinger semi-classique multidimensionnel considéré et l’ensemble des
pseudo-résonances correspondant et la « Remark 2.3 » est l’asymptotique complète en puissance de h
dans le cas où la (pseudo)-résonance est simple. Dans [xxi] nous avons prouvé ces deux résultats. Le seul
point faisant défaut est le non-contrôle de la multiplicité de la résonance correspondante d’où l’hypothèse
de simplicité en plus pour cette dernière.
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D. Häfner [BH08] pour groupe des ondes dans la métrique de Sitter-Schwarzschild, et au
le travail de C. Guillarmou et F. Naud [GN09] pour l’opérateur des ondes sur des variétés
hyperboliques convexes co-compactes.

Dans la dernière section de ce chapitre nous exposons un travail en collaboration avec
T. Watanabe (voir [xiii]), concernant la probabilité de transition adiabatique d’un sys-
tème à deux niveaux dans le cas d’un nombre fini de croisements évités. Nous étudions un
changement global de bases d’un système différentiel du premier ordre par rapport à un
paramètre semi-classique « adiabatique » (h ↓ 0) et un paramètre d’interaction (ε ↓ 0).
Nous obtenons les différents comportements asymptotiques au moyen de la méthode BKW
exacte et de l’analyse microlocale, en fonction du rapport entre les deux paramètres dans
le cas où le potentiel est analytique dans un certain voisinage complexe de R. Ce travail
n’a pas de lien direct avec les résonances mais la situation géométrique près des croise-
ments est comparable à celle donnée par un point fixe hyperbolique en dimension 1. De
plus, une généralisation au cas non-globalement analytique est possible via le théorème
I.4. Dans un certain régime (voir chapitre I, section I.4, Cas no 3) la preuve combine la
méthode BKW exacte et l’approche microlocale, par l’étude de la forme normale corres-
pondante aux zéros non-dégénérés du potentiel, en dimension 1. Plus précisément, dans
un certain anneau centré au point d’annulation du potentiel dont l’ordre de grandeur
peut dépendre de

√
h suivant la corrélation entre les deux paramètres, nous identifions les

solutions obtenues par les deux méthodes en comparant les fronts d’ondes correspondants.

Dans le chapitre II, nous présentons l’asymptotique des résonances dans le cas où l’en-
semble des trajectoires captées est constitué d’un point fixe hyperbolique et un nombre
fini d’orbites homoclines. Dans ce cas, nous mettons l’accent sur deux phénomènes re-
marquables : l’accumulation des résonances sur des courbes que nous analysons à l’échelle
macroscopique et microscopique ; puis le phénomène de vibration. Nous donnons aussi
la condition de quantification pour les (pseudo-)résonances générées par un nombre fini
de sommets avec un nombre fini d’orbites homoclines et/ou hétéroclines associées. Cet
ensemble capté peut être vue comme un graphe. Nous obtenons en général un nuage
de résonances sans aucune structure, au passage nous définissons un coefficient d’amor-
tissement (« damping ») qui délimite entre autre une zone sans résonance. Dans le cas
d’un potentiel à trois bosses en dimension 2 nous donnons des formules explicites pour
l’asymptotique des résonances en distinguant trois cas de configurations. Nous terminons
ce chapitre par la description des états résonants dans des cas précis et des phénomènes
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de micro-localisations assez inhabituels. Par exemple il arrive que les résonances sont
données par un certain cycle du graphe alors que les états résonants correspondants sont
micro-localisés dans une autre région du graphe. Notons que le cas d’un point fixe hyper-
bolique avec un nombre fini d’orbites homoclines associées rentre bien sûr dans ce cadre
de graphe. Mais comme le formalisme de graphe n’est pas nécessaire dans ce cas, nous
avons choisi de le présenter à part pour séparer les difficultés et surtout pour la clarté des
idées et la progression des arguments.

Pour prouver les asymptotiques des résonances décrites dans le chapitre II, nous utilisons
l’approche générale appliquée dans le cas des résonances générées par un sommet. Mais
il nous faut a priori identifier l’ensemble des pseudo-résonances. Cette identification se
fait par une règle de quantification. C’est à dire trouver une équation simple impliquant
une fonction, une matrice ou un opérateur etc, suivant la situation géométrique, dont les
pseudo-résonances sont les zéros de cette dernière. Dans les deux cas présentés ici, une
matrice apparaît naturellement. Comment obtenir cette matrice ?

Sans rentrer dans les détails, dans le cas d’une trajectoire fermée, nous essayons de com-
parer une solution avec elle même après un tour le long de cette trajectoire, voir [iii] pour
une explication très basique (mais naturelle) dans cet exemple.

Dans les situations géométriques du chapitre II, « les retours » se font près des points fixes
hyperboliques. Donc, nous devons étudier les solutions près de ces points. Soit s0 ∈ Rd tel
que V (s0) est un maximum local, d’où (s0, 0) est un point fixe hyperbolique. Par hypo-
thèse, il y a un nombre fini de trajectoires homoclines et/ou hétéroclines rentrantes vers ce
point et sortantes de ce dernier. Suivant la terminologie du chapitre II, sous-section II.3.1,
nous notons α̃ une courbe hamiltonienne rentrant vers le point (s0, 0), c.-à-d. α̃+ = (s0, 0),(
α̃(t) → (s0, 0) quand t → +∞

)
, et α la courbe hamiltonienne sortant du point (s0, 0),

c.-à-d. α− = (s0, 0)
(
α(t) → (s0, 0) quand t → −∞

)
. Soit uα la restriction microlocale

de u près de α. Ensuite, en utilisant l’argument crucial suivant (voir chapitre I, sous-
section I.2.2) : les fonctions uα̃ avec α̃+ = (s0, 0) (les données entrantes) déterminent de
manière unique et explicite les fonctions uα avec α− = (s0, 0) (données sortantes) puisque
(P −E)u = 0 microlocalement près de (s0, 0), pour E dans un O(h)-voisinage de E0 (hors
d’un tout petit O(εh)-voisinage de E0 − ihΓs pour tout ε > 0 suffisamment petit dans
le cas de plusieurs sommets, ici Γs est donné par le lemme II.12). De plus, sous une cer-
taine hypothèse (voir (A.I.4)), les uα sont toujours des distributions lagrangiennes dont
la variété lagrangienne est Λs0

+ associée au point fixe hyperbolique (s0, 0), (la définition de
Λs0

+ est donnée dans la sous-section II.3.1). Si de plus les uα̃ sont aussi des distributions
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lagrangiennes, alors, à l’ordre principal, le symbole de chaque uα est donné par une com-
binaison linéaire des symboles des uα̃ dont les coefficients Qα,α̃(E, h) correspondants sont
donnés par l’identité (II.11). Ainsi la matrice Q est une matrice de transfert des symboles
des solutions microlocales sur les arêtes du graphe décrivant l’ensemble capté considéré.
La condition de quantification est la condition sous laquelle il existe au moins une solution
microlocale non-triviale définie de manière « cohérente » sur tout le graphe. Pour véri-
fier l’hypothèse que les uα̃ sont des distributions lagrangiennes, nous faisons un premier
passage par les sommets du graphe. Ceci nous permet de sélectionner les uα̃ admissibles
à partir de n’importe quel distribution choisie au départ avec l’unique condition que sa
variété lagrangienne est transverse à la variété rentrante Λs0

− le long des arêtes rentrantes,
α̃+, vers (s0, 0).

Dans ce tapuscrit, nous n’allons pas discuter du développement asymptotique du résidu de
l’amplitude de diffusion associé à une résonance simple pour des potentiels à longue portée
(voir [ix, section 5]), ni de la distribution des résonances dans le cas des nappes homoclines
et/ou hétéroclines (voir [xxii, chapitres 3 et 5]), ni les asymptotiques d’ordre supérieur
(voir [xxii, section 4.5]), ni les phénomènes remarquables de transition et de stabilité des
courbes d’accumulation des résonances dans le cas d’un nombre fini d’orbites homoclines,
et surtout pas le cas où l’intersection n’est pas transverse le long des trajectoires captées
entre l’évolué de la variété stable et celui de la variété instable, issues du même point fixe
hyperbolique (voir [xxii, section 4.6]). La seule remarque que nous pouvons donner dans
le cas des nappes est que l’opérateur qui code les (pseudo)-résonances est un opérateur
compact sur un espace de dimension infinie. De plus, ces grandes valeurs propres jouent
un rôle important dans la condition de quantification (sous certaines hypothèses, le même
rôle que celles obtenues dans le cas d’un nombre fini d’orbites homoclines attachées au
même point fixe hyperbolique, voir [xxii, section 5.2]).

Avec la stratégie développée surtout dans [xxi] et [xix], nous pouvons traiter d’autres situa-
tions géométriques données par des potentiels non-globalement analytiques. Par exemple
le cas où l’ensemble capté est une trajectoire fermée hyperbolique, et comparer le résul-
tat obtenu avec celui de C. Gérard et J. Sjöstrand établi dans le cas analytique. Ainsi
que le cas où l’ensemble capté est un point critique non-dégénéré (non-nécessairement
un maximum). Mais à chaque fois, la notion de distribution lagrangienne associée à la
variété sortante Λ+ doit être remplacée par une classe de fonctions appropriée. D’autres
situations très « inhabituelles » impliquant les points fixes hyperboliques sont en vues. 16

16. et l’histoire de l’équipe du continue !
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Le chapitre III concerne mes travaux en collaboration avec M. Dimassi sur la théorie
de diffusion pour l’opérateur de Schrödinger périodique. Nous nous sommes intéressés à
la fonction de décalage spectral 17 ainsi qu’aux résonances 18 dans ce cadre. La fonction
de décalage spectral a été introduite par I.M. Lifšic en 1952 lors de ses études sur des
problèmes de mécanique des solides (voir [Lif52]) et elle a été réécrite par M-G. Krĕın en
1953 dans un cadre abstrait, voir [Kre53] où une représentation explicite de cette fonction
de décalage spectral en terme d’un déterminant perturbé a été obtenue. Le travail de M-G.
Krĕın sur la fonction de décalage spectral est décrit en détail dans [BY92]. Les informations
de base sur cette notion se trouvent dans [Rob99] et [Yaf00, chapitre 8]. La fonction
de décalage spectral est un objet spectral très important en théorie des perturbations,
il permet de décrire le comportement du spectre discret ainsi que continu. C’est une
généralisation de la fonction de comptage des valeurs propres, voir chapitre III, identité
(III.3).

Le comportement asymptotique de la fonction de décalage spectral dans le cas de l’opéra-
teur de Schrödinger a été intensivement étudié, voir [CdV81, Gui85, MR78, PP82, Rob92,
Rob94, RT87]. Dans le régime semi-classique (c.-à-d. PS(h) = −h2∆x +U(x), (h↘ 0) où
U est un potentiel régulier, majoré par un certain poids décroissant vers 0 à l’infini), une
asymptotique de type Weyl de ζh(λ) := ζ(λ;PS(h),−h2∆) associée au couple d’opérateurs
(PS(h),−h2∆), avec un reste optimal a été obtenue, voir [Rob92, Rob94, RT87, RT88].
Si de plus λ est une énergie non-captive du hamiltonien classique, p(x, ξ) := ξ2 + U(x),
c.-à-d. pour tout (x, ξ) ∈ p−1({λ}), | exp(tHp)(x, ξ)| −→

t→±∞
∞, 19 une asymptotique com-

plète de ζ ′h(λ) en puissance de h a été prouvée, voir [Rob92, Rob94, RT87, RT88]. Des
résultats similaires sont bien connus pour la fonction de décalage spectral à haute énergie
(voir [Bus71, CdV81, PP82, Pop82, Rob91]).

Il y a peu de travaux autour de la fonction de décalage spectral dans le cas de l’opérateur
de Schrödinger périodique perturbé, voir [Bus87, GN98, BY94]. Nous avons prouvé le
même genre de résultats cités dans le paragraphe précédent au cas de perturbations à
variation lente de l’opérateur de Schrödinger périodique. En fait, nous avons donné le

17. Pour la définition de la fonction de décalage spectral dans le cadre abstrait voir chapitre III, identité
(III.2).
18. Les résonances sont les pôles de la résolvante tronquée obtenues par prolongement de cette dernière

à travers les bandes de Bloch.
19. Ici la fonction t 7→ exp(tHp)(x, ξ) est la courbe intégrale associée au champ de vecteurs Hp =

(2ξ,−∇U(x)) passant par le point (x, ξ) à t = 0 .
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développement asymptotique faible « au sens des distributions » de la fonction de décalage
spectral ζh(λ) := ζ(λ;−∆+Vper(x)+ϕ(hx),−∆+Vper(x)), voir théorème III.2 ainsi que le
développement asymptotique complet en puissance de h « au sens fort ou ponctuel » de sa
dérivée dans le cas non-captif, voir théorème III.3. Ici Vper est le potentiel périodique, ϕ est
la perturbation 20 et h est le paramètre semi-classique. Une des conséquences de ce dernier
résultat est l’absence de valeurs propres plongées dans le spectre continu. Nous montrons
aussi qu’il n’y a pas de résonances près d’un certain voisinage de l’axe réel dès qu’il n’y
a pas de trajectoires captées, ce qui confirme plusieurs idées et résultats de la physique
quantique. Les résonances sont définies dans ce cadre sous une hypothèse d’analyticité de
la perturbation ϕ. De plus nous avons établi une formule de trace locale impliquant les
résonances « éventuelles » créées par ce genre de perturbations. Un résultat de minoration
de nombre de résonances a été établi dans le cas où la perturbation a pour effet de pousser
au moins une énergie proche de celle étudiée vers le support singulier analytique de la
densité d’états de P0 := −∆ + Vper(x), voir théorème III.7.

La première difficulté dans ce cadre est que l’opérateur P (h) = −∆ + Vper(x) + ϕ(hx)
n’est pas un opérateur h-pseudodifférentiel. En fait, quand h ↘ 0, il y a deux échelles.
La première est γ, la période de la cellule, et la seconde est γ

h
sur laquelle la perturbation

du potentiel varie sensiblement. Pour remédier à cela, nous réduisons l’étude de P (h), à
celle d’un système d’opérateurs h-pseudodifférentiels. Plus précisément, suivant [Dim93,
Dim02, GMS91, GRT88], nous pouvons réduire l’étude spectrale de P (h) près de toute
énergie fixée z à l’étude d’un système fini d’opérateurs h-pseudodifférentiels, E−+(z, h),
agissant sur L2(T∗d;CN) dépendant d’une façon non-linéaire du paramètre spectral z en
général, c’est la méthode du hamiltonien effectif. 21 L’asymptotique faible de la fonction
de décalage spectral se déduit des résultats bien connus de calcul h−pseudodifférentiel,
voir [Rob87] et les références qui s’y trouvent. Par contre, dans le cas de géométries
non-captives, l’asymptotique ponctuelle complète de la dérivée de la fonction de déca-
lage spectral ne découle pas directement des résultats de D. Robert et H. Tamura (voir
[RT84, RT87, RT88] et aussi [Rob94]) suite à la dépendance non linéaire de E−+(z, h)
par rapport au paramètre spectral z. Pour pallier à cette difficulté, nous commençons par
donner le symbole de E−+(z, h) près d’une énergie non-critique de P0. Le symbole prin-
cipal correspondant dépend de façon linéaire en z ( le symbole sous principal ne dépend
pas de z ) et la dépendance non-linéaire n’arrive qu’à partir de l’ordre 2 en h et de plus

20. Pour les hypothèses précises sur Vper et ϕ nous renvoyons le lecteur au chapitre III, section 2.
21. Ici nous notons par T∗d le tore plat de dimension d et l’entier N désigne le nombre de bandes

« impliquées » près de l’énergie considérée.
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le terme correspondant est holomorphe en z dans un petit voisinage complexe Ω près
de l’énergie considérée. Les deux ingrédients principaux dans la méthode de D. Robert
et H. Tamura sont le théorème d’absorption limite et la construction d’une paramétrixe
pour des temps longs de l’équation d’évolution correspondante. Dans notre cas, nous uti-
lisons ces deux ingrédients mais pour une famille d’opérateurs (Bs)s∈Ω∩R vérifiant les deux
propriétés suivantes :

(i) Le symbole principal de Bs (resp. sous-principal) coïncide avec le symbole principal
(resp. sous-principal) de E−+(z, h), donc indépendant du paramètre s.

(ii) À partir du terme d’ordre 2 en h, nous remplaçons le paramètre spectral z par le
paramètre s ∈ Ω ∩ R dans les termes de E−+(z, h) correspondants.

Nous appliquons maintenant la méthode de D. Robert et H. Tamura à la famille d’équa-
tions d’évolutions correspondantes paramétrée par s, toute la difficulté est de bien contrô-
ler l’uniformité par rapport à ce paramètre des différentes estimations. La condition de
non-capture est valable pour toute cette famille d’opérateurs puisque le symbole principal
( et aussi sous-principal ) est le même pour tous ces opérateurs.

Pour la formule de trace locale, après un problème de Grushin, nous regardons encore un
système fini d’opérateurs h-pseudodifférentiels. Nous utilisons les propriétés du hamilto-
nien effectif, telle que l’analyticité par rapport au paramètre spectral z de la contribution
qui provient du complémentaire d’un voisinage de l’énergie que nous considérons. Cela
permet d’écrire la trace de [f(P (h) − f(P0)] comme une intégrale de chemin modulo un
reste d’ordre h−d, uniformément par rapport à f où f est analytique dans Ω et sup|f | ≤ 1
dans Ω \ Ω̃. Ici Ω̃ ⊂ Ω sont deux voisinages de l’énergie non-critique de P0 considérée et d
est la dimension de l’espace. Puis nous faisons une dilatation analytique en moment ξ à
la H. Cycon, voir [Cyc85]. Ce qui est possible près d’une énergie non-critique. Notons Ut

l’opérateur correspondant à cette dilatation avec t ∈ C, |t| � 1. En utilisant la cyclicité
de la trace et le fait que l’opérateur Ut est unitaire pour t réel nous montrons que la trace
de l’intégrant ne change pas sous l’action de la dilatation Ut pour t complexe mais suffi-
samment petit. Ceci nous permet d’ouvrir une fenêtre complexe près des bandes de Bloch
intervenant autour de l’énergie non-critique de P0 considérée où nous pourrons identifier
les résonances de P (h). Comme l’intégrant est un opérateur compact, nous pouvons le
décomposer en deux opérateurs, le premier est de rang fini (= O(h−d)) et le deuxième
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est de norme petite. Donc, nous pouvons écrire la trace de [f(P (h)− f(P0)] comme une
intégrale de contour où l’intégrant fait intervenir un déterminant dont les zéros sont les
résonances de P (h), c’est l’idée de représenter la fonction de décalage spectral en fonc-
tion d’un certain déterminant perturbé. Une conséquence directe est que le nombre de
résonances de P (h) est au plus O(h−d) dans Ω sachant que P0 n’a pas de résonances près
de ses énergies non-critiques. Suite à cette conclusion nous pouvons trouver un chemin
où une certaine minoration « à priori » est vérifiée. Suivant la preuve du théorème de
Lidskĭı [Lid59] ( voir aussi [GK71, page 103, théorème 8.4] ) et en utilisant le théorème
de factorisation d’Hadamard nous obtenons -modulo un reste O(h−d) uniforme en f - une
intégrale de Cauchy d’une fonction méromorphe dont les pôles sont exactement les réso-
nances de P (h), d’où la formule de trace locale impliquant les résonances de P (h) près
d’une énergie non-critique de P0. Comme application, nous montrons l’existence d’une
infinité de résonances en combinant les théorèmes III.2 et III.6 pour un choix particu-
lier de la perturbation ϕ et en utilisant la définition du front d’onde analytique par la
transformation F.B.I. 22

Pour l’asymptotique forte de la dérivée de la fonction de décalage spectral, nous avons
besoin d’étudier un problème d’évolution dont la dépendance par rapport au paramètre
spectral est implicite et non-linéaire. Une idée pour contourner ce genre de difficulté est
d’avoir une approche stationnaire (indépendante du temps) introduite par M. Dimassi
et J. Sjöstrand (voir [DS96]) dans leur étude des opérateurs pseudo-différentiels micro-
hyperboliques. Voir aussi [DS99, chapitre 12]. Dans [xii], nous avons donné une nouvelle
preuve du résultat de D. Robert et H. Tamura concernant l’asymptotique forte en puis-
sance de h de la dérivée de la fonction de décalage spectral ζ(λ;−h2∆+U(x),−h2∆) près
d’une énergie non-captive, dans le cas de l’opérateur de Schrödinger. Comme expliqué
ci-dessus l’approche de D. Robert et H. Tamura nécessite la construction de paramétrixe
pour des temps longs pour l’équation d’évolution correspondante alors que notre preuve
est stationnaire (indépendante du temps), basée sur le théorème d’absorption limite, des
estimations à la Paley-Wiener et le calcul fonctionnel introduit par B. Helffer et J. Sjös-
trand, voir [DS99, chapitre 8]. Cette approche nous permettra d’étudier la fonction de
décalage spectral dans le cas de croisement de valeurs propres de Floquet de l’opéra-
teur de Schrödinger périodique dans le futur. Notons que cette approche a été utilisé pour
l’étude de la fonction de décalage spectral dans le cas de l’opérateur de Stark (voir [DF15])
et aussi dans le cas des systèmes, voir [ADS17].

22. La transformation F.B.I (Fourier-Bros-Iagolnitzer), voir [Sjö82, chapitre 6, page 39].
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Enfin nous avons obtenu des résultats comparables dans le cas des perturbations à grande
constante de couplage. En fait ce type de perturbations est microlocalement comparable
au cas discuté dans les paragraphes précédents via une construction explicite d’un poten-
tiel à variation lente correspondant, voir [viii]. Ces résultats ne sont pas exposés dans ce
tapuscrit.

Avec la fin de la présentation du chapitre III, nous terminons la description de la première
partie de ce mémoire dont le sujet principal est les résonances semi-classiques, d’où le titre
de cette partie « Autour des résonances en limite semi-classique » 23. La seconde partie
concerne deux travaux dans deux domaines mathématiques différents, le premier en théo-
rie quantique des champs et le deuxième en théorie du contrôle. Le seul point commun
entre ces deux travaux est la présence d’un paramètre que nous allons faire tendre vers
0, d’où le titre de cette deuxième partie « Encore du semi-classique ». Le premier travail
concerne la limite classique -suivant la terminologie dans ce domaine- de la propagation
d’états cohérents en théorie quantique des champs. Le paramètre « semi-classique » dans
le second travail est l’inverse de l’écart entre deux valeurs propres consécutives d’un cer-
tain opérateur d’ordre 4 en dimension 1.

Dans le chapitre IV, nous présentons notre travail en collaboration avec Z. Ammari concer-
nant la propagation des états cohérents en théorie quantique des champs, plus précisé-
ment le cas bosonique. Nous avons établi un théorème de limite classique dans ce cadre
pour une large classe de hamiltoniens tronquée dans les variables spatiales, par exemple
le modèle P (ϕ)2-tronqué . Cette classe contient aussi des modèles avec des interactions
non nécessairement polynomiales dans les variables de champ, par exemple le modèle de
R. Høegh-Krohn, voir [HK69a, HK69b].

N. Bohr a formulé le principe de correspondance énonçant que la physique classique et
la physique quantique convergent dans la limite des grands nombres quantiques. Plus
tard, E. Schrödinger a découvert les états dits cohérents qui établissent un pont entre
la théorie quantique et la théorie classique. La dynamique quantique de ces états est
en effet étroitement localisée autour des trajectoires classiques sachant que le principe
d’incertitude affirme qu’il n’est pas possible de trouver une fonction d’onde à support
compact à la fois en position et en impulsion. Ces états cohérents sont donc les meilleurs
« minimiseurs » de l’inégalité d’incertitude en ce qui concerne les observables de position

23. Référence au titre du premier livre que j’ai lu sur ce sujet, celui de B. Helffer et J. Sjöstrand [HS86].
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et d’impulsion. Ils sont donc les états les plus classiquement localisés dans l’espace des
phases. L’intuition physique derrière les états cohérents et leurs utilités pour la limite
classique a été fondée mathématiquement par K. Hepp dans [Hep74]. De nos jours, les
états cohérents sont largement utilisés en physique, par exemple en optique quantique
(voir [KS68]), ainsi que dans la littérature mathématique (voir [CR12]). Voir aussi [Rob07]
pour un aperçu concernant les applications des états cohérents gaussiens à l’analyse semi-
classique des équations du type Schrödinger, dépendant du temps ou stationnaires. C’est
un outil efficace et -dans un certain sens- simple pour la micro-localisation, (voir par
exemple [CRR99, HJ00, Hör94a, Wan85]).

Dans [Hep74] K. Hepp a remarqué que la limite classique peut être obtenue non seulement
pour l’opérateur de Schrödinger à une particule, mais aussi pour les hamiltoniens à N -
corps et la conjecturer pour des modèles de théorie quantique des champs (voir aussi
[Don81]). Par conséquent, la méthode des états cohérents est également efficace pour
l’analyse dans l’espace des phases en dimension infinie. Cependant, la limite classique
dans le cas des théories quantiques des champs a attiré moins l’attention en comparaison
avec l’analyse semi-classique très répandue et bien établie en dimension finie. Notons que
ce genre de limite est devenu plus fréquemment utilisé en théorie du champ moyen, voir
[AB12, GV79a, GV79b, RS09] et les références qui s’y trouvent.

Notre résultat, valable en dimension infinie, généralise celui établi par K. Hepp en dimen-
sion finie, voir [Hep74]. Le cas de l’oscillateur harmonique a été étudié par Heisenberg.
Nous adaptons l’approche de Hepp à la situation que nous considérons. Nous montrons
que l’évolution quantique d’un état cohérent localisé autour d’un point ϕ0 dans l’espace
de phases est bien approximé dans la limite classique (modulo un déphasage) par l’état
cohérent centré autour de ϕt (l’orbite classique issue de ϕ0 à t = 0) et déformé par une
transformation unitaire dite de Bogoliubov, dépendante du temps. Par conséquent, la
limite classique des valeurs de l’action des opérateurs de Weyl sur les états cohérents
évolués dans le temps sont les exponentielles de l’orbite de champ classique associé dans
l’espace des phases, voir corollaire IV.9.

La classe des hamiltoniens que nous considérons est assez large dans le sens où les in-
teractions sont non nécessairement polynomiales et éventuellement non-bornées. Pour
cela, nous utilisons un résultat de représentation d’ondes 24 des relations de commutation
canoniques permettant de caractériser les opérateurs de Wick associés à des symboles non-
polynomiaux dans les variables de champ, voir [Sim74, Theorem I.1]. Par cette caractéri-

24. Représentation d’ondes : « wave representation ».
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sation, ces opérateurs sont des opérateurs de multiplication par des fonctions mesurables
non-bornées dans l’espace L2(M,µ) associé à un certain espace probabilisé (M,T, µ). Ce
qui nous permet de manipuler ces opérateurs et étudier leurs propriétés via une certaine
inégalité dite hypercontractive, (voir [Sim74, Theorem I.17]). Entre autre, nous donnons
une condition suffisante assurant la stabilité par translation de l’espace des symboles cor-
respondant, bien que nous soyons en dimension infinie. Notons que les opérateurs de Wick
associés à des symboles polynomiaux sur l’espace de Fock ont été utilisé dans les travaux
de Z. Ammari et F. Nier, voir [AN08] et aussi dans le travail de J. Dereziński et C. Gérard
[DG00] pour les modèles du type P (ϕ)2-tronqué dans les variables spatiales.

À l’issue de ce travail, nous nous sommes intéressés à l’existence et l’unicité de l’état
fondamental du modèle P (ϕ)2 ainsi qu’au comportement asymptotique de ce dernier par
rapport à un paramètre semi-classique (plutôt classique dans ce domaine). 25

Dans le chapitre V, nous présentons un travail en collaboration avec K. Ammari et M. Di-
massi concernant la caractérisation du taux de décroissance de l’énergie pour certains
systèmes dissipatifs dits de Petrowsky. En particulier, nous prouvons que le meilleur taux
de décroissance de l’énergie pour l’équation des poutres d’Euler-Bernoulli amorties est
donné par l’abscisse spectrale du générateur infinitésimal du semi-groupe associé, dans le
cas où le coefficient d’amortissement est dans L∞.

La détermination du taux de décroissance optimal de l’énergie a été effectuée principale-
ment pour l’équation des ondes amorties. Dans le cas unidimensionnel (une corde vibrante)
le taux de décroissance est déterminé par l’abscisse spectrale du générateur infinitésimal
du semi-groupe correspondant, voir [ATH00, AHT01, BR00, CC01, CZ94, CZ95, Fre99].
En dimension supérieure, G. Lebeau dans [Leb96] donne la valeur explicite (et optimale)
du meilleur taux de décroissance en termes d’abscisse spectrale du générateur du semi-
groupe correspondant et de la valeur moyenne du coefficient d’amortissement le long des
rayons de l’optique géométrique. Dans le cas des plaques amorties, il y a peu de travaux
sur cette question, voir [GY01, Kom94, Liu97, Rao98]. Dans notre travail, nous décri-
vons -dans un cadre abstrait couvrant des cas physiques- le taux de décroissance optimal
pour certains systèmes dissipatifs de type Petrowsky en terme de quantité spectral du
générateur infinitésimal correspondant à la dynamique sous-jacente. L’idée principale est
d’identifier le taux de décroissance de l’énergie avec le supremum de la partie réelle du
spectre de l’opérateur dissipatif associé. Pour prouver ce résultat, il suffit de montrer que

25. C’est un travail en cours.
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l’ensemble des vecteurs propres généralisés correspondant forme une base Riesz de l’espace
des énergies. Plus précisément, l’approche utilisée ici est perturbative basée essentielle-
ment sur les deux arguments suivants :

(i) La différence entre deux valeurs propres consécutives de l’opérateur non-perturbé
correspondant tend vers l’infini (à l’infini).

(ii) L’ensemble des vecteurs propres généralisés est quadratiquement proche d’une
certaine base orthonormée, constituée des vecteurs propres de l’opérateur non-
perturbé (anti-autoadjoint) correspondant.

Le premier argument permet de contrôler les hautes fréquences de l’opérateur étudié, qui
sont simples, via une estimation classique de la résolvante le long d’un contour bien choisi
autour de chaque grande valeur propre de l’opérateur (anti-autoadjoint) non-perturbé,
voir figure V.1.

Rappelons que dans le cas de l’équation d’onde amortie en dimension 1, S. Cox et E. Zua-
zua ([CZ94]) ont utilisé la méthode de tir basée sur la production d’un ansatz dit de Horn.
Cette approche consiste à construire une approximation explicite de la solution de l’équa-
tion caractéristique du système correspondant. En supposant que l’amortissement est à
variation bornée, les auteurs ont obtenu des développements asymptotiques des solutions
associées aux hautes fréquences. Cette méthode du tir ne peut être utilisée que pour des
problèmes unidimensionnels.

Pour ces deux approches, une connaissance précise du spectre des opérateurs non-perturbés
(anti-autoadjoints) est exigée, plus précisément, le comportement des hautes fréquences
associées. Par comparaison à l’autre méthode, notre approche est applicable dans un cadre
assez général et indépendamment de la dimension, voir [Ram81, Kat66]).

Le fait d’identifier le taux de décroissance de l’énergie à l’abscisse spectral d’un opérateur
correspondant donne des informations quantitatives (entre autre des approximations) sur
ce taux puisqu’il y a plusieurs méthodes numériques de calcul du spectre d’un tel opéra-
teur.

Une généralisation possible est de considérer des perturbations non-bornés mais relative-
ment bornés par rapport à l’opérateur initial (non-perturbé). Le point crucial est toujours
de contrôler la multiplicité géométrique des grandes valeurs propres et la stratégie mar-
chera dans le cas où cette multiplicité reste bornée.
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[Kre53] M. G. Krĕın. On the trace formula in perturbation theory. Mat. Sbornik N.S.,
33(75) :597–626, 1953.

[KS68] J. R. Klauder and E. C. G. Sudarshan. Fundamentals of quantum optics. W.
A. Benjamin, Inc., New York-Amsterdam, 1968.

[Leb96] G. Lebeau. équation des ondes amorties. In Algebraic and geometric methods
in mathematical physics (Kaciveli, 1993), volume 19 of Math. Phys. Stud.,
pages 73–109. Kluwer Acad. Publ., Dordrecht, 1996.
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I.1 Introduction et préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons les résultats obtenus autour des résonances géné-
rées par un maximum global d’un potentiel. Plus précisément, nous donnons un théorème
de propagation des singularités dans le cas d’un point fixe hyperbolique et explicitons le
passage de ce point, voir théorèmes I.3 et I.4. Ces deux résultats plus une étude assez fine
de l’équation de transport correspondante nous permettent de prouver l’asymptotique
des résonances générées par un maximum global d’un potentiel non-globalement analy-
tique. Voir théorème I.5. Puis, nous donnons le développement asymptotique complet en
puissance de h dans le cas d’une pseudo-résonance simple, voir proposition I.6, où l’état
résonant correspondant est micro-localisé le long d’une trajectoire rentrante dont le choix
dépend de manière cruciale de la pseudo-résonance simple. Au passage, nous donnons une
description des états résonants dans ce cadre, voir proposition I.8. En deuxième partie,
nous présentons dans le cas où V est globalement analytique deux applications, une for-
mule explicite en puissance de h du projecteur spectral associé (voir théorème I.10) et le
comportement du semi-groupe d’évolution de l’opérateur de Schrödinger en temps grand
associé, voir théorème I.11.
La section commentaire et suite de ce chapitre est un petit peu spéciale dans le sens où
nous discuterons un travail qui a priori n’a pas de lien direct avec les résonances mais la
géométrie correspondante est comparable à celle donnée par un point fixe hyperbolique
au moins dans un certain régimes de plus le résultat établi peut se généraliser au cas
où le potentiel non-globalement analytique. Nous énoncerons le résultat concernant la
probabilité de transition pour des multiples croisements évités par un petit écart et surtout
nous discuterons l’asymptotique de cet objet dans les différents régimes considérés.
Nous commençons par introduire l’objet spectral que nous allons étudier et présenter le
cadre géométrique qui nous intéresse, c.-à-d. la dynamique classique près d’un point fixe
hyperbolique. Puis nous expliquons en quelques lignes la réduction de l’équation vérifiée
par l’état résonant à un problème de Cauchy microlocal près des trajectoires captées à
l’énergie correspondante. Nous terminons cette section par un très bref rappel des outils
microlocaux semi-classiques adaptés à notre situation.

I.1.1 Définition des résonances par distorsions analytiques

Nous considérons l’opérateur de Schrödinger semi-classique sur Rd (d ≥ 1) donné par

P = −h2∆ + V (x), (I.1)

où V ∈ C∞(Rd;R) et lim
|x|→+∞

V (x) = 0.

L’opérateur P est un opérateur autoadjoint, non-borné de domaine H2(Rd). Le spectre de
P est réel et par la théorie des perturbations -le théorème de Weyl- son spectre essentiel
est [0,+∞[.
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Rd

Cd

C

θ0
S

Figure I.1 – Domaine d’analyticité du potentiel V .

Pour définir (surtout identifier) les résonances de P par distorsions analytiques, nous
avons besoin d’une hypothèse d’analyticité sur V .

(A.I.1) On suppose que le potentiel V admet une extension analytique dans

S = {X ∈ Cd; |ReX| > C et | ImX| < (tan θ0)|ReX|}

pour certains C et θ0 positifs. Voir figure I.1.
De plus, on suppose que lim

|X|→+∞,X∈S
V (X) = 0.

Introduisons maintenant le champ de vecteurs F permettant la distorsion de Rd. Soit
F : Rd → Rd de classe C∞ tel que F (x) = 0 pour |x| < R et F (x) = 1 pour |x| > R+1. Ici
R > C, où C est donné par (A.I.1). Pour µ ∈ R petit, l’opérateur Uµ : L2(Rd)→ L2(Rd)
donné par :

Uµf(x) =
∣∣∣∣ det

(
d[ xeµF (x)]

)∣∣∣∣ 1
2
f
(
xeµF (x)

)
, f ∈ L2(Rd),

est unitaire. Nous considérons l’opérateur « distordu » P̃µ := UµP (Uµ)−1, µ ∈ R petit.
Cet opérateur est analytique de type-A par rapport à µ (c’est un opérateur différentiel
d’ordre 2 à coefficients analytiques par rapport à µ). Donc l’opérateur non-autoadjoint :

Pθ = UiθP (Uiθ)−1 (I.2)

est bien défini pour θ ∈ R suffisamment petit. De plus, σess(Pθ) = e−2iθR+ et le spectre
de Pθ dans Cθ := {z ∈ C∗; −2θ < arg(z) < 0} 1 est discret. Voir figure I.2

Définition I.1. Dans Cθ := {z ∈ C∗; −2θ < arg(z) < 0}, les résonances de P sont les
valeurs propres de Pθ. La multiplicité d’une résonance z0 ∈ Cθ est le rang du projecteur
spectral

Πz0 = 1
2πi

∫
γ
(z − Pθ)−1 dz, (I.3)

où γ est un petit cercle centré en z0.
Les résonances de P sont indépendantes de θ dans le sens que σ(Pθ̃) ∩ Cθ = σ(Pθ) ∩ Cθ
pour θ < θ̃ en tenant compte aussi de leur multiplicité. De plus les résonances de P
sont indépendantes du champ de vecteurs F . Par conséquent, nous notons l’ensemble de
résonances de P par Res(P ) sans indiquer les paramètres « techniques » θ et F .

1. Ici arg(z) est l’argument du nombre complexe non nul z.
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Res(P )
Cθ
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−2θ

Figure I.2 – Distorsion analytique et identification des résonances dans Cθ.

De manière équivalente, nous pouvons définir les résonances de P en montrant que la
résolvante (z − P )−1 : L2

comp(Rd) → L2
loc(Rd) admet un prolongement méromorphe, noté

R+(z), à partir du demi-plan supérieur vers Cθ à travers le spectre essentiel [0,+∞[, voir
l’introduction générale. De plus, nous avons

χR+(z)χ = χ(z − Pθ)−1χ,

pour tout χ ∈ C∞0 (Rd), dont le support est inclus dans l’ensemble {F = 0}. Les pôles de
z 7→ R+(z) sont les résonances de P et la multiplicité d’une résonance z0 est donnée par
le rang du projecteur 1

2πi
∫
γ R+(z) dz, où γ est un petit cercle centré en z0.

I.1.2 Géométrie symplectique

L’espace des phases (position-moment) T ∗Rd ∼= R2d muni de la 2-forme canonique anti-
symétrique non-dégénérée et fermée (ici exacte), σ :=

d∑
j=1
dξj ∧ dxj = d

(
d∑
j=1
ξjdxj

)
, est un

espace symplectique. Vous pouvez consulter le [DS99, Chapitre 1] pour les propriétés qui
découlent de cette structure géométrique particulière. Dans ce mémoire, nous utilisons
fréquemment la notion de sous-variété lagrangienne de T ∗Rd, voici très rapidement la
définition et surtout sa caractérisation. Une variété lagrangienne Λ ⊂ T ∗Rd est une variété
de classe C∞ de dimension d sur lequel la deux forme symplectique canonique σ = dξ∧dx
s’annule. Si Λ se projette proprement sur l’espace de base près d’un point, alors il existe
une fonction ϕ de classe C∞ telle que Λ peut s’écrire Λ = Λϕ = {(x, ξ); ξ = ∇ϕ(x)} près
de ce point. Dans ce cas, ϕ est appelée une fonction génératrice de Λ.
Introduisons maintenant le symbole semi-classique de P :

p(x, ξ) = |ξ|2 + V (x), (I.4)

où (x, ξ) ∈ T ∗Rd ∼= R2d et |ξ|2 =
d∑
j=1
ξ2
j avec ξ = (ξ1, · · · , ξd) ∈ Rd. Avec la définition

ci-dessous de la quantification de Weyl, nous avons, pour tout u ∈ S′(Rd),

[Pu](x) := [Opw(p)u](x) = 1
(2πh)d

∫∫
R2d

e
i
h

(x−y)·ξp
(
x+ y

2 , ξ, h
)
u(y) dy dξ . (I.5)
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Le champ de vecteurs hamiltonien Hp sur T ∗Rd est donné par :

Hp =
d∑
j=1

(
∂p

∂ξj
· ∂

∂xj
− ∂p

∂xj
· ∂
∂ξj

)
= 2ξ · ∂x −∇V (x) · ∂ξ . (I.6)

La courbe hamiltonienne associée à Hp passant par le point (x0, ξ0) à s = 0 est donnée
par γ : s 7→ γ(s) = (x(s), ξ(s)) := exp(sHp)(x0, ξ0), solution du système suivant :

ẋ(s) = 2ξ(s)
ξ̇(s) =−∇V (x(s))

(x(0), ξ(0))= (x0, ξ0) .

Pour E ∈ R, on note les ensembles entrant/sortant à l’infini par :

Γ∓(E) = {(x, ξ) ∈ p−1(E); exp(sHp)(x, ξ) 6→ ∞ quand s→ ±∞}. (I.7)

L’ensemble des trajectoires captées à l’énergie E est défini par :

K(E) = Γ−(E) ∩ Γ+(E). (I.8)

Les ensembles Γ∓(E) sont fermés et K(E) est compact, voir [GS87, Appendix].

I.1.3 Géométrie près d’un sommet du potentiel

Nous décrivons la situation géométrique près d’un sommet (global ou local) du potentiel
V . Ce paragraphe est très utile pour la suite de ce chapitre et le prochain car il nous permet
de comprendre la dynamique classique (hamiltonienne) près de ce point et d’introduire
les notations nécessaires pour énoncer nos résultats.
Soit p le symbole semi-classique de P donné par (I.4), où V ∈ C∞(Rd;R).
On suppose que V admet un maximum local non-dégénéré au point x = 0, c.-à-d. près de
x = 0, modulo un changement de variables linéaire,

V (x) = V (0)−
d∑
j=1

λ2
j

4 x
2
j + O(|x|3), (I.9)

où les −λ2
j

2 , (j = 1, · · · , d) sont les valeurs propres de la hessienne de V au point x = 0,
numérotées comme suit : 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λd.
Soit Fp la matrice fondamentale de p au point (0, 0) ∈ Rd

x × Rd
ξ , c.-à-d. Fp est le linéarisé
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ξ

Λ−

Λ0
+

Λ+

Λ0
−

x

Figure I.3 – Les variétés lagrangiennes Λ∓ et leur espace tangent Λ0
∓ près du point fixe hyperbo-

lique.

de Hp en (0, 0), donnée par :

Fp = d(0,0)Hp :=
 ∂2p
∂x∂ξ

∂2p
∂ξ2

∂2p
∂x2

∂2p
∂ξ∂x

∣∣∣∣(x,ξ)=(0,0)

=
(

0 2Idp
1
2 diag(λ2

1, · · · , λ2
d) 0

)
, (I.10)

où diag(λ2
1, · · · , λ2

d) est la matrice diagonale d’ordre d dont les coefficients ajj = λ2
j pour

j = 1, · · · , d. Les valeurs propres de Fp sont −λd, · · · ,−λ1, λ1, · · · , λd. Nous avons donc
une décomposition naturelle de T(0,0)

(
T ∗Rd

) ∼= R2d en une somme directe de deux sous
espaces Λ0

− et Λ0
+, de dimension d chacun, associés respectivement aux valeurs propres

négatives et positives de Fp. Ces sous espaces sont donnés par les équations suivantes :

Λ0
∓ := ξj = ∓λj2 xj, j = 1, · · · , d . (I.11)

Le théorème de la variété stable -voir [AM78, Theorem 7.2.8]- nous assure l’existence de
deux variétés lagrangiennes Λ− et Λ+, définies dans un petit voisinage Ω de (0, 0), qui sont
stables par le flot hamiltonien Hp, et dont les espaces tangents en (0, 0) sont précisément
Λ0
− et Λ0

+. En particulier, ces deux variétés peuvent être paramétrées par la variable x
près de (0, 0),

Λ∓ : ξ = ∇ϕ∓(x) avec ϕ∓(x) = ∓
d∑
j=1

λj
4 x

2
j + O(x3) , (I.12)

près de x = 0. La fonction ϕ∓ est dite fonction génératrice de Λ∓ près de x = 0.
La variété Λ− (resp. Λ+) est dite entrante (resp. sortante) associée au point fixe hyper-
bolique (0, 0) du champ de vecteurs Hp. En effet la variété Λ− (resp. Λ+) peut être ca-
ractérisée par l’ensemble des (x, ξ) ∈ Ω tels que exp(sHp)(x, ξ)→ (0, 0) lorsque s→ +∞
(resp. s→ −∞).
Nous terminons ce paragraphe par un très important résultat qui permet de comprendre
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le comportement de la dynamique hamiltonienne au voisinage du point fixe hyperbolique.
En effet, soit ρ∓ = (x∓, ξ∓) ∈ Λ∓ \ {(0, 0}, alors par la caractérisation ci-dessus de ces
variétés, nous avons exp(sHp)(ρ∓)→ (0, 0) quand s→ ±∞. Plus précisément,

Proposition I.2 ([HS85, page 268, identité (2.7)]). Nous avons

exp(sHp)(ρ∓) '
∑
k≥1

γ∓k (s)e∓µks, quand s→ ±∞, (I.13)

où 0 < µ1 < µ2 < · · · sont des combinaisons linéaires à coefficients dans N des (λk)k=1,··· ,d,
avec µ1 = λ1. Pour la définition du symbole ' voir l’identité (I.18) ci-dessous.

Les vecteurs γ∓k (s) sont polynomiaux en s. De plus γ∓1 (s) est constant par rapport à s,
c’est un vecteur propre de la matrice fondamentale Fp associé à la valeur propre ∓λ1.

Notons que γ∓1 e∓λ1s est solution de d
ds

(
x(s)
ξ(s)

)
= Fp

(
x(s)
ξ(s)

)
. Le symbole semi-classique p

est symétrique par rapport à ξ, par conséquent ϕ+(x) = −ϕ−(x) et si ρ∓ = (x,∓ξ) ∈ Λ∓
alors

πx(γ−1 (ρ−)) = πx(γ+
1 (ρ+)) =: g(x) . (I.14)

Ici πx : T∗Rd 3 (x, ξ) 7→ x ∈ Rd.

I.1.4 Réduction au problème de Cauchy microlocal près de l’en-
semble capté

Dans cette sous-section, nous reprenons avec un ou deux détails en plus ce que nous avons
expliqué dans l’introduction générale concernant la caractérisation d’une fonction réso-
nante par le fait qu’elle vérifie un problème de Cauchy microlocal près de l’ensemble des
trajectoires captées. Ce problème de Cauchy microlocal doit être vu comme une équation
de transport le long du champ hamiltonien associé. Avec ce point de vue, nous aurons
un problème de propagation des singularités à étudier. Au risque que nous soyons répé-
titif, nous réitérons les arguments pour insister sur le fait que cette première étape est
fondamentale pour appliquer notre stratégie permettant l’obtention des développements
asymptotiques des résonances dans les cas géométriques que nous considérons.
Soit P l’opérateur de Schrödinger semi-classique donné par (I.1). Nous supposons que le
potentiel V vérifie (A.I.1). Soit E0 ∈ R. Nous définissons l’opérateur Pθ le « distordu » de
P par les dilatations analytiques à la W. Hunziker, voir sous-section I.1.1. Dans le cadre des
potentiels non-globalement analytiques, A. Martinez a prouvé que nous puissions regarder
les résonances de P dans une boîte de taille Mh| ln h| en partie imaginaire, pour tout
M > 0. Cette limitation en partie imaginaire est due à la concurrence entre deux attributs
de l’opérateur « distordu » Pθ. En effet, nous devons trouver un certain équilibre entre
« l’ellipticité à l’infini » de la partie réelle du symbole semi-classique de l’opérateur Pθ et le
théorème de « propagation des singularités » associé à cet opérateur non-autoadjoint. Voir
[Mar02b, Proposition 3.1] et aussi [Mar02a, Theorem 3.5.1]. Soit z = z(h) une résonance
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de Pθ dans une telle boîte au voisinage de E0. Soit u = u(h) ∈ L2(Rd) un état résonant
associé à z = z(h), c.-à-d.

(
Pθ − z

)
u = 0 et ‖u‖L2(Rd) = 1. Notons que cette assertion n’a

lieu que pour une suite de valeurs de h qui tend vers 0. Comme nous travaillons dans la
catégorie C∞, c.-à-d. modulo des restes d’ordre O(h∞), alors nous considérons le système
suivant :

(Pθ − z)u = O(h∞), ‖u‖L2(Rd) = 1. (I.15)

L’idée maintenant est de montrer que cette équation est réduite à un système qui prend
en considération uniquement ce qui se passe près de l’ensemble des trajectoires captées.
En effet, en utilisant l’ellipticité de la partie réelle de Pθ = P+« petit (dépendant du
paramètre de la distorsion θ) », en dehors de la surface d’énergie p−1(E0), nous prouvons
que la fonction u se concentre sur la surface d’énergie E0, c’est la localisation en énergie.
Ici p est le symbole semi-classique de P . Puis, sur la surface d’énergie p−1(E0), nous
utilisons les estimations sur la partie imaginaire du symbole semi-classique du dilaté, Pθ,
nous obtenons une localisation spatiale, c.-à-d. il existe un R > 0 assez grand tel que
‖u‖L2(Rd) ≤ C0‖1|x|≤Ru‖L2(Rd) + O(h∞) pour un certain C0 > 0. En fait sur la surface
d’énergie p−1(E0), la partie imaginaire du symbole Pθ vérifie

Im pθ(x, ξ) ≥ θ

 δ > 0 pour |x| > R,

− C̃ pour |x| ≤ R,

pour certains δ, C̃ positifs. Donc

O(h∞) = Im〈(Pθ − z)u, u〉 ≥ δθ‖1|x|>Ru‖L2(Rd) − C̃θ‖1|x|≤Ru‖L2(Rd).

Pour les trajectoires dans p−1(E0) le théorème de propagation des singularités « standard »
associé à l’opérateur non-autoadjoint Pθ, montre que si u est microlocalement nulle près
d’un point de la surface d’énergie E0 alors u est microlocalement nulle près de son évolué
par le flot hamiltonien Hp. Ceci est possible car la partie imaginaire du symbole semi-
classique de Pθ est suffisamment petite, d’ordre h| ln h|. Enfin, nous appliquons le résultat
de J-F. Bony et L. Michel [BM04] qui exprime le fait que « les états résonants sont
des vecteurs propres sortants ». Donc, et plus généralement les quasi-modes globaux, ils
s’annulent dans la zone entrante à l’infini Γ(E0)\K(E0), c.-à-d. u = O(h∞) près de ρ pour
tout ρ ∈ Γ(E0) \ K(E0). Ici l’ensemble des trajectoires captées K(E0) (resp. rentrantes
Γ−(E0) ) est donné par (I.8) (resp. (I.7)). Ce résultat nécessite le théorème de propagation
des singularités cité ci-dessus. Par conséquent, la fonction u est solution de l’équation
(I.15) se transcrit par la fonction u est solution du problème de Cauchy microlocal près
de l’ensemble des trajectoires captées suivant :{

(P − z)u = 0 microlocalement près de K(E0),
u = u0 microlocalement près de tout point de Γ−(E0) \K(E0),

(I.16)

avec u0 vérifiant (P − z)u0 = 0 microlocalement près de K(E0). Ici nous avons utilisé
que Pθ = P dans un grand compact en x. Ce système doit être vu comme une équation
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de propagation. L’idée maintenant est de faire un choix adapté de u0 suivant l’ensemble
capté considéré. Par exemple, dans le cas où l’ensemble capté contient un point fixe
hyperbolique, choisir u0 comme une distribution lagrangienne dont la variété lagrangienne
associée est transverse à Λ− le long d’une trajectoire hamiltonienne rentrante vers le point
fixe hyperbolique considéré. Ici Λ− est donné par (I.12). Près de ce point hyperbolique
nous obtenons l’expression de la solution u de (I.16) en fonction de u0 si nous considérons u
comme une superposition de solutions BKW de l’équation de Schrödinger dépendante du
temps « correspondante » dont le temps est le paramètre qui défini cette courbe rentrante.
L’équation (I.16) devient une équation de transport sur le symbole de la solution u sachant
que près du point fixe hyperbolique son ensemble de fréquences FS(u) est inclus dans la
variété sortante Λ+ donnée par (I.12). L’ensemble des fréquences de u, noté FS(u), est
défini dans la sous-section suivante.
Nous terminons cette sous-section, en donnant très brièvement le vocabulaire du problème
de Cauchy microlocal. On considère le problème de Cauchy microlocal près de l’ensemble
des trajectoires captées, c’est à dire les solutions u de{

(P − z)u = v microlocalement près de K(E0),
u = u0 microlocalement près de tout point de Γ−(E0) \K(E0).

(I.17)

Cette équation doit être vue comme une équation de propagation, u0 étant la donnée
initiale et v le second membre.

(a) Nous parlons d’unicité du problème de Cauchy microlocal si toute solution u de
(I.17) avec v = u0 = 0 est microlocalement nulle près de K(E0).

(b) Nous parlons d’existence du problème de Cauchy microlocal si, pour toutes don-
nées v, u0 vérifiant (P − z)u0 = v microlocalement près de tout point de Γ−(E0) \
K(E0), il existe une fonction u solution de (I.17).

(c) Le problème de Cauchy est dit bien posé si nous avons l’existence et l’unicité de
la solution.

Dans la littérature, l’unicité du problème de Cauchy microlocal porte parfois le nom de
propagation des singularités.

I.1.5 Terminologie de l’analyse microlocale semi-classique

Dans ce petit paragraphe nous rappelons très brièvement le vocabulaire et les notions
nécessaires pour la suite de ce chapitre et du suivant. Pour plus de détails, il y a maintenant
plusieurs livres de références parmi eux celui de D. Robert [Rob87], de M. Dimassi et
J. Sjöstrand [DS99], de A. Martinez [Mar02a], et de M. Zworski [Zwo12].
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Une fonction a(X, h) ∈ C∞(RD×]0, h0]) est un symbole dans S(1) si

∀α ∈ ND, ∃Cα > 0, ∀h ∈]0, h0], ∀X ∈ RD, |∂αXa(X, h)| ≤ Cα .

Pour une fonction m(h) dépendant uniquement de h, nous notons S(m(h)) = m(h)S(1).
La quantification de Weyl d’un symbole a(x, ξ, h) ∈ S(1) est un opérateur défini sur S′(Rd)
par

[Opw(a)u](x) = 1
(2πh)d

∫∫
R2d

e
i
h

(x−y)·ξa
(
x+ y

2 , ξ, h
)
u(y) dy dξ.

Nous désignons par Ψ(1) = Opw(S(1)) l’ensemble des opérateurs h-pseudodifférentiels
dont le symbole est dans S(1), et Ψ(m(h)) = m(h)Ψ(1).
Pour a ∈ S(1), le théorème de Calderón–Vaillancourt affirme que Opw(a) est un opérateur
borné de L2(Rd) dans lui-même, uniformément par rapport à h.
Soient 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λd des réels fixés. Soit m := (µk)k∈N une suite strictement
croissante de combinaisons linéaires à coefficients dans N des (λk)k=1,··· ,d, avec µ0 = 0 et
µ1 = λ1.
Nous disons qu’une fonction a(t,X) définie sur [0,+∞[×RD estm-développable 2 s’il existe
une suite de fonctions de classe C∞, (aµk)k∈N polynomiaux par rapport à la variable t et
telle que, pour tous K ∈ N, ε > 0, (α, β) ∈ N1+D, nous avons

∂αt ∂
β
X

(
a(t,X)−

K−1∑
k=0

aµk(t,X)e−µkt
)

= O
(
e−(µK−ε)t

)
.

Dans ce cas, nous écrirons :

a(t,X) '
+∞∑
k=0

aµk(t,X)e−µkt . (I.18)

De plus, une fonction de classe C∞, a(t,X, h) est appelée symbole classiquem-développable
s’il existe une suite (aj(t,X))j∈N de fonctions m-développables au sens de (I.18) tel que,
pour tous J ∈ N, ε > 0, (α, β) ∈ N1+D,

∂αt ∂
β
X

(
a(t,X, h)−

J−1∑
j=0

aj(t,X)hj
)

= O
(
eεthJ

)
.

Dans ce cas, nous écrirons :

a(t,X, h) '
+∞∑
j=0

aj(t,X)hj . (I.19)

2. Cette notion a été introduite par B. Helffer et J. Sjöstrand dans [HS85].
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Toutes les fonctions u = uh ∈ L2(Rd) considérées dans la suite de ce chapitre et le suivant
seront supposées polynomialement bornées, c’est à dire telles qu’il existe N ∈ R avec
‖u‖L2(Rd) . h−N . Pour K ⊂ T ∗Rd un compact et u une fonction polynomialement bornée,
nous disons que u = 0 microlocalement près de K s’il existe χ ∈ C∞0 (T ∗Rd) avec χ = 1
près de K tel que Opw(χ)u = O(h∞) en norme L2.
Supposons que K est réduit à un singleton {(x0, ξ0)} ⊂ T ∗Rd. Soit u = uh ∈ L2(Rd)
polynomialement bornée. Dire que u = 0 microlocalement près de (x0, ξ0) si et seulement
si la fonction u n’oscille pas près de x0 avec des fréquences semi-classiques proche de ξ0.
Le sous-ensemble de T ∗Rd où la fonction u = uh ∈ L2(Rd) polynomialement bornée n’est
pas microlocalement nulle est appelé ensemble de fréquences de u, et on le note FS(u).
C’est un fermé de T ∗Rd.
Une distribution lagrangienne d’ordre m(h) associée à une variété lagrangienne Λ est une
fonction polynomialement bornée u avec FS(u) ⊂ Λ telle que, microlocalement près de
chaque point ρ ∈ Λ, u est donné (modulo une transformation de Fourier partielle) par :

u(x) = a(x, h)eiϕ(x)/h,

où ϕ est une fonction génératrice de Λ près de ρ et a ∈ S(m(h)). Pour plus de détails sur
ce dernier point consulter L. Hörmander [Hör94, sections 25.1 et 25.2].
Nous terminons cette section par introduire une distance entre deux sous ensembles de C
par rapport à un troisième :
Soient A,B,C trois sous ensembles de C et δ ≥ 0, nous disons que dist(A,B) ≤ δ dans
C si et seulement si

Pour tout a ∈ A ∩ C, il existe b ∈ B, tel que |a− b| ≤ δ ,

et Pour tout b ∈ B ∩ C, il existe a ∈ A, tel que |a− b| ≤ δ . (I.20)

Cette distance est assez flexible pour éviter les problèmes qui peuvent survenir à la limite
du domaine d’étude C.

I.2 Résultats et quelques idées de preuves

I.2.1 Théorème de propagation des singularités à travers un
point fixe hyperbolique

Soit P l’opérateur de Schrödinger semi-classique donné par (I.1).

(A.I.2) Nous supposons que V admet un maximum local non-dégénéré au point x = 0,
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(0, 0)

Ω′U

Sε−

Λ−

Ω

Figure I.4 – Le cadre géométrique du théorème I.3.

c.-à-d. près de x = 0, modulo un changement de variables linéaire,

V (x) = E0 −
d∑
j=1

λ2
j

4 x
2
j + O(|x|3), (I.21)

avec E0 > 0 et 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λd.

Nous introduisons l’ensemble des pseudo-résonances de P :

Res0(P ) =
{
E0 − ih

d∑
j=1

λj

(1
2 + αj

)
; α ∈ Nd

}
, (I.22)

où les 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λd sont données ci-dessus.

Théorème I.3 (Propagation des singularités). Nous supposons que l’hypothèse (A.I.2)
est vérifiée. Soient Ω ⊂ T ∗Rd un voisinage de (0, 0) et Sε− = {(x, ξ) ∈ Λ−; |x| = ε} ⊂ Ω,
avec ε > 0 suffisamment petit. Soient aussi C, δ > 0 et U un voisinage de Sε−. Il existe un
voisinage Ω′ de (0, 0) tel que, pour tout u ∈ L2(Rd) vérifiant ‖u‖L2(Rd) ≤ 1 et

{
(P − z)u = 0 microlocalement près de Ω,
u = 0 microlocalement près de U,

(I.23)

avec z ∈ D(E0, Ch) et dist(z,Res0(P )) ≥ δh, alors u = 0 microlocalement près de Ω′.

Dans le résultat précédent, u = u(h) et z = z(h) n’ont pas besoin d’être définis pour
tous les h > 0 assez petits, mais seulement pour une suite de h tendant vers 0. Les
différents ensembles apparaissant dans le théorème I.3 sont illustrés dans la figure I.4.
Nous avons démontré ce théorème dans un cadre plus générale, où P est un opérateur
h-pseudodifférentiel de la forme P = Opw(p0 + hp1) avec p0, p1 sont des symboles dans
S(1), p0 est à valeurs réelles et son hamiltonien Hp0 admet un point fixe hyperbolique,
voir [xxi, Theorem 2.4] et aussi [iv, Theorem 2.1]. La preuve que nous allons essayer
d’exposer les grandes lignes ici est basée sur la méthode des commutations avec des
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Ω1

Ω0
ψ1

A0

R2d supp g
U

U

A+

A−

supp g
Λ−Λ+

A−

A+

Figure I.5 – Le cadre géométrique près du point fixe hyperbolique avec ces trois régions et la
localisation de la fonction fuite.

opérateurs d’annihilation adapté à notre situation, c’est celle donnée dans le travail [xxi]
alors que dans le travail de [iv] la preuve est basée sur des estimations d’énergie beaucoup
plus technique. Cette approche est connue depuis longtemps pour le calcul du spectre de
l’oscillateur harmonique, voir l’introduction générale pour le calcul direct en dimension 1.
Croquis de la démonstration du théorème I.3 : L’idée de la preuve est la suivante : Nous
utilisons la méthode des commutations avec des opérateurs d’annihilation adaptés à notre
situation, pour montrer qu’une solution u du problème de Cauchy microlocal (I.23) est
une distribution lagrangienne associée à la variété instable Λ+ près du point fixe hyperbo-
lique (0, 0). Puis, en projetant l’équation du (I.23) sur cette structure lagrangienne, nous
obtenons une équation de transport vérifié par le symbole de u. Enfin, le fait que nous
regardons cette équation pour des z loin de l’ensemble Res0(P ), nous concluons que u
est microlocalement nulle dans un voisinage du point fixe hyperbolique (0, 0). Donnons
un peu plus de détails.
Nous commençons par ajouter un terme « imaginaire pur » qui micro-localise en dehors
d’un voisinage de (0, 0), jouant le rôle d’un potentiel absorbant complexe, ce qui permet de
concentrer l’étude près de (0, 0). Cette procédure rend l’opérateur correspondant inversible
« à l’infini ».
Près du point fixe hyperbolique, la situation est assez claire par le théorème de la variété
stable. Essentiellement, en dehors d’un « petit » voisinage Ω1 de (0, 0), ( c.-à-d. dans
Ω0 \ Ω1, Ω1 ⊂ Ω0 ⊂ Ω) nous avons trois régions non-disjointes, la première, notée A−,
qui peut être choisie dans U un voisinage de Sε−, et par hypothèse u est microlocalement
nulle près de U , donc u est microlocalement nulle près de A−. La deuxième région, notée
A0, est contrôlée par A− c.-à-d. tout ρ ∈ A0, peut s’écrire comme exp(sHp)(ρ−) pour
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certains ρ− ∈ A− et s ≥ 0 avec exp(tHp0)(ρ−) ∈ Ω0 pour tout t ∈ [0, s]. Par le théorème
de propagation des singularités « standard », la solution u de (I.23) est microlocalement
nulle près de A0. Il reste la troisième région, notée A+, qui peut être choisie très proche de
la variété instable Λ+ et toute l’analyse maintenant est située au niveau de cette région. 3
Nous choisissons une fonction fuite agissant uniquement dans cette région sortante, et
ayant les propriétés suivantes : le support de g est très proche de Λ+, g est nulle (plate)
près de (0, 0) et quadratique en dehors de ce voisinage. L’utilité de cette fonction fuite g
est d’aller chercher de l’ellipticité pour l’opérateur conjugué Q pour des t assez grand et
donc avoir de l’information sur la solution u « très » près de (0, 0) par son évolué dans la
région sortante. L’opérateur Q est donnée par :

Q = Opw(e−t| lnh|g)P Opw(e−t| lnh|g)−1 − i
√
hOpw(1− ψ1). (I.24)

Ici ψ1 ∈ C∞0 vérifiant 1Ω0 ≺ ψ1. 4

Notons que ce genre d’opérateurs pseudo-différentiels « Opw(e−t| lnh|g) » avec un symbole
exponentiel d’ordre | ln h| a été utilisé en analyse microlocale par N. Dencker, J. Sjöstrand
et M. Zworski [DSZ04].
L’une des difficultés est que les opérateurs d’annihilation ne commutent pas donc nous
devons contrôler les restes correspondants, pour cela nous considérons la matrice cor-
respondante QN d’ordre dN de plus en plus grand, son terme principal est une matrice
diagonale dont les coefficients sont données par les translatés de l’opérateur Q. Le spectre
de ces translatés est de plus en plus loin de l’axe réel. Alors, pour h suffisamment petit
et z ∈ D(E0, Ch), il existe N(C) > 0 tel que pour tout N ≥ N(C), l’opérateur (QN − z)
est inversible et ‖(QN − z)−1‖ . h−1. Cette dernière affirmation nous permet de conclure
que dans un petit voisinage W de x = 0, u(x, h) = a(x, h)e ihϕ+(x) où a(x, h) ∈ S(h−N(C))
et ϕ+ est la fonction génératrice de Λ+, près de (0, 0).
Il reste à montrer que a(x, h) ∈ S(h∞) près de 0. Comme expliquer dans le premier para-
graphe l’équation (I.23) devient une équation de transport le long du champ de vecteurs
obtenu par restriction du champ hamiltonien à la variété instable Λ+. En effet l’équation
(I.23) est comme suit : Pour x ∈ W ,

(
Lx+ F (x2)

)
· ∇a(x, h) +

( d∑
j=1

λj
2 − i

z − E0

h
+ F (x)

)
a(x, h) ∈ S(h−N(C)+1), (I.25)

3. Les trois régions A−,A0,A+ ainsi que le support de la fonction fuite g sont illustrés par la figure
I.5.

4. f1 ≺ f2 si et seulement si f2 = 1 près du support de f1.
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où L = diag(λj) etF (xm) désigne une fonction C∞ qui est O(xm) près de 0. Par des
différentiations successives, nous obtenons

(
Lx+ F (x2)

)
· ∇∂αxa(x, h) +

( d∑
j=1

λj

(1
2 + αj

)
− iz − E0

h

)
∂αxa(x, h)

+
∑
|β|=|α|

F (x)∂βxa(x, h) +
∑

|β|≤|α|−1
F (1)∂βxa(x, h) ∈ S(h−N(C)+1).

Prenons x = 0 nous avons( d∑
j=1

λj

(1
2 + αj

)
− iz − E0

h

)
∂αxa(0, h) =

∑
|β|≤|α|−1

O
(
∂βxa(0, h)

)
+ O(h−N(C)+1). (I.26)

Nous utilisons maintenant l’hypothèse que les valeurs z que nous considérons sont loin de
l’ensemble Res0(P ) c.-à-d. z est à distance au moins δh de l’ensemble Res0(P ), donc par
une récurrence sur |α| nous obtenons : pour tout α ∈ Nd, ∂αxa(0, h) = O(h−N(C)+1).
Le théorème de Hartman-Grobman [Per01, page 120] nous assure l’existence d’une suite
d’ouverts de Rd vérifiant 0 ∈ W∞ b · · · b W2 b W1 b W et tel que x ∈ Wj implique
x+(t, x) ∈ Wj pour tout t ≤ 0 où x+(t, x) = exp(tH+

p )(x) avec H+
p = 2∇ϕ+(x) · ∂x.

En utilisant encore une fois le fait que Λ+ est la variété instable associée au point fixe
hyperbolique (0, 0) c.-à-d. il existe c0 > 0 tel que |x+(t, x)| ≤ e−c0|t||x| pour tout t ≤ 0
et x ∈ W , nous prouvons que a ∈ S(h−N(C)+ 1

4 ) mais dans W2. Par itération, nous avons
a ∈ S(h∞) dans W∞.
Enfin soit Ω′ un voisinage fermé de (0, 0) tel que πx(Ω′) ⊂ W∞

5. En combinant, u = ae
i
h
ϕ+

microlocalement près de Ω′ et a ∈ S(h∞) dans W∞ nous obtenons u = 0 microlocalement
près de Ω′.

I.2.2 De l’analyse microlocale au sommet

Dans le même cadre que la section précédente, c.-à-d. l’opérateur de Schrödinger semi-
classique P est donné par (I.1) avec le potentiel V qui vérifie l’hypothèse (A.I.2). Soient
Ω ⊂ T ∗Rd un voisinage de (0, 0) et U un voisinage de Sε− = {(x, ξ) ∈ Λ−; |x| = ε} ⊂ Ω,
avec ε > 0.
Nous considérons le problème de Cauchy microlocal suivant :{

(P − z)u = 0 microlocalement près de Ω,
u = u0 microlocalement près de U,

(I.27)

où z ∈ D(E0, Ch) et u0 étant la donnée initiale.
En dimension 1, ce problème a été étudié par B. Helffer et J. Sjöstrand [HS85, Appendix

5. πx : T∗Rd 3 (x, ξ) 7→ x ∈ Rd.
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Figure I.6 – Le cadre géométrique du théorème I.4.

B] dans la catégorie analytique et par Y. Colin de Verdière et B. Parisse [CdVP94a,
CdVP94b] dans la catégorie C∞.
Le théorème I.3 de propagation des singularités assure que la donnée initiale u0 définie sur
U détermine de manière unique la solution u (si elle existe) en tout point ρF = (xF , ξF )
sur Λ+, sous la condition que z est « loin » de l’ensemble des pseudo-résonances de P .
Notre problème maintenant est de construire u microlocalement près ρF en fonction de u0
restreint à la surface initiale C, et dont le support est dans un petit voisinage d’un point
ρI = (xI , ξI) ∈ C.
Nous faisons deux hypothèses supplémentaires, la première concernant le paramètre spec-
tral z pour que le théorème I.3 soit valide et la deuxième concernant le point initial
ρI = (xI , ξI) ∈ C et le point final ρF = (xF , ξF ) ∈ Λ+.

(A.I.3) Il existe ν > 0 tel que dist(z,Res0(P )) > νh,

où Res0(P ) est l’ensemble des pseudo-résonances donné par (I.22).
Dans la sous-section I.1.3, nous avons défini la direction limite correspondante à un point
rentrant (ici ρI) ou à un point sortant (ici ρF ), voir l’identité (I.14) et que cette direction
ne dépend que du point base, ici xI et xF respectivement. La deuxième hypothèse est :

(A.I.4) Nous supposons que 〈g(xI)|g(xF )〉Rd 6= 0.

En particulier, g(xI) 6= 0. Cela signifie que, dans le cas λ1 < λ2, le flot hamiltonien à
partir de ρI converge vers l’origine tangentiellement à l’axe x1. Dans le cas λ1 = λ2, nous
pouvons aussi supposer, sans perte de généralité, que le vecteur (1, 0, · · · , 0) ∈ Rd est
colinéaire à g(xI). Le symbole semi-classique p est réel de type principal près ρI , nous
pouvons donc modifier la surface initiale C pour qu’elle soit donnée par {x1 = ε} ∩ Λ−
près de ρI le cas échéant. Par conséquent, en notant xI = (ε, x′I), les données initiales u0
sur C est une fonction de x′ dans un petit voisinage de x′I et 0 en dehors.

Théorème I.4 ([ix, Theorem 2.6]). Nous supposons que le potentiel V vérifie l’hypothèse
(A.I.2). Supposons que les hypothèses (A.I.3) et (A.I.4) sont vérifiées.
Le problème de Cauchy microlocal (I.27) admet une unique solution u = uh polynomia-
lement bornée. De plus, microlocalement près du point ρF = (xF , ξF ) ∈ Λ+, la solution u
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est donnée par la formule suivante :

u(x, h) = h
S( z
h

)
λ1

(2πh) d2

∫
Rd−1

e
i
h

(ϕ+(x)−ϕ−(ε,y′))d(x, y′;h)u0(y′) dy′. (I.28)

Ici S( z
h
) est donnée par :

S(z
h

) :=
d∑
j=1

λj
2 − i(

z − E0

h
) , (I.29)

et le symbole d ∈ S(1) possédant le développement asymptotique suivant :

d(x, η′;h) ∼
∞∑
k=0

dk(x, y′, ln h)h
µ̂k
λ1 , (I.30)

où 0 = µ̂0 < µ̂1(= µ2 − µ1) < µ̂2 < · · · est la suite croissante des combinaisons linéaires
à coefficients dans N des {µk − µ1}∞k=1, avec les µk introduits dans la sous-section I.1.5.
et dk(x, y′, ln h) est un polynôme en ln h. En particulier, le symbole principal d0 de d ne
dépend pas de ln h, et est donné par :

d0(x, y′) =e−iπ d4λ
1
2−

S( z
h

)
λ1

1 exp
(
−
S( z

h
)

2λ1
πi σ

)
Γ
(
S( z

h
)

λ1

)
(I.31)

× eI∞(x)

√√√√ | det∇2
y′ϕ−(ε, y′)|
J∞(y′)

|g(ε, y′)|

|g(ε, y′) · g(x)|
S( z
h

)
λ1

.

Ici σ = sgn
(
〈g(xI)|g(xF )〉Rd

)
, I∞(x) :=

∫ −∞
0

(
∆ϕ+(x(τ)) −

d∑
j=1

λj
2

)
dτ, où x(t) est le

projeté sur Rd
x des points de la courbe hamiltonienne exp(tHp)(ρF ). La fonction Gamma

est notée par Γ.

Les « jacobiens » sont donnés par J(t, y′, η′) := det ∂x(t, y′, η′)
∂(t, y′) , et

J∞(y′) := lim
t→+∞

J(t, y′, η′)
J(0, y′, η′)

∣∣∣∣η′= ∂ϕ−
∂y′ (ε,y′)

exp
(

(−
d∑
j=1
λj + 2λ1)t

)
,

avec x(t, y′, η′) est le projeté sur Rd
x des points de la courbe hamiltonienne exp(tHp)ρ(y′, η′)

pour y′ près x′I et η′ près ξ′I , et ρ(y′, η′) :=
(
ε, y′;−

√
−|η′|2 − V (ε, y′), η′

)
∈ {x1 = ε} ∩

p−1(E0).

Croquis de la démonstration du théorème I.4 : Tout d’abord l’unicité de la solution (si
elle existe) est due au théorème de propagation des singularités précédent puisque nous
regardons des z qui sont à distance au moins νh de l’ensemble de Res0(P ).
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L’idée principale de la preuve du théorème est d’exprimer la solution u microlocale-
ment près du point fixe hyperbolique (0, 0) comme une superposition de solutions BKW
(L. Brillouin, H-A. Kramers et G. Wentzel) de l’équation de Schrödinger dépendant du
temps « correspondante » :

u(x, h) = 1√
2πh

∫ ∞
0

eiϕ(t,x)/ha(t, x;h) dt.

C’est la transcription du fait de considérer le problème de Cauchy microlocal comme une
équation de propagation le long des courbes hamiltoniennes du champ de vecteurs, Hp.
Cette idée a été introduite par B. Helffer et J. Sjöstrand dans [HS85] et c’est dans ce
papier que les auteurs introduisent la notion de m-développable permettant de décrire
de point de vue d’analyse « fidèlement » le comportement des courbes hamiltoniennes au
voisinage du point fixe hyperbolique.
Alors, la phase ϕ(t, x) admet un développement asymptotique quand t→ +∞ :

ϕ(t, x) ' ϕ+(x) +
∞∑
k=1

φµk(t, x)e−µkt,

où les µk sont introduits dans la sous-section I.1.5.
Le symbole a(t, x;h) admet un développement asymptotique classique en h :

a(t, x;h) ∼
∞∑
`=0

a`(t, x)h`,

dont les coefficients admettent des développements asymptotiques quand t→ +∞ :

a`(t, x) '
∞∑
k=0

a`,k(t, x)e−(S+µk)t,

où a`,k(t, x) est polynomiale en t et S := S( z
h
) définie par (I.29).

En particulier, a0,0 est calculé explicitement à partir de la condition initiale sur Λ− et
nous donne l’expression du symbole principal d0 sur Λ+.
Notons que pour ces constructions, il y a une obstruction sur la donnée u0. En fait cette
donnée initiale ne doit pas être microlocalement supportée sur une certaine sous-variété
Λ̃− de Λ−, donnée par Λ̃− : g(x−) := γ−1 (x−, ξ−) = 0 avec (x−, ξ−) ∈ Λ−. Or l’hypothèse
(A.I.4) assure entre autre que g(xI) 6= 0 et nous choisissons u0 « micro-supporté » près
de ρI = (xI , ξI) ∈ Λ−.
En remarquant que microlocalement près de ρF ∈ Λ+, u est également déterminé par sa
trace (notons la u+) sur une hypersurface transverse au flot hamiltonien, nous avons donc
un opérateur bien défini, qui à u0 fait correspondre u+ appelé monodromie « singulière »
due au passage par le point fixe hyperbolique et nous pouvons caractériser cet opérateur
d’une manière plus intrinsèque en utilisant le formalisme mis en place par J. Sjöstrand
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et M. Zworski [SZ02]. Nous avons décrit cette opérateur, qui est un opérateur h-intégrale
de Fourier sur L2(Rd−1), dans [iv, Theorem 2.8], voir aussi une version simplifiée et intro-
ductive dans [BFRZ2003] 6.

I.2.3 Résonances engendrées par un sommet du potentiel

Dans le même cadre que la section précédente, c.-à-d. l’opérateur de Schrödinger semi-
classique P est donné par (I.1) avec le potentiel V qui vérifie l’hypothèse (A.I.2).
Nous supposons que le potentiel V vérifie l’hypothèse (A.I.1), c.-à-d. V analytique en
dehors d’un compact et lim

|X|→+∞,X∈S
V (X) = 0. Nous pouvons donc définir les résonances

par distorsions analytiques, voir la sous-section I.1.1 et rappelons que Res(P ) désigne
l’ensemble des résonances de P .
Comme dans la sous-section I.1.3, nous définissons l’ensemble des trajectoires captées
associé à l’énergie E0 par : K(E0) =

{
(x, ξ) ∈ p−1(E0); s 7→ exp(sHp)(x, ξ) est bornée

}
.

Finalement, nous supposons que
(A.I.5) K(E0) = {(0, 0)}.
En particulier, x = 0 est l’unique maximum global de V . De plus, il existe un voisinage
pointé de E0, V \ {E0}, dans lequel toutes les énergies sont non-captives.
Dans le cas non-globalement analytique, les résonances engendrées par un sommet du
potentiel sont données par :

Théorème I.5 (Les résonances du sommet). Nous supposons que les hypothèses (A.I.1),
(A.I.2) et (A.I.5) sont vérifiées. Soit C > 0. Dans D(E0, Ch), nous avons

dist
(

Res(P ),Res0(P )
)

= o(h),

quand h tend vers 0. De plus, pour tous χ ∈ C∞0 (Rd) et ε > 0, il existe M > 0 tel que∥∥∥χ(P − z)−1χ
∥∥∥ ≤ h−M , (I.32)

uniformément pour h suffisamment petit et z ∈ D(E0, Ch) \ (Res0(P ) +D(0, εh)).

La distribution des (pseudo)-résonances est illustrée dans la figure I.7.
Croquis de la démonstration du théorème I.5 : La preuve se fait en deux étapes : pre-
mièrement, nous montrons que P n’a pas de résonances « loin » des pseudo-résonances.
Ensuite, nous prouvons que P a une résonance proche de chaque pseudo-résonance. C’est
une stratégie assez générale pour obtenir l’asymptotique spectrale et qui sera utilisé dans
ce chapitre et le prochain. Voir [xxii, section 1.2].
Tout d’abord, nous remarquons que l’équation vérifié par un état résonant (ou plus géné-
ralement, un quasi-mode) se réduit à un système qui prend en considération uniquement

6. https ://www.math.univ-paris13.fr/∼zerzeri/Papers/BFRZ03_01
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E0

0

V (x)

h

E0 Re z

Res(P )

Im z

h

Figure I.7 – Un potentiel vérifiant les hypothèses du théorème I.5 et les résonances correspon-
dantes.

ce qui se passe près de l’ensemble des trajectoires captées. Voir la sous-section I.1.4 et
aussi [xxii, section 8]. Donc, il suffit d’étudier le système suivant :{

(P − z)u = 0 microlocalement près de K(E0),
u = 0 microlocalement près de tout point Γ−(E0) \K(E0),

Pour la première étape, nous utilisons le fait que nous sommes loin des pseudo-résonances
donc le théorème I.3 de propagation des singularités est valide et nous montrons que toute
solution polynomialement bornée u de l’équation précédente est nulle microlocalement
près de K(E0). Donc pas de résonances de P « loin » des pseudo-résonances.
La deuxième étape est constructive. Soit ν ∈ {µk; k ∈ N}. Les µk sont définies dans la
sous-section I.1.5. Nous montrons que pour h suffisamment petit, P admet au moins une
résonance dans le disque D(zν , εh) avec zν = E0 − ihν − ih

d∑
j=1

λj
2 ∈ Res0(P ). En effet,

nous produisons une « fonction test » v et prouvons que∮
∂D(zν ,εh)

(z − Pθ)−1v dz 6= 0,

montrant que la résolvante (Pθ − z)−1 ne peut pas être analytique près de zν . Le choix de
la « fonction test » est comme suit :
Nous commençons par faire un choix bien adapté de la condition initiale u0, c.-à-d. prendre
une distribution lagrangienne dont la variété lagrangienne associée est transverse à Λ− -la
variété stable associée au point critique hyperbolique (0, 0)- le long d’une trajectoire ren-
trante γν déterminée par ν d’une manière assez précise. Puis nous résolvons le problème
de Cauchy microlocal correspondant ci-dessus pour des énergies z très proche de zν , en
utilisant le théorème I.4. En effectuant l’intégration en z le long d’un petit contour au-
tour zν , nous obtenons le développement asymptotique de Πzνu0, où Πzν est le projecteur
spectral associé à zν , donné par (I.3). Le terme principal par rapport à h provient de la
singularité de la fonction Γ dans (I.31).

Le théorème précédent donne l’asymptotique des résonances modulo o(h). Dans certains
cas, il est possible de prouver un développement asymptotique complet en puissance en-
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tière de h. Dans cette direction, nous présentons le résultat suivant qui est similaire à la
proposition 0.3 de J. Sjöstrand [Sjö87].

Notation : Soit α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd, notons z0(α, h) = E0 − ih
d∑
j=1
λj(αj + 1

2) la pseudo-
résonance correspondante.
Commençons par définir la notion de simplicité pour les pseudo-résonances. Nous disons
qu’une pseudo-résonance z0(α, h) est simple si,

z0(α, h) = z0(α′, h) =⇒ α = α′ . (I.33)

Proposition I.6 (asymptotique modulo O(h∞)). Nous supposons que les hypothèses
(A.I.1), (A.I.2) et (A.I.5) sont vérifiées. Soit α ∈ Nd tel que la pseudo-résonance cor-
respondante z0(α, h) est simple. Alors, ils existent δ > 0 et z∞(h) vérifiant z∞(h) ' E0 +
E1h+E2h

2 + · · · comme développement asymptotique complet avec E1 = −i
d∑
j=1
λj(αj+ 1

2)
et

dist
(

Res(P ), {z∞(h)}
)

= O(h∞),

dans D(z∞(h), δh). De plus, pour tout N > 0 et χ ∈ C∞0 (Rd), il existe M > 0 tel que∥∥∥χ(P − z)−1χ
∥∥∥ ≤ h−M ,

uniformément pour h suffisamment petit et z ∈ D(z∞(h), δh) \D(z∞(h), hN).

Le développement asymptotique de z∞(h) en puissance de h n’est connu que par une
relation implicite.
Croquis de la démonstration de la proposition I.6 : Soit α0 ∈ Nd tel que la pseudo-
résonance correspondante z0(α0, h) = E0 − ih

d∑
j=1
λj(α0

j + 1
2) est simple.

D’après le théorème précédent nous savons déjà que pour δ > 0 suffisamment petit,
tous les résonances z dans D(z0(α0, h), 2δh) vérifient z = z0(α0, h) + o(h) et donc il y
a au moins une de ces résonances. Pour obtenir la proposition, il suffit de construire
z∞(h) et de montrer que pour tout N > 0, l’opérateur P n’a pas de résonances plus
une estimation de sa résolvante tronquée dans D(z∞(h), δh) \D(z∞(h), hN) pour h petit.
Comme pour le théorème de propagation des singularités, on montre qu’une fonction
résonante u est une distribution lagrangienne associé à Λ+ près de (0, 0). Donc u(x, h) =
a(x, h)e ihϕ+(x) microlocalement près de (0, 0) pour un certain symbole a ∈ S(h−B) avec
B ∈ R. De plus a vérifie l’équation de transport provenant de la projection du problème de
Cauchy microlocal sur la structure lagrangienne de Λ+. L’équation de transport obtenue
est « dégénérée » pour α = α0 en utilisant cette propriété, nous nous ramenons à résoudre
l’équation G (z, h) = 0, avec G (z, h) holomorphe dansD(z0(α0, h), νh) et C∞ en h ∈ [−1, 1]
tel que G (z, h) ' ∑k≥0 h

kGk(z) quand h→ 0, avec G0(z, h) = i
h

(
z−z0(α0, h)

)
. Le résultat

est obtenu par le théorème des fonctions implicites appliqué à G .
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Remarque I.7. Dans le cas analytique, la distribution semi-classique des résonances en-
gendrées par un sommet est bien connue, voir [Sjö87] (et aussi [BCD87] avec une condition
de viriel). Les auteurs prouvent qu’il y a une bijection bh entre l’ensemble des pseudo-
résonances et celui des résonances. En particulier, si z0(α) est une pseudo-résonance
simple alors bh(z0(α)) est une résonance simple de P . Cette bijection bh est prouvée à
l’aide de la méthode basée sur le problème de Grushin.
Dans le cas non-globalement analytique, par la méthode que nous utilisons -en comparant
plutôt les ensembles « globalement »- nous n’avons pas d’informations précises concernant
la multiplicité des résonances, sauf des minorations dans certains cas. Entre autre dans le
cas où z0(α) est une pseudo-résonance simple nous ne pouvons pas dire que la résonance
correspondante z∞(h) donnée par le théorème I.6 est simple.

Rappelons la définition d’un état résonant de P . Soit z ∈ Cθ ∩ Res(P ). Nous disons
que u ∈ H2(Rd) est un état résonant de P associé à la résonance z si et seulement si
(Pθ − z)u = 0. Voir [xxii, section 7]. Dans la preuve du théorème I.5, nous obtenons le
résultat sur le développement asymptotique des états résonants suivant :
Proposition I.8 (Description des états résonants). Nous gardons les mêmes hypothèses
du théorème I.5. Nous fixons θ = h| ln h|. Soit u = u(h) une famille d’états résonants
normalisés associés à une résonance z = z(h) ∈ D(E0, Ch). Alors, il existe a ∈ S(h−M)
avec M ∈ R tel que

u(x, h) = a(x, h)eiϕ+(x)/h microlocalement près de (0, 0).

De plus, le symbole a satisfait près de 0 l’équation de transport suivante :

2∇ϕ+(x) · ∇a(x, h) +
(

∆ϕ+(x)− iz − E0

h

)
a(x, h)− ih∆a(x, h) ∈ S(h∞). (I.34)

Nous pouvons aussi montrer que a n’est pas microlocalement nulle près de 0. Dans le
cas des pseudo-résonances simples, l’équation de transport (I.34) peut être utilisé pour
prouver que a admet un développement asymptotique complet en puissance de h avec une
formule explicite du terme principal en 0.

I.3 Projecteur Spectral et groupe de Schrödinger

Dans toute cette section, nous supposons que le potentiel V vérifie l’hypothèse suivante :

(A.I.1)g Le potentiel V admet une extension analytique dans

Sg = {X ∈ Cd; | ImX| < (tan θ0)〈ReX〉}

pour un certain θ0 positif. Ici 〈x〉 = (1 + |x|) 1
2 .

De plus, nous supposons que lim
|X|→+∞,X∈Sg

V (X) = 0.
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Dans ce cas c.-à-d. où le potentiel V est globalement analytique dans un voisinage près
de Rd, la distribution des résonances près du sommet global E0 de V est bien connue et
elle est donnée par le résultat suivant :
Théorème I.9 ([BCD87, Sjö87]). Nous supposons que les hypothèses (A.I.1)g, (A.I.2)
et (A.I.5) sont vérifiées. Soit C une constante positive (indépendante de h) telle que
C 6=

d∑
j=1
λj(αj + 1

2) pour tout α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd. Alors, dans D(E0, Ch), il existe une

bijection
bh : Res0(P ) ∩D(E0, Ch) −→ Res(P ) ∩D(E0, Ch),

tel que bh(E) = E + o(h).

Nous remarquons que le nombre de résonances dans tout disque de la forme D(E0, Ch)
est borné, avec C > 0 et C 6=

d∑
j=1
λj(αj + 1

2) pour tout α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd.

En particulier, si E0
α est une pseudo-résonance simple, alors, la résonance correspondante

Eα := bh(E0
α) est simple pour h suffisamment petit (c.-à-d. sa multiplicité est un), et elle

admet un développement asymptotique complet en puissance entière de h dont le terme
principal est E0

α.
Dans ce cadre, nous présentons deux applications, une formule explicite en puissance de
h du projecteur spectral associé à une (pseudo-)résonance simple et le comportement du
semi-groupe d’évolution de l’opérateur de Schrödinger en temps grand associé.

I.3.1 Projecteur spectral associé à une résonance simple engen-
drée par un sommet

Soit P l’opérateur de Schrödinger semi-classique donné par (I.1). Le résultat suivant décrit
le comportement du projecteur spectral associé à une (pseudo-)résonance simple.
Théorème I.10 ([ix, Theorem 4.1]). Nous supposons que les hypothèses (A.I.1)g, (A.I.2)
et (A.I.5) sont vérifiées. Soit β ∈ Nd tel que Eβ = bh(E0

β) ∈ Res(P ) est une (pseudo-
)résonance simple. Alors, en tant qu’opérateur de L2

comp(Rd) dans L2
loc(Rd), nous avons

ΠEβ = c(h)〈·, fβ〉fβ, (I.35)

avec

c(h) = h−|β|−
d
2
e−i

π
2 (|β|+ d

2 )

(2π) d2β!

d∏
j=1

λ
βj+ 1

2
j , (I.36)

et la fonction fβ(x, h) possède les propriétés suivantes :
(i) elle est localement uniformément dans L2(Rd), c.-à-d. ∀χ ∈ C∞0 , ‖χfβ‖L2(Rd) . 1 ,
(ii) elle est solution de Pfβ = Eβfβ ,
(iii) elle est sortante (c.-à-d. microlocalement nulle près de tout point ρ = (x, ξ) avec
|x| � 1, cos(x, ξ) < −1

2 ).
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(iv) De plus, fβ = dβ(x, h)e ihϕ+(x) microlocalement près de (0, 0), où dβ(x, h) ∈ S(1)
est un symbole classique vérifiant

dβ(x, h) ∼
∑
j∈N

dβj (x)hj et dβ0 (x) = xβ + O(|x||β|+1).

Rappelons que E0
β := E0 − ih

d∑
j=1
λj(βj + 1

2), pour tout β = (β1, · · · , βd) ∈ Nd.

Croquis de la démonstration du théorème I.10 : Nous commençons par choisir une courbe
hamiltonienne de la variété stable associée au point critique hyperbolique (0, 0), Λ−.
L’existence d’une telle courbe est due à la propriété m-développable des courbes hamil-
toniennes rentrantes (quand t→ +∞) et que la pseudo-résonance E0

β est simple. Notons
cette courbe γβ ∈ Λ−. Maintenant, nous faisons un choix bien adapté de la condition ini-
tiale u0, c.-à-d. prendre une distribution lagrangienne dont la variété lagrangienne associée
est transverse à Λ− le long de la courbe hamiltonienne γβ. Puis nous résolvons le problème
de Cauchy microlocal correspondant pour des énergies z très proche de Eβ = bh(E0

β), en
utilisant le théorème I.4. En effectuant l’intégration en z le long d’un petit contour autour
de Eβ = bh(E0

β), nous obtenons le développement asymptotique de ΠEβu0, où ΠEβ est le
projecteur spectral associé à Eβ, donné par (I.3). Le terme principal par rapport à h pro-
vient de la singularité de la fonction Γ dans (I.31). En particulier, nous obtenons toutes les
propriétés indiquées pour fβ. Enfin, le coefficient c(h) découle du calcul de 〈u0, fβ〉L2(Rd).

Dans la situation d’un « puits dans l’isle » ponctuel, le projecteur spectral généralisé a
été calculé par B. Helffer et J. Sjöstrand [HS86], en particulier, les auteurs ont prouvé que
cet opérateur est presque orthogonal. En effet, si la résonance z est isolée et la fonction
troncature χ ∈ C∞0 (Rd) est égale à 1 près du puits, alors χΠzχ est exponentiellement
proche du projecteur spectral associé au problème de Dirichlet correspondant et ‖χΠzχ‖ =
1 +O

(
e−

C
h

)
avec un certain C > 0. Dans le cas des résonances générées par un sommet la

situation est très différente puisque la norme du projecteur tronqué est d’ordre h−|β|− d2 ,
c.-à-d. pour χ ∈ C∞0 , χ 6= 0, ‖χΠEβχ‖ ∼ h−|β|−

d
2 . Par conséquent, le projecteur n’est pas

borné et sa norme dépend de la résonance.

I.3.2 Comportement en temps grand du groupe de Schrödinger

Nous considérons le problème d’évolution suivant :
 ih

∂ψ

∂s
(s, x) = Pψ(s, x),

ψ(0, x) = ψ0(x).

Nous désignons la solution ψ(s, x) par e− i
h
sPψ0. L’opérateur e−

i
h
sP est unitaire sur L2(Rd).

Nous voulons décrire le comportement en temps grand du groupe de Schrödinger en
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fonction d’objets spectraux. Commençons par rappeler la description de cet objet dans
le cas de valeurs propres isolées. Soit E∗ une valeur propre isolée de P (notons N0 sa
multiplicité, finie), alors pour tout ψ(E) ∈ C∞0 (R) supporté près de E∗, nous avons

e−
i
h
sPψ(P ) = e−

i
h
sE∗ΠE∗ψ(E∗), (I.37)

où ΠE∗ est le projecteur orthogonal sur le sous-espace propre associé à E∗ engendré par
une base orthonormée de fonctions propres {fj}j=1,··· ,N0 ,

ΠE∗ =
N0∑
j=1
〈·, fj〉fj. (I.38)

Ici 〈f, g〉 =
∫
Rd
f(x)g(x) dx, pour tous f, g ∈ L2(Rd).

Grosso modo, comme expliqué dans l’introduction générale, les résonances sont associées
aux états métastables. Formules de type (I.37), (I.38) impliquerait en particulier qu’un
état métastable se désintègre comme e−

| Im z0|
h

tΠz0 pour une résonance z0. C’est pourquoi
l’inverse de la largeur de la résonance | Im z| est considéré pour décrire la durée de vie de
la particule quantique piégée. Nous remarquons que le projecteur Πz0 n’est pas orthogonal
et sa norme n’est pas nécessairement 1.
Dans le cas des résonances générées par un sommet, nous avons, en utilisant la description
du projecteur du théorème précédent,

Théorème I.11 ([ix, Theorem 6.1]). Nous supposons que les hypothèses (A.I.1)g, (A.I.2)

et (A.I.5) sont vérifiées. Soit C une constante positive telle que C 6=
d∑
j=1
λj(αj + 1

2) pour

tout α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd. Alors, pour toute fonction χ ∈ C∞0 (Rd) et toute application
ψ ∈ C∞0 (R) supportée dans un petit voisinage de E0, il existe K = K(C) > 0 tel que pour
tout s ≥ 0, nous avons quand h→ 0,

χe−
i
h
sPχψ(P ) =

∑
Eα∈Res(P )∩D(E0,Ch)

χResidueEα
(
e−

i
h
sER+(z)

)
χψ(P )

+O(h∞) + O(e−Csh−K).
(I.39)

En particulier, si tous les pseudo-résonances dans D(E0, Ch) sont simples, nous avons,
pour tout s ≥ 0, et quand h→ 0,

χe−
i
h
sPχψ(P ) =

∑
Eα∈Res(P )∩D(E0,Ch)

e−
i
h
sEα χΠEαχψ(P )

+O(h∞) + O(e−Csh−K).
(I.40)

Ici ΠEα est le projecteur spectral donné par (I.3) et R+(z) est le prolongement méromorphe
de la résolvante (z − P )−1 en tant qu’opérateur de L2

comp(Rd) dans L2
loc(Rd) à partir du

demi-plan supérieur vers Cθ à travers [0,+∞[.
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Croquis de la démonstration du théorème I.11 : La preuve repose essentiellement sur une
estimation polynomiale -par rapport au paramètre h−1- de la résolvante de l’opérateur
« distordu » Pθ autour des résonances. En effet, supposons que le potentiel V vérifie
les hypothèses (A.I.1)g, (A.I.2) et (A.I.5), nous avons prouvé dans [iv], l’estimation
suivante : ∥∥∥(z − Pθ)−1

∥∥∥ . h−C(µ) ∏
zα∈Res(P )∩D(E0,2µh)

|z − zα|−1, (I.41)

pour z ∈ [E0 − ε, E0 + ε] + i[−µh, µh] avec µ ∈ R et ε > 0 petit.
Cette estimation nous permet de faire du calcul h-pseudo-différentiel. Des estimations
similaires autour des résonances sont obtenues dans diverses situations, voir par exemple
Gérard [Gér88] pour le cas de deux obstacles strictement convexes. Pour prouver ce ré-
sultat nous utilisons des estimations d’énergie développées par A. Martinez [Mar02b],
J. Sjöstrand [Sjö97] et S-H. Tang et M. Zworski [TZ98]. Plus un ingrédient très im-
portant dû au calcul h-pseudo-différentiel, le suivant : soient f(λ), g(λ) ∈ C∞0 (R). Alors

supp f ∩ supp g = ∅ =⇒ f(P )χg(P ) = O(h∞), (I.42)

où χ ∈ C∞0 (Rd). Fort de ces deux arguments, nous pouvons donner un peu plus de détails :
Soit ψ ∈ C∞0 ([E0 − ε

2 , E0 + ε
2 ]), ψ ≡ 1 sur [E0 − ε

4 , E0 + ε
4 ] pour ε > 0 suffisamment petit.

Nous calculons maintenant I := χe−
i
h
sPχψ(P ). Par la propriété I.42, nous avons

I = χe−
i
h
sPf(P )χψ(P ) + O(h∞),

pour toute fonction troncature f ∈ C∞0 (R) telle que f ≡ 1 on [E0 − 2ε, E0 + 2ε]. Soit Eλ
la décomposition spectrale associée à l’opérateur autoadjoint P . Alors

χe−
i
h
sPf(P )χψ(P ) =

∫
R
e−

i
h
sλf(z)χdEλχψ(P ).

La formule de Stone donne,

dEλ = 1
2iπ

(
(P − (λ+ i0))−1 − (P − (λ− i0))−1

)
dλ,

donc,

χe−
i
h
sPf(P )χψ(P ) = − 1

2iπ

∫
R
e−itλ/hf(λ)χ

(
R+(λ)−R−(λ)

)
χdλψ(P ),

où R±(z) = (z − P )−1 est analytique pour ± Im z > 0.
Maintenant nous modifions le contour R en l’union des intervalles suivants 7 :

Γ1 = (−∞, E0 − ε], Γ5 = [E0 + ε,+∞),

7. Les contours Γj , j = 1, 2, 3, 4, 5 sont illustrés dans la figure I.8.
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µh

Γ1 Γ5

Γ3

ε

Γ2 Γ4

E0

Figure I.8 – Les contours Γj , j = 1, · · · , 5.

Γ2 = (E0 − ε) + i[0,−C ′h], Γ4 = (E0 + ε) + i[−C ′h, 0],

et
Γ3 = [E0 − ε, E0 + ε]− iC ′h,

où nous choisissons C ′ de telle sorte que C ′ 6=
d∑
j=1

(αj + 1
2)λj pour tout α ∈ Nd, et nous

posons
Ij = 1

2iπ

∫
Γj
e−itz/hf(z)χ (R+(z)−R−(z))χdzψ(P ) (j = 1, 5),

Ij = 1
2iπ

∫
Γj
e−itz/hχ (R+(z)−R−(z))χdzψ(P ) (j = 2, 3, 4), f(z) = 1 pour z ∈ Γj.

Par le théorème des résidus, nous obtenons

I =
∑

zβ∈Res(P )∩Ω(ε,C′h)
χReszβ

(
e−

i
h
szR+(z)

)
χψ(P )−

5∑
j=1

Ij,

où Ω(ε, C ′h) est le rectangle délimité par Γj, j = 2, 3, 4 et le réel, voir figure I.8. Ici nous
avons utilisé le fait que R−(z) est holomorphe dans Ω(ε, C ′h). La somme dans la partie
de droite de l’identité précédente coïncide avec le terme correspondant dans la formule
(I.39) en utilisant l’estimation (I.41).
Enfin, par le calcul h-pseudo-différentiel -essentiellement la propriété (I.42)- nous avons :

I1, I5 = O(h∞) et I2, I4 = O(h∞).

Ici nous utilisons le fait que le support de ψ est à distance strictement positive de la partie
réelle de Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ4 ∪ Γ5. De plus,

‖I3‖ =
∫

Γ3
|e−

i
h
sz|‖χ (R+(z)−R−(z))χ‖dz = O(e−C′sh−K′),

en tant qu’opérateur borné de L2(Rd). Le terme exponentiel dans l’estimation précédente
vient du terme

∣∣∣e− i
h
sz∣∣∣Γ3

∣∣∣. Notons que l’estimation sur la résolvante est pertinente puis-

qu’elle garantie que la résolvante R+(z) (et aussi R−(z)) croît au plus polynomialement
par rapport à h−1 sur les contours (bien sûr près de E0).
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Remarque I.12. (i) Nous avons remarqué dans le Théorème I.10 que la norme du
projecteur tronqué χΠEαχ est d’ordre ∼ h−|α|−

d
2 lorsque E0

α est simple. Puisque,

|e− i
h
sEα| = e−

s
h
| ImEα| ∼ e

−s
d∑
j=1

λj(αj+ 1
2 )

pour Eα ∈ Res(P ) ∩ D(E0, Ch), le terme
indexé par α dans la somme de (I.40) est plus grand que l’erreur pour

s ≥
K − d

2 − |α|

C −
d∑
j=1

λj(αj + 1
2)

ln
(1
h

)
+ Cte. (I.43)

(ii) Si {λj}dj=1 sont Z-indépendants, alors tous les (pseudo)-résonances sont simples et

(I.40) est valide pour tout C différent de
d∑
j=1
λj(αj + 1

2), ∀α = (α1, · · · , αd) ∈ Nd.

I.4 Commentaires et suite

Nous présentons un résultat en collaboration avec T. Watanabe concernant la probabilité
de transition pour de multiples croisements évités avec un petit écart dans le cas où
le potentiel est analytique dans un certain voisinage complexe de R. La géométrie près
des zéros non-dégénérés du potentiel est la même que celle donnée par un point fixe
hyperbolique en dimension 1. Donc par le théorème I.4 notre résultat peut être généraliser
au cas où le potentiel est non-globalement analytique.
Commençons par introduire le modèle. Nous considérons l’équation de Schrödinger dé-
pendante du temps :

ih
d

dt
ψ(t) = H(t; ε)ψ(t), où H(t; ε) :=

(
W (t) ε
ε −W (t)

)
, pour tout t ∈ R.

Le potentiel W est une fonction à valeurs réelles sur R et ψ(t) = t
(
ψ1(t), ψ2(t)

)
∈ C2. Ici

h est un paramètre semi-classique et ε est l’ordre de l’écart au point du croisement évité.
La matrice H(t; ε) a deux valeurs propres réelles λ±(t; ε) := ±

√
W (t)2 + ε2 et le trou

spectral entre ces deux valeurs propres g(t; ε) := λ+ − λ− ≥ 2ε est strictement positive
pour tout t ∈ R. Notons que g(t0; ε) = 2ε si et seulement si W (t0) = 0. Donc le point
t0 ∈ R tel que W (t0) = 0 (s’il existe) joue un rôle très particulier.
Nous voulons étudier la probabilité de transition entre les énergies du système ci-dessus,
λ±(t; ε). Dans ce cadre le résultat type est la formule de Landau-Zener, c.-à-d. la proba-
bilité de transition est donnée par P(ε;h) = exp

(
−πε2

vh

)
, pour W (t) := vt (v > 0), voir

[Zen32]. De cette formule, la probabilité de transition tend vers 1 quand ε ↓ 0, tandis qu’
elle décroît exponentiellement quand h ↓ 0. La généralisation de la formule de Landau-
Zener par rapport à h ↓ 0 pour un ε fixé a été étudiée par plusieurs d’auteurs, voir [HJ06]
et les références qui y sont données. En particulier dans [JMP91] A. Joye, G. Mileti et
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C-E. Pfister utilisent la méthode BKW complexe pour de multiples croisements évités et
A. Martinez dans [Mar94] utilise plutôt l’approche microlocale. Remarquons que l’effet
adiabatique (h ↓ 0) et l’effet d’interaction (ε ↓ 0) jouent des rôles « opposés » dans la
probabilité de transition.
Dans [xiii], nous étudions le comportement asymptotique de la probabilité de transition
lorsque les deux paramètres h et ε tendent vers 0 simultanément, dans le cas où le potentiel
W est à courte portée (modulo une constante additive), globalement analytique dans un
certain voisinage du réel et admet un nombre fini de zéros non-dégénérés (≥ 2), c.-à-
d. W (tk) = 0 et W ′(tk) 6= 0 pour k = 1 · · · , n avec n ≥ 2. La formule de Landau-Zener
-dans le cas W linéaire- indique que le rapport entre h et ε2 doit être crucial.
Plus précisément, il y a trois cas, comme dans [CdVLP99] (voir aussi [Rou04]) :

Cas no 1 : (ε, h) ↓ (0, 0) et h
ε2 ↓ 0. Ce régime a été traité dans [Joy94] quand W

s’annule en un seul point (n = 1), mais pour des Hamiltoniens plus généraux. Dans [xiii]
nous obtenons une petite extension de ce résultat dans notre cadre plus simple mais avec
de multiple croisements évités (n ≥ 2), en utilisant la méthode WKB exacte, développée
par C. Gérard et A. Grigis (voir [GG88]). Notons que T. Watanabe a traité le cas où W
a un zéro dégénéré, le comportement asymptotique obtenu dépend fortement de l’ordre
de la dégénérescence, voir [Wat06].

Cas no 2 : (ε, h) ↓ (0, 0) et h
ε2 ∼ C où C est une constante strictement positive. Ce

cas a été étudié par G-A. Hagedorn où le cadre considéré est plus général que le modèle
Landau-Zener et le résultat est une extension naturelle de la formule de Landau-Zener
dans le cas d’un seul croisement non-dégénéré évité. Voir [Hag91, page 435, Formule (1.7)].
La preuve est essentiellement basée sur les propriétés des fonctions de Weber, dites aussi
« parabolic cylinder functions », comme dans l’article de Zener.

Cas no 3 : (ε, h) ↓ (0, 0) et ε2

h
↓ 0. Ce régime est notre principal intérêt dans [xiii]. Ce

cas est beaucoup plus compliqué que les autres. En effet les constructions BKW ne marche
plus près des zéros, tk, de W car les points tournants correspondants, ζk ∼ tk + i ε

W ′(tk)

et ζ̄k (ε ↓ 0), s’écrasent très vite sur tk quand ε2

h
↓ 0. Pour pallier à ce défaut, nous

décomposons la matrice de diffusion (scattering) en un produit de matrices de transfert
mettant en évidence le passage par les zéros du potentiel W . Puis, nous utilisons une
forme normale près de ces zéros non-dégénérés de W (voir [HS89]) dont nous connaissons
les solutions dites microlocales ainsi que leurs propriétés, essentiellement l’ensemble de
fréquences correspondant, ce qui nous permet de les connecter au solutions BKW dans
un certain voisinage dicté par le sous-régime que nous regardons.
En effet nous avons deux sous-régimes dans le Cas no 3 :

3.1. Dans le cas où ε = O(h), nous pouvons recoller les solutions microlocales avec
celles BKW correspondantes dans un O(1)-voisinage (indépendant du paramètre
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h) des zéros de W , en utilisant la stratégie développée par S. Fujiié, C. Lasser et
L. Nédélec dans [FLN09].

3.2. Dans le cas où h� ε ≤ o(
√
h), la situation est plus critique, nous faisons le recol-

lement des solutions dans un anneau d’ordre O(
√
h) autour des zéros de W . Donc

une certaine uniformité par rapport à h est requise à chaque étape et le paramètre
semi-classique dans ce cas est µ := ε√

h
.

Dans les deux sous cas, nous montrons que le développement asymptotique de la probabi-
lité de transition dépend de la parité du nombre de zéros du potentiel W et nous donnons
une formule explicite du pré-facteur Cn(h) de ε2

h
. De plus, nous dérivons une sorte de

condition de quantification à la Bohr-Sommerfeld lorsque le pré-facteur Cn(h) s’annule.
Nous terminons cette section par exposer le résultat du Cas nos 1 et 3 . Supposons que :

(A.I.6) Le potentiel W est C∞ à valeurs réelles sur R et admet une extension analytique
dans le secteur S = {t ∈ C ; |Im t| < 〈Re t〉 tanα0}, pour certains α0 ∈]0, π2 [.

(A.I.7) Il existe deux constantes non-nulles Er, El et δ > 1 tels que

W (t) =

 Er + O
(
|t|−δ

)
as Re t→ +∞ in S,

El + O
(
|t|−δ

)
as Re t→ −∞ in S.

Sous la condition d’analyticité (A.I.6) et l’hypothèse (A.I.7), nous prouvons l’existence
de quatre solutions de Jost Jr±(t) et J l±(t) entièrement définies par les conditions asymp-
totiques :

Jr+(t) ∼ exp
[

+ i

h

√
E2
r + ε2 t

] (− sin θr
cos θr

)
quand Re t→ +∞ dans S,

Jr−(t) ∼ exp
[
− i

h

√
E2
r + ε2 t

] (cos θr
sin θr

)
quand Re t→ +∞ dans S,

où tan 2θr = ε
Er
, (0 < θr <

π
2 ) et des formules similaires pour J l±(t) quand Re t→ −∞ in

S. Les couples des solutions de Jost (Jr+, Jr−) et (J l+, J l−) sont des bases orthonormées de
C2 pour tout t fixé.

Définition I.13. La matrice de diffusion (Scattering) S est définie comme la matrice de
passage d’une base de solutions de Jost vers la deuxième :

(
J l+ J l−

)
=
(
Jr+ Jr−

)
S(ε;h), S(ε;h) =

(
s11(ε;h) s12(ε;h)
s21(ε;h) s22(ε;h)

)
.

La matrice S est unitaire indépendante de t. Alors |s11(ε;h)|2 + |s21(ε;h)|2 = 1. De plus,
les coefficients de S vérifient : s11(ε;h) = s22(ε;h) et s12(ε;h) = −s21(ε;h).
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Définition I.14. La probabilité de transition P(ε;h) est définie par :

P(ε;h) := |s21(ε;h)|2 = |s12(ε;h)|2 .

Nous supposons que
(A.I.8) Le potentiel W possède un nombre fini de zéros t1 > · · · > tn (n ≥ 1) dans R et

chaque zéro est non-dégénéré. C’est-à-dire pour tout k ∈ {1, · · · , n}, W (tk) = 0 et
W ′(tk) 6= 0.

Nous posons vk := |W ′(tk)| > 0 pour k = 1, · · · , n et supposons que W ′(t1) > 0 sans
perte de généralité. Le signe de W (t) pour t < tn change en fonction de la parité de n.
Pour chaque k (k = 1, · · · , n), il existe deux points tournants ζk(ε) et ζk(ε), les zéros
simples dans S de 2

√
− detH(t; ε) proche de tk, où detH(t; ε) := −W (t)2 − ε2, dont

l’asymptotique est ζk(ε) ∼ tk + i
vk
ε quand ε ↓ 0.

Pour k = 1, · · · , n l’action Ak(ε) est donnée par :

Ak(ε) = 2
∫ ζk(ε)

tk

√
W (t)2 + ε2 dt, (I.44)

où chaque chemin d’intégration est le segment complexe de tk à ζk(ε) et la détermination
de la racine carrée est donnée par ε au point t = tk. Pour cette détermination ImAk(ε) =
πε2

2vk
+ O(ε4) est positive. Ces actions sont indépendantes de h.

Nous pouvons maintenant annoncer le résultat correspondant au Cas no 1.

Proposition I.15. Les hypothèses (A.I.6)—(A.I.8) sont vérifiées. Alors la probabilité
de transition P(ε;h) est donnée par :

P(ε;h) =

∣∣∣∣∣∣
∑
k∈Λ

(−1)ke ih (Ak(ε)−R1,k(ε))

∣∣∣∣∣∣
2

+ O

(
h

ε2 e
− 2α(ε)

h

)
, quand (ε, h) ↓ (0, 0) et h

ε2 ↓ 0,

où α(ε) = min
k∈Λ

ImAk(ε) > 0, voir (I.44), et Λ est l’ensemble des k ∈ {1, 2, · · · , n} dont le
vk correspondant réalise le max{v1, · · · , vn}.

La proposition précédente implique que dans le Cas 1, c.-à-d. (ε, h) ↓ (0, 0) et h
ε2 ↓ 0, la

probabilité de transition P(ε;h) décroît exponentiellement et son taux de décroissance est
caractérisé par le maximum des (vp)p=1,··· ,n. La preuve de cette proposition est basée sur
la méthode BKW exacte dont les asymptotiques des solutions BKW sont valables même
près des croisements évités.

Enfin, introduisons l’action de Maslov donnée par

Rj,k(ε) = 2
∫ tj

tk

√
W (t)2 + ε2 dt, pour 1 ≤ j ≤ k ≤ n. (I.45)
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Puisque tj ≥ tk pour j ≤ k alors Rj,k(ε) est positive et son asymptotique est donnée par :
Rj,k(ε) = Aj,k + O(ε2) as ε ↓ 0, où Aj,k est l’aire délimitée par le graphe de ±W (t) pour
t ∈ [tk, tj], c.-à-d. Aj,k = 2

∫ tj

tk

|W (t)| dt. Ces actions sont aussi indépendantes de h.

Le théorème suivant est une amélioration du théorème 2.6 de [xiii] dont le sens où les
restes sont mieux contrôlés et le pré-facteur Cn de ε2

h
dépend d’une manière très simple

de h. Ce théorème correspond au Cas no 3.

Théorème I.16. Les hypothèses (A.I.6)—(A.I.8) sont vérifiées. Alors la probabilité de
transition P(ε;h) est donnée par : Pour tout δ > 0,

P(ε;h) =


1− Cn(h)π ε2

h
+ O

(√
h ε

2

h

)
+ O

((
ε2

h

)2−δ
)

si n est impair,

Cn(h)π ε2

h
+ O

(√
h ε

2

h

)
+ O

((
ε2

h

)2−δ
)

si n est pair,

quand (ε, h) ↓ (0, 0) et ε
2

h
↓ 0. Ici C1(h) = 1

v1
et Cn(h) pour n ≥ 2 est donnée par :

Cn(h) =
n∑
k=1

1
vk

+ 2
n∑
k=2

k−1∑
j=1

1
√
vkvj

cos
[

2
h

∫ tj

tk

W (s) ds+ (−1)j − (−1)k
2

π

2

]
. (I.46)

Remarque I.17. (i) Lorsque n = 1, nous retrouvons la formule de Landau-Zener.

(ii) Le développement asymptotique de P(ε;h) quand ε2

h
↓ 0 dépend de la parité de n

donc les évolutions en temps des états propres se propagent le long des potentiels
±W (t) au lieu des énergies du système λ±(t; ε).

(iii) Dans ce régime les vk ne déterminent pas le taux de décroissance de la probabilité
de transition. En fait, le coefficient Cn(h) pour n ≥ 2 peut s’annuler, tandis que
C1(h) = 1

v1
ne s’annule jamais. Par exemple, prenons n = 2 et v1 = v2. Sous

l’hypothèse que le terme principal C2(h) s’annule, nous obtenons : Pour tout δ > 0,

P(ε;h) = O

(√
h
ε2

h

)
+ O

((ε2

h

)2−δ
)

quand (ε, h) ↓ (0, 0) et ε2

h
↓ 0. Cette hypothèse est équivalente à

2
∫ t1

t2
W (s) ds = (−π2 + 2Nπ)h

pour un certain entier N . Nous pouvons considérer cette condition comme une
condition de quantification à la Bohr-Sommerfeld.
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II.1 Introduction et préliminaires

Dans ce chapitre, nous présentons l’asymptotique des résonances dans le cas où l’en-
semble des trajectoires captées est constitué d’un point fixe hyperbolique et un nombre
fini d’orbites homoclines. Dans ce cas, nous mettons l’accent sur deux phénomènes remar-
quables, le premier concerne l’accumulation des résonances sur des courbes et décortiquer
ce phénomène à l’échelle microscopique et macroscopique puis le phénomène de vibration.
Nous donnons aussi la condition de quantification pour les résonances générées par un
ensemble constitué d’un nombre fini de sommets avec un nombre fini d’orbites homo-
clines/hétéroclines dont le cadre est transcrit par le langage des graphes. Nous obtenons
en général un nuage de résonances sans aucune structure, au passage nous définissons un
coefficient d’amortissement (« damping ») qui délimite entre autre une zone sans réso-
nance.
Dans le cas d’un potentiel à trois bosses en dimension 2 où les calculs sont explicites, nous
montrons qu’il y a trois cas de configurations.
Nous terminons ce chapitre par la description des états résonants dans des cas très précis
et des phénomènes de micro-localisation assez inhabituelles, par exemple les résonances
sont données par un certain cycle du graphe alors que les états résonants correspondants
sont micro-localisés dans une autre région du graphe.
Nous considérons l’opérateur de Schrödinger semi-classique sur Rd (d ≥ 1) donné par

P = −h2∆ + V (x), (II.1)

où V ∈ C∞(Rd;R) et lim
|x|→+∞

V (x) = 0. L’opérateur P est un opérateur autoadjoint, non-

borné de domaine H2(Rd).

(A.II.1) Nous supposons que le potentiel V admet une extension analytique dans

S = {X ∈ Cd; |ReX| > C et | ImX| < (tan θ0)|ReX|}

pour certains C et θ0 positifs. Voir figure I.1.
De plus, on suppose que lim

|X|→+∞,X∈S
V (X) = 0.

Nous pouvons définir les résonances de P dans un secteur autour de R+, par distorsions
analytiques à la W. Hunziker, voir la section I.1.1.
Dans tout le chapitre nous considérons des ensembles captés qui contiennent au moins un
point fixe hyperbolique. Soit E0 > 0. Supposons que

(A.II.2) Le potentiel V admet un maximum local non-dégénéré au point x = 0, c.-à-d. près



75 II.2 Orbites homoclines et résonances.

de x = 0, modulo un changement de variables linéaire,

V (x) = E0 −
d∑
j=1

λ2
j

4 x
2
j + O(|x|3), (II.2)

avec E0 > 0 et 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λd.

Nous rappelons très brièvement la structure géométrique près de ces points. Pour plus
de détails voir la section I.1.3. Cette hypothèse implique que le point (0, 0) ∈ T ∗Rd est
un point fixe du champ hamiltonien Hp. Donc le théorème de la variété stable assure
l’existence locale d’une variété lagrangienne rentrante Λloc

− et d’une variété lagrangienne
sortante Λloc

+ caractérisées par :

Λloc
∓ =

{
(x, ξ) ∈ T ∗Rd près de (0, 0); exp(tHp)(x, ξ)→ (0, 0)

quand t→ ±∞ et restant près de (0, 0)
}
⊂ p−1(E0) .

De plus, il existe deux fonctions C∞, ϕ∓, définies au voisinage 0 et vérifiant

ϕ∓(x) = ∓
d∑
j=1

λj
4 x

2
j + O(x3) ,

telles que Λloc
∓ = Λϕ∓ := {(x, ξ), ξ = ∇ϕ∓(x)} près de (0, 0). Comme P est l’opérateur

de Schrödinger, nous avons ϕ− = −ϕ+.
Nous définissons maintenant la variété lagrangienne rentrante/sortante globale Λ∓ :

Λ∓ =
⋃
t∈R

exp(tHp)(Λloc
∓ ), (II.3)

qui vérifie Λ∓ =
{

(x, ξ) ∈ T ∗Rd, exp(tHp)(x, ξ) → (0, 0) quand t → ±∞
}
. Deux petites

remarques :
a) L’intersection Λ− ∩ Λ+ peut être l’ensemble vide (par exemple dans le cas d’un

sommet global du potentiel).
b) L’intersection Λ− ∩ Λ+ est incluse dans l’ensemble capté K(E0). 1

II.2 Orbites homoclines et résonances.

Dans cette section nous présentons l’asymptotique des résonances dans le cas où l’ensemble
des trajectoires captées est constitué d’un seul point fixe hyperbolique et un nombre fini
d’orbites homoclines. Comme nous l’avons signalé dans l’introduction générale, nous avons
obtenu aussi des résultats dans le cas des nappes homoclines. Voir [xxii, chapitres 5 et
aussi 3].

1. L’ensemble capté K(E0) =
{

(x, ξ) ∈ p−1(E0); s 7→ exp(sHp)(x, ξ) est bornée
}
.
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Nous ajoutons trois hypothèses pour avoir le cadre géométrique souhaité.
Nous supposons que l’ensemble des trajectoires captées dans la surface d’énergie p−1(E0)
vérifie

(A.II.3) K(E0) ⊂ Λ− ∩ Λ+.
Cette hypothèse assure que toutes les trajectoires captées à énergie E0 sont liées au point
fixe hyperbolique. Dans le sens où l’ensembleH = Λ−∩Λ+\{(0, 0)} est la réunion d’orbites
homoclines associées au point (0, 0). Une orbite homocline est une bicaractéristique de
Hp qui converge vers le point (0, 0) quand t tend vers −∞ et t tend vers +∞. Donc, il
n’a pas de courbe hamiltonienne captée à énergie E0 qui est à une distance strictement
positive du point fixe hyperbolique (0, 0).
La deuxième hypothèse est :

(A.II.4) L’ensemble H est constitué d’un nombre fini d’orbites homoclines sur lesquelles
Λ+ et Λ− se croisent transversalement.

Notons par γk, k = 1, · · · , K, ces orbites homoclines, ce sont bien sûr des courbes hamil-
toniennes.
Pour chaque courbe γk, nous lui associons son action Ak =

∫
γk
ξ dx et son indice de Maslov

νk.
Soit γk(t) = (xk(t), ξk(t)) une paramétrisation de γk. Alors, il existe deux directions
asymptotiques gk∓ ∈ Rd \ {0} telles que

xk(t) = gk∓e
∓λ1t + o(e∓λ1t), quand t→ ±∞.

La dernière hypothèse pour cette section est :

(A.II.5) 〈gk−|gl+〉Rd 6= 0 pour tout k, l ∈ {1, · · · , K}.

Cette hypothèse assure que les variétés Λ∓ ne peuvent pas s’enrouler autour d’elles-mêmes,
c.-à-d. dans un petit voisinage de exp(sHp)(ρ) avec ρ ∈ Λloc

∓ , la variété Λ∓ coïncide avec
exp(sHp)(Λloc

∓ ).
Enfin, nous introduisons le déterminant de Maslov asymptotique associé à ces courbes :
Soit γk(t, y) = (xk(t, y), ξk(t, y)) : R × Rd−1 −→ T ∗Rd, définie d’un voisinage de R × {0}
vers un voisinage de γk, une paramétrisation C∞ de Λ+ par les courbes hamiltoniennes
tel que γk(t, 0) = γk(t).
Alors, les quantités suivantes :

M+
k = lim

s→−∞

√√√√√∣∣∣∣ det ∂xk(t, y)
∂(t, y)

∣∣∣
t=s, y=0

∣∣∣∣ exp
(
− s

( d∑
j=1

λj
2
))
,

M−k = lim
s→+∞

√√√√√∣∣∣∣ det ∂xk(t, y)
∂(t, y)

∣∣∣
t=s, y=0

∣∣∣∣ exp
(
− s

( d∑
j=1

λj
2 − λ1

))
,

(II.4)
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existent et appartiennent à ]0,+∞[.
Dans [xxii, section 4, Example 4.11 et Appendix B.3], nous avons construit en dimension
2 un potentiel -constitué de trois parties radiales localisées assez loin l’une de l’autre - tel
que le hamiltonien correspondant vérifie toutes les hypothèses ci-dessus.

II.2.1 Règle de quantification et asymptotique des résonances

Soit C > 0. Nous regardons les résonances dans un voisinage de E0 dépendant de h.
Ça sera dans des boîtes de la forme E0 + [−Ch,Ch] + i[−D0h − C h

| lnh| , h], D0 est une
constante positive qui va être fixée après, dans un certain sens elle décrira le passage par
le point fixe hyperbolique. Nous remarquerons dans la suite que nous sommes en train de
regarder les résonances dans une région loin des résonances générées par le sommet.
Comme déjà vue dans la section I.2.2, théorème I.4, le passage du point fixe hyperbolique

est pondéré d’une certaine puissance en h, donnée par S(z
h

) :=
d∑
j=1

λj
2 − i

z − E0

h
.

L’objet qui code la dynamique le long de l’ensemble capté à l’énergie E0 -constitué du
point fixe hyperbolique et les K-orbites homoclines associées- est une matrice d’ordre K,
Q(z, h) = (Qk,`(z, h))1≤k,`≤K , où

Qk,`(z, h) = eiAk/hΓ
( 1
λ1
S(z
h

)
)√λ1

2π
M+

k

M−k
e−i

π
2 (νk+ 1

2 )
∣∣∣g`−∣∣∣(iλ1g

k
+ · g`−

)− 1
λ1
S( z

h
)
. (II.5)

Définition II.1 (Règle de quantification). Nous disons que z est une pseudo-résonance
de P si 1 est une valeur propre de la matrice h

1
λ1
S( z

h
)− 1

2Q(z, h).

Notons par Res0(P ) l’ensemble des pseudo-résonances de P . La puissance en h est donnée
par :

h
1
λ1
S( z

h
)− 1

2 = h
1
λ1

(D0−iσ)

où D0 :=
d∑
j=2

λj
2 est la constante d’amortissement (damping) associée au point fixe hyper-

bolique (0, 0) et σ := z − E0

h
est dans un ensemble compact de C.

Soient µ1(τ, h), . . . , µK(τ, h) les valeurs propres de Q(E0 + hτ − ihD0, h). Alors l’applica-
tion [−C,C]×]0, 1] 3 (τ, h) 7→ Q(E0 + hτ − ihD0, h) est analytique. Soit k = 1, · · · , K.
L’application [−C,C]×]0, 1] 3 (τ, h) 7→ µk(τ, h) est continue. De plus, pour h fixé, l’ap-
plication [−C,C] 3 τ 7→ µk(τ, h) est analytique en dehors des croisements.

Nous avons maintenant l’asymptotique des pseudo-résonances donnée par la proposition
suivante :
Proposition II.2 (Asymptotique des pseudo-résonances). Nous supposons que les hypo-
thèses (A.II.1)—(A.II.5) sont vérifiées. Soient C > 0 et δ(h) une fonction qui tend vers
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0 quand h→ 0. Alors, uniformément par rapport à τ ∈ [−C,C], une pseudo-résonance z
dans E0 + [−Ch,Ch] + i[−D0h− C h

| lnh| , h], avec Re(z) ∈ E0 + τh+ hδ(h)[−1, 1] vérifie

z = zq,k(τ) + o
(

h

| ln h|

)
, (II.6)

où
zq,k(τ) = E0 + 2qπλ1

h

| ln h| − iD0h+ i ln(µk(τ, h))λ1
h

| ln h| , (II.7)

pour un certain q ∈ Z, et k ∈ {1, · · · , K}.
D’autre part, pour tout τ ∈ [−C,C], q ∈ Z et k ∈ {1, · · · , K} tels que zq,k(τ) est donné
par l’identité précédente, avec la partie réelle dans E0 + τh + hδ(h)[−1, 1], il existe une
pseudo-résonance z vérifiant (II.6) uniformément par rapport à q, k, τ .

Maintenant, nous utilisons la distance définie dans le chapitre I, identité (I.20), pour pou-
voir comparer l’ensemble des résonance de P à celui des pseudo-résonances correspondant.

Théorème II.3 (Asymptotique des résonances). Nous supposons que les hypothèses
(A.II.1)—(A.II.5) sont vérifiées. Soient C, δ1 > 0. Dans Box− := E0 + [−Ch,Ch] +
i[−D0h− C h

| lnh| , h], nous avons :

dist
(
Res(P ),Res0(P )

)
= o

(
h

| ln h|

)
,

quand h tend vers 0. De plus, pour tout χ ∈ C∞0 (Rd), il existe M > 0 telle que∥∥∥χ(P − z)−1χ
∥∥∥ . h−M ,

uniformément par rapport à h suffisamment petit et z ∈ Box−, avec dist(z,Res0(P )) ≥
δ1

h
| lnh| .

Avec ce genre de correspondance -en comparant les ensembles- nous ne pouvons pas contrô-
ler la multiplicité des résonances. Néanmoins, nous avons une minoration de la multiplicité
par le résultat suivant :

Proposition II.4 (Borne inférieure sur la multiplicité). Dans la même situation du théo-
rème précédent. Soit s > 0 suffisamment petit. Alors, pour toute pseudo-résonance z dans
Box−, nous avons

card
(
Res(P ) ∩D

(
z, 2s h

| ln h|
))
≥ card

{
(q, k) ∈ Z× {1, · · · ,K}; zq,k(Reσ) ∈ D

(
z, s

h

| ln h|
)}
,

où σ = z−E0
h

et zq,k(·) est donnée par (II.7). Dans l’expression précédente, les résonances
de P sont comptées avec leur ordre de multiplicité.
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E0E0 − Ch E0 + Ch

2πλ1
h
| lnh|

C h
| lnh|

−h
d∑
j=2

λj
2 =: −hD0

Figure II.1 – Une asymptotique des résonances à deux échelles du théorème II.3.

II.2.2 Phénomènes remarquables

Les résultats de la section précédente nous indiquent que les valeurs propres de la matrice
Q(E0 + hτ − ihD0, h) jouent un rôle central pour l’asymptotique des résonances. Nous
pouvons en déduire plusieurs propriétés sur les résonances engendrées par un nombre fini
de courbes homoclines. Voici deux d’entre eux :

II.2.2.1 Accumulation sur des courbes

Dans le cadre géométrique de cette section, les résonances s’accumulent sur des courbes.
De plus nous avons une asymptotique des résonances à deux échelles :

À l’échelle macroscopique en h : les résonances s’accumulent sur les courbes :

Imσ = −D0 + ln
(
|µk(Reσ, h)|

) λ1

| ln h| , (II.8)

où σ = z−E0
h

avec Reσ ∈ [−C,C] est le paramètre spectral associé rééchelonné.
Pour h fixé, ces courbes sont continues et analytiques en dehors des croisements.

À l’échelle microscopique en h| ln(h)|−1 : ces courbes deviennent des droites horizon-
tales où les paquets de résonances sont régulièrement distribués et espacés par :

2πλ1
h

| ln h| + o( h

| ln h|) .

Exemple 1 : Une seule trajectoire homocline
Supposons que K = 1. Dans ce cas la matrice Q est un scalaire et g+ · g− = c|g+|2 pour
un certain c > 0, grâce à la symétrie du hamiltonien associé.
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−D0h+ (C0 − πReσ) h
| lnh|

E0E0 − Ch E0 + Ch

−D0h+ C0
h
| lnh|

Figure II.2 – Courbe d’accumulation générée par une seule trajectoire homocline.

D’après la proposition II.2, nous avons :

zq(τ) = E0 −
Aλ1

| ln h| + 2qπλ1
h

| ln h| − ihD0 + i ln(µ(τ))λ1
h

| ln h| , (II.9)

où µ(τ) = Γ
(

1
2 − i τ

λ1

)√
λ1
2π

M+

M−
e−

π
2 (ν+1)i|g−|

(
λ1|g+||g−|

)− 1
2 +i τ

λ1 e
− πτ

2λ1 , et q ∈ Z. Ici A est
l’action le long de l’orbite homocline γ1.
La courbe d’accumulation donnée par (II.8), vérifie

Im σ = −D0 + C0

| ln h| −
λ1

2| ln h| ln
(
e

2π
λ1

Reσ + 1
)

= −D0 + 1
| ln h|


C0 + O

(
e
− 2π
λ1
|Reσ|) si Reσ → −∞,

− πReσ + C0 + O
(
e
− 2π
λ1
|Reσ|) si Reσ → +∞,

avec C0 = λ1 ln
(

M+

M−

√
|g−|
|g+|

)
.

(i) D’après l’identité précédente, la courbe d’accumulation est indépendante de h.
Donc l’asymptotique des résonances est figé à l’ordre macroscopique.

(ii) A l’échelle microscopique la situation est totalement différente. En effet, pour τ
fixé, l’identité (II.8) montre que les zq(τ) dont la partie réelle est « proche » de
E0 + τh vérifie

| ln h|
h

(
zq(τ)−

(
E0 + τh− ihD0

))
= −Aλ1h

−1 + 2qπλ1 − τ | ln h|+ i ln(µ(τ))λ1.

Donc les résonances semble se déplacer de la droite vers la gauche quand h tend
vers 0+. Ce phénomène est un exemple de la dynamique microscopique sur les
courbes d’accumulation.

Remarque II.5. Notons que dans le cas unidimensionnel et V globalement analytique
dans un certain voisinage de R, S. Fujiié et T. Ramond [FR98, Theorem 0.7] ont prouvé la
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formule correspondante à (II.9). L’approche utilisée est la méthode BKW complexe com-
binée à la réduction -près du point fixe hyperbolique- de l’opérateur de départ à l’équation
de Weber.

II.2.2.2 Vibration

Revenons au cas de plusieurs trajectoires homoclines (K ≥ 1). Les courbes d’accumula-
tion bouge avec h. La dépendance en h provient « uniquement » du facteur action e ihAk ,
k = 1, · · · , K. Rappelons que les courbes d’accumulation sont continues par rapport à h
et analytiques en dehors des croisements. En comparant les actions Ak, k = 1, · · · , K,
nous avons exactement trois situations :

a) Si A1 = · · · = AK alors µk(τ, h) = e
i
h
A1e−iA1µk(τ, 1). Puisque dans (II.8), il y

a que le module des µk(τ, h) qui intervient donc les courbes d’accumulation sont
indépendantes de h dans ce cas.

b) Si on suppose qu’on a exactement deux actions différentes, B et C. Donc la ma-
trice correspondante ainsi que le module de ses valeurs propres dépendent de h
par le terme e ih (B−C). Donc les courbes d’accumulation sont périodiques en 1

h
et de

période 2π
|B−C| .

c) Si il existe au moins trois actions Ak qui sont Z-indépendantes les courbes d’accu-
mulation ne sont plus périodiques par rapport à h−1, mais elles sont des fonctions
lisses (au moins continues) de e ih (A2−A1), · · · , e ih (Ak−A1). C’est le phénomène « vi-
bratoire ».

Exemple 2 : Deux courbes homoclines en dimension d = 2, et λ := λ1 = λ2. Le
potentiel est illustré dans la partie de dessus de la figure II.3.
Les deux courbes d’accumulation sont périodiques par rapport à 1

h
. De plus l’asymptotique

des zq,k(τ) est donnée par

zq,k(τ) = E0 −
Akλ

| ln h| − i
λ

2h+
(
2qπλ+ i ln(µk(τ))λ+ O(τ−1)

) h

| ln h| ,

quand τ → −∞ avec

µk(τ) = Γ
(1

2 − i
τ

λ

)√
λ

2π
M+

k

M−k
e−

π
2 (νk+1)i|gk−|

(
λ|gk+||gk−|

)− 1
2 +i τ

λ e−
πτ
2λ .

D’autre part, quand τ → +∞,
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πx(γ2)
0x2

x1

{V1(x− x1) = E0}

{V2(x− x2) = E0} suppV0

πx(γ1)

A2−A1
h
≡ 2π mod 2πA2−A1

h
≡ 2

3π mod 2πA2−A1
h
≡ 0 mod 2π A2−A1

h
≡ 4

3π mod 2π

Figure II.3 – La géométrie du potentiel V en dimension d = 2 et K = 2. Le phénomène de
vibration des courbes d’accumulation.


zq,1(τ) = E0 −

(A1 + A2)λ
2| ln h| − iλ2h+

(
2qπλ+ i ln(µ1̂2(τ))λ+ O(τ−1)

) h

| ln h| ,

zq,2(τ) = zq,1(τ) +
(
πλ+ O(τ−1)

) h

| ln h| ,

avec µ1̂2(τ) = Γ
(

1
2 − i

τ
λ

)√
λ
2π

√
M+

1 M+
2

M−1 M−2
e−

π
4 (ν1+ν2)i

√
|g1
−||g2

−|
(
λ
√
|g1
− · g2

+||g2
− · g1

+|
)− 1

2 +i τ
λ

e
πτ
2λ .

Remarque II.6. Quand τ → −∞, la distribution des résonances est « comparable » à
la somme de deux distributions générées par deux trajectoires indépendantes. Alors que
dans le régime τ → +∞, cette dernière est « comparable » à celle générée par une seule
trajectoire mais les paquets de résonances sont espacés de πλh| ln h|−1.

De plus, les deux courbes d’accumulation sont décrites par :

Im σ = −λ2 + 1
| ln h|


Ck + O

(
|Reσ|−1

)
quand Reσ → −∞,

C1̂2 + O
(
|Reσ|−1

)
quand Reσ → +∞,

avec

Ck = λ ln
(
M+

k

M−k

√√√√ |gk−|
|gk+|

)
et C1̂2 = C1 + C2

2 + λ

2
∣∣∣ ln | cos(x1, x2)|

∣∣∣.
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2πλ h
| lnh|

E0E0 − Ch E0 + Ch

−λ2h+ C0
h

| lnh|

πλ h
| lnh|

Figure II.4 – La dynamique des résonances à l’échelle microscopique (cas symétrique).

Remarquons que C1̂2 ≥
C1+C2

2 . Donc la position de l’asymptote à droite est toujours au
dessus de la médiane des deux asymptotes à gauche.
Une autre remarque concernant cette exemple, nous supposons de plus la symétrie par-
faite, c.-à-d. V1 = V2 et x1 = −x2, nous avons

Im σ = −λ2 + C0

| ln h| ,

où C0 := C1 = C2 = C1̂2 = λ ln
(

M+

M−

√
|g−|
|g+|

)
.

A l’échelle macroscopique l’asymptotique des résonances est « triviale », une droite ho-
rizontale. Alors que, à l’échelle microscopique, l’asymptotique des résonances est donnée
par

zq,1(τ) = zq,2(τ) + h

| ln h|

{
O(τ−1) quand τ → −∞,
πλ+ O(τ−1) quand τ → +∞.

Remarque II.7. Les paquets de résonances sont de multiplicité au moins

— deux et espacés de 2πλh| ln h|−1 pour τ � −1,

— un et espacés de πλh| ln h|−1, τ � 1.

Donc la distribution microscopique des résonances change le long de la courbe d’accumu-
lation.

Ce phénomène a été relevé par Y. Colin de Verdière et B. Parisse dans leur travail sur les
valeurs propres associées à un double puits dégénéré en dimension 1, voir [CdVP94].
L’ensemble des trajectoires captées dans ce cas est :

— deux trajectoires périodiques hyperboliques pour E0 − ε < E < E0, et
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— une trajectoire périodique hyperbolique pour E0 < E < E0 + ε.

II.3 Potentiel multi-barrières

Dans cette section nous présentons l’asymptotique des résonances dans le cas où l’ensemble
des trajectoires captées est constitué d’un nombre fini de points fixes hyperboliques et un
nombre fini d’orbites homoclines/hétéroclines. La différence par rapport au cas étudié dans
la section précédente c’est qu’il y a plusieurs sommets. Donc il y aura une concurrence
entre les géométries correspondantes dictées par les sommets. En effet au passage de
chaque point fixe la solution est pondérée d’une certaine puissance correspondante en h.

II.3.1 Cadre géométrique

Nous supposons que le potentiel V vérifie (A.II.1). Soit E0 > 0. Supposons que :

(A.II.6) Il existe un ensemble fini S dans Rd tel que V (x) admet un maximum non-dégénéré
en tout point s ∈ S, avec V (s) = E0.

Soient s, s̃ ∈ S. Supposons que l’intersection Λs
− ∩ Λs̃

+ est non vide. La courbe hamilto-
nienne α(t) := exp(tHp)(x0, ξ0) partant d’un point (x0, ξ0) ∈ Λs

− ∩ Λs̃
+ tend vers s quand

t → +∞ et vers s̃ quand t → −∞. On note s := α+, s̃ = α−. La trajectoire est dite
homocline si s = s̃. Elle est dite hétérocline quand s 6= s̃.
Notons A l’ensemble des trajectoires homoclines et hétéroclines associés à S.
Nous supposons que l’ensemble capté K(E0) est donné par :

(A.II.7) K(E0) = S ∪A

De plus, pour tout α ∈ A, Λα−
+ et Λα+

− s’intersectent transversalement le long de α, c-à-d.

(A.II.8) TρΛα−
+ t TρΛα+

− = Tρα en tout point ρ de α.

La dernière hypothèse dans ce cadre concerne les directions asymptotiques des trajectoires
homoclines et hétéroclines aux points fixes.

(A.II.9) Pour tout α, α̃ ∈ A t.q. α− = α̃+ = s les directions asymptotiques ωα+ et ωα̃−
vérifient 〈ωα+|ωα̃−〉Rd 6= 0.

Vocabulaire adéquat : Ce cadre géométrique peut être transcrit par le formalisme de
graphe. Voici les identifications ainsi qu’un très bref rappel.

I La paire d’ensembles (S,A) est un graphe si S est considéré comme un ensemble
de sommets et A l’ensemble des arêtes correspondantes.
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I Les arêtes sont orientées par le champs hamiltonien.

I Les hypothèses (A.II.6) et (A.II.8) impliquent que (S,A) est un graphe fini.

I Une séquence finie (α1, . . . , αk) est un chemin si α+
` = α−`+1, ` = 1, . . . , k − 1.

I C’est un cycle si de plus α+
k = α−1 . Dans ce cas nous identifions les cycles (α1, · · · , αk)

et (α2, . . . , αk, α1).

I Un cycle est dit primitif s’il ne contient pas un sous-cycle non-trivial.

Coefficient d’amortissement : Supposons que le graphe (S,A) possède au moins un
cycle. Pour tout sommet s et tout cycle γ, nous introduisons

αs = 1
2λs1

d∑
j=2

λsj , βs = 1
λs1
, α(γ) =

∑
s∈S(γ)

αs, β(γ) =
∑

s∈S(γ)
βs,

où S(γ) est l’ensemble des sommets appartenant au cycle γ. Alors,

Définition II.8. Le coefficient d’« amortissement » est donné par :

D0 := min
γ cycle

D(γ), où D(γ) = α(γ)
β(γ) . (II.10)

Remarque II.9.
a) Le coefficient D0 est bien défini car il y a un nombre fini de cycle primitifs.
b) Dans le cas d’un seul point fixe hyperbolique avec au moins une trajectoire homo-

cline nous retrouvons le D0 définie dans la section précédente.
c) Le coefficient D0 donnera le terme principal de la partie imaginaire des résonances

les plus proche du réel.

Définition II.10. Soit γ un cycle du graphe (S,A). Nous disons que le cycle γ est minimal
si D(γ) = D0.

II.3.2 Condition de quantification et asymptotique des réso-
nances

La condition de quantification des résonances est donnée par la matrice Q(E, h) dont
l’ordre est donné par le nombre d’arêtes, ]A, du graphe.
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Pour e, ẽ ∈ A, nous définissons la (e, ẽ)-composante de la matrice par :

Qe,ẽ(E, h) =

h
αs−iβs E−E0

h Qe,ẽ(αs − iβs
E − E0

h
) si e− = ẽ+ =: s,

0 si e− 6= ẽ+,
(II.11)

avec
Qe,ẽ(ζ) = Ce,ẽ e

iAe/hΓ
(
ζ + 1

2

)(
iλs1ω

e
+ · ωẽ−

)−(ζ+ 1
2 )
,

où Ae :=
∫
e ξ · dx est l’action le long de l’arête e et Ce,ẽ est une constante indépendante

de h et de E, qui s’exprime en terme de quantités géométriques associées à e et ẽ.
Définition II.11 (Règle de quantification). Nous disons que E est une pseudo-résonance
de P si

det
(
Id#A − Q(E, h)

)
= 0. (II.12)

Notons l’ensemble des pseudo-résonances de P par Res0(P ).
En tenant compte du théorème I.5 pour les résonances générées par un sommet dans le
cas non-globalement analytique, nous avons :
Lemme II.12. Soit s ∈ S. L’ensemble des résonances générées par le sommet s (modulo
o(h)) est E0 − ihΓs, où

Γs =
{

d∑
j=1

λsj

(
αj + 1

2

)
; α = (α1, . . . , αd) ∈ Nd

}

est l’ensemble des valeurs propres de l’oscillateur harmonique d-dimensionnel,

−∆ +
d∑
j=1

(λsj)2

4 x2
j ,

avec 0 < λs1 ≤ λs2 ≤ · · · ≤ λsd et
(
− (λsj)

2

2

)
j=1,··· ,d

sont les valeurs propres de la hessienne
de V au point s.
Notation II.13. Soient C, ε > 0. Le domaine B(C, ε) est le rectangle dans le plan com-
plexe près de E0 ; [E0 − Ch,E0 + Ch] + i[−D0h − C h

| lnh| , 0] privé d’un εh-voisinage de
E0 − ihΓS avec ΓS := ⋃

s∈S
Γs.

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème concernant l’asymptotique des résonances
dans ce cadre, voir [xii, section 6, Theorem 6.5].
Théorème II.14 (Asymptotique des résonances). Nous supposons que les hypothèses
(A.II.1), (A.II.6)—(A.II.9) sont vérifiées. Fixons C > 0 arbitrairement grand et ε > 0
suffisamment petit. Dans la boîte B(C, ε), nous avons, quand h→ 0,

dist
(

Res(P ),Res0(P )
)

= o
(

h

| ln h|

)
.
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De plus, pour tout χ ∈ C∞0 (Rd), il existe M > 0 telle que∥∥∥χ(P − z)−1χ
∥∥∥ . h−M ,

uniformément par rapport à h suffisamment petit et z ∈ B(C, ε) avec dist(z,Res0(P )) ≥
δ1

h
| lnh| .

Afin d’étudier la distribution des (pseudo-)résonances -à l’échelle microscopique- définies
par la condition (II.12), fixons τ ∈ [−C,C] et nous posons

E = E0 + τh− iD0h+ Z
h

| ln h| ,

en considérant Z comme le nouveau paramètre spectral au lieu de E. Alors la puissance
de h de chaque élément de la matrice Q(E, h) s’écrit

hαs−iβs
E−E0
h = hαs−D0βseiβsZh−iβsτ .

Calcul du déterminant de la matrice Q(E, h) : Rappelons que le déterminant d’une
matrice est une somme sur le groupe symétrique de produits d’éléments correspondant
à chaque permutation, et qu’une permutation est un produit de permutations cycliques
disjointes. Par conséquent, chaque permutation donnant un terme non nul à det

(
Id#E −

Q(E, h)
)
correspond à une union finie de cycles du graphe (S,A). Ainsi, det

(
Id#E −

Q(E, h)
)
est une somme finie de la forme :

det
(
Id#E − Q(E, h)

)
=
∑
a,b

Fa,b(ρ, κ,
Z

| ln h|)h
aeibZ , (II.13)

où a, b sont des constantes appartenant à {α(γ) − D0β(γ)}γ:cycle, {β(γ)}γ:cycle respecti-
vement. De plus Fa,b est une fonction holomorphe de ρ := {e ihAe}e, κ := {h−iβsτ}s et
Z.

Le terme principal de la fonction Fa,b : La puissance en h, donnée par α(γ)−D0β(γ),
est positive ou nulle. Elle est nulle si et seulement si γ est un cycle minimal. Donc, les cycles
minimaux déterminent la partie principale de l’asymptotique du det

(
Id#A − Q(E, h)

)
.

Fonction de codage des (pseudo-)résonances : Suite à la remarque précédente,
nous considérons la fonction obtenue à partir de la formule (II.13) en prenant que le terme
principal correspondant à a = 0 et nous figeons Z

| lnh| à 0 car Z est dans un compact,

fτ (Z, h) :=
∑
b

F0,b(ρ, κ, 0)eibZ . (II.14)
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E0E0 − Ch E0 + Ch

−D0h

C h
| lnh|

Figure II.5 – Nuage de résonances dans le cadre du théorème II.15.

Pour τ et h fixé, la fonction fτ (Z, h) est une somme finie d’exponentielles par rapport à Z,
qui n’est pas identiquement nulle. La distribution des zéros de ces fonctions a été étudiée
pendant longtemps (voir par exemple R-E. Langer [Lan31] ou le livre de R. Bellman et
K-L. Cooke [BC63]). En particulier, le nombre de zéros est uniformément borné dans tout
compact. De plus, [BC63, Theorem 12.7] prouve l’existence de zéros de fτ (·, h) et donne
l’asymptotique de leur nombre pour τ, h fixé sous certaines hypothèses naturelles.
Nous énonçons le résultat concernant l’asymptotique des pseudo-résonances dans ce cadre
-à l’échelle microscopique-, voir [xii, section 6, Proposition 6.4].

Proposition II.15 (Asymptotique des pseudo-résonances). Nous supposons que les hy-
pothèses (A.II.1), (A.II.6)—(A.II.9) sont vérifiées. Nous fixons C, ε > 0. Alors, uni-
formément par rapport à τ ∈ [−C,C], les pseudo-résonances de P dans le rectangle
[E0 + τh − C h

| lnh| , E0 + τh + C h
| lnh| ] + i[−D0h − C h

| lnh| , 0] privé d’un εh-voisinage d’un
sous-ensemble finie de E0 − ihΓS vérifient :

E = E0 + τh− iD0h+ Z
h

| ln h| + o
(

h

| ln h|

)
, (II.15)

où Z est un zéro de la « fonction de codage » fτ (·, h) donnée par (II.14).
Inversement, pour tout τ ∈ [−C,C] et Z ∈ [−C,C] + i[−C,+∞[, tel que fτ (Z, h) = 0
alors il existe une pseudo-résonance E vérifiant (II.15) uniformément par rapport à τ et
Z.

Les propriétés générales sur la fonction fτ (·, h) nous permettent de conclure que dans
le cas général nous obtenons un nuage de (pseudo-)résonances (sans aucune structure
évidente). Voir la figure II.5.

II.3.3 Potentiel à trois bosses

Maintenant, nous étudions l’asymptotique des résonances dans le cas où l’ensemble capté
est constitué de trois points fixes hyperboliques S = {a, b, c} et six trajectoires hétéroclines
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V (x)
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e2 e4
e3

e6

e5

a

b

Figure II.6 – Potentiel à trois bosses et le graphe de l’ensemble capté.

A = {e1, e2, e3, e4, e5, e6} joignant ces points fixes. Alors, il y a cinq cycles primitives :
(e1, e2), (e3, e4), (e5, e6), (e1, e3, e5), (e2, e6, e4). Voir figure II.6.
La matrice Q est d’ordre 6 donnée par

Q =



0 Qe1,e2 0 0 Qe1,e5 0
Qe2,e1 0 0 Qe2,e4 0 0
Qe3,e1 0 0 Qe3,e4 0 0

0 0 Qe4,e3 0 0 Qe4,e6

0 0 Qe5,e3 0 0 Qe5,e6

0 Qe6,e2 0 0 Qe6,e5 0


.

À partir de maintenant, nous supposons que la dimension d = 2 et les trois points fixes
hyperboliques sont isotropes, c.-à-d. λ•1 = λ•2 =: λ•, pour • ∈ {a, b, c}. Nous avons trois
cas :

Cas no 1 . λa = λb = λc =: λ. Le coefficient d’amortissement D0 est égale à λ
2 et tous

les coefficients de la matrice Q ont le même facteur h 1
2−i

(E−E0)
λh . Alors les résonances dans

B(C, 0) sont proches de l’ensemble

Em,k(τ) = E0 + 2kπλ h

| ln h| − i
λ

2h+ i ln(µm(τ, h))λ h

| ln h| ,

avec 1 ≤ m ≤ 6 et k ∈ Z. Ici µm(τ, h), (m = 1, · · · , 6) les valeurs propres de la matrice Q

d’ordre 6 prise au point E0 + τh− iD0h, c.-à-d. ces coefficients Qe,ẽ(E, h) sont remplacés
par Q̂e,ẽ(τ, h) := Qe,ẽ(E0 + τh− iD0h, h).
Si de plus, nous supposons que le triangle abc est équilatéral. Alors l’action associée à
l’orbite hétérocline est la même pour tout ej, (j = 1, · · · , 6). Donc ce cas les valeurs propres
sont explicitement calculés, voir [xxii, section 6, identités (6.38)–(6.41)], en particulier, il
y a deux valeurs propres doubles, et les résonances s’accumulent sur les courbes illustrées
dans la figure II.7.
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0

E0

Figure II.7 – Courbes d’accumulation des résonances près du sommet de la barrière de trois bosses
dans le cas équilatéral.

Cas no 2 . λa = λc > λb. Les cycles minimaux sont (e1, e2) et (e3, e4). Le coefficient
d’amortissement D0 est donné par :

D0 = 2−1 + 2−1

(λa)−1 + (λb)−1 = λaλb

λa + λb
. (II.16)

Dans ce cas, la matrice donnant la partie principale des résonances est réduite à(
Q̂e1,e2Q̂e2,e1 Q̂e1,e2Q̂e2,e4

Q̂e4,e3Q̂e3,e1 Q̂e4,e3Q̂e3,e4

)
,

où Q̂e,ẽ(τ, h) := Qe,ẽ(αs− iβs(τ − iD0)) pour s := e− = ẽ+, et les résonances sont près des
points

Em,k(τ) = E0 + 2kπ λaλb

λa + λb
h

| ln h| − i
λaλb

λa + λb
h+ i ln(µm(τ, h)) λaλb

λa + λb
h

| ln h| ,

avec m = 1, 2,, où µ1(τ, h), µ2(τ, h) sont les valeurs propres de cette matrice.

Cas no 3 . λc > λa, λb. Le cycle minimal est (e1, e2) et (II.16) reste vraie. Dans ce cas,
la matrice donnant la partie principale des résonances est réduite à un scalaire µ(τ, h) =
Q̂e1,e2Q̂e2,e1 et les résonances sont proche de

Ek(τ) = E0 + 2kπ λaλb

λa + λb
h

| ln h| − i
λaλb

λa + λb
h+ i ln(µ(τ, h)) λaλb

λa + λb
h

| ln h| .

Nous terminons cette sous-section par quelques illustrations numériques dans le cas de la
dimension d = 2 et les trois points fixes hyperboliques sont isotropes, λ•1 = λ•2 =: λ•, pour
• ∈ {a, b, c}.
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II.4 États résonants

Dans cette section, nous donnons une caractérisation des états résonants dans le cadre
d’un point fixe hyperbolique avec des orbites homoclines et surtout les décrire dans une
situation « standard ».
Soit P l’opérateur de Schrödinger donné par (II.1) avec le potentiel V non-globalement
analytique, vérifiant (A.II.1).

Définition II.16. Soient z ∈ Cθ ∩Res(P ) et 0 6= u ∈ H2(Rd). Nous disons que u est un
état résonant de P associé à la résonance z si et seulement si (Pθ − z)u = 0.

Soient θ = h| ln h| et R > 0. Soit χ ∈ C∞0 (Rd; [0, 1]) telle que χ = 1 dans un voisinage de
0 suffisamment grand. Nous supposons que Pθ = P près de support de χ. Alors, il existe
C > 0, pour tout état résonant u associé à la résonance z ∈ D(E0, Rh), nous avons

‖χu‖L2(Rd) ≤ ‖u‖L2(Rd) ≤ h−C‖χu‖L2(Rd),

pour h suffisamment petit. Voir [xxii, Proposition D.1]. Ici le point fixe hyperbolique est
(0, 0) et Cθ est le secteur donné par la figure I.2.

Rappel du cadre géométrique : Nous rappelons très brièvement le cadre géomé-
trique, qui est celui de la section II.2 et nous introduisons certaines quantités.
I L’ensemble homocline H est un nombre fini d’orbites homoclines sur lesquelles Λ+

et Λ− se croisent transversalement.
I Les orbites homoclines sont notées γk, k = 1, · · · , K.
I Pour chaque courbe γk, nous lui associons son action Ak =

∫
γk
ξ dx et le déterminant

de Maslov

M−k = lim
s→+∞

√√√√√∣∣∣∣ det ∂xk(t, y)
∂(t, y)

∣∣∣
t=s, y=0

∣∣∣∣ exp
(
− s

( d∑
j=1

λj
2 − λ1

))
.

Soit ρk− = (xk−, ξk−) = γk(tk−) fixé près du point (0, 0). Nous désignons par Λ1
+ l’évolué

de Λloc
+ par le flot hamiltonien après un tour le long de H. Si tk− est choisi suffisamment

grand, alors ρk− appartient à Λ1
+ et cette variété se projette proprement sur l’espace des x,

au voisinage de ρk−. Alors, il existe une unique fonction génératrice, notée ϕ1
+ ∈ C∞(Rd),

de Λ1
+ c.-à-d. Λ1

+ = {(x,∇ϕ1
+(x))}) définie près de xk− avec la normalisation

ϕ1
+(xk−) =

∫
γk(]−∞,tk−])

ξ · dx.
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Enfin, nous définissons le déterminant de Maslov en t par

Dk(t) =
√√√√√∣∣∣∣ det ∂xk(s, y)

∂(s, y)
∣∣∣
s=t, y=0

∣∣∣∣,

II.4.1 Description des états résonants

Nous énonçons le résultat qui décrit les états résonants dans ce cadre, voir [xxii, Theorem
7.3]

Théorème II.17 (Description des états résonants). Nous supposons que les hypothèses
(A.II.1)—(A.II.5) sont vérifiées. Fixons C > 0. Soit v = v(h) une famille d’états
résonants normalisés associés aux résonances z = z(h) ∈ Box− := E0 + [−Ch,Ch] +
i[−D0h− C h

| lnh| , h].
Alors, nous pouvons trouver hM ≤ c(h) ≤ h−M pour un certain M > 0, tel que u = cv
possède les propriétés suivantes :
I Le microsupport de u est inclus dans {(0, 0)} ∪ Λ+ = Λ+.
I La fonction u est dans I(Λ+, 1) microlocalement près de tout point de H. Alors

u(x, h) = e−
i
h
Akei

z−E0
h

tk−
M−k

Dk(tk−)a
k
−(x, h)eiϕ1

+(x)/h,

microlocalement près de ρk−, pour un certain ak− ∈ S(1).
I Soit A0(h) = (A 1

0 (h), . . . ,A K
0 (h)) ∈ CK définie par A k

0 (h) = ak−(xk−, h). Ce K-
vecteur satisfait l’équation suivante :(

h
S(z,h)
λ1
− 1

2Q(z, h)− 1
)
A0(h) = o(1),

quand h tend vers 0, avec la normalisation ‖A0(h)‖`2 = 1.

Dans le théorème précédent, ‖ · ‖`2 est la norme euclidienne sur CK et I(Λ+, 1) est l’en-
semble des distributions lagrangiennes associées à la variété Λ+ dont le symbole est dans
S(1).
Revenons à l’exemple introduit dans la sous-sous-section II.2.2.2 pour expliquer le phé-
nomène de vibration.
Exemple : Deux courbes homoclines en dimension d = 2, et λ := λ1 = λ2. Le
potentiel est illustré dans la partie de dessus de la figure II.3. Les deux courbes d’accu-
mulation sont décrites par :

Im σ = −λ2 + 1
| ln h|


Ck + O

(
|Reσ|−1

)
quand Reσ → −∞,

C1̂2 + O
(
|Reσ|−1

)
quand Reσ → +∞,
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avec

Ck = λ ln
(
M+

k

M−k

√√√√ |gk−|
|gk+|

)
et C1̂2 = C1 + C2

2 + λ

2
∣∣∣ ln | cos(x1, x2)|

∣∣∣.
Rappelons que σ = E−E0

h
. Nous supposons en plus que C1 6= C2.

Quand τ → −∞ : les valeurs propres µ1, µ2 de Q̂(τ, h) sont simples, dont le module
vérifie :

|µk| = eCk/λ + oτ→−∞(1).

De plus, il existe une base de vecteurs propres normés f1, f2 de Q̂(τ, h) de la forme

f1 =
(

1
0

)
+ oτ→−∞(1) et f2 =

(
0
1

)
+ oτ→−∞(1),

uniformément par rapport à h.
Donc les états résonants associés aux résonances proche de zq,k(τ) sont principalement
localisés sur la courbe caractéristique πx(γk), c.-à-d. leur symbole est elliptique près de
cette trajectoire et « très petit » au voisinage de la deuxième dont le comportement est
oτ→−∞(1) + oτh→0(1) 2 la deuxième trajectoire. Ce phénomène peut s’interpréter comme
suit, pour les énergies inférieures à E0 (mais assez proches), les deux trajectoires homo-
clines sont déconnectées et donc les résonances et les états résonants associés sont donnés
par chaque trajectoire séparément.

Quand τ → +∞ : les deux valeurs propres µ1, µ2 vérifient

µ1 = −µ2 + oτ→+∞(1) et |µk| = eC1̂2
/λ + oτ→+∞(1).

De plus il existe une base de vecteurs propres normés g1, g2 de Q̂(τ, h) de la forme

g1 =
(

1
α

)
+ oτ→−∞(1) et g2 =

(
1
−α

)
+ oτ→−∞(1),

avec α = α(τ, h), de module non nul, donné par

α(τ, h) = −

√√√√eiA2/hµ̃2(τ)
eiA1/hµ̃1(τ)

= −ei
A2−A1

2h

√√√√M+
2 M

−
1

M−2 M
+
1
e−

π
4 (ν2−ν1)i

√√√√ |g1
−|
|g2
−|

(
|g2

+ · g1
−|

|g1
+ · g2

−|

)− 1
4 +i τ2λ

. (II.17)

2. oτh→0(1) est une fonction qui tend vers 0 quand h→ 0 pour τ fixé.
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s1

α1

s2

α2

« localisation » de la condition de quantification

localisation des états résonants

Figure II.8 – Une configuration d’ensemble capté.

Donc tout état résonant est « suffisamment » bien réparti sur les deux trajectoires homo-
clines γ1, γ2. Ceci est en accord avec l’intuition que ces deux trajectoires se recombinent
en une seule pour des énergies supérieures à E0 (mais assez proches).

II.5 Commentaires et suite

Nous commençons par quelques illustrations de micro-localisation d’états résonants dans
le cas des graphes mettant l’accent sur la nouveauté par rapport au comportement de ces
derniers, en espérant que le lecteur aura envie de consulter la section 7 de notre travail
[xxii]. Dans la section II.3 nous avons vu que les géométries près des sommets jouent un
rôle crucial dans l’établissement de l’asymptotique des résonances. Plus précisément, les
cycles minimaux ont un rôle primordial dans cette détermination.
Le premier exemple est de prendre un graphe avec deux sommets s1, s2 et une trajectoire
homocline, noté α1, associée au sommet s1 et une seconde hétérocline, notée α2, qui part
de s1 vers s2. Cette situation géométrique ne peut pas être obtenue dans le cadre de
l’opérateur de Schrödinger parce qu’elle n’est pas symétrique. Mais à partir d’un certain
opérateur de Schrödinger nous pouvons construire une telle géométrie en utilisant un
potentiel absorbant complexe pour éliminer la deuxième orbite hétérocline. Les résonances
« proche » du réel sont déterminées par le cycle γ = {α1} indépendamment de ce qui se
passe au sommet s2 car dans cette configuration, il y a qu’un seul cycle (minimal) donné
par {α1}. Maintenant, en utilisant la propriété qu’un sommet peut amplifier les fonctions
dans le noyau de P − E par une puissance négative de h, nous réalisons la situation
suivante : Les résonances sont déterminées par le cycle {α1} alors que les états résonants
correspondants sont micro-localisés « en » s2. Voir figure II.8.
Dans la figure II.9, nous donnons d’autres géométries où les (pseudo-)résonances « proche »
du réel sont toujours données par le cycle minimal {α1} -situé à gauche dans chaque
représentation- et dont la micro-localisation des états résonants est différente suivant la
situation.
Il y a beaucoup d’autres situations très intéressantes à étudier et à exposer mais nous nous
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(C)(B)(A)

Figure II.9 – D’autres géométries avec les mêmes (pseudo)-résonances que la figure II.8
mais avec différentes régions de micro-localisation des états résonants correspondants (en
gris).

arrêtons ici. Cette panoplie de constatations et d’arguments nous permettra de regarder
des situations nouvelles de plus en plus « inhabituelles » (que nous devons rédiger !).
Nous terminons par ce que nous avons déjà dit dans l’introduction générale, avec la
stratégie développée surtout dans [xxi] et [xix] et exposée dans ce chapitre et le précédent,
nous pouvons traiter d’autres situations géométriques bien sûr dans le cas où le potentiel
est non-globalement analytique, par exemple le cas où l’ensemble capté est une trajectoire
fermée hyperbolique et comparer avec le résultat de C. Gérard et J. Sjöstrand établi dans
le cas où le potentiel est analytique. Ainsi que le cas où l’ensemble capté est un point
critique non-dégénéré (non-nécessairement un maximum). Mais à chaque fois, la notion
de distribution lagrangienne associée à la variété sortante Λ+ doit être remplacé par une
classe de fonctions appropriée.



Références bibliographiques
[BC63] R. Bellman and K. L. Cooke. Differential-difference equations. Academic Press,

New York-London, 1963.

[CdVP94] Y. Colin de Verdière and B. Parisse. Équilibre instable en régime semi-
classique. II. Conditions de Bohr-Sommerfeld. Ann. Inst. H. Poincaré Phys.
Théor., 61(3) :347–367, 1994.

[FR98] S. Fujiié and T. Ramond. Matrice de scattering et résonances associées à une
orbite hétérocline. Ann. Inst. H. Poincaré Phys. Théor., 69(1) :31–82, 1998.

[Lan31] R. E. Langer. On the zeros of exponential sums and integrals. Bull. Amer.
Math. Soc., 37(4) :213–239, 1931.





Chapitre III

Opérateurs de Schrödinger périodiques
perturbés et résonances.

Articles présentés dans le chapitre III

[xii] M. Dimassi and M. Zerzeri, A time-independent approach for the study of spectral
shift function. Comptes Rendus Mathématique. Académie des Sciences. Paris, 350
(2012), nos 7-8, p. 375–378.

[xi] M. Dimassi and M. Zerzeri, Spectral shift function for slowly varying perturbation
of periodic Schrödinger operators. Cubo, A Matematical Journal, vol. 14 (2012),
no 1, p. 29–47.

[viii] M. Dimassi and M. Zerzeri, Spectral shift function for perturbed periodic Schrödin-
ger operators. The large-coupling constant limit case. Asymptotic Analysis, vol. 75
(2011), nos 3-4, p. 233–250.

[ii] M. Dimassi and M. Zerzeri, A local trace formula for resonances of perturbed per-
iodic Schrödinger operators. J. Funct. Anal. 198 (2003), no 1, p. 142–159.

Mots-clés et phrases : opérateur de Schrödinger périodique, fonction de décalage spectral, développement asymptotique,

résonance, une formule de trace locale, théorème d’absorption limite.

Classification mathématique par matières (2010) : 81Q10, 35P20, 35P99, 47A40, 47A55, 47A60, 47N50, 81Q15.



Chapitre III. Opérateurs de Schrödinger périodique 100

III.1 Introduction et préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons des résultats spectraux concernant des perturbations
particulières d’opérateurs de Schrödinger périodiques. En fait dans les travaux [ii, viii, xi,
xii] nous considérons deux sortes de perturbations : celles à variations lentes et à grandes
constantes de couplages. Nous nous intéressons à la fonction de décalage spectral (en an-
glais, Spectral Shift Function=SSF) dans ce cadre, voir la définition ci-dessous dans le cas
général (III.2). C’est un objet très important dans la théorie spectrale des perturbations.
Il permet de décrire « le comportement » du spectre de l’opérateur pertubé par rapport
à celui du modèle de départ correspondant (pour nous, c’est l’opérateur de Schrödinger
périodique), au voisinage à la fois du spectre discret et continu de ce dernier. Ainsi la
fonction de décalage spectral peut être considéré comme une généralisation de la fonction
de comptage des valeurs propres, voir (III.3). Nous donnons un développement asympto-
tique complet de la dérivée de la fonction de décalage spectral en puissances du paramètre
semi-classique correspondant, au sens faible c.-à-d. « au sens des distributions » ; et au
sens fort c.-à-d. « ponctuel » sous une condition de non-capture. Dans ce dernier cas, un
théorème d’absorption limite est établi. Voir [xi, viii].
Nous présentons une formule de trace locale pour les résonances sous une hypothèse d’ana-
lyticité de la perturbation dans ce cadre et comme application nous détaillons un résultat
sur la minoration du nombre de résonances sous certaines hypothèses. Ici nous nous re-
streignons au cas des perturbations lentes sachant que le deuxième cas est microlocalement
comparable au premier près d’une énergie donnée modulo une construction très explicite
d’un potentiel correspondant rentrant dans le premier cadre.

Dans la suite de cette section, nous introduisons les objets que nous allons étudier, nous
rappelons les propriétés spectrales bien-connues sur les opérateurs de Schrödinger pério-
diques et nous précisons les outils utilisés.
Commençons par un tout petit rappel très important pour la suite : Soit H un opérateur
borné, autoadjoint défini sur un espace de Hilbert H. Pour tout g ∈ C∞0 (R;R), l’opérateur
g(H) est bien défini par le théorème spectral et nous pouvons exprimer g(H) par :

g(H) = − 1
π

∫
∂̄g̃(z)(z −H)−1 L(dz), (III.1)

où L(dz) = dRe(z)dIm(z) = i
2dz∧dz̄,

1 est la mesure de Lebesgue sur C et g̃ ∈ C∞0 (C) une
extension presque analytique 2 de g. L’intégrale dans (III.1) converge comme une intégrale
de Riemann pour des fonctions à valeurs dans L(H).

1. Soit z ∈ C, le nombre complexe z̄ est le conjugué de z.
2. Soit g ∈ C∞0 (R;R). Nous disons que g̃ ∈ C∞0 (C) est une extension presque analytique de g si
(a) g̃|R = g, et
(b) pour tout N ∈ N, il existe CN > 0 tel que |∂̄g̃(z)| ≤ CN |Im(z)|N ,

où ∂̄ = ∂
∂z̄ = 1

2 ( ∂
∂Re(z) + i ∂

∂Im(z) ). Ici Re(z) = z+z̄
2 et iIm(z) = z−z̄

2 .
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Cette formule (nommée la formule de B. Helffer et J. Sjöstrand) se généralise au cas
d’opérateurs non-bornés et elle est très utile pour développer un calcul fonctionnel dans
le cadre des opérateurs h-pseudodifférentiels (voir [HS90] et aussi [DS99, chapitre 8]). Elle
repose essentiellement sur l’utilisation des extensions presque analytiques introduites par
L. Hörmander [Hör69] - !je tiens à remarquer que ce polycopié est introuvable ! 3- et par L. Ni-
renberg [Nir71], pour plus de détails voir [MS74]. La formule de B. Helffer et J. Sjöstrand
exprime un lien direct entre la configuration du spectre de l’opérateur considéré et le
comportement de sa résolvante près de cette dernière.
La fonction de décalage spectral :
Cadre général : Soient H0, H1 deux opérateurs autoadjoints (peuvent-être non-bornés avec
même domaine) définies sur un espace de Hilbert H. On suppose que :

(A.III.1)g il existe E0 ∈ R \
(
σ(H0) ∪ σ(H1)

)
et il existe un entier N ≥ 1 tel que[

(E0 −H1)−N − (E0 −H0)−N
]
est de classe trace.

Sous cette hypothèse la fonction de décalage spectral est bien définie, modulo une constante
près, comme une distribution sur R, par la relation suivante :

tr
[
f(H1)− f(H0)

]
=
∫
R
ζ(µ)f ′(µ)dµ =: −〈ζ ′(·), f(·)〉, (III.2)

pour tout f ∈ C∞0 (R).
Nous disons que ζ(·) := ζ(·;H0, H1) est la fonction de décalage spectral associée au couple
(H0, H1). Sous l’hypothèse (A.III.1)g, la fonction de décalage spectral, ζ(·) est localement
intégrable.
Si de plus, les deux opérateurs H0, H1 sont bornés inférieurement alors ζ est définie de
manière unique en posant ζ(−µ) = 0 pour µ � 1. Dans ce cas, fixons µ0 ∈ R tel que
µ0 < inf σ(H0) 4. Le spectre de H1 dans ]−∞, µ0[ est discret 5 (prenons par exemple N = 1
dans l’hypothèse (A.III.1)g) .
Soient a, b ∈ R tels que a < b ≤ µ0 bien choisis. Soit f ∈ C∞0 (] −∞, µ0[), égale à 1 sur

3. La réponse de Johannes n’a pas tardé : Depuis cet été il se trouve sur le web,
http ://portal.research.lu.se/portal/en/publications/fourier-integral-operators(7730e675-f8df-4464-9cfe-2faeb4619441).html

4. La borne inférieure du spectre de H0, notée inf σ(H0), existe car l’opérateur H0 est borné inférieu-
rement.

5. Le spectre discret d’un opérateur A, noté σdisc(A), est l’ensemble des valeurs propres isolées de A
de multiplicité finie. Ici A est un opérateur fermé sur un espace de Hilbert.
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[a, b] et supp(f) ∩ σ(H1) ⊂ [a, b]. Alors,

−〈ζ ′(·), f(·)〉 = tr
[
f(H1)− f(H0)

]
= tr

[
f(H1)

]
(par le théorème spectral f(H0) = 0)

=
∑

λj∈σ(H1)∩supp(f)
f(λj)

=
∑

λjv.p de H1∩[a−ε,b+ε]
1 (pour un certain ε)

= #{v.p de H1 dans [a, b]}. (III.3)

Donc −ζ(·;H0, H1) coïncide avec fonction de comptage des valeurs propres de l’opérateur
H1 dans l’intervalle ]−∞, µ0[.

Modéle de départ : Opérateur de Schrödinger périodique
Dans ce paragraphe, nous décrivons quelques propriétés classiques de la théorie spectrale
de l’opérateur de Schrödinger périodique, voir [RS78, Šub79, Skr85b, Skr85a, Sjö91].

Soit (e1, · · · , ed) une base de Rd. Nous considèrons Γ =
d
⊕
i=1

Zei le réseau de Rd associé à
la base (e1, · · · , ed). Le réseau dual Γ∗ de Γ est donné par :

Γ∗ := {γ∗ ∈ Rd; 〈γ|γ∗〉 ∈ 2πZ, ∀γ ∈ Γ}. (III.4)

Le domaine fondamental de Γ (respectivement de Γ∗) est donné par E (respectivement
par E∗). En physique du solide le domaine E∗ est connu sous le nom de la première zone
de Brillouin. En identifiant les côtés opposés de E (resp. de E∗), nous obtenons le tore
plat T = Rd/Γ (resp. T∗ = Rd/Γ∗).
Soit Vper un potentiel C∞ sur Rd, à valeurs réelles et Γ−périodique.
Pour tout k = (k1, · · · , kd) ∈ Rd, nous définissons l’opérateur P [k] sur L2(T) par :

P [k] := (Dy + k)2 + Vper(y) =
d∑
j=1

(
− i ∂

∂yj
+ kj

)2
+ Vper(y) .

L’opérateur P [k] est non-borné de domaine H2(T), autoadjoint et semi-borné inférieure-
ment. L’opérateur P [k] est à résolvante compacte d’où l’existence d’une base orthonor-
mée de fonctions propres Φn(·, k) ∈ H2(T), n ∈ N, dites « fonctions de Bloch ». Soient
−∞ < λ1(k) ≤ λ2(k) ≤ · · ·λp(k) ≤ · · · → +∞, les valeurs propres correspondantes répé-
tées selon leur ordre de multiplicité et qui s’accumulent à l’infini. L’opérateur P [k] vérifie
l’identité suivante :

e−iy·γ
∗
P [k]eiy·γ∗ = P [k + γ∗], ∀γ∗ ∈ Γ∗ .

Alors pour tout p ≥ 1, la fonction k 7→ λp(k) est Γ∗−périodique.
Pour tout p ≥ 1 fixé, par la théorie ordinaire des perturbations, la pième fonction bande
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k 7→ λp(k) est continue. De plus, elle est analytique au voisinage de tout point k0 ∈ T∗ tel
que λp(k0) est une valeur propre simple de P (k0). L’intervalle fermé, borné Λp := λp(T∗)
est appelé pième bande de Bloch. Voir [RS78], [Sjö91] et [Skr85b, Skr85a].
Soit l’opérateur autoadjoint sur L2(Rd), non-borné de domaine H2(Rd) suivant :

P0 = −∆x + Vper(x), où ∆x =
d∑
j=1

∂2

∂x2
j

. (III.5)

Le spectre de P0 est absolument continu (voir [Tho73]) et il est constitué de bandes
Λp, p = 1, 2, · · · . En effet, σ(P0) = σac(P0) = ∪

p≥1
Λp, voir aussi [Šub79].

Définition III.1. Soient e ∈ R et F (e) =
{
k ∈ T∗; e ∈ σ

(
P [k]

)}
la surface de Fermi

correspondante.
a) Nous disons que e ∈ σ(P0) est une énergie simple si et seulement si e est une valeur

propre simple de P [k], pour tout k ∈ F (e).
b) Nous supposons que e est une énergie simple de P0 et soit λ(k) l’unique valeur

propre définie dans un voisinage de F (e) tel que λ(k) = e, pour tout k ∈ F (e).
Nous disons que e est une énergie non-critique de P0 si dkλ(k) 6= 0 pour tout
k ∈ F (e).

En dimension 1, la surface de Fermi F (e) est la réunion d’un nombre fini de points.
Nous terminons ce paragraphe en rappelant quelques propriétés bien-connues de la densité
d’états intégrée associée à P0, voir [Šub79]. La densité d’états intégrée ρ est définie comme
suit :

ρ(e) := 1
(2π)d

∑
p≥1

∫
{k∈E∗; λp(k)≤e}

dk . (III.6)

Le spectre de P0 est absolument continu donc la mesure ρ est absolument continue par
rapport à la mesure de Lebesgue dλ et la densité états correspondante, dρ

de
(e), de P0 est

localement intégrable.

III.2 Résultats et quelques idées de preuves

Nous introduisons maintenant l’opérateur de Schrödinger périodique perturbé par un
potentiel à variation lente :

P (h) = P0 + ϕ(hx) = −∆x + Vper(x) + ϕ(hx), h > 0, (III.7)

où ϕ ∈ C∞(Rd;R) qui vérifie les estimations suivantes :
(A.III.1) Il existe δ > 0 tel que pour tout α ∈ Nd, on a∣∣∣∂αxϕ(x)

∣∣∣ ≤ Cα(1 + |x|)−δ−|α| uniformément par rapport à x ∈ Rd ,
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où Cα est une constante strictement positive dépendant uniquement de α.
L’opérateur P (h) est autoadjoint, semi-borné inférieurement sur L2(Rd), de domaine
H2(Rd). L’hypothèse (A.III.1) et la théorie des perturbations (Théorème de Weyl)
donnent :

σess
(
P (h)

)
= σess(P0) = σ(P0) =

⋃
p≥1

Λp. (III.8)

Le premier résultat que nous présentons dans cette section est l’asymptotique faible (c.-
à-d. « au sens des distributions » ) de la dérivée de la fonction de décalage spectral
ζ ′h(µ) := ζ ′h(µ, P (h), P0). Soit I =]a, b[ un intervalle borné de R.

Théorème III.2 (asymptotique faible). Supposons que (A.III.1) est vérifiée avec δ > d .
Pour f ∈ C∞0 (I), l’opérateur

[
f(P (h))− f(P0)

]
est de classe trace et nous avons :

tr
[
f(P (h))− f(P0)

]
∼ h−d

+∞∑
j=0

aj(f)hj, quand h↘ 0, (III.9)

avec

a0(f) = (2π)−d
∑
p≥1

∫
Rdx

∫
E∗

[
f
(
λp(k) + ϕ(x)

)
− f

(
λp(k)

)]
dk dx. (III.10)

Les coefficients f → aj(f) sont des distributions d’ordre finie ≤ j + 1. Si de plus pour
tout µ ∈ I, µ est une énergie non-critique de P0 alors aj(f) = −〈γj(·), f〉, pour tout
f ∈ C∞0 (I). Ici les applications γj(µ) sont C∞ en µ ∈ I. En particulier

γ0(µ) = d
dµ

[∫
Rdx

{
ρ
(
µ
)
− ρ

(
µ− ϕ(x)

)}
dx

]
, (III.11)

où ρ est la densité d’états intégrée donnée par (III.6).

Croquis de la démonstration du théorème III.2 : Par la méthode du hamiltonien effectif,
l’étude du spectre de P (h) peut être réduite à l’étude spectrale d’un système d’opérateurs
h−pseudodifférentiels. En effet, pour z dans un petit voisinage complexe de I, l’inversi-
bilité de (z − P (h)) est contrôlée par celle de E−+(z, h), qui est un système d’opérateurs
h-pseudo-différentiels définies sur L2(Rd/Γ∗) obtenu à partir de l’identité suivante :

(z − P (h))−1 = E(z) + E+(z)E−+(z, h)−1E−(z)

où E(z), E−+ et E−(z) sont holomorphes pour z dans un petit voisinage complexe de I,
voir [SZ07, identité (3.15)]. En utilisant, les résultats bien-connus du calcul h-pseudodifférentiel
adapté à notre cas, nous obtenons l’asymptotique (III.9) avec les quantités explicites des
coefficients aj, j ∈ N, voir [DS99, chapitres 7-9]. Notons que l’hypothèse (A.III.1) avec
δ > d assure que l’opérateur [f(P (h)) − f(P0)] est de classe trace, voir [DS99, chapitre
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9]. Pour le deuxième partie du théorème, l’hypothèse que µ est non-dégénérée pour tout
µ ∈ I nous permet de faire un changement de variables.
Maintenant, nous exposons le résultat le plus pertinent concernant la dérivée de la fonction
de décalage spectral ζ ′h(µ) := ζ ′h(µ, P (h), P0), c’est l’asymptotique ponctuel. Pour cela
nous avons besoin d’ajouter d’autres hypothèses :
Soit [a, b] un intervalle fermé borné de R. Supposons que

(A.III.2) Pour tout µ ∈ [a, b], µ est une énergie non-critique de P0.
Supposons que (A.III.2) est vérifiée. Pour tout µ ∈ [a, b], nous considérons λ(k) l’unique
valeur propre définie sur un voisinage de F (µ) telle que λ(k) = µ.

Nous supposons que pour tout (k, r) ∈ T∗ ×Rd vérifiant µ = λ(k) + ϕ(r) ∈ σ(P0)∩ [a, b],
µ est une énergie simple, et tel que :

(A.III.3) |∇λ(k)|2 − r∇ϕ(r)∆λ(k) > 0, pour tout (k, r) tels que λ(k) + ϕ(r) ∈ [a, b].
Notons que l’hypothèse (A.III.2) est vérifiée près de la borne inférieure du spectre de P0.
De plus si nous supposons (A.III.2) alors la condition (A.III.3) est satisfaite si ‖ϕ‖∞+
‖x∇ϕ‖∞ << 1, (voir [RS78], [Skr85b, Skr85a]). L’hypothèse (A.III.3) est la condition
de non-capture. Cette hypothèse permet d’avoir un théorème d’absorption limite, voir [xi,
Lemma 3.10].

Théorème III.3 (asymptotique ponctuel). Supposons que (A.III.2), (A.III.3) et (A.III.1)
avec δ > d sont vérifiées. Alors la dérivée de la fonction de décalage spectral ζ ′h(µ) :=
ζ ′h(µ, P (h), P0) admet un développement asymptotique complet en puissance de h donné
par :

ζ ′h(µ) ∼ h−d
∑
j≥0

γj(µ)hj as h↘ 0, (III.12)

uniformément pour µ ∈ [a, b].
Les coefficients

(
γj(µ)

)
j≥0

sont donnés par le théorème III.2. De plus, ce développement
asymptotique est dérivable à tout ordre par rapport à la variable µ.

Croquis de la démonstration du théorème III.3 : Le point de départ est le même que celui
de la preuve du théorème III.2, c.-à-d. commencer par un problème de Grushin (méthode
du hamiltonien effectif) en projetant sur les espaces propres associées aux valeurs propres
de Floquet intervenant près des énergies considérées. Cependant, dans le cas d’une bande
simple -garantie par l’hypothèse (A.III.2)-, nous montrons que

E−+(z, h) = z −
(
λ(k) + ϕ(r) + hK1(k, r) + h2K2(k, r; z, h)

)
,

où K1 et K2 sont dans des espaces de symboles graduées dépendant de δ (la vitesse
de décroissance de la perturbation) et K2 est holomorphe par rapport à z dans un pe-
tit voisinage complexe Ω de l’intervalle [a, b]. Maintenant, nous considérons s ∈ Ω ∩ R
comme un paramètre, avec l’hypothèse de non-capture (A.III.3), nous pouvons appli-
quer l’approche de D. Robert et H. Tamura au hamiltonien Bs(k,−hDk;h) := λ(k) +
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ϕ(−hDk) +hKw
1 (k,−hDk) +h2Gw(k,−hDk; s, h) où G possède les mêmes propriétés que

K2, et nous obtenons théorème III.3. Ici, nous utilisons l’argument crucial suivant : L’hy-
pothèse (A.III.3) implique que l’intervalle [a, b] est disjoint de l’ensemble des énergies
captives de l’hamiltonien classique associé à Bs pour tous s dans l’ensemble compact
Ω ∩ R. En fait, Les opérateurs correspondants aux symboles r · Ki(k, r), (i = 1, 2) sont
bornés uniformément pour s ∈ Ω ∩ R, de plus le symbole principal de Bs ne dépend pas
de s.
Si nous voulons aller plus loin dans l’analyse spectrale de l’effet de la perturbation sur les
bandes de Bloch de P0 et surtout décortiquer ce qui se passe dans un voisinage complexe
de ces bandes, le mieux est d’établir une formule de trace locale à la J. Sjöstrand [Sjö97a,
Sjö01]. Pour cela, nous avons besoin de définir les résonances dans ce cadre précis et pour
les mettre en évidence « techniquement » nous supposons que la perturbation lente ϕ
admet une extension analytique dans un voisinage complexe de Rd, c.-à-d.

(A.III.4) Il existe a et C tels que ϕ ∈ C∞(Rd;R) admet un prolongement analytique dans
D(a) := {X ∈ Cd; |Im(X)| ≤ a < Re(X) >} et

|ϕ(X)| ≤ C < X >−δ, uniformément par rapport à X ∈ D(a), (III.13)

où δ > 0 et < X >= (1 + |X|2) 1
2 .

L’hypothèse (A.III.4) et la formule de Cauchy impliquent que ∀α ∈ Nd, ∃Cα > 0 tel que

|∂αXϕ(X)| ≤ Cα < X >−δ−|α|, uniformément par rapport à X ∈ D(a).

Pour définir les résonances, nous utilisons la méthode de la déformation spectrale intro-
duite par E. Balslev et J-M. Combes [BC71] (voir aussi [AC71]). En fait, nous identifions
les résonances de P (h) dans un voisinage d’un niveau d’énergie µ fixé (non-critique) avec
les valeurs propres complexes d’un opérateur non-autoadjoint P (t, h) obtenu à partir de
P (h) par une déformation spectrale. Ici t ∈ C est le paramètre de dilatation, appartenant
à petit voisinage complexe de l’origine. Dans notre cas, la dilatation se fait en moment
ξ à la H. Cycon [Cyc85], voir aussi [HS96]. La définition des résonances dans ce cadre
a été introduite par Dimassi [Dim02] pour prouver l’existence des résonances de forme
au voisinage des extrémités des bandes de Bloch. Donnons dans la suite un petit aperçu
rapide pour définir les résonances dans cette situation. Considérons le champ de vecteurs
v ∈ C∞(Rd;Rd) et Γ∗−périodique. Pour tout t ∈]− t0, t0[ (t0 à choisir), nous introduisons
la déformation spectrale Ut définie par : ∀u ∈ S(Rd),

[
Utu

]
(x) := F−1

h

[
J

1
2
t (·)Fh(u)

(
vt(·)

)]
(x), (III.14)

où vt(x) = x− tv(x) et Jt(x) son Jacobien. Ici Fh est la transformation de Fourier semi-
classique : [

Fhu
]
(ξ) :=

∫
Rd
e−

i
h
xξu(x) dx, ∀u ∈ S(Rd),
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Figure III.1 – Dilatation analytique modifié et cadre générale du théorème III.6.
Ici + := a+ iε, ∗ := b+ iε et J = [a1, b1].

où S(Rd) désigne l’espace de Schwartz.

Soit P̂ (h) := −h2∆+V (y
h

)+ϕ(y), obtenu à partir de P (h) par le changement de variables
y = hx. Nous avons le lemme suivant :

Lemme III.4 ([Dim02, Proposition 2.8]). Supposons que l’hypothèse (A.III.4) est vé-
rifiée. Alors la famille d’opérateurs autoadjoints P (t, h) := UtP̂ (h)U−1

t défini pour t ∈
] − t0, t0[ s’étend en une famille analytique d’opérateurs de typeA 6 sur D(t0) := {t ∈
C; |t| < t0}, avec le domaine H2(Rd).

Soit µ0 ∈ R. Désormais, nous supposons que µ0 satisfait l’hypothèse (A.III.2), c.-à-
d. l’énergie µ0 de P0 est non-critique.

Proposition III.5 (définition des résonances). Supposons que la perturbation ϕ vérifie
(A.III.4). Alors il existe un voisinage complexe Ω de µ0 tel que pour t ∈ i]0, t0[, t0 > 0
assez petit, le spectre de P (t, h) dans Ω est discret, il est constitué de valeurs propres
de multiplicité finie. De plus, ces valeurs propres sont indépendantes du paramètre de
dilatation t. Par définition ce sont les résonances de P (h) dans Ω.

Soit Ω̃ ⊂ Ω un ouvert relativement compact. Notons que I = Ω̃ ∩ R et J = Ω ∩ R sont
des intervalles. Voir la figure III.1 :
La formule de trace locale est la suivante :

Théorème III.6. Soient µ0,Ω, Ω̃, I, J fixés comme ci-dessus. Supposons que la perturba-
tion ϕ vérifie l’hypothèse (A.III.4) avec δ > d . Alors pour h suffisamment petit, l’asser-
tion suivante est vraie : Soit g = g(z, h) une fonction holomorphe en z ∈ Ω et vérifiant
|g(z, h)| ≤ 1 pour z ∈ Ω \ Ω̃. Soit χ ∈ C∞0 (J), indépendante de h avec χ ≡ 1 près de I.

6. Voir [Kat95, chapitre VII, section 2, page 375].
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Alors, uniformément par rapport à g, on a :

tr
[
(χg)(P (h))− (χg)(P0)

]
=

∑
z∈Res(P (h))∩Ω̃−

g(z) + O(h−d), (III.15)

où Ω̃− = Ω̃ ∩ {w ∈ C; Im(w) ≤ 0}. Ici Res(P (h)) désigne l’ensemble des résonances de
P (h).

Croquis de la démonstration du théorème III.6 : Comme pour les preuves des résultats
précédents, nous commençons par la méthode du hamiltonien effectif qui nous permet
d’écrire la résolvante de P (h) pour z dans un voisinage complexe de J comme suit :

(z − P (h))−1 = E(z) + E+(z)E−+(z, h)−1E−(z) ,

où E(z), E−+ et E−(z) sont holomorphes pour z dans un petit voisinage complexe Ω de
J , voir [SZ07, identité (3.15)]. De même pour P0,

(z − P0)−1 = E0(z) + E0,+(z)E0,−+(z, h)−1E0,−(z) ,

où E0(z), E0,−+ et E0,−(z) sont holomorphes pour z dans un petit voisinage complexe Ω
de J . Soient g et χ fixés comme dans le théorème. Le choix du support de χ ainsi que l’es-
timation sur g en dehors de {χ = 1} avec la formule de Green nous donne (uniformément
par rapport à g) :
tr
[
(χg)(P (h))− (χg)(P0)

]
=

1
2πi

∫
z=[a,b]+iε

g(z)tr[E−+(z, h)−1∂zE−+(z, h)−1−E0,−+(z, h)−1∂zE0,−+(z, h)−1]dz+O(h−d),

où ε > 0 petit fixé indépendamment de h tel que a + iε et b + iε sont dans Ω \ Ω̃.
Ici nous avons utilisé le fait que les applications E(z), E0(z) sont holomorphes dans
Ω. Pour Im(z) = ε > 0 les deux familles d’opérateurs dilatés (Es

−+(z, h))s∈C,|s|<<1 et
(Es
−+(z, h)−1)s∈C,|s|<<1 sont analytiques de typeA. Ici Es

−+(z, h) = UsE−+(z, h)U−1
s où Us

est la déformation spectrale donnée par (III.14). Avec la cyclicité de la trace et le fait que
Us est unitaire pour s réel, nous obtenons (uniformément par rapport à g) :
tr
[
(χg)(P (h))− (χg)(P0)

]
=

1
2πi

∫
z=[a,b]+iε

g(z)tr[Es
−+(z, h)−1∂zE

s
−+(z, h)−1−Es

0,−+(z, h)−1∂zE
s
0,−+(z, h)−1]dz+O(h−d),

pour s ∈ i]0, t0[. Le caractère compact de l’opérateur (Es
−+(z, h)−Es

0,−+(z, h))Es
0,−+(z, h)−1

nous permet de le décomposer en une somme de deux opérateurs, l’un de rang fini (O(h−d))
et le deuxième de norme assez petite. Comme nous regardons près d’une énergie non-
critique de P0 alors P0 n’a pas de résonances dans Ω et donc Es

0,−+(z, h)−1 est holomorphe
dans Ω. En tenant compte de cette dernière remarque avec la cyclicité de la trace, nous
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pouvons écrire la trace de
[
(χg)(P (h))− (χg)(P0)

]
comme une intégrale de contour d’une

fonction méromorphe dont les pôles sont donnés par les résonances de P (h). Notons qu’au
passage nous avons utilisé la caractérisation des résonances de P (h) suivante :

z est une résonance de P (h) dans Ω ⇐⇒ 0 ∈ σdisc(Es
−+(z, h)).

et surtout que le nombre des résonances de P (h) dans Ω sont O(h−d), ce qui nous permet
de compléter le chemin de départ en un contour de Jordan. La dernière partie de la preuve
repose essentiellement sur des arguments de la preuve classique de Lidskĭı, voir [GK71,
page 103, théorème 8.4].

III.3 Minoration du nombre de résonances

Dans cette section nous présentons un résultat d’existence de résonance (et même plu-
sieurs) sous une certaine condition sur la perturbation ϕ. Grosso modo, en partant d’une
énergie µ0 non-critique de P0, alors la densité d’états µ 7→ ω(µ) := dρ

dµ
(µ) est analytique

dans un petit voisinage U de µ0 (voir [Gér90, Theorem 4.4]) et nous choisissons une per-
turbation ϕ de telle sorte qu’elle pousse au moins un élément de ce voisinage vers une
singularité de ω (produite par un croisement par exemple). C’est une « transcription » du
résultat prouvé par J. Sjöstrand dans le cas d’opérateur de Schrödinger, voir [Sjö97b].
Nous rappelons que le terme principal de l’asymptotique de la fonction de décalage spectral
au voisinage d’une énergie non-critique est donné par (III.11), c.-à-d.

γ0(µ) = d
dµ

[∫
Rdx

{
ρ
(
µ
)
− ρ

(
µ− ϕ(x)

)}
dx

]
=
∫
Rdx

{
ω
(
µ
)
− ω

(
µ− ϕ(x)

)}
dx,

où ω(µ) := dρ
dµ

(µ) est la densité d’états.
Fixons µ0 une énergie non-critique de P0. D’après [Gér90, Theorem 4.4], il existe un
voisinage U de µ0 tel que µ 7→ ω(µ) := dρ

dµ
(µ) est analytique. Comme la perturbation ϕ

décroit à l’infini (l’hypothèse (A.III.4)) alors, il existe un R0 assez grand tel que pour
tout R > R0, la fonction

∫
|x|>R

{
ω
(
µ
)
−ω

(
µ−ϕ(x)

)}
dx est analytique près de µ0. Donc

pour E ∈ R et R suffisamment grand on a l’équivalence suivante :

E ∈ suppsinga(γ0)⇔ E ∈ suppsinga
( ∫
|x|<R

w(s− ϕ(x)) dx
)
.

Ici suppsinga(γ0) est le support singulier analytique de la distribution γ0, voir [Sjö82].
Soient µ0,Ω, Ω̃, I, J fixés comme dans le théorème III.6 et la perturbation ϕ vérifie l’hy-
pothèse (A.III.4) avec δ > d . Dans le théorème suivant, nous donnons une minoration
du nombre de résonances de P (h) près de n’importe quel point du support singulier ana-
lytique de γ0(·).
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Théorème III.7. Soit E0 ∈ Ω∩ suppsinga(γ0). Alors pour tout voisinage complexe indé-
pendant de h, Ω̃ de E0, il existe h0 = h(Ω̃) > 0 suffisamment petit et C = C(Ω̃) > 0 assez
grand tels que pour tout h ∈]0, h0[,

#
[
Res(P (h)) ∩ Ω̃

]
≥ 1
C(Ω̃)

· h−d.

Croquis de la démonstration du théorème III.7 : la preuve du théorème est une consé-
quence directe des théorèmes III.2 et III.6 ainsi qu’une construction très fine de fonc-
tions localisantes (plutôt micro-localisantes) près du point « singulier » (plutôt le long
des directions au dessus du point singulier). Pour la beauté de la construction ainsi que
l’utilisation d’outils d’analyse microlocale, nous détaillons les éléments de la preuve. Soit
E0 ∈ Ω ∩ suppsinga(γ0). Alors (E0, 1) et (E0,−1) appartiennent au front d’onde analy-
tique de γ0, noté WFa(γ0) 7, car γ0 est réelle. En utilisant la définition du front d’onde
analytique par la transformation F.B.I (Fourier-Bros-Iagolnitzer), voir [Sjö82, chapitre 6,
page 39], il existe des suites (αj, βj)→ (E0, 1), λj → +∞ et εj → 0 tels que∣∣∣∣ ∫ (

fjχ0
)
(E)γ0(E) dE

∣∣∣∣ ≥ e−εjλj , (III.16)

où fj(E) = eiλj(αj−E)βje−
λj
2 (αj−E)2 et χ0 est une fonction troncature définie dans un petit

voisinage réel de E0, ≡ 1 près de E0.
Soit a une petite constante positive. Nous posons Ω0 :=]E0− 2a,E0 + 2a[+i]− 2a2, a2] et
Ω̃ :=]E0 − a,E0 + a[+i]− a2, a2]. Par construction, il existe C0 > 0 tel que∣∣∣fj(E)

∣∣∣ ≤ e
− 1
C0
λj uniformément par rapport à E ∈ Ω0 \ Ω̃.

Soit χ ∈ C∞0
(
]E0 − 2a,E0 + 2a[; [0, 1]

)
, ≡ 1 sur ]E0 − a,E0 + a[. Alors l’inégalité (III.16)

reste vraie quand on remplace χ0 par χ.
Nous considérons le théorème III.2 avec les fonctions fj, nous avons

tr
[
fj(P (h))− fj(P0)

]
= h−d

∫ (
fjχ

)
(E)γ0(E) dE + Oj(h1−d). (III.17)

D’autre part, nous appliquons le théorème III.6 avec g = fj et Ω remplacé par Ω0, nous
obtenons

tr
[
fj(P (h))− fj(P0)

]
=

∑
z∈Res(P (h))∩Ω̃−

fj(z) + O(1)h−de−
1
C0
λj , (III.18)

où Ω̃− = {w ∈ Ω̃; =(w) ≤ 0}. En combinant les deux identités (III.17) et (III.18), nous

7. Pour la définition, voir [Hör71, Definition 3.1 page 676].
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obtenons∑
z∈Res(P (h))∩Ω̃−

fj(z) = h−d
∫ (

fjχ
)
(E)γ0(E) dE + O(h−d)e−

1
C0
λj + Oj(h1−d), (III.19)

avec la minoration (III.16)∣∣∣∣ ∑
z∈Res(P (h))∩Ω̃−

fj(z)
∣∣∣∣ ≥ h−d

[
e−εjλj − O(1)e−

1
C0
λj
]

+ Oj(h1−d).

Fixons j assez grand et soit h suffisamment petit, nous concluons∣∣∣∣ ∑
z∈Res(P (h))∩Ω̃−

f(z)
∣∣∣∣ ≥ 1

C
h−d,

où f = fj (avec j fixé) indépendamment de h. L’inégalité précédente donne la minoration
du nombre de résonances dans Ω̃− et comme nous pouvons choisir Ω̃ aussi petit que nous
voulons, nous obtenons le théorème III.7.

III.4 Commentaires et suite

Dans [xii], nous avons donné une nouvelle preuve du résultat de D. Robert et H. Tamura
concernant l’asymptotique forte en puissances de h de la dérivée de la fonction de décalage
spectral ζ(λ;−h2∆ + U(x),−h2∆) près d’une énergie non-captive, dans le cas de l’opé-
rateur de Schrödinger. Notre preuve est indépendante du temps, basée sur le théorème
d’absorption limite, des estimations à la Paley-Wiener et le calcul fonctionnel introduit
par B. Helffer et J. Sjöstrand, voir [DS99, chapitre 8]. Cette approche nous permettra
d’étudier la fonction de décalage spectral dans le cas de croisement de valeurs propres de
Floquet de l’opérateur de Schrödinger périodique.
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IV.1 Introduction et préliminaires

Dans ce chapitre nous présentons un résultat de propagation des états cohérents pour une
large classe d’interactions dans le cadre de la théorie quantique des champs bosoniques
avec un troncature dans les variables spatiales. Plus précisément, nous étendons le résultat
de Hepp [Hep74] établi en dimension finie à la dimension infinie pour des hamiltoniens
avec des interactions non-polynomiales et éventuellement non bornées. Le résultat obtenu
s’applique aux modèles (ϕ4)1, (ϕ2n)1 et plus généralement aux modèles du type P (ϕ)2
tronqué dans les variables spatiales ainsi que certains hamiltoniens dits « modèles de
Höegh-Krohn » (voir [HK69a, HK69b]). La construction de tels hamiltoniens est l’un des
beaux résultats de la physique mathématique établie à la fin des années soixante (voir par
exemple [GJ72, SHK72, Ros71, Seg70, Sim74]).
Les hamiltoniens des modèles de la théorie quantique des champs peuvent être décrits
soit dans la représentation de Fock 1 ou dans une représentation équivalente dite repré-
sentation d’ondes 2. En effet, les hamiltoniens bosoniques libres ont une expression très
explicite et simple dans l’espace de Fock symétrique alors que l’interaction est une mul-
tiplication par une fonction mesurable sur un espace L2(M,µ) relatif à la représentation
de processus gaussiens aléatoires indexés par des espaces de Hilbert réels, voir théorème
IV.3. Par conséquent, il est commode de passer d’une représentation à l’autre lorsque
cela est avantageux tout au long de l’établissement du résultat de propagation des états
cohérents.
Commençons par décrire très brièvement et de point de vue assez formel le résultat de
propagation des états cohérents en dimension finie ce qui nous donne une idée sur le
vocabulaire et surtout les objets à manipuler dans le cas d’un système infini.

Un nombre fini de degrés de liberté : Sur L2(Rd; dx), nous introduisons les opéra-
teurs positions et moments,

Pj = −ih 1
2
∂

∂xj
et Qj = h

1
2xj, j = 1, · · · , d ,

où h est un paramètre semi-classique.
Nous avons les relations de commutation suivantes :

[Qj, Pk] = ihδjk1l, [Pj, Pk] = 0 et [Qj, Qk] = 0 ∀1 ≤ j, k ≤ d,

1. D’un point de vue conceptuel, le théorème de Von-Neumann explique pourquoi, pour les systèmes
avec un nombre fini de degrés de liberté, le distinction entre la structure algébrique des variables cano-
niques et les états définissant l’algèbre des observables n’est pas si pertinent, puisqu’il n’y a qu’un seul
espace d’états (de Hilbert) pour un système quantique donné. Dans le langage de la mécanique quan-
tique, nous pourrons dire qu’il n’y a qu’un seul espace des phases. Par contre, pour les systèmes infinis
l’apparition de représentations non-équivalentes, c.-à-d. des espaces de phases (de Hilbert) différents, est
la situation générique, voir le livre de Haag [Haa96].

2. « wave representation » en anglais.
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où δjk est le symbole de Kronecker. Les opérateurs de création-annihilation sont donnés :

a∗j = h
1
2
(
− ∂

∂xj
+ xj

)
= −iPj +Qj et aj = h

1
2
( ∂

∂xj
+ xj

)
= iPj +Qj ∀1 ≤ j ≤ d.

(IV.1)
Pour tout α ∈ Cd ∼= T ∗Rd = Rd

x × Rd
ξ , nous posons

a(α) :=
d∑
j=1

αjaj et a∗(α) :=
d∑
j=1

αja
∗
j . (IV.2)

L’opérateur a est semi-linéaire par rapport à α, l’opérateur a∗ est linéaire par rapport à
α et ils vérifient les relations de commutation canoniques :

[a(α), a∗(β)] = hαβ, pour tout α, β ∈ Cd,

où αβ =
d∑
j=1
αjβj. Les opérateurs de champ Φ(α) sont donnés par

Φ(α) = 1√
2
(
a∗(α) + a(α)

)
, pour tout α ∈ Cd,

ils sont « formellement » autoadjoints.
Par le théorème de Stone, nous définissons les opérateurs de Weyl, W (α) = eiΦ(α) pour
tout α ∈ Cd. Nous avons les relations suivantes : Pour tous α, β ∈ Cd,

(i)
[
Φ(α),Φ(β)

]
= ihIm(αβ)1l

(ii) W (α)W (β) = ei
h
2 Im(αβ)W (α + β)

Dans ce cadre, nous introduisons le vide Ω0 := 1
π
d
4
e−
|x|2

2 ∈ L2(Rd, dx) avec ‖Ω0‖L2(Rd) = 1.

Définition IV.1. (États cohérents) E := {E(α) := W
(
− i

√
2
h
α
)
Ω0, α ∈ Cd} .

Nous avons les propriétés suivantes :
a) E n’est pas un espace vectoriel.

b) E est une famille totale de L2(Rd).

c) 〈Ω0,W (β)Ω0〉 = e−
h
4 |β|

2 pour tout β ∈ Cd.

d) 〈E(α), E(β)〉 = e
i
h

Im(αβ)e−
|α−β|2

2h .
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e) 〈E(α),W (β)E(α)〉 = ei
√

2Re(αβ)〈Ω0,W (β)Ω0〉.

Le résultat de propagation des états cohérents dans ce cadre : Soit H := − h2

2m∆ + V (x)
avec certaines hypothèses sur le potentiel V . Nous avons la limite semi-classique suivante :
Pour tout α ∈ Cd

lim
h→0
〈e−

it
h
HE(α),W (β)e− ithHE(α)〉 = ei

√
2Re(αtβ), (IV.3)

où αt = (xt, ξt) ∼= xt + iξt ∈ Cd est la solution de l’équation hamiltonienne classique
suivante : 

ẋ(t) = ξ(t)
m

ξ̇(t) = −∇V (x(t))
(x(0), ξ(0)) = α.

C’est entre autre ce résultat que nous voulons généraliser à la dimension infinie pour une
large classe d’interactions.

IV.1.1 Un système infini de particules

Soit Z un espace de Hilbert séparable muni d’un produit hermitien 〈·, ·〉 qui est semi-
linéaire à gauche et dont la norme associée est |z| :=

√
〈z, z〉. Supposons que Z est muni

d’une conjugaison complexe c : z 7→ c(z) compatible avec la structure d’espace Hilbert
c.-à-d. c est anti-linéaire, c ◦ c(z) = z et |c(z)| = |z|. Désormais, nous notons

z := c(z) , ∀z ∈ Z ,

et considérons Z0 le sous espace réel de Z , c.-à-d.

Z0 := {z ∈ Z ; z̄ = z} . (IV.4)

L’espace de Fock symétrique sur Z est la somme hilbertienne suivante :

Γs(Z ) =
∞
⊕
n=0
⊗ns Z . (IV.5)

Un sous-espace dense de Γs(Z ), particulièrement pratique, est l’ensemble des sommes
finies d’états donné par la somme directe algébrique :

Df =
alg
⊕
n=0
⊗ns Z . (IV.6)

La représentation de Weyl de type Fock est comme suit : il existe une application f 7→
W (f) de Z dans l’ensemble des transformations unitaires sur Γs(Z ) vérifiant :

W (f1)W (f2) = e−
iε
2 Im〈f1,f2〉 W (f1 + f2), ∀f1, f2 ∈ Z . (IV.7)
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Ici ε est un paramètre positif suffisamment petit (semi-classique) et Im〈·, ·〉 est la partie
imaginaire du produit hermitien sur Z qui est en particulier une forme symplectique.
Les opérateurs dits de Weyl, W (f) sont donnés par W (f) = eiΦs(f) pour tout f ∈ Z
où Φs(f) = 1√

2(a∗(f) + a(f)) sont les opérateurs champ de Segal et a∗(·), a(·) sont les
opérateurs de création-d’annihilation dépendants du paramètre ε vérifiant :

[a(f), a∗(g)] = ε〈f, g〉 1l, [a(f), a(g)] = 0 = [a∗(f), a∗(g)], ∀f, g ∈ Z .

Dans ce cadre, les états cohérents sont donnés par :

W (−i
√

2
ε
z)Ω = e−

|z|2
2ε

∞∑
n=0

ε−
n
2
z⊗n√
n!
, ∀z ∈ Z , (IV.8)

où Ω est le vide c.-à-d. Ω = (1, 0, · · · ) ∈ Γs(Z ). Ils forment une famille totale dans l’espace
de Fock Γs(Z ).

Les hamiltoniens bosoniques libres : Dans la représentation de Fock, l’hamiltonien
de champ bosonique libre est donné par la seconde quantification, dΓ(A) défini pour tout
opérateur autoadjoint A sur Z comme suit :

dΓ(A)|⊗nsZ := ε
n∑
i=1

1l⊗ · · · ⊗ A︸︷︷︸
iièmeposition

⊗ · · · ⊗ 1l . (IV.9)

En particulier l’opérateur nombre dépendant du paramètre ε est défini par N = dΓ(1l).
Parfois, nous utilisons le relèvement de l’action d’un opérateur A sur Z à Γs(Z ) donné
par Γ(A)|⊗nsZ := A ⊗ · · · ⊗ A . Par exemple Γ(c) définit une conjugaison sur l’espace de
Fock Γs(Z ).

Opérateurs de Wick à symboles non-polynomiaux : Nous considérons l’ensemble
des symboles :

K :=
{
F : Z → C; ∃V =

∞
⊕
n=0

V (n) ∈ Γs(Z ) ; F (z) =
∞∑
n=0
〈(z + z̄)⊗n√

n!
, V (n)〉

}
. (IV.10)

L’application

Ξ : Γs(Z ) −→ K

V =
∞
⊕
n=0

V (n) 7−→ FV (z) :=
∞∑
n=0
〈(z + z̄)⊗n√

n!
, V (n)〉 ,
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définit un isomorphisme, d’espaces de Hilbert, entre Γs(Z ) et K lorsque ce dernier est
muni du produit hermitien suivant :

〈FV1 , FV2〉K := 〈V1, V2〉Γs(Z ) .

De plus, l’espace (K, 〈·, ·〉K) est un espace de Hilbert dont le noyau reproduisant est donné
par K(z, w) := e〈z+z̄,w+w̄〉 et vérifiant la relation :

〈K(w, ·), FV (·)〉K = FV (w) ,

pour tout FV ∈ K et w ∈ Z .
Nous donnons maintenant la définition des opérateurs de Wick associés aux symboles
appartenant à la classe K.

Définition IV.2. L’opérateur de Wick avec symbole FV dans K est la fermeture de
l’opérateur linéaire dépendant du paramètre ε défini par :

FWick
V (W (ϕ)Ω) = W (ϕ)Γ(

√
ε)V, ∀ϕ ∈ Z0. (IV.11)

Pour toute séquence finie ϕi, i = 1, · · · , n d’éléments distincts de Z0, nous avons :
n∑
i=1

λiW (ϕi)Ω = 0 =⇒ λi = 0 pour tout i = 1, · · · , n.

Par conséquent, l’opérateur FWick
V est bien défini sur Dc, où l’ensemble

Dc := vect{W (ϕ)Ω; ϕ ∈ Z0} ,

est un sous espace dense dans l’espace de Fock symétrique Γs(Z ). Nous avons les pro-
priétés suivantes :

(i) L’opérateur FWick
V , FV ∈ K est de domaine dense car Dc l’est.

(ii) L’identité (FV )Wick
|Dc ⊂ (FWick

V )∗ implique que l’opérateur donné par (IV.11) est
fermable.

(iii) Si FV ∈ K alors pour tout ϕ ∈ Z0,

W (ϕ)D(FWick
V ) = D(FWick

V ) et W (ϕ)∗ FWick
V W (ϕ) = FWick

V .

Représentation d’ondes Soit (M,T, µ) un espace probabilisé. Une variable aléatoire
X : M → R avec une variance σ2 ≥ 0 finie est dite gaussienne centrée si et seulement si
sa fonction caractéristique ∫

M
e−itXµ = e−

1
2σ

2t2 , t ∈ R .

Soit H un espace de Hilbert réel. Un processus aléatoire gaussien indexé par H est une



123 IV.1 Introduction et préliminaires

application H 3 f 7→ Φ(f) en variables aléatoires gaussiennes centrées surM avec variance
|f |2 vérifiant pour tout f1, f2, f ∈ H et λ ∈ R ,

Φ(f1) + Φ(f2) = Φ(f1 + f2) et λΦ(f) = Φ(λf) p.p. .

Le processus est dit complet si T est la plus petite σ-algèbre telle que Φ(f), f ∈ H sont
mesurables.

Soit M l’algèbre de von Neumann abélienne engendrée par les opérateurs de Weyl W (f),
f ∈ Z0. Le théorème suivant donne la représentation d’ondes des relations de commuta-
tion canoniques (voir e.g. 3 [Sim74, Theorem I.1]).

Théorème IV.3. Il existe un espace probabilisé (M,T, µ) et une transformation unitaire
R : Γs(Z )→ L2(M,µ) tels que

RΩ = 1, RMR∗ = L∞(M,µ) et RΓ(c)ψ = Rψ .

De plus, l’application :

Z0 3 f 7→ Φ(f) = R

√
2
ε

Φs(f)R∗ ,

est un processus aléatoire gaussien complet indexé par Z0.

Pour plus de détails sur la représentation d’ondes voir [DG00] et aussi [Sim74]. Ce théo-
rème permet de voir les opérateurs de Wick avec des symboles dans K comme des opé-
rateurs de multiplication par des fonctions mesurables non-bornées lorsqu’ils sont repré-
sentés dans l’espace L2(M,µ), voir le lemme suivant.

Lemme IV.4. Pour tout FV ∈ K il existe une fonction mesurable V ∈ L2(M,µ) telle que

RFWick
V R∗ψ = Vψ, ∀ψ ∈ R(Dc) ⊂ L2(M,µ) ,

avec V agissant comme un opérateur de multiplication sur L2(M,µ).

Cette identification nous permet d’obtenir entre autre le résultat suivant (voir [xvii, sous-
sections 3.2 et 3.3] pour d’autres propriétés) :

Lemme IV.5. Pour tout FV ∈ K à valeurs réelles, l’opérateur de Wick correspondant
FWick
V est essentiellement autoadjoint sur Dc.

Preuve. Cela découle du fait que RFWick
V R∗ est un opérateur de multiplication sur

L2(M,µ) par une une fonction à valeurs réelles µ-finie partout, de domaine dense. (voir
[RS72, Section VIII.3]).
Nous terminons cette section par énoncer le résultat sur les estimations Hypercontractives.

3. e.g. (abréviation) Du latin exempli gratia « Par Exemple ».
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Proposition IV.6 ([Sim74, Theorem I.17]). Soit 1 < p ≤ q <∞ et 0 < α ≤
√

p−1
q−1 . Alors

pour tout Ψ ∈ Γs(Z ),

||RΓ(α)Ψ||Lq(M,µ) ≤ ||RΨ||Lp(M,µ) . (IV.12)

Ces estimations sont primordiales pour avoir des informations concrètes sur les domaines
des opérateurs de Wick associés à des symboles non-polynomiaux et d’expliciter la condi-
tion suffisante pour que les translatés de ces symboles restent dans le même espace K.

IV.2 Résultats et quelques idées de preuves

Nous considérons la classe générale des hamiltoniens donnée par la « somme »

H := dΓ(A) + FWick
V , (IV.13)

où A est un opérateur autoadjoint sur Z vérifiant :

(A.IV.1) cA = Ac et A ≥ m1l pour un certain m > 0.

L’opérateur de multiplication MR(Γ(
√
ε)V ) par la fonction R(Γ(

√
ε)V ) dans la représenta-

tion d’onde, est unitairement équivalent à FWick
V dans la représentation de Fock et vérifie :

(A.IV.2) R(Γ(
√
ε)V ) est une fonction à valeurs réelles dans Lq(M,µ) pour un certain

q > 2 et e−tR(Γ(
√
ε)V ) ∈ L1(M,µ) pour tout t > 0 et ε ∈]0, 1[.

Ici R est la transformation donnée par le théorème IV.3. L’opérateur H dépend du para-
mètre ε et nous avons le théorème suivant dû à I. Segal.

Proposition IV.7 ([Seg70, Theorem 2]). Soit A un opérateur autoadjoint sur Z satis-
faisant (A.IV.1) et FV ∈ K vérifie l’hypothèse (A.IV.2). Alors l’opérateur

H = dΓ(A) + FWick
V , (IV.14)

défini sur D(dΓ(A)) ∩D(FWick
V ) est essentiellement autoadjoint.

On note par la même lettre H son extension autoadjointe. Notre résultat pour la propa-
gation des états cohérents est le suivant.

Théorème IV.8. Nous supposons que (A.IV.1) et (A.IV.2) sont vérifiées et que V ∈
D(eαΓ(λ)) pour un certain λ > 1 et α > 0. 4 Soit ϕ0 ∈ Z et Ψ ∈ Df . Alors il existe
t0 ∈]0,+∞] tel que pour tout t ∈]− t0, t0[ il existe une constante finie indépendante de ε,

4. V =
∞
⊕
n=0

V (n) ∈ D(eαΓ(λ))⇐⇒
∞∑
n=0

e2αλn ||V (n)||2 <∞.
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c(t,Ψ) > 0, telle que l’inégalité suivante∥∥∥∥∥e−i tεHW (−i
√

2
ε
ϕ0)Ψ− ei

ω(t)
ε W (−i

√
2
ε
ϕt)U2(t, 0)Ψ

∥∥∥∥∥
Γs(Z )

≤ c(t,Ψ)
√
ε ,

est valide uniformément pour ε ∈ (0, 1). Ici ϕt est la solution de l’équation hamiltonienne
classique

i∂tϕt = Aϕt + ∂z̄FV (ϕt) (IV.15)

avec condition initiale ϕ0, la fonction ω(t) est donnée par

ω(t) =
∫ t

0

∞∑
k=0

(k − 2)
2 〈(ϕs + ϕ̄s)⊗k√

k!
, V (k)〉 ds ,

et U2(t, s) est le propagateur unitaire associé au hamiltonien quadratique correspondant
dépendant du temps t mais surtout indépendant du paramètre classique ε.

Voici quelques commentaires concernant les hypothèses ainsi que les objets invoqués dans
le théorème précédent :

(i) Le propagateur U2(t, s) est solution du problème de Cauchy :

iε∂tu =
(
dΓ(A) + FWick

V2(t)

)
u

pour t ∈] − t0, t0[, avec la condition initiale u(t = s) = us appartenant à un
certain espace fonctionnel à poids et le hamiltonien quadratique FV2(t) est donné
par FV2(t) = 〈 (z+z̄)

⊗2
√

2 , V2(t)〉 ∈ K avec

V2(t) =
√

2
∞∑
n=2

n(n− 1)√
n!

S2
〈
(ϕt + ϕ̄t)⊗(n−2)

∣∣∣⊗ 1(2) V (n) ∈ ⊗2
sZ .

La dynamique quadratique quantique U2(t, s) peut être interprétée comme une
transformation de Bogoliubov dépendante du temps des relations de commutation
de Weyl.

(ii) L’hypothèse V ∈ D(eαΓ(λ)) est due principalement au fait que la transformation
U2(t, s) est très peu régulière.

(iii) En utilisant les estimations hypercontractives (voir proposition IV.6), la condi-
tion V ∈ D(eαΓ(λ)) implique R(V ) ∈ ⋂

p≥2
Lp(M,µ) et par conséquent R(Γ(

√
ε)V ) ∈⋂

p≥2
Lp(M,µ).
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(iv) Voici un exemple où toutes les hypothèse sont vérifiées.
Soit V =

∞∑
n=0

b2nε
−nΦs(ϕ)2nΩ avec ϕ ∈ Z , 0 ≤ b2n ≤ e−βλ

2n pour un certain λ > 1
et β > α > 0. Alors par le réarrangement (suivant l’ordre de Wick) implique que
V =

∞
⊕
n=0

a2nϕ
⊗2n tel que am ≥ 0 et

∞∑
m=0

a2
me

2αλm|ϕ|2m < ∞. Donc V ∈ D(eαΓ(λ)) et
l’hypothèse (A.IV.2) est satisfaite puisque R(V ) ≥ 0 et Γ(

√
ε) est un opérateur

qui préserve la positivité. De plus R(V ) /∈ L∞(M,µ) si V 6= 0.

(iv) Nous avons une formule explicite pour constante c(t,Ψ) du théorème précédent.

Croquis de la démonstration du théorème IV.8 : Nous commençons par faire un dévelop-
pement de Taylor à l’ordre 2 du hamiltonien de H autour de l’orbite classique ϕt vérifiant
l’équation d’évolution (IV.15). Puisque le hamiltonien H est le quantifié de Wick de la
fonction

h(z) = 〈z, Az〉+ FV (z) ,

alors le symbole de l’opérateur translaté correspondant h(z + ϕt)Wick de H dans l’espace
des phases peut se décomposer essentiellement en trois termes h(ϕt), un terme d’ordre
1 (équation de transport !) et un hamiltonien quadratique dépendant du temps, plus des
termes d’ordre supérieur d’opérateurs de création-annihilation. Les deux premiers termes
fournissent une approximation pour l’évolution des états cohérents. Plus précisément pour
prouver le Théorème IV.8, nous dérivons la quantité

Y(t) = ei
t
ε
Hei

ω(t)
ε W (−i

√
2
ε
ϕt)U2(t, 0) .

alors,

−iε∂tY(t) = ei
t
ε
Hei

ω(t)
ε W (−i

√
2
ε
ϕt)

[
h(z + ϕt)Wick − A0(t)−

√
εA1(t)− εA2(t)

]
U2(t, 0) .

Ici nous avons utilisé l’identitéW (−i
√

2
ε
ϕt)∗HW (−i

√
2
ε
ϕt) = h(z+ϕt)Wick. Les (Aj(t))j=0,1,2

sont des opérateurs de Wick associés à des monômes et indépendants du paramètre ε. Le
reste FWick

R(t) := h(z+ϕt)Wick−A0(t)−
√
εA1(t)− εA2(t) est un opérateur de Wick d’ordre

ε
3
2 . Cela conduit à l’estimation suivante pour 0 < t < t0,∥∥∥∥∥Y(t)Ψ−W (−i

√
2
ε
ϕ0)Ψ

∥∥∥∥∥
Γs(Z )

≤ ε−1
∫ t

0

∥∥∥FWick
R(s) U2(s, 0)Ψ

∥∥∥
Γs(Z )

ds . (IV.16)

Par conséquent, nous obtenons l’estimation attendue. Cependant, il existe plusieurs points
qui doivent être traités avec soin. En particulier, la régularité par rapport aux puissances
de l’opérateur nombre pour le propagateur U2(t, s) est cruciale.
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Voici la généralisation du résultat de Hepp à la dimension infinie.

Corollaire IV.9. Supposons que (A.IV.1) et (A.IV.2) sont vérifiées et que V ∈ D(eαΓ(λ))
pour un certain λ > 1 et α > 0. Nous avons pour tout ξ ∈ Z et ϕ0 ∈ Z , il existe
t0 = t0(ϕ0) > 0 tel que pour tout t ∈]− t0, t0[, la limite forte

s− lim
ε→0

W (−i
√

2
ε
ϕ0)∗ ei tεHW (ξ) e−i tεHW (−i

√
2
ε
ϕ0) = ei

√
2Re〈ξ,ϕt〉 1l ,

avec ϕt solution de l’équation (IV.15) avec condition initiale ϕ0.

Preuve du corollaire : Il suffit de montrer que

lim
ε→0
〈e−i

t
ε
HW (−i

√
2
ε
ϕ0) Ψ, W (ξ) e−i tεHW (−i

√
2
ε
ϕ0)Φ〉 = ei

√
2Re(ξ,ϕt) 〈Ψ,Φ〉 ,

pour tout Ψ,Φ ∈ Df . Le théorème IV.8 appliqué pour un t fixé donne

〈e−i
t
ε
HW (

√
2
iε
ϕ0)Ψ,W (ξ)e−i tεHW (

√
2
iε
ϕ0)Φ〉 = 〈W (

√
2
iε
ϕt)U2(t, 0)Ψ,W (ξ)W (

√
2
iε
ϕt)U2(t, 0)Φ〉

+O(
√
ε).

En utilisant les relations de commutation de Weyl (IV.7) nous obtenons

〈W (
√

2
iε
ϕt)U2(t, 0)Ψ, W (ξ)W (

√
2
iε
ϕt)U2(t, 0)Φ〉 = 〈U2(t, 0)Ψ, W (ξ)U2(t, 0)Φ〉ei

√
2Re〈ξ,ϕt〉 .

Ainsi, nous obtenons la limite demandée puisque s − lim
ε→0

W (ξ) = 1l et U2(t, 0) est un
opérateur unitaire indépendant de ε.
Nous terminons cette section par donner un exemple d’interaction non-polynomiale dans
les variables de champ, dit modèle de R. Høegh-Krohn, voir [HK69a, HK69b].
Soit ϕ(x) un champ scalaire sur Rd de masse m0 > 0, c.-à-d.

ϕ(x) :=
∫
Rd
e−ipx [a∗(p) + a(−p)] dp√

ω(p)
, où ω(p) =

√
m2

0 + p2, m0 > 0. (IV.17)

Soit g ∈ C∞0 (Rd) tel que g ≥ 0, g(x) = g(−x), ‖g‖1 = 1 dont le support est inclus dans la
boule centrée à l’origine et de rayon 1. L’opérateur de champ tronqué est donné par

ϕκ(x) =
∫
Rd
gκ(x− y)ϕ(y) dy , avec gκ(x) = κ−dg(κ−1x) .

Pour tout x ∈ Rd l’opérateur champ ϕκ(x) est autoadjoint.
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Soit V une fonction à valeurs réelles, continue et bornée. Nous définissons le hamiltonien
de R. Høegh-Krohn comme suit :

H = dΓ(ω) +
∫
|x|≤r

V (ϕκ(x)) dx . (IV.18)

L’interaction est à valeurs réelles et bornée donc H est autoadjoint.
Maintenant, au lieu de prendre V bornée, nous considérons une fonction entière réelle
V (λ) =

∞∑
n=0

anλ
n avec an ∈ R. Nous obtenons l’interaction suivante :

∞∑
n=0

an

∫
|x|≤r

(ϕκ(x))n dx .

Pour éviter des problèmes de divergence à l’infini nous remplaçons (ϕκ(x))n par son ordre
de Wick correspondant donné par

 ∞∑
n=0

〈
(z + c(z))⊗n; an

∫
|x|≤r

eipx ĝκ(p)√
ω(p)

⊗n dx〉
Wick

.

L’interaction est bien définie sous la condition
∞∑
n=0

n!a2
n|| ĝκ√ω ||

2
L2(Rd) < ∞. Par conséquent,

le hamiltonien de R. Høegh-Krohn modifié correspondant est de la forme :

H = dΓ(ω) + FWick
W ,

avec

W =
∞∑
n=0

√
n!an

∫
|x|≤r

eipx ĝκ(p)√
ω(p)

⊗n dx ∈ Γs(L2(Rd)).

IV.3 Commentaires et suite

À l’issue de ce travail, nous nous sommes intéressés à l’existence et l’unicité de l’état
fondamental du modèle P (ϕ)2 ainsi qu’au comportement asymptotique de ce dernier par
rapport à un paramètre semi-classique (plutôt classique dans ce cadre). 5

5. C’est un travail en cours, l’auteur de ce tapuscrit doit terminer la rédaction !
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V.1 Introduction

Dans ce chapitre nous présentons le résultat sur le taux de décroissance de l’énergie pour
certains systèmes dissipatifs de type Petrowsky. Nous décrivons, dans un cadre abstrait,
le taux de décroissance optimal pour ces systèmes en terme de quantité spectrale du
générateur infinitésimal correspondant à la dynamique sous-jacente. L’idée principale est
d’identifier le taux de décroissance de l’énergie avec le supremum de la partie réelle du
spectre de l’opérateur dissipatif associé. Dans tout le chapitre, l’équation des poutres
d’Euler-Bernoulli amorties avec un coefficient d’amortissement dans L∞ est l’exemple de
base pour ce cadre.

Cadre abstrait : Soit H un espace de Hilbert. Notons ‖ · ‖H la norme associée. Soit A
un opérateur non-borné sur H de domaine dense D(A), autoadjoint, positive et inversible
d’inverse compact.
Soit B un opérateur borné de U dans H, où

(
U, ‖ · ‖U

)
est un autre espace de Hilbert qui

sera identifié avec son dual.
Nous considérons le système suivant :{

ẍ(t) + Ax(t) +BB∗ẋ(t) = 0,(
x(0), ẋ(0)

)
= (x0, x1) ∈ H 1

2
×H, (V.1)

où t ∈ [0,∞) et H 1
2

= D(A 1
2 ) est l’espace de Hilbert à poids muni de la norme ‖ · ‖ 1

2
avec

‖z‖ 1
2

= ‖A 1
2 z‖H , ∀z ∈ H 1

2
.

Désormais, nous fixons H := H 1
2
×H. Nous munissons cet espace de Hilbert du produit

hermitien suivant :〈
[f, g] , [u, v]

〉
H

:= 〈A 1
2f, A

1
2u〉H + 〈g, v〉H , pour tout [f, g], [u, v] dans H.

Le système (V.1) peut être réécrit comme une équation différentielle du premier ordre, en
posant Y (t) = T

(
x(t), ẋ(t)

)
:

{
Ẏ (t)−ABY (t) = 0,
Y (0) = T (x0, x1) ∈ H,

(V.2)

où AB := A0 −B : D(AB) = D(A0) ⊂ H→ H, avec

A0 =
(

0 I
−A 0

)
: D(A0) = D(A)×H 1

2
⊂ H→ H,

et B =
(

0 0
0 BB∗

)
∈ L(H).
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L’opérateur A0 est anti-autoadjoint surH par conséquent il génère un groupe d’opérateurs
unitaires fortement continue sur H, noté par

(
S0(t)

)
t∈R

. Puisque AB est dissipative et
surjective, il génère un semi-groupe de contractions sur H, noté par

(
SB(t)

)
t∈R+

. Le
système (V.1) est bien posé. Plus précisément, nous avons le résultat :

Proposition V.1. Soit (x0, x1) ∈ H. Alors le système (V.1) admet une unique solution
t 7→ x(t) dans l’espace C

(
[0,+∞);H 1

2

)
∩ C1

(
[0,+∞);H

)
. De plus la solution t 7→ x(t)

vérifie l’identité d’énergie suivante :

E
(
x(0)

)
− E

(
x(t)

)
=
∫ t

0

∥∥∥B∗ẋ(s)
∥∥∥2

U
ds, pour tout t ≥ 0, (V.3)

où E
(
x(t)

)
= 1

2

∥∥∥∥(x(t), ẋ(t)
)∥∥∥∥2

H

.

De l’identité (V.3) il en résulte que l’application t 7−→
∥∥∥∥(x(t), ẋ(t)

)∥∥∥∥2

H

est décroissante.
Dans de nombreuses applications, il est important de savoir si cette application décroît
exponentiellement lorsque t → +∞, c.-à-d. si le système (V.1) est exponentiellement
stable. Une des méthodes pour prouver la stabilité exponentielle est basée sur une inégalité
d’observabilité pour le système conservatif associé :

φ̈(t) + Aφ(t) = 0,
(
φ(0), φ̇(0)

)
= (x0, x1) ∈ H. (V.4)

Le problème (V.4) est bien posé dans H. Dans [Har89] A. Haraux montre que la stabilité
exponentielle du système (V.1) est équivalente à l’inégalité d’observabilité pour (V.4).

Proposition V.2. Le système (V.1) est exponentiellement stable dans H si et seulement
si il existe T > 0, et CT > 0 tel que

CT

∫ T

0

∥∥∥∥ ( 0 B∗
)

S0(t)Y0

∥∥∥∥2

U
dt ≥

∥∥∥Y0

∥∥∥2

H
, pour tou Y0 ∈ H. (V.5)

Le spectre de l’opérateur A : Le spectre de A est donné par 0 < µ1 ≤ µ2 ≤ µ3 ≤
· · · ≤ µn ≤ · · · → +∞ . Soit (vn)n≥1 une base orthonormée de H constituée de vecteurs
propres de A. Maintenant, nous pouvons décrire le spectre de l’opérateur anti-autoadjoint
A0.

Lemme V.3. Les valeurs propres de A0 et les vecteurs propres correspondants sont
donnés par :

A0V±k =
(
± i√µk

)
V±k, où V±k = vk√

2

[ 1
√
µk
,±i

]
, pour tout k ∈ N∗. (V.6)

De plus, la famille
(
V±k

)
k∈N∗

est une base orthonormée de l’espace des énergies H.



Chapitre V. Équation des poutres amorties 134

Exemple : Équation des poutres d’Euler-Bernoulli amorties. Nous considérons
le système suivant :

∂2
t u(x, t) + ∂4

xu(x, t) + 2a(x)∂tu(x, t) = 0, 0 < x < 1, t > 0, (V.7)

u(0, t) = u(1, t) = 0, ∂2
xu(0, t) = ∂2

xu(1, t) = 0, t > 0, (V.8)

u(x, 0) = u0(x), ∂tu(x, 0) = u1(x), 0 < x < 1, (V.9)

où a ∈ L∞(0, 1) est positive vérifiant la condition suivante :

∃ c > 0 tel que a(x) ≥ c, dans un ouvert non vide I de ]0, 1[. (V.10)

Nous définissons l’énergie de la solution u de (V.7)-(V.9), à l’instant t, comme

E
(
u(t)

)
= 1

2

∫ 1

0

(∣∣∣∂tu(x, t)
∣∣∣2 +

∣∣∣∂2
xu(x, t)

∣∣∣2) dx . (V.11)

Dans ce cadre les espaces de Hilbert correspondants sont :

U = L2(0, 1), H = L2(0, 1) et H 1
2

= H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1),

L’opérateur correspondant est : Aex = d4

dx4 , de domaine

D(Aex) =
{
u ∈ H4(0, 1) ∩H1

0 (0, 1); d
2u

dx2 (0) = d2u

dx2 (1) = 0
}
,

et la perturbation B est donnée par :

Bexφ = (Bex)∗φ =
√

2a(x)φ, ∀φ ∈ L2(0, 1).

Nous posons H = [H2(0, 1) ∩H1
0 (0, 1)]× L2(0, 1) et les opérateurs correspondants sont :

Aex
0 =

(
0 I

− d4

dx4 0

)
et Aex

B =
(

0 I

− d4

dx4 −2a(x)

)
.

Nous avons les propriétés suivantes :
(i) L’opérateur Aex

0 est anti-autoadjoint d’inverse compact et son spectre est donné
par σ(Aex

0 ) = {±ik2π2, k ∈ N∗}.

(ii) L’inégalité (V.5) est satisfaite selon [Har89], si a vérifie (V.10).



135 V.2 Résultat et quelques idées de preuves

V.2 Résultat et quelques idées de preuves

Nous donnons le taux de décroissance de la solution de l’équation (V.1), en terme d’abs-
cisse spectrale du générateur AB.
Soit µ(AB) l’abscisse spectrale de AB donnée par :

µ(AB) = sup
{

Re(λ); λ ∈ σ(AB)
}
. (V.12)

où σ(AB) est le spectre de AB. Afin d’énoncer le résultat nous définissons sur le taux de
décroissance, dépendant de la perturbation B, comme suit :

ω(B) = inf
{
ω; il existe C = C(ω) > 0 tel que E(x(t)) ≤ C(ω) e2ωtE(x(0))

pour toute solution de (V.1) avec condition initiale dans H
}
. (V.13)

Selon (V.3), ω(B) ≤ 0 (voir [Har89] et aussi [AT00]). Il s’ensuit que

µ(AB) ≤ ω(B). (V.14)

L’hypothèse suivante concerne le comportement de l’écart entre deux hautes fréquences
consécutives de l’opérateur A0. Pour k ∈ N∗, we define δ±k := | ± i(√µk+1 −

√
µk)| =√

µk+1 −
√
µk. Nous supposons que

(A.V.1) lim
k→+∞

δk = +∞,

et

(A.V.2)
(
δk+1

δ2
k

)
k≥1
∈ l2(N∗), où l2(N∗) est l’espace des suites de carrées intégrables.

Remarque V.4.

(i) L’hypothèse (A.V.1) implique que les hautes fréquences de A0 sont simples.

(ii) L’hypothèse (A.V.2) donne

lim
k→+∞

δk+1

δ2
k

= 0. (V.15)

(iii) L’hypothèse (A.V.2) n’implique pas (A.V.1) en général.

(iv) Le spectre de l’opérateur Aex
0 correspondant à l’exemple de l’équation des poutres

d’Euler-Bernoulli amorties vérifient les hypothèses (A.V.1) et (A.V.2). De plus,
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si l’amortissement a vérifie (V.10) alors w(B) < 0.

Maintenant, notre principal résultat sur le taux de décroissance optimal est :

Théorème V.5. Nous supposons que (A.V.1) et (A.V.2) sont vérifiées. Alors,

ω(B) = µ(AB). (V.16)

En d’autres termes, si toutes les solutions d’énergie finie de (V.1) sont exponentiellement
stables alors le meilleur taux de décroissance de la solution de (V.1) vérifie (V.16).
D’après le point (iv) de la remarque V.4, nous pouvons appliquer le théorème V.5 et nous
obtenons que le meilleur taux de décroissance de l’énergie pour l’équation des poutres
d’Euler-Bernoulli amorties est donné par l’abscisse spectrale du générateur infinitésimal
Aex
B du semi-groupe associé, dans le cas où le coefficient d’amortissement est dans L∞.

Croquis de la démonstration du théorème V.5 :
Pour B = 0, l’opérateur A0 est anti-autoadjoint, à résolvante compacte dans H. Par
conséquent toutes ces valeurs propres sont imaginaires pures et la multiplicité algébrique
et géométrique pour chaque valeur propre sont les mêmes. De plus, il existe une base
orthonormée de H constituée de vecteurs propres de A0. Voir lemme V.3.
Dans notre cadre c.-à-d. B ∈ L(U,H), nous utilisons le fait que AB est une perturba-
tion bornée d’un opérateur anti-autoadjoint à résolvante compacte par conséquent, en
appliquant [GK71, Chapter 5, Theorem 10.1], nous obtenons que l’ensemble des vecteurs
propres généralisés de AB est total dans H. Notons (Wn)n≥1 cet ensemble. De plus nous
avons quelques encadrements non affinés du spectre, (λn(B))n≥1, de AB. Ces informa-
tions ne sont pas suffisantes pour prouver le théorème, nous devons étudier les hautes
fréquences de AB, et en particulier leurs multiplicités algébriques. En utilisant le fait que
la distance entre deux valeurs propres consécutives de A0 tend vers l’infini (à l’infini),
ainsi que la dissipation est bornée, nous construisons un contour fermé autour de chaque
haute fréquence de A0 ; (Γ(k))|k|>N0 (pour un entier N0 suffisamment grand) dans le plan
complexe tel que : (voir figure V.1),

(i) Pour tout n ∈ N∗, Γ(±n) est centré au point (±i√µn).

(ii) A l’intérieur de Γ(n) il existe une seule valeur propre de AB.

(iii) L’opérateur AB possède exactement 2N0 valeurs propres comptées avec leur mul-
tiplicité dans C \ ( ∪

|k|>N0
Γ(k)).

(iv)
∑
|k|>N0

‖PB
Γ(k)−P 0

Γ(k)‖2
L(H) <∞, où PB

Γ(k) (resp. P 0
Γ(k)) désigne le projecteur de Riesz

associé à AB (resp. A0) correspondant au contour Γ(k).
La preuve des points ci-dessus est basée sur des estimations de la résolvante associées aux
opérateurs AB et A0. Puisque l’ensemble des vecteurs propres généralisés de AB est total
et les deux systèmes des vecteurs propres (généralisés) de AB et A0 sont quadratiquement



137 V.2 Résultat et quelques idées de preuves

λn(B)×

i
√
µn

i
√

µn−1

i
√

µn+1

δn
2− δn2

ian

bn

ian+1

dn

Re(z) = −‖B∗‖2
L(U,H)

0

Γ(n)

Figure V.1 – Le choix du contour Γ(n) et emplacement des hautes fréquences de AB.
Ici al = √µl−1 + 1

2δl−1, l ∈ {n, n+ 1}, bn = 1
2δn + i

√
µn et dn = −1

2δn + i
√
µn.

proches dans H (voir (iv) ci-dessus), il découle de [PT87, Appendix D, Theorem 3] que
le système de vecteurs propres généralisés de AB constitue une base de Riesz de H.
Maintenant, nous pouvons développer la condition initiale sur cette base de Riesz,

[
u0, v0

]
=

∑
|k|≤N0

mk−1∑
p=0

ck,pWk,p +
∑
|n|>N0

cnWn .

Le premier terme de droite correspondant au block de Jordan pour les fréquences « bor-
nées » et le deuxième terme exprime le fait que les hautes fréquences sont simples. Alors
la solution de (V.2) est donnée par :

[
u, ∂tu

]
=

∑
|k|≤N0

exp(λk(B)t)
mk−1∑
p=0

ck,p

p∑
l=0

tp−l

(p− l)!Wk,l +
∑
|n|>N0

cn exp(λn(B)t)Wn . (V.17)

Ici (λk(B))k∈Z∗ est l’ensemble des valeurs propres de AB. Notons qu’au maximum 2N0
valeurs propres peuvent avoir une multiplicité algébrique supérieure à un mais cette mul-
tiplicité est au plus 2N0, et la famille

(
V±k

)
k∈N∗

est une base orthonormée de l’espace des
énergies H (voir lemme V.3). Alors, par un isomorphisme Φ, nous avons

E
(
u(t)

)
=
∥∥∥∥[u, ∂tu]∥∥∥∥2

H

≤ ‖Φ‖2‖Φ−1‖2
(
1 + t2N0

)
exp

(
2µ(AB)t

)
E
(
u(0)

)
.
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D’où
E
(
u(t)

)
=
∥∥∥∥[u, ∂tu]∥∥∥∥2

H

≤ ‖Φ‖2‖Φ−1‖2 exp
(
(2µ(AB)− δ)t

)
E
(
u(0)

)
,

pour tout δ > 0. Par conséquent ω(B) ≤ µ(AB), et avec l’inégalité (V.14) nous obtenons
le résultat.

Remarque V.6. Nous parlons de sous (resp. sur) amortissement si 1
2‖B

∗‖2
L(H,U) est plus

petit (resp. grand) que √µ1, voir [CZ94]. Rappelons que µ1 > 0 est la première valeur
propre de A.

V.3 Commentaires et suite

Nous avons étendu ce résultat du théorème V.5 au cas de semi-groupe non-dissipative,
voir [xviii, sous-section 3.2] dont le système est décrit par :

ẍ(t) + Ax(t) +Kx(t) = 0,
(
x(0), ẋ(0)

)
= (x0, x1) ∈ H 1

2
×H, (V.18)

où A est le même genre d’opérateur que les sections précédentes et K ∈ L(H 1
2
, H).

Une généralisation possible est de considérer des perturbations non-bornés mais relative-
ment bornés par rapport à l’opérateur initial (non-perturbé). Le point crucial est toujours
de contrôler la multiplicité géométrique des hautes fréquences et la stratégie marchera dans
le cas où cette multiplicité est bornée.
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Titre : Contributions à l’analyse semi-classique de certains objets spectraux via l’ap-
proche microlocale.

Résumé : Mes travaux de recherches appartiennent aux domaines des équations
aux dérivées partielles et de la physique mathématique. Le fil conducteur de ceux-ci est
l’analyse semi-classique, l’outil de choix est l’analyse microlocale et l’objet spectral de
prédilection est les résonances.
Une grande partie de mes recherches concerne l’asymptotique des résonances générées par
un maximum du potentiel dans le cas de l’opérateur de Schrödinger, ainsi que l’étude
des résonances dans le cas où l’ensemble capté est donné par des trajectoires homoclines
et/ou hétéroclines.
La deuxième partie de mes travaux concerne la théorie de la diffusion pour l’opérateur de
Schrödinger périodique. Dans ce cadre, nous étudions certains objets spectraux générées
par différentes perturbations (lentes ou à grande constante de couplage).
La troisième partie concerne la propagation des états cohérents en théorie quantique des
champs.
Dans d’autres travaux nous nous intéressons à la caractérisation du taux de décroissance
de l’énergie pour certains systèmes dissipatifs dits de Petrowsky.

♦−−−−−−−−−−−−−−−−−−♦

Title : Contributions to the semi-classical analysis of certain spectral objects via the
microlocal approach.

Abstract : My research works belong to the fields of partial differential equations
and mathematical physics. The main thread of these works is the semi-classical analysis,
the tool of choice is microlocal analysis and the favorite spectral object is the resonances.
Much of my research concerns the asymptotics of resonances generated by a maximum of
the potential in the case of the Schrödinger operator, as well as the study of resonances
in the case where the trapped set is given by homoclinic and/or heteroclinic trajectories.
In the latter case we show that we have a cloud of resonances, in general.
The second part of my work concerns the scattering theory for the periodic Schrödinger
operator. In this context, we study the behavior of some spectral objects generated by
different perturbations (slowly varying potential or with large coupling constant).
The third part concerns the propagation of coherent states in quantum field theory.
In other works we are interested in the characterization of the decay rate of energy for
some abstract Petrowsky-like dissipative systems.
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